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Interagao Gravitacional entre Duas Particulas Pontuais com Massa my e m.

Suponha um Sistema de Referéncia no qual as particulas tém as posigdes 7 (t) e >(t)
em cada instante de tempo. Entao, as equagdes de movimentos sao:

(Eq.1) my (fT? = |i’"*a’"‘?(r —F)emp ddtgz =— l? =M (7, — F) com as condigdes
iniciais 7 (t = 0) = 4 (0), V4 (t = 0) = V4(0) e ra(t = 0) = 12(0), Vo(t = 0) = V»(0).
Isto € um sistema de 6 equagdes diferenciais ordinarias acopladas que pode ser
simplificado fazendo uma mudanga de variaveis. Usando as coordenadas do Centro
de Massa R = % e as coordenadas relativas entre as particulas ¥ = 5 — 1
obtemos um novo sistema de 6 equagdes desacopladas.

Note que somando as duas equagdes (Eqg.1) e dividindo pela massa total

M = my + m, obtemos Mdztf = 0 (Eqg.2), mostrando que o0 Momento Linear Total se
conserva, ja que nao ha forcas externas atuando, além das forgas internas.

Esta equagéo esta desacoplada porque néo dependen de 7, e pode ser integrada
duas vezes para determinar a posi¢ao do centro de massa em cada instante de tempo.

2R dR(t dA(t o = =
g 9 _ ) _ onst = Vgy = A% ¢ R(t) = R(lo) + Vom(t — b)

Centro de Massa em Movimento Retilineo Uniforme, R(ty) = R(0) =

> =0=

my71(0)+mpr>(0)

my+mp e

Vo = % = Vom(t) para qualquer instante de tempo t.
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Interagao Gravitacional entre Duas Particulas Pontuais com Massa my e m.

Falta resolver as trés equagdes para r. Note que dividindo as (Eq.1) por m; e m»

respetivamente e substraindo ambas equagdes obtemos Z,z’ = —G% (Eq.3) ou
Pr_ _gMuy — mm 4 '
W = G|?3 r,onde p = - s € chamada de Massa Reduzida.

Esta equacéo esta desacoplada porque ndo dependen de R, e pode ser entendida
como a equagao do movimento de uma particula de massa fiticia reduzida p
submetida a agdo da gravidade de um corpo fixo com massa fiticia M localizado na
origem ¥ = 0 (Problema de Um Corpo Fixo e Outro Livre - Aula 2).

Jé que a Unica forga atuante é a gravidade (forga conservativa), entdao F=-VUe

G"I”T Portanto, a Energia Mecanica Total se conserva: E = T + U = const.

O Torque Externo resultante é zero porque nao ha Forga Externa resultante. Logo, o
Momento Angular Total se conserva: L = 7 x By + F» x B2 = const ou 9& = 0.

dt
Substltumdo aC|ma as transformagdes inversas r; = R — —r ern = R+ ﬂr obtemos
L=MRx B 4 Fx 9 = Loy + L, Derivando esta equagao obtemos

o = M%7 x4+ Rx LB 4 pl G % & +F x £ = MR x L8]+ u[7 x 2F], onde
dAR

T ¥ @ =0e dj d— =0 porque o produto vetorial de vetores paralelos é zero.
Pela Eq 2 d,z = O Iogo =% 12 =0. PelaEqg.37 x t2 =0, ja que séo paralelos.
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Interagao Gravitacional entre Duas Particulas Pontuais com Massa my e m.

Produto Vetorial: entre os vetores A = (ay, ay, a;) = axl + ayj + azk e
B=byi+ by7 + b2k é um novo vetor perpendicular ao plano contendo os vetores A e

B. Se define como

A x B =[ayb, — arby]i + [a-bx — axb;|] + [axby — a,bx]k
= ([aybz - azbyL [asz - aXbZ], [axby — aybx])

A A A T] k ik
= zy zz i — EX ZZ J+ 2)( 2” k=det|ax a a;| =|ax a az-
vz x o by by, b by by, b

Logo, para F = ri+ ryj + rzk temos Fx F = [ryrz — rz0, i 4 [r2rx — rxrz]f + [rxry — ryrlk
mostrando que o produto vetorial de vetores paralelos é zero.

Jaque L[, = uF x ‘;; se conserva, entdo o movimento relativo entre as particulas esta
limitado ao plano perpendicular a L. Isto permite simplificar as equagées se
escolhemos o eixo z paralelo a L.

Logo, o Momento Angular do Centro de Massa se conserva deCt"” =0,eo0
Momento Angular Relativo se conserva dL’ =0.

Mais detalhes consultar o livro: Topicos de Mecanica Classica, Marcus A. M. de
Aguiar, 2026.
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Interagéo Gravitacional entre Trés Particulas Pontuais com Massa m;, m, e ms.

Suponha um Sistema de Referéncia no qual as particulas tém as posi¢des

A (t) = (xi (1), y1 (1), 21(1)), 2(1) = (x2(1), y2(1), 22(1)) € Pa(t) = (x3(1), y5(t), 23(1))
em cada instante de tempo ¢. Entdo, as equagdes de movimentos séo:

P
Eq1) m Gt = — 205 (R — 72) — 2% (R — ),
(q ) ate \r1—r2|3( ) |r17r3‘3( )

o7 Gmomy (2 2 Gmomg (2 2
Eq2)m=—2 = ——25(h—n)— —235% (kL — 1),
(Eq.2) my 7 \72771|3(2 1) |727?3‘3(2 3)

o7 Gmymy (2 2 Gmgmp (2 2
Eq3)m—2 = ———=L (B —n)— ——=5%5(— ),
(q ) 3R ‘r37r1|3(3 ) |r37r2‘3(3 )

com as condigdes iniciais 7; (t = 0) = 71 (0), vy (t = 0) = V1(0), fa(t = 0) = 1>2(0),

Vo(t = 0) = V2(0) e 75(t = 0) = 75(0), V5(t = 0) = V3(0).

Isto € um sistema de 9 equacdes diferenciais ordinarias acopladas que ainda ninguém
conseguiu simplificar como no caso do problema de dois corpos (fazendo uma
mudanga de varidveis ou outra coisa). No caso do problema de dois corpos, usando

as coordenadas do Centro de Massa R = % e as coordenadas relativas entre

as particulas ¥ = > — 7; € possivel desacoplar as EDOs e apresentar uma Solugéo
Geral para o problema.

O problema dos Trés Corpos tem sua origem na Mecanica Celeste e consiste em
determinar as trajetérias ou orbitas de trés corpos submetidos apenas a forga
gravitacional newtoniana entre eles.
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Alguns Pensadores que contribuiram para a solugéo deste problema.

Isaac Newton, formulou matematicamente o Problema. Ndo encontrou uma Solugdo
Geral como no caso de Dois Corpos. Posteriormente, muitos pensadores estudaram o
Problema sem encontrar uma Solugao Geral, propondo Solugdes Particulares.

Isaac Newton (1642-1727) - Estudos Geométricos.

Alexis-Claude Clairaut (1713-1765) - Solucéo aproximada para o Problema Lunar.
Leonhard Euler (1707-1783) - Método para calcular as perturbagdes nos movimentos
planetarios.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) - Mostrou que o problema poderia ser reduzido
de um sistema de equagdes diferenciais de ordem dezoito para um de ordem sete.
Carl Jacobi (1804-1851) - Novos métodos de integragado de equagdes diferenciais.
William Rowan Hamilton (1795-1865) - Novos métodos de integragéo de equagdes
diferenciais.

Charles-Eugéne Delaunay (1816-1872) - Uso de séries.

George Hill (1838-1914) - Solugdes periddicas para o problema.

Henri Poincaré (1854-1912) - Trajetérias dos corpos sdo extremamente sensiveis as
condigdes iniciais, ou seja, uma pequena mudanga nas condi¢oes iniciais pode causar
uma drastica mudanga nas posicdes finais (Caos Deterministico).

Anders Lindstedt (1854-1939) - Técnica para aproximar uniformemente solugdes
periédicas de EDOs quando as abordagens de perturbagéo regulares falham (método
de Lindstedt-Poincaré).

Jacques Hadamard (1865-1963) - Teoria dos sistemas dinamicos.

George David Birkhoff (1884-1944) - Teoria dos sistemas dinamicos.
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Relevancia deste Problema.

Prémio do Rei Oscar Il da Suécia a finais do Século XIX para qualquer um que
encontrasse uma Soluc@o Geral do Problema dos N Corpos.

O prémio foi entregue a Poincaré, mesmo sem ter resolvido o problema original. (A
primeira versao de seu trabalho continha sérios erros). A versao final impressa contem
muitas ideias importantes para o desenvolvimento da Teoria do Caos.

O problema como definido originalmente foi finalmente resolvido em 1912 pelo
matematico finlandés Karl Fritiof Sundman para N = 3. Este método usa série de
poténcia cuja convergencia € muito lenta!

Algumas Aplicacoes:

1- Movimento do Sistema Sol-Terra-Lua.

2- Movimento de um Planeta ou de um Cometa sob a atragao principalmente do Sol e
Jupiter.

3- Movimento de um Satélite Artificial entre a Terra e a Lua

Integrais de Movimento: sdo as variaveis que permanecem constantes no tempo.
Bruns mostrou que neste problema existem 10 integrais de movimento:

- 3 Integrais de Movimento para o Momento Linear Total (vetor),

- 3 Integrais de Movimento para o Centro de Massa (vetor),

- 3 Integrais de Movimento para o Momento Angular Total (vetor),

- 1 Integral de Movimento para a Energia Total (escalar).

O Problema continua sendo estudado nos dias de hoje!

Vale a pena consultar na Internet, por exemplo, Problema de trés corpos - Wikipédia.
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