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Alguns Dados Historicos.

A ideia foi aperfeicoada com o passar do tempo por novos pensadores.

Heron de Alexandria (10 - 80 dC). Principio do Caminho Mais Curto: Ao se refletir
em um espelho, a luz percorre o caminho mais curto possivel entre o ponto de origem
e o ponto de destino. Como consequéncia segue que o angulo de incidéncia deve ser
igual ao angulo de reflexao.

Pierre de Ferma (1662). Principio do Tempo Minimo: A luz, ao viajar entre dois
pontos, segue a trajetéria que leva o menor tempo possivel. Como consequéncia se
verifica a propagacao retilinea da luz na reflexdo e refragao.

Pierre Louis Maupertuis (1744). Principio de Minima Ac¢ao: A quantidade de agao
(A) necesséria para que qualquer mudanca seja feita pela natureza é sempre a menor
possivel.

J = A= [ mV.dr, onde a integral é calculada ao longo da trajetéria da particula.

Leonhard Euler (1744). Principio de Minima Acao: O caminho de uma particula que
viaja entre dois pontos fixos corresponde ao Minimo de A = j‘,/rf vV - dr. Caso particular
de Maupertuis, porém usa calculo variacional. Usa trajetérias ou caminhos virtuais, os
quais sao vizinhas a trajetoria real da particula.
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Alguns Dados Historicos.

Joseph-Louis Lagrange (1760). Principio Variacional: Mostra que as Leis de
Newton séo equivalentes ao Principio de Minima Acéo junto com a lei de conservagéao
de energia (caminhos virtuais). Introduziu coordenadas generalizadas (g;), suas
velocidades generalizadas (§; = %) e a Lagrangiana £ = T — U, onde T é a energia
cinética e U é a energia potencial do sistema. Obtendo assim a Equacéo de
Euler-Lagrange:

d (o) _ oL _g
dt \ 9g; oq;

Os principios variacionais de Euler e Lagrange usam a ideia de caminhos virtuais de
mesma energia. Hamilton eliminou essa restri¢géo, considerando caminhos virtuais que
terminam no mesmo ponto e no mesmo tempo.

Principios Variacionais também s&o usados para desenvolver a mecanica quantica. A
ideia central dos principios variacionais consiste em supor que a natureza age sempre
de maneira a otimizar uma certa grandeza fisica. Isto é, a natureza busca sempre o
equilibrio 6timo do sistema, o qual é obtido ao exigir que o funcional alcance seu valor
de maximo ou minimo (extremal).

Exemplos séo as frases: um sistema tende para o estado de minima energia ou um
sistema tende para o estado de maxima entropia.
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Principio Variacional de Hamilton.

William Hamilton (1834). Principio Variacional de Hamilton: Dentre todas as
trajetérias possiveis conectando as coordenadas generalizadas iniciais g;(t;) as finais
gi(ty) do sistema, a trajetoria real corresponde aquela que torna nula a primeira

variagao da Agao A = Lr q,q,t)dt = 2(T — U)dt.
Jy Jt

No desenvolvimento de Halmiton néo é necessario fazer uso de caminhos ou
trajétorias virtuais para obter a Equagao de Euler-Lagrange, as quais séo obtidas
repetendo o procedimento do calculo variacional apresentado na Aula-4:

a(%)-%=0=a("G") - "@2=0

Comparando as dimensdes fisicas do Principio de Maupertuis e de Hamilton temos:

— — ~ i 2
Maupertuis: A = [" mV - dF dimensées de W
i

Hamilton: A = [ £(q,q, f)dt = [{2(T — U)d dimensbes de [massalicomprimentol”
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Equivaléncia entre o Principio de Minima Acao de Hamilton e as Leis de Newton.

O principio de Hamilton s6 pode ser aplicado se as forgas atuante no sistema séo
conservativas. Isto é, possam ser descritas por uma fungéo potencial F = —V U.

Por simplicidade, considere uma Unica particula num campo de forga conservativo.
Logo, E=T+ U,onde T = T(r) = %mi‘2 é a energia cinética que s6 depende de
velocidade 7 e a energia potencial U = U(r) sé depende da posigao 7.

No funcional Lagrangiano £ = T(f) — U(r), o tempo t é a variavel independente.
Como as forgas sao conservativas £ nao depende explicitamente do tempo. Neste
exemplo as coordenadas generalizadas coincidem com as coordenadas cartesianas
da particula g; = r; e §; = r; com i = 1,2, 3. Portanto, a Equagao de Euler-Lagrange é:

d (oL oaT-U)\ _ a(0=V) _ oL _ _0U o 0L .

dt (&7,-) 8q, =0=5 ( o5 ar = 0. Como 7= = —G- e 5z = mi,

segueque & (2£) — 2 =0= Z(mi) + 9Y =0= S (mij)=-2Y = Fqueéa
dt \ or or; dt ! ! ar; !

segunda Lei de Newton para a componente i do vetor forga.

Resultado analogo é obtido se o sistema é formado por um nimero finito de particulas
submetidas a forgas conservativas. Isto porque o funcional Agao

A= /,:2 £(q,q, t)dt = _[}:Z(T — U)dt é um Funcional Linear.
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Coordenadas Cartesianas e Coordenadas Generalizadas.

A Mecanica Newtoniana ¢ formulada usando um sistema de referéncia com eixos
cartesianos, onde o estado do sistema é determinado conhecendo sua posi¢cao

= (x(t),y(t),z(t)) em cada instante de tempo t. Com frequéncia é conveniente fazer
uma mudanga de coordenadas para facilitar a resolugdo matematica do problema. Isto
é, as coordenadas cartesianas podem ser trocadas por coordenadas curvilineas como
as coordenadas polares, coordenadas cilindricas, coordenadas esféricas ou outras.

A Mecanica Classica é formulada usando um sistema de referéncia com
coordenadas generalizadas g;, onde o estado do sistema é determinado conhecendo
estas coordenadas g1(t), g2(t), - .., gn(t) em cada instante de tempo t, o qual &
chamado de Espacgo de Configuragado. O sistema fisico tem N graus de liberdades, e a
cada grau de liberdade deve ser associado uma coordenada generalizada g;. Quando
as coordenadas generalizadas sé@o escolhidas de tal forma que s&o independentes
entre si, entdo o nimero de coordenadas generalizadas independentes coincide com
0 numero de graus de liberdade do sistema.

Coordenadas Generalizadas: E o sistema de coordenadas curvilineas g; que
determinam de maneira univoca a configuragao do sistema fisico. O termo
generalizada é usado para deixar claro que podem ser diferentes das tradicionais
coordenadas cartesianas.
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Momento Linear e Momento Generalizado Conjugado.

Na Mecénica Newtoniana o momento linear de uma particula é definido como
p= '"7 = (Px, Py, Pz) OU POr componentes como py = d(’"x) Dy = ('"y) e

pz = %. De maneira analoga se define 0 momento generallzado conjugado na
mecanica classica.

Na Mecanica Classica o momento generalizado conjugado a coordenada
generalizada g; é definido como p; = % ,onde L=T—-Uéa Lagrangiana do
sistema. Note que, como caso especn‘lco para uma particula se g1 = x, go =
gs=2ze L=} m(x?+y?+2%) — U(F), entdo p; = gqf =% = mx = px,
po=g =%y =my=peps= g =5z =mz=pz.

Coordenada Generalizada Ciclica: Se diz que a coordenada generalizada g; € ciclica
oL __ —0.

se a Lagrangiana do sistema £ ndo dependen desta coordenada, ou seja, se 2q
Note que as coordenadas ciclicas tem implicagdes para as Equagdes de
Euler-Lagrange:

d (oL oL _ d (oL oL BE 6[1
<6q,> —5g = 0= & (8(7,) = 5q %Y G d(p) =25, Se = 0 coordenada

C|cI|ca, entao % (pi) = 0 seu momento conjugado é uma constante de movimento.
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Coordenadas Generalizadas Ciclicas e Leis de Conservagao.

Note que a Lagrangiana £(q, q, t) é fungdo das coordenadas generalizadas gq;, das
velocidades generalizadas §; e do tempo t. Se a coordenada gy é ciclica, entdo seu
momento conjugado py se conserva. Dito de outra forma, € invariante com o tempo.

Se a Lagrangiana nao dependente da coordenada generalizada gy, as equagdes de
movimento do sistema néo se alteram se deslocamentos arbitrarios ao longo dessa
coordenada séo realizados. Dito de outra forma, existe simetria do sistema para estas
transformacgdes da coordenada generalizada g, ou, o sistema é invariante para estas
transformagdes da coordenada generalizada qy.

Assim, na Mecénica Classica as Leis de Conservagao sdo associadas a simetrias da
Lagrangiana.

Conservagao do Momento Linear esta associado a simetria de translacao.
Conservacao do Momento Angular esta associado a simetria de rotacao.

Conservacao da Energia esta associada a simetria de translacao no tempo.
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Conservagao do Momento Linear no Problema de Kepler.

Problema de Kepler: Considere o problema de interagdo gravitacional entre duas
particulas pontuais com massa my e m, (sistema Sol-Terra ou Terra-Lua < Aula-3).

Se usamos como coordenadas generalizadas as coordenadas cartesianas
ry = (x1,¥1,21) € r2 = (X2, ¥2, Z2), entdo a Lagrangiana do sistema é

.. 1 . 1 .
L(rqy,r2,Fy,F2, 1) = §m1(r1 )+ 5"72("2)2 = U(lr2 — 1))

Note que nestas coordenadas nédo existem coordenadas ciclicas, ja que a L £ ( para
todas as componentes de rq e ro. Porém, a Lagranglana muda se usarmos como

H my T -+m: I
coordenadas generalizadas (g1, g2,93) =R = R= # (coordenadas do

Centro de Massa) e (q4,s,9s) =¥ = I = I, — I} (coordenadas relativas entre as
particulas):

LR = | MR + a0 | - Ui,

m1 m2
my+m;

onde M = my + m, (Massa Total) e u = (Massa Reduzida).

As coordenadas R = (Rx, Ry, Rz) séo ciclicas porque 3—‘ = 0. Logo, seu momento

conjugado P = (Px, Py, P;) é constante: P = ﬁ MR = const.
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Conservagao do Momento Linear e Simetria de Translagéo na Lagrangiana.

Para estas coordenadas generalizadas o Momento Conjugado P = g—é = MR
= myF{ + mofy = const coincide com o Momento Linear Total do sistema.

Se é feita uma translagéo apenas do Centro de MassaR — R+ AR er — r, entdo
. 1. 1. . L
LR rE 1) = | SMR)? + Su(0)?| — U(r)) — LR+ AR R,r. | 1) = LR, 1, |, 1),

A Lagrangiana do sistema é simetrica (invariante) para esta translagéo, mostrando que
o deslocamento do Centro de Massa do sistema nao altera sua dinamica, o que
implica na conservagao do Momento Linear Total!

Note que pelas equagdes das transformagdes de coordenadas temos:

m,
_ My + mary r1:Rfﬁ2r

Novas M & Cartesianas m
r=rt,—r =R+ —r

2 1 M

Logo, a translagao do Centro de Massa implica em novasr{ — r; + AR e
ro — r> + AR, ou seja, cada particula é deslocada na mesma quantidade. Porém,
suas coordenadas relativas nao se alteramr — [r, + AR] — [r1 + AR] =r, —ry =r.
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Conservagao da Energia Total e Simetria de Translag@o no tempo da Lagrangiana.

Considere o Problema de Kepler e o funcional £(q, q, t) definido como
oL de
t ,q,1).Se — =0, entdo — = 0 = & é conservada.
£(q,9,t) = j§1q, £(g,4,1) T T v

Sabendo que a derivada total com respeito ao tempo para qualquer fungéo G(q,q,t) é

dg 8¢ N[ag

5 ot + ,Z1 o g+ 94 Eyj} aplicando isto a £(q, q, t) acima segue

de d|LLac| de ML[.oc L d[oc o Mloc. oc.
dt_dt[jz_;q/ } t ;[aq q’dt( )] (az+z ag ¥ 059

_ZN:', d (oL oLy oL _ oL Se6£ Oentéoﬁ—o
29\ a\og) aq| ot T ot ot a

=0 Euler-Lagrange

Como L(R,r,i,t) = [%M(F&)2 + %u(l‘)z] — U(Ir|), entdo 25 = 0 (coordenadas R e 1).
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Conservagao da Energia Total e Simetria de Translag@o no tempo da Lagrangiana.

O mesmo resultado ¢ valido para as coordenadas cartesianas rq e ra, ja que
Lo 1 : 1 p aq OL
L(ry, ¥, b1, F2, 1) = [§m1(r1 )2+ §m2(r2)2] — U(Jrz — rq]), entdo 5= = 0.

Se é feita uma translagédo apenas no tempo t — t + At, entdo
. 1 . 1. L. L
L(R,r,F ) = [EM(R)Z + §u(r)2] —U(r)) = LR, 1, i, t + At) = L(R, 1, |, 1).

A Lagrangiana do sistema é simetrica (invariante) para uma translagéo no tempo,
implicando em ‘L—f = 0. O funcional £ frequentemente é chamado de Integral de
Jacobi e para o Problema de Kepler coincide com a Energia Total do sistema.

Note que E(ry,r2,Fq,r2,t) = Z/ 1 r/ ar — L(rq,ro,F1, 2, t), como U ndo depende de

, 9L _ 8T _ 9%y 372_ )+ 1 6 2
r,seguequeai—af/_ai/Jrai/ ar, Iy (S, 7))+ ime (X8, 72)| =

aT. BT i
Br1 =m Z, 1fidjsej=1,2,30u 52 = mgz,.:‘,r,'&,-j sej=4,56.
Portanto

6 oT oT,
2 /ar, Z/ 1 /ar1 +Z/ 1 /arf *Z/ 1 my o 1’/%‘*‘2, 4 T2 28 4 Fid
—21:1 m i2 +Zj:4m2rj2_2T. Logo, £ =2T —L=2T —(T-U)=T+U
Energia Total do sistemal!
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