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Formulagdo Newtoniana

Mecénica Newtoniana: Leis de Newton sdo Empiricas.

Primeira Lei (Inércia): Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de
movimento uniforme em uma linha reta, a menos que seja forcado a mudar aquele
estado por forgas (forga resultante externa) aplicadas sobre ele. (Sistema de
referéncia Inercial)

Segunda Lei (Dinamica): A mudanga de movimento é proporcional a forgca motora
imprimida, e é produzida na direcdo de linha reta na qual aquela forca é aplicada.

Forga resultante F= % = d(g;"), onde g = mv € o momento linear, m é a massa da
dr

particula, V = i é a velocidade linear, t € o tempo. Massa, comprimento e tempo sao

as grandezas fundamentais. Forca € uma grandeza derivada das grandezas
fundamentais.

Terceira Lei (Acao e Reacao): A toda agédo ha sempre uma reacéo oposta e de igual
intensidade: as acdes mutuas de dois corpos um sobre o outro sdo sempre iguais e
dirigidas em sentidos opostos

O Estado do Sistema é determinado conhecendo a posigéo 7 = (x(t), y(t), z(t)) em
cada instante de tempo t. E formulada usando um sistema de referéncia com eixos
cartesianos que podem ser trocadas por outras coordenadas para facilitar a resolugéo
matematica do problema. Para determinar o Estado do Sistema (solugédo Unica) é
necessario fornecer as Condigdes Iniciais: 7(t = 0) = F(0) e V(t = 0) = V(0).
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Formulagéo Lagrangiana (Mecanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecéanica Cléssica ou Analitica)

Mecanica Lagrangiana: Principio Variacional Nao Empirico.

Principio de A¢ao Minima de Hamilton: Dentre todas as trajetérias possiveis
conectando as coordenadas generalizadas iniciais g;(t;) as finais g;(t,) do sistema, a
trajetéria real corresponde aquela que torna nula a primeira variagao da Agao

A= [2£(a,,t)dt = [2(T - U)at, ou seja, 5.4 = 0.

Minimizar o Funcional Agdo é equivalente a resolver as Equagdes de Euler-Lagrange:
g @ _ % _ _ _ z . T 7 . .
o (aqi> oq = 0,onde £L =T — U, T é a energia cinética e U é a energia potencial.

Para N graus de liberdades, o Estado do Sistema é determinado conhecendo as
coordenadas gy (1), gz2(1), . . ., qn(t) em cada instante de tempo t (Espago de
Configuragéo). E formulada usando um sistema de coordenadas generalizadas g;.

O Principio de Minima Acéo de Hamilton é equivalente as Leis de Newton.

Para determinar o Espaco de Configuragdo do Sistema (solugédo Unica) é necessario
fornecer as Condi¢des Iniciais: g;(t = 0) = g;(0) e g;(t = 0) = g;(0) com
i=1,...,N. Portanto, é necessario resolver um sistema de N equagdes diferenciais
ordindrias de segunda ordem no tempo.
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Formulagao Lagrangiana (Mecéanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecénica Classica ou Analitica)

Mecénica Hamiltoniana: Principio Variacional Nao Empirico.

Na formulagdo Lagrangiana para determinar o Estado do Sistema é necessario
resolver um sistema de N equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem no
tempo.

Este formalismo pode ser modificado matematicamente para ter que resolver um
sistema de 2N equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem no tempo. A
formulagéo Hamiltoniana permite fazer esta modificagdo matematica.

Deve ser ressaltado que do Ponto de Vista Fisico, os trés formalismos sédo
equivalentes (Newtoniano, Lagrangiano e Hamiltoniano). Isto é, quando aplicado a um
problema especifico, os trés formalismos fornecem a mesma solugéo. Entretanto,
como sao formalismos matematicos diferentes, eles podem apresentar vantagens e
desvantagens quando comparados.

Outro destaque que deve ser ressaltado é a ordem cronol6gica do surgimento destas
formulagdes. Primeiro surgiu a mecanica Newtoniana, posteriormente foi postulada a
mecanica Lagrangiana, e depois surgiu o formalismo Hamiltoniano.

O formalismo Lagrangiano usa a Lagrangiana do sistema. O formalismo Hamiltoniano
usa a Hamiltoniana do sistema, que pode ser obtida a partir de Lagrangiana.

Entretanto, o formalismo Hamiltoniano estabeleceu os fundamentos para o
desenvolvimento da mecanica estatistica e a mecanica quantica.
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Formulagao Lagrangiana (Mecéanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecénica Classica ou Analitica)

Equagbes de Hamilton.

O funcional Hamiltoniano pode ser obtido a partir da Lagrangiana por meio da
Transformacéo de Legendre.

Note que o formalismo Lagrangiano usa as variaveis q; (coordenadas generalizadas) e
gi (velocidades generalizadas), ja que a Lagrangiana depende destas variaveis
£(q,9,1).

O formalismo Hamiltoniano usa as variaveis q; (coordenadas generalizadas) e p;
(momentos conjugados), ja que o Hamiltoniano dependera destas variaveis H(q, p, {).

Entéo, partindo do formalismo Lagrangiano, primeiro é necessario fazer esta troca de

variaveis: §; por p;. Lembrando que o momento conjugado da coordenada

generalizada g; foi definido como p; = g—g = pi(9q,q, t), assim temos p; em fungédo das
!

variaveis gj, gj e t.

Precisamos da transformagéo inversa g; = g;(q, p, t) para poder trocar q; por p; na

Lagrangiana e obter o novo funcional Hamiltoniano que dependa de q; e p;.

Existe um teorema matematico (Teorema da Fungéo Implicita) que garante a
existéncia destas duas transformagdes de variaveis p; = pi(q9,4d, t) € §; = gi(q, p, t).
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Formulagao Lagrangiana (Mecéanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecénica Classica ou Analitica)

Equagbes de Hamilton.

O Teorema da Fungao Implicita estabelece que estas duas transformacgdes de
variaveis p; = pi(9,9, t) e g = g;(q, p, t) existem num ponto (q, ¢) do Espaco de
Configuragédo do sistema se se verificam as seguintes duas condigdes:

i) asfuncdes p; = pi(q,4q,1t) e gg;’ = quaq sdo continuas na vizinhanga deste
ponto,

ii) a Matriz Hessiana avaliada neste ponto definida como Wy ; = é ndo

singular, ou seja, det(W) # 0 neste ponto.

2°L
94k 04,

Assim, a din@mica do sistema pode agora ser descrita com o novo funcional
Hamiltoniano definido como:

oL
H(qp,t)—Zq,—q—ﬁ(qqt Zq,p,— (9.9, 1). (1)
i=1

Note que partindo do Lagrangiano e usando a transformacéo inversa g; = g;(q, p, t) €
possivel obter o Hamiltoniano #(q, p, t). Lembrando que este Hamiltoniano é

semelhante ao funcional £(q,q, t) = Z,-’L q,g%_ — £(q,q,t) da Aula 5 (Integral de
Jacobi), o qual depende das variaveis g;, §; € ndo das variaveis g;, p;.

Entao, as novas equagdes de movimento do sistema podem ser obtidas calculando o
diferencial total de primeira ordem em ambos lados da Equagao (1).
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Formulagao Lagrangiana (Mecéanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecénica Classica ou Analitica)

Equagbes de Hamilton.

Sabendo que o diferencial total para qualquer fungéao H(q, p, t) €

dH = Z |:dq]+ 5

Logo, o diferencial total da Lagrangiana £(q,q, t) é

D dp,] + —dt (diferencial do lado esquerdo). (2)

oL oL
dL = dl —d¢ —at. 3
Z |: 9+ = C] g + ot 3)
E o diferencial do termo Z,-:1 qipi €
N N N N
d {Z QiPi] =D [piddg; + qioydoi] = [pidd; + gidpy] - (4)
i=1 j=1 i=1 j=1
Portanto, o diferencial do lado direito da Equacéo (1) é igual a Eq. (4) - Eq. (3)
N
0 oL oL oL
dH = Z[ (p, - 0) dg; -+ g;dp; — dq,] -5 dt= > [q,dp, ldq,] -5
j=1 j=1 99
=0=p;= 33’
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Formulagao Lagrangiana (Mecéanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecénica Classica ou Analitica)

Equagbes de Hamilton.

Usando as Equagdes de Euler-Lagrange & (‘9‘:) — 9L _ 0, segue que

oq; ag;
g—qﬁj =4 (%) = p;. Entéo, o diferencial do lado direito da Equagao (1) pode ser
/)
reescrito como:
N oL oL N oL
dH =3 |gdp - daj| — Srdt=3 (g - pdg] - rdt (5)
= aq; ot = ot

Como o diferencial de ambos lados da Equagéo (1) devem ser iguais, entao
comparando as Equagdes (2) e (5) obtemos as Equacoes de Hamilton ou Equacgoes
Canonicas de Hamilton:

. OH
g =— (6)
. OH

h=—%5—. (7)
] aq]

Também, é obtida outra equagéao

OH oL

=== 8
ot ot (®)

a qual estd relacionada com a derivada total de #(q, p, t) com respeito ao tempo.
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Formulagao Lagrangiana (Mecéanica Classica ou Analitica)
Formulagdes Baseadas em Principios Variacionais Formulagdo Hamiltoniana (Mecénica Classica ou Analitica)

Equagbes de Hamilton.

Lembrando que a derivada total de H(q, p, t) com respeito ao tempo é

N
dH OH OH OH
b=l ) 9
= o +§[dqjq, pjpf} (©)
Substituindo as Equagdes de Hamilton (g; = ‘(’)—;{ ep = ()q ) na Equagdo (9)
7
obtemos:
aH _oH N P I ) (10}
= a7 —PjGi+aP | = o =
dt ot & || ot ot

=0

Portanto, se a Lagrangiana do sistema nao depende explicitamente do tempo, entéo a
Hamiltoniana também n&o depende explicitamente do tempo, e se conserva.

Assim, na formulagdo Hamiltoniana as variaveis q e p sao independentes entre si, e
sdo chamadas de variaveis candnicas conjugadas, as quais formam o chamado
Espaco de Fase do sistema. Isto é, o estado do sistema é determinado pelas
coordenadas generalizadas g; e seus momentos candnicos conjugados p; em cada
instante de tempo t.
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