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LISTA 14

1. Verifique as hipdteses do Teorema da Fungao Implicita no ponto Py = (1,1) e calcule 3/(1) e
y"(1) para In(zy) — 22y +2 = 0.

2. Considere a equacio y(z — 2)% + ze?~! = 0. E possivel, pelo Teorema da Funcao Implicita,
garantir que esta equagao define implicitamente uma tnica funcdo y = f(z), com x numa
vizinhanga de xy e y numa vizinhanga de yo, quando (xg,yo) é

(a) (1,1)? (b) (0,0)? (c) (2,1)7
3. Seja F': R? — R definida por z = F(z,y) = (y — z)%.

(a) Faca um esboco das curvas de nivel de F' associadas aos niveis z =0, z =1 e z = 16.
(b) Faga um esbogo do gréfico de F.

(¢) Mostre que P = (0,0) pertence a curva de nivel
Fo={(z,y) € R* F(z,y) = 0}

de F associada ao nivel z = 0.
(d) Mostre que F;(0,0) =0 e F,(0,0) = 0.

(e) Mostre que a curva de nivel Fy pode ser representada como o gréafico de uma fungao y =
f(x), com x € R.

(f) Este exercicio constitui um contra-exemplo para o teorema da funcdo implicita para R??
Justifique cuidadosamente sua resposta.

4. A equacio y3 + 2y + 2% = 4 define implicitamente uma funcio de classe C! y = f(x) cujo grafico

est4 na vizinhaca do ponto (0, v/4)? Em caso afirmativo, expresse d_y em termos de x e y.
x

5. Mostre que a equacio x> + y> + 23 = x 4 y + z define implicitamente uma funcao de classe C'*

2z 2
z = f(x,y) cujo grafico estd na vizinhanga do ponto (1,1,1). Expresse 3z © By om termos de
x Oy

T,y ez

Nos exercicios 6. e 7. obtenha f, e f, para z = f(z,y) definida pela equacao dada.

6. In(zyz) +e* =1 7. 22> —3yz +cosz =0

8. Seja uma funcdo z = f(x,y) de classe C*, cujo grafico estd contido na superficie #2432+ 22 = 1.
Sabe-se que f(0.5,0.5) > 0. Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal ao gréfico
de f no ponto (0.5, 0.5, f(0.5,0.5)).

2?2 g2 2
9. Considere a funcao w= f(z,y,2) = — + W2 +—, onde a, b e ¢ sao constantes positivas.
a c
Como vimos, o elipséide € a superficie de nivel de f associada ao nivel w = 1:

3 1/'2 y2 22
h= {(x’y’z) €R | fa,y,2) =5+ 3+ =1}‘

(a) Mostre que em todos os pontos P = (z*,y*, 2*) do elipséide F; tem-se que V f(P) # 0.

(b) Se a = 2, b = 3 e ¢ = 4, encontre a equagao do plano tangente ao elipséide no ponto
P =(2+/3/3,33/3,4v/3/3) do elipséide F.

(c) Encontre a equagao do plano tangente ao elipséide em um ponto P = (z*,y*, z*) do
elipséide F.
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10.

11.

12.

13.

Sabendo que a equacdo x? + 23 — z — xysen z = 1 define implicitamente uma funcao z = f(z,y)
de classe C! cujo grafico estd numa vizinhanga do ponto (1,1,0), determine fi(z,y) e fy(z,9),
para (x,y) na vizinhanga de (1,1) e encontre a equacao do plano tangente ao grafico de f no
ponto (1,1,0).

Seja y = y(z) uma funcado dada implicitamente pela equacao x = F' (x2 + y,yQ), onde F' é de

d
classe C'. Expresse d_y em termos de z,y e das derivadas parciais de F.
x

A funcio de classe C! 2z = z(z,y) é dada pela equacio f <z, %) =0 (A # 0 é um real fixo),
y x
0 0 0
onde f(u,v) é de classe C! e —f(u,v) # 0. Verifique que ot + y—z = Az.
ov ox oy

Sabendo que a equagao e* Y% + zyz = 1 define implicitamente uma fungao z = f(x,y) de classe
C1, cujo gréfico est4 na vizinhanca do ponto (0,0, 0), determine a taxa de variacdo de f no ponto
(0,0) na diregao e sentido do vetor (1,1).

RESPOSTAS DA LISTA 14 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

Hipéteses satisfeitas: F(x,y) = In(xy) — 2zy + 2) é uma funcio de classe C' no conjunto aberto
1 1

A = {(z,y) € R%zy > 0} que contém (1,1), pois Fy(z,y) = — — 2y e Fy(z,y) = — — 2z sdo
x

continuas em A e ainda i) F(1,1) =0; ii) F,(1,1)=-1#0. ¢'(1)=-1 e ¢y"(1) =2.

. F(z,y) = y(x — 2)3 + ze¥~! é de classe C! no aberto A = R?, que contém qualquer (xq,o),

pois Fy(x,y) = 3y(z — 2)? + ¥~ e Fy(z,y) = (z — 2)> + ze¥~! sdo continuas em R?, logo essa
hipétese é valida nos trés casos. Nas outras duas: i) F(1,1) = 0; F(0,0) = 0; F(2,1) #0 e
i) F,(1,1) = 0; F,(0,0) = —8; F,(2,1) =1 # 0. A hipétese i) falha no ponto (2,1), logo é
impossivel encontrar uma funcao f tal que f(2) = 1. A hipdtese ii) falha no ponto (1, 1), neste
caso nada se pode afirmar sobre a possibilidade da equac@o definir uma funcéo y = f(x) tal que
f(1) = 1. As hipéteses i) e ii) sao satisfeitas no ponto (0, 0), logo o Teorema da Funcao Implicita
é aplicdvel apenas neste ponto.

(¢)F(0,0) =0 (€)y=flx)==

(f) Nao é um contra-exemplo.

Nao contradiz pois a condigao F,(0,0) # 0 é uma
condicao suficiente, mas nao é necessiria para a
existéncia de uma funcao implicita y = f(x).

—2/1 i
_1;

Sim, pois as hipdteses do Teorema da Funcdo Implicita estao satisfeitas, a saber: F(z,y) =
y3 + zy + y3 é de classe C! no aberto A = R?, que contém (O, \3/1), pois Fy(x,y) =y + 322 e
Fy(z,y) = x + 3y? sdo continuas em R? e ainda i) F (0, V4) = 4 e ii) F, (0, V4) = 6v/2 # 0.
dy y + 3z

dx T+ 3y’

. F(z,y,2) =23 +9y3 + 2% —x — y — 2 é de classe C! no aberto A = R3, que contém (1,1,1), pois

Fy(z,y,2) = 32— 1, Fy(z,y,2) = 3y>— 1 e F.(z,y,2) = 322 — 1 sdo continuas em R>. E ainda i)
F(1,1,1) =0 eii) F,(1,1,1) = 2 # 0. Logo as hipdteses do Teorema da Funcao Implicita estao
satisfeitas, o que garante que a equagao define implicitamente uma fungao z = z(z,y) definida
numa vizinhanca de (xg,yo) = (1, 1), cuja imagem estd numa vizinhanga de zp = 1, logo o gréfico
0z 322 — 1 0z 322 — 1

or  32-1 °© oy 3221

estard numa vizinhanca de (1,1,1).
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6.

10.

11.

12.

—Z —Z

fo= S zey V= g a2en)

—22 3z

fy:

fa

:2xz—3y—senz; 2xz — 3y — sen z
Reta tangente: x +vy+ /22 = 2; reta normal: (z,y,2) = (1/2, 1/2, \/5/2) +A(1,1,V2), AeR.

2r*  2y*  2z*
(a) Vf(P) = ( ;2 + b% + ci2> = (0,0,0) & z* = y* = z* = 0. Substitua esses valores na

equacao do elipséide e verifique que nao é satisfeita.

*r Yy 2z
(b) 62 + 4y + 32 = 12V/3 (c) Ttttz -1
z=x—1
oF
d_y B 1 —2$% (x2—|-y,y2)
de  OF 9 9 oF
il 20 (22 2
5y (22 Uy + 2y (22 +y,07)
OF oF
Considere F - Sabend 02 _ _0x o 92 _ _0Y jicand
onsidere F(z,y,z) = f(u,v). Sabendo-se que e oF e oy oF aplicando essas
0z 0z

- 0z
equacoes no lado esquerdo da equagao a ser demonstrada e simplificando-a, obtém-se: x— +

oz
-1 F F F F
yg—; = @ (xg—w + y%—y) Aplicando a regra da cadeia em f(u,v) para determinar g—x, 88_3/
0z
F A 1
e g—z, substituindo e simplificando, x% —i—yg—z = —gj (x . ; . % — g . g—i — g . 2_1{) = \z.

ov



