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O texto a seguir consiste nas notas de aula do curso de Introducao a Geometria Algébrica,
dado por mim no verao de 2009 da UFF. Para a confeccao deste texto, me baseei no livro de I.
Shafarevich e nas notas de aula do curso de Geometria Algébrica I dado pelo prof. Karl Otto Stohr
no IMPA em 2003. Muitos assuntos aparecem aqui com uma abordagem idéntica a destes textos e,
nestes casos, meu trabalho foi apenas o de traduzir e unificar a linguagem com a do resto do texto.
Minha intencao é somente a de condensar material em portugués para um curso introdutorio de
Geometria Algébrica. Por isso, inclui um grande nimero de exemplos que, espero, contribuem
para o melhor entendimento dos conceitos. Além disso, inclui ao final as listas de exercicios e as

provas realizadas no curso.



1 Variedades Afins

1.1 Topologia de Zariski em A"

Os objetos principais da Geometria Algébrica sao as variedades algébricas, isto é, objetos geométricos
(variedades) definidas por polinémios (algébricas).

Seja k um corpo. Assumiremos sempre que k é algebricamente fechado, a menos que seja
explicitado o contrdrio. Denotamos por A" ou A} o espaco afim n-dimensional sobre k, isto é,
A™ = k™. Vamos imbuir A" de uma topologia.

Considere o anel de polinémios k[T1,...,T,] nas varidveis T7,...,T, com coeficientes em k.

Seja S C k[Th,...,T,] um subconjunto. Denotamos por
Z(S):={zx e A"| f(z) =0Vf € S}
o conjunto de zeros de S.

Lema 1.1 (a) Z({0}) = A" ¢ Z(k[Ty,...,Ty]) = 0;

(b) Se Sy e Sy sdo subconjuntos de k[Ty,...,T,] com S; C Ss, entdo Z(S2) C Z(S1);

(¢) Dada uma familia S; de subconjuntos de k[Th,...,T,], entao M;Z(S;) = Z(U;S);

(d) Se S e Sy sao subconjuntos de k[Ty,...,T,], entdo Z(S1) U Z(S3) = Z(S) onde S =
S182 :={f1- folfi € Si, i =1,2}.

Demonstragao. As afirmagoes (a), (b) e (¢) sdo 6bvias. Vamos mostrar (d).

Primeiro tome x € Z(S1) U Z(S2). Entao z € Z(S;) para algum i = 1,2 ¢ logo f;(x) = 0 para
todo f; € S;. Portanto (f1f2)(z) = fi(z)f2(x) = 0 para todo f1 € Sy e fo € Sy, implicando que
x € Z(9).

Reciprocamente, tome x € Z(S). Suponha que x ¢ Z(S1). Entao existe f; € S; tal que
fi(x) # 0. Mas fi(x)fz2(x) = 0 para todo fo € Sy e logo fa(x) = 0 para todo fo € Ss, isto é,
x € Z(53). O

Defini¢ao. Dizemos que um subconjunto X C A™ é fechado se X = Z(S) para algum S C
E[Ty,...,T,]. Assim, um subconjunto aberto de A™ é o complementar de um fechado.

(Os subconjuntos fechados de A™ sdo também chamados de conjuntos algébricos afins. Contudo,
nestas notas, um conjunto algébrico serd um objeto mais geral que um fechado afim e serd definido

na Secao 2.)



Corolario 1.2 Os subconjuntos abertos de A™ formam uma topologia chamada topologia de Za-

riski.

Demonstragao. De fato, como conseqiiéncia do lema temos que
* (e A™ sao abertos;
* uniao de abertos é aberta;

* intersegao finita de abertos é aberta. |

Exemplos. 1 - E fécil descrever os subconjuntos fechados de A!. Como polinémios em uma
varidvel tém apenas um nimero finito de zeros, os fechados de A! sdo subconjuntos finitos. Em
particular, A! ndo é um espaco topolégico de Hausdorff. (Lembre que um espaco topolégico X é
de Hausdorff se para cada par de pontos distintos x1 e 2 em X existem abertos U; e Us de X tais
que x; € U; parai=1,2e Uy NU; = 0.)

2 - Agora descreveremos os fechados em A2. Tome g(T%,Ty) € k[T1,Ts]. O fechado

Z(g) = {(x1,22) € A%|g(z1,22) = 0}

é chamado uma curva (algébrica) plana afim. Note que como k é um corpo infnito (por ser

algebricamente fechado), o conjunto Z(g) é infinito. Por exemplo, se g(T1,Ts) = To(T§ —T1) entdo
Z(g) = {(t,0)]t € K} U{(t*,1)|t € k}.

Tome S C k[Ty,Ts] e seja X = Z(S). Suponha que § # X # A2 Queremos descrever X.
Primeiro supomos que os polinémios de S nao tém fator comum nao constante. Entdao podemos
escolher f1,..., fr € S sem divisor comum em k[T7,Ts]. Pelo lema de Gauss, fi,..., f, ndo tém
divisor comum em k(73)[Tz]. Como k(T1)[T>] é Euclidiano, pelo algoritmo de Euclides existem
9155 gr € E(T1)[T3] tais que

1= figi+...+ frogr

Seja d € k[T1] o denominador comum de g1, ..., g,, de modo que cada g; se escreve g; = h;/d com

h; € k[Ty,T5] parai=1,...,r. Logo temos
d= fih1+ ...+ frh,.

Assim, se (x1,22) € X entao fi(x1,22) =0parai=1,...,7 elogo d(z;) = 0. Como d é polindémio
em uma varidvel, entdo tem apenas um nimero finito de raizes e logo existem apenas um nimero
finito de possibilidades para x;. Analogamente, existem apenas um numero finito de possibilidades

para xo. Portanto X é finito.



Por outro lado, suponha que os polindmios de S tém divisor comum. Seja g o maximo divisor
comum dos f € S. Entdo X contém a curva Z(g). Agora, existe S’ € k[Ty, Ts] tal que cada f € S
é da forma f = gh com h € S’. Pelo Lema 1.1 (d), temos

X = Z(S) = Z(g) U Z(S").

Como os polindmios de S’ ndo tém fator comum nao constante, entdo Z(S’) é finito. Logo os

fechados de A? sao da forma
X = curva plana afim U numero finito de pontos.
Por exemplo, se S = (T2(T% — Ty), To(Ty — 1)), entdao X = Z(S) é dado por

X = Z(T)UZ(T? T, T —1)
{(t,0)]t € K} U{(1,1), (1,-1)}.

Considere um fechado afim X € A™ dado por X = Z(S) com S C k[T, ...,T,]. Denotamos por
(S) o ideal gerado por S em k[T1,...,T,]. Note que X = Z(S) = Z((S)). Mais ainda, suponha que
(S) é finitamente gerado, isto é, que existe um nimero finito de polinémios f1, ..., fr € k[T1,...,T}]
tais que (S) = (f1,..., fr). Entao temos X = Z(f1,...[f.), j4 que todo f € (S) é da forma
f=hifi+...+h.fr com hy,... h. € k[T1,...,T,].

Definigao. Um anel A é dito Noetheriano se, equivalentemente,

(i) cada ideal de A é finitamente gerado;

(ii) cada cadeia ascendente de ideais I1 C Iy C I3 C ... é estaciondria, isto é, existe n tal que
I, = I, ¢ para todo £ > 0;

(iii) cada conjunto nao vazio de ideais de A tem um elemento maximal.

Por exemplo, todo corpo k (nao necessariamente algebricamente fechado) é anel Noetheriano,
pois seus tnicos ideais sdo (0) e k. O anel Z dos inteiros é Noetheriano pois todo ideal em Z é
principal, isto é, gerado por um 1nico elemento.

Veremos a seguir que o anel de polindmios em n varidveis sobre um corpo k£ nao necessariamente
fechado é Noetheriano. Este resultado é conhecido como teorema da base de Hilbert. Hilbert foi
responsavel por trés teoremas fundamentais em Geometria Algébrica: o teorema da base, o teorema

dos zeros e o teorema das sizigias (que nao veremos neste curso).



Teorema 1.3 (Teorema da Base de Hilbert) Se A é anel Noetheriano, entdo o anel de polindmios

em uma varidvel A[T] também é Noetheriano.

Demonstragao. Suponha que A[T] ndo é Noetheriano e tome um ideal J C A[T] que nao seja
finitamente gerado. Escolhemos elementos f1, fa,... € J da seguinte forma. Escolha f € J — {0}

de menor grau e para cada r, se fi,..., fr_1 estao escolhidos, tome

fred—=A{f1, s fr)

de menor grau.
Para cada r > 1 seja n, o grau de f, e a, € A o coeficiente do termo de grau n, em f,.. Entéo

ny < ng < ...e temos cadeia ascendente de ideais de A
(a1) C {ay,a9) C ... C A.
Como A é Noetheriano, esta cadeia é estaciondria e logo temos
(a1, ... ar) ={a1,...,Qp,ar41)

e portanto
T
Ary1 = E CiG;
i=1

com ¢; € A. Mas entao o polindmio

fror = S G f T e T — (fr, fo)

i=1

tem grau menor que n,1, contrariando a escolha de f,. ;. Assim A[T] é Noetheriano. O

Corolario 1.4 Se A é Noetheriano entdo o anel de polinomios A[Ty,...,T,] em n wvaridveis
também é Noetheriano. Em particular k[Ty,...,T,] é Noetheriano e todo fechado afim X C A™
pode ser descrito por um nidmero finito de equagées, isto é, ser dado na forma X = Z(f1,..., fr)

com fi,...,fr € K[T1,...,Ty].
Seja X C A™ um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X como
[(X) = {f € k[Ty,..., T]|f(x) = 0, Y € X}

E facil ver que I(X) é de fato um ideal de k[T1,. .., ).



Lema 1.5 (a) I(A") = (0) e I(0) = k[T, ..., T,];
(b) Se X1 e Xa sao subconjutos de A™ com X1 C Xo entdo I(X3) C I(X1);
(¢)Para S C k[Ty,...,T,] e X C A™ subconjuntos temos S C I(Z(S)) e X C Z(I(X));
(d) Para X eY subconjuntos de A" temos (X UY)=I1(X)NI(Y).

Demonstragao. Obvio. a

Seja X C A™ um subconjunto. O fecho de X é o menor fechado X de A" contendo X, ou seja,

se W é um fechado de A™ contendo X entdo W contém X.

Exemplo. O fecho de X = {(z1,72) € A%|zo =0, 21 # 0} é X = {(z1,71) € A%|z = 0}.

Proposicao 1.6 Se X ¢ um subconjunto de A™ entdo X = Z(I(X)).

Demonstragao. Primeiro note que, pelo Lema 1.5 (¢), Z(I(X)) é um fechado contendo X.
Agora tome W C A™ um fechado contendo X. Temos que mostrar que W contém Z(I(X)).

Como W é fechado, temos W = Z(S) para algum S C k[T1,...,T,]. Como X C W entéo, pelo

Lema 1.5 (b), S C I(W) C I(X) e portanto Z(I(X)) C Z(S) =W. O

Seja A um anel e J C A um ideal. O radical de J é
VJ ={f € A|f" € Jpara algum r € N}.

Note que v/J é um ideal de A. De fato, tome f,g € v/J. Entdo f",¢° € J para algum r,s € N e

temos
(f+9) " =cof™+ af g e f gt st fGTT T g €

onde cg,...,cr4s € A sdo coeficientes binomiais. Assim, f + ¢ € v/J. Além disso, se h € A, entao
(hf)" = h"f" € J elogo hf € v/J. Dizemos que o ideal J é um ideal radical se J = +/J.
Exemplo. /(T2,T3) = (T1, Tz)

Teorema 1.7 (Nullstellensatz, Teorema dos Zeros de Hilbert) Para cada ideal J C k[T1,...,Ty],
temos 1(Z(J)) = V/J.

A demonstracao que veremos deste teorema é similar a dada por Zariski. Precisamos de um
resultado preliminar conhecido como Lema de Zariski. Neste resultado o corpo k nao precisa ser

algebricamente fechado.



Teorema 1.8 Seja k um corpo (ndo necessariamente algebricamente fechado) e tome K uma
extensao de k. Assuma que K € finitamente gerado como k-dlgebra, isto €, que existem fy,..., fn €

K tais que K = k[f1,..., fn]. Entao K¢ algébrico sobre k.

Demonstragao. Suponha que K é trancendente sobre k. Primeiro supomos que o grau de

trancendéncia é 1, isto é, que para algum = € K temos
kCk(x)Cc K

com K algébrico sobre k(z). Entdao K é finitamente gerado como k(x)-dlgebra e, como é algébrico
sobre k(x), sua dimensao como k(xz)-espago vetorial é finita. Tome e1, ..., e, € K uma base de K

como k(x)-espago vetorial. Os produtos e,e; estao em K e logo se escrevem como

(1) arst(l’)

€rts =
e =1 brst(x)

€t
com ars:(x), brst(x) € klx].
Vamos mostrar que para qualquer escolha de f1,..., f, € K temos uma inclusao estrita

A=k[f1,..., [ CK,

=

ou seja, que K nao ¢ finitamente gerado como k-algebra. Tome fy = 1 e para cada ¢ =0,...,n
escreva
~ cer(x)
Lr
2 Jo= €
( ) ; dfr (SE) r

onde ¢ (), der(z) € k[z]. Como cada a € A é combinagdo k-linear de fo = 1 e produtos de
fis--y fn, usando (2) vemos que cada a é combinacdo k(z)-linear de produtos de ey, ..., ep.
Assim, por (1), a é entdo combinagdo k(z)-linear de eq,...,e,,. Note que a é da forma

1 m
- hi(z)e;
a produto de bys:(z)’s € dgr(z)’s ; e

com h;(x) € k[z]. Deste modo, dado g(x) € k[z] irredutivel que nédo é fator de nenhum b5 () ou
dgr(z), temos 1/g(x) & A. Mas é claro que 1/g(z) € K e logo A C K.
Agora, se o grau de transcendéncia de K sobre k& é maior que 1, tomamos um corpo k' com

k C k' C K e tal que o grau de trancendéncia de K sobre k' seja 1. Pelo argumento acima, K nao

é uma k’-4lgebra finitamente gerada, e logo nao é uma k-dlgebra finitamente gerada. O
Teorema 1.9 (Teorema fraco dos zeros) Todo ideal maximal do anel k[Ty,...,T,] é da forma
(Th — x1,..., T — xy) com x1,...x, € k. Como conseqiiéncia, um conjunto de polinémios em
E[Ty,...,T,] sem zeros em comum em A" gera o ideal unitdrio em k[Ty,...,T,].



Demonstragao. Tome m C k[T, ..., T,] um ideal maximal. Entdo o quociente k[T1,...,T,]/m é

um corpo contendo k. Além disso, este corpo é uma k-algebra finitamente gerada, pois k[T7, ..., T;,]
o0 é. Pelo Teorema 1.8, k[T1,...,T,]/m é uma extensao algébrica de k. Como k é algebricamente
fechado, temos que ter k[T1,...,T,]/m = k. Considre o mapa natural

¢Sk[T1,...7Tn] %k[Tl,,Tn]/m:k

e tome x; = ¢(T;) para cada i = 1,...,n. Entdo o ideal maximal (T} — x1,...,T,, — x,) estd
contido em m, e portanto ¢é igual a m.

Agora tome J o ideal gerado por um conjunto de polindmios sem zeros em comum. Se J estd

contido no ideal (T} — 1, ..., T, —x,), entdo os polinémios tém zero comum em (21, ...,z,) € A".
Logo J nao pode estar contido em nenhum ideal maximal de k[T, ...,T,] e portanto temos que
ter J = k[T1,...,Ty]. O

Demonstragao do Teorema 1.7. (Truque de Rabinowich.)

Seja J C k[T1,...,T,] um ideal, queremos mostrar que I(Z(J)) = v/J. Como k[T, ...,T,] é
Noetheriano, entao J = (fi,..., fm). Temos que mostrar que um polindémio g € k[T1,...,Ty] se
anula nos zeros comuns de f1,..., f,, se e somente se g" € (f1,..., f,) para algum r € N. Ora, se
9" € {f1,..., fm) entdo é ébvio que g" (e logo g) se anula nos zeros comuns de f1,..., fim.

Agora suponha que g se anula nos zeros comuns de fi,..., f, e considere os polinémios
9, f1s- -+, fm como elementos do anel k[Th,...,T,,T,+1]. Note que os polindémios fi,..., fm €

Ty419 — 1 ndo tém zeros em comum em A"T! e, pelo Teorema 1.9, podemos escrever
L=pifi+...+pmfm +Pm+1(Tny19 — 1)
com P, ..., PmyPm+1 € k[T, ..., Ty, Tny1]. Fazendo Ty, 11 = 1/g, temos
1=pi(Th,....,T0,1/9) i+ ...+ Dm(Th, ..., T0y 1/9) fin-
Multiplicando por uma poténcia apropriada de g, obtemos

97:q1f1++mem

com qi,...,Gm € k[T1,...,T,]. O

Corolario 1.10 Existe bijecao revertendo inclusoes

{fechados em A"} <« {ideais radicais em k[T1,...,T,]}
X = I(X)
Z(J) « J
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A topologia de Zariski de A™ pode ser estendida da maneira usual a um subconjunto X de
A™ (ndo necessariamente fechado). Assim, um aberto (resp. fechado) de X é a intersecdo de um
aberto (resp. fechado) de A™ com X.

Obs. (Topologia Fraca-*) Seja X C A™ um subconjunto. Vejamos que as fungdes polinomiais
f: X — k sdo continuas na topologia de Zariski. (Uma fungéo deste tipo é chamada regular e serd
estudada mais a fundo na se¢do 1.2.) Precisamos mostrar que a imagem inversa de um fechado de
k = A' é um fechado de X, isto é, a intersecio de X com um fechado de A”™. Ora, os fechados

préprios de A sdo conjuntos finitos de pontos, logo basta notar que, para cada a € k = A!, temos
fHa)={r e X|f(x) =a} =XNZ(f - a)
fechado em X.

Definigao. Um espago topoldgico X é irredutivel se, equivalentemente,
(i) X nao é unido de dois fechados préprios;
(ii) quaisquer dois abertos nao vazios de X se intersectam;

(iii) todo aberto nao vazio de X é denso em X.
Exemplo. 1 - Seja X = Z(T1Ty) C A%, Entdo X ndo é irredutivel pois
X = {(0,0)]t € K} U{(t,0)lt € K} = Z(T1) U Z(Ty).

2 - Al é irredutivel pois seus fechados préprios sdo conjuntos finitos de pontos. Na verdade
A™ ¢ irredutivel para todo n. Para mostrar esta afirmacao diretamente precisariamos descrever
os subconjuntos fechados de A™, o que nao é uma tarefa trivial. Porém, este resutado seguira

facilmente da Proposicao 1.12.

Proposigao 1.11 Todo subconjunto X C A™ se escreve de forma inica como unido finita
X=WiuU...uw,
onde W; é um fechado irredutivel de X para cadai e W; ¢ W)j sei # j.

Dizemos que Wy, ..., W, sao as componentes irredutiveis de X. Note que o fato de cada W;
ser fechado em X n&o implica que X seja fechado em A™!
Demonstragao. Suponha que o resultado nao vale para X. Em particular, X nao é irredutivel e
X = X; UX] com X, X] fechados préprios de X. Pelo menos um destes conjuntos néo satisfaz

a proposic¢ao, pois caso contrario X também satisfaria. Suponha que X; nao satisfaz o resultado.
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Entdo X; nao é irredutivel e se escreve X; = X3 U X} com Xs, X} fechados préprios de Xj.
Novamente um destes conjuntos, digamos X5, nao satisfaz a proposigao. Procedendo deste modo,

obtemos uma cadeia infinita
(3) X=Xo2X12X22...

de subconjuntos de A™. Note que os conjuntos X; sdo fechados em X. Seja J, = I(X,) para

n > 0. Entao temos cadeia ascendente de ideais
JoCc i CcJyC... Ck‘[Tl,...,Tn].

Como k[T, ..., T,] é Noetheriano, temos J,,, = Jp,+1 para algum m > 0. Assim I(X,,) = [(X,n41)
e, pela Proposicao 1.6, temos X,, = X,,.1. Ora, cada X; é fechado em X e logo se escreve

X, =X NY, com Y, fechado em A™. Assim temos

XNY,=XNY,,=XNY1 =XNY0

e portanto

Xm =XnN (Yﬁ }/'rn) =XnN (Yﬂ Ym+1) - X?n-i—l

contrariando (3). Isso mostra a primeira parte da proposicao.

Vamos agora mostrar a unicidade da decomposi¢cao em componentes irredutiveis. Suponha que
X=Wu..W,=Wju... W/,
com W, WJ’ como no enunciado, parat=1,...,7e j=1,...,s. Entao para cada ¢ temos
Wi =Win X =W; 0 (U;W)) = U (W, N ;).

Como W; é irredutivel e as intersegoes W]' N W; sao fechados em W;, temos que ter W; = W; N Wj’

para algum j. Assim W; C W;. Do mesmo modo, temos
Wi =W;NX =U(W; W)

e, como W/ é irredutivel e W; N W} # 0, entao temos W] = W N W, ou seja, W] C W;. Assim

W; = WJ’ . Procedendo deste modo para cada i, j obtemos a unicidade. O

Exemplo. As componentes irredutiveis de X = Z(To(T% — T1)) C A2 sdo Wy = Z(Tz) e W =
Z(T3 —Ty). E fécil ver que W7 e Wy sdo fechados em X cuja unido é X. A proxima proposigao

mostrarda que Wy e Ws sao de fato irredutiveis.
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Definigao. Uma variedade afim é um fechado afim irredutivel. Para X C A" dizemos que um

subconjunto Y C X é uma subvariedade de X se Y é irredutivel e é fechado em X.

Exemplo. As subvariedades de A! sdao conjuntos consistindo de um tinico ponto.

Proposicao 1.12 Seja X um subconjunto de A™. Entdo X € irredutivel se e somente se I(X) é

um ideal primo. Em particular X € irredutivel se e somente se X € irredutivel.

Demonstragao. Suponha primeiro que X é irredutivel. Se I(X) nao é primo, entdo existem
ideais I e J de k[Ty,...,T,] tais que o produto I -J C I(X) mas I e J nado estdo contidos em
I(X). Entao, pelo Lema 1.1 (d), temos

XczZUI(X)cZ(I-J)=2ZI)UZ(J)

mas

Xcz(I(X)) g z(I) e XcCZ(I(X)) ¢ Z(J),

contrariando a irredutibilidade de X.
Agora suponha que I(X) é primo mas X nao é irredutivel, digamos X = X; U X3 com X; e

X5 fechados préprios de X. Entao pelo Lema 1.5,
I(X)=1(X; UXy)=1(X;)NI(X3) DI(Xy) I(Xs)
mas I(X) ndo contém I(X;) nem I(X5), contradizendo o fato de I(X) ser primo. O

Definigao. Uma hipersuperficie de A™ é um fechado X dado por uma tnica equacao, isto é, tal

que I(X) = (f) para algum f € k[T, ...,T,] ndo nulo.

Exemplo. 1 - A™ é irredutivel para todo n pois o ideal I(A™) = (0) é primo.
2- Wy =Z(Ty) e Wy = Z(T§ — T1) sao hipersuperficies irredutiveis de A" pois os ideais (T3)

e (T? —T)) sdo primos.

1.2 Funcoes regulares e morfismos

Definigao. Seja X um fechado de A"™. Uma funcao f : X — k é dita regular se existe um
polinémio F € k[T1,...,Ty] tal que f(z) = F(x) para todo = € X. (J4 mostramos que as fungoes

regulares sdo continuas.)

13



Note que o polindomio F' nao é unicamente determinado. De fato, dois polinémios F' e G
determinam a mesma fungao regular em X se e somente se F(z) = G(z) para todo z € X, isto é,

F(z) — G(x) = 0 para todo x € X, ou seja, se e somente se F'—G € I(X). Assim o anel quociente
KX = KTy, ..., T)/I(X)

é chamado o anel de funcdes regulares em X ou anel de coordenadas de X. A cada fungao regular
em X corresponde um tnico elemento de k[X] e vice-versa. Note que k[X] é Noetheriano, ji que
é um quociente do anel Noetheriano k[T7,...,T,]. Além disso, k[X] é um dominio se e somente se

I(X) é um ideal primo, se e somente se X é irredutivel.

Exemplo. 1 - k[A"] = k[Ty,...,T,] uma vez que I(A™) = (0).
2 - Seja X = {(x1,22,73) € A3|zy + 29 = 3}, Entao I[(X) = (T1 + T — T3) e logo

HX] = e S kLS
n = S
T = Sy
T3 +— 51+ 95

Teorema 1.13 Seja X um fechado afim. Existe bijecao revertendo inclusoes

{fechados em X} < {ideais radicais em k[X]}
Y — Ix(Y):={he€k[X]h(y) =0Vy € X}
Z(J)={ye X|h(y)=0Vhe J} <« J.

Além disso, para'Y fechado em X temos
kY] = k[X]/Ix(Y)
eY € irredutivel se e somente se Ix(Y') € ideal primo.

Demonstragao. O teorema segue de propriedades de anéis quocientes. (Veja por exemplo Ele-

mentos de Algebra de A. Garcia e Y. Lequain.) Para I ideal de um anel A, existe bije¢ao

{ideais em A contendo I } < {ideais em A/I}
J = J/I

tal que
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oJ é radical se e somente se J/I é radical;
eJ é primo se e somente se J/I é primo;
eJ é maximal se e somente se J/I é maximal;

oA/J = (A/D))(J)I). 0

Corolario 1.14 Temos bijecoes

{fechados irredutiveis em X} < {ideais primos em k[X]}  =: Spec(k[X])
U

{pontos em X} <+ {ideais mazimais em k[X]} =: Max(k[X])
onde Spec(k[X]) € chamado o espectro de k[X]| e Maz(k[X]) € o espectro maximal de k[X].

Definigao. Sejam X C A" e Y C A™ fechados afins. Uma fungao f: X — Y é dita um morfismo

se existem f1,..., fm € k[X] tais que

f(x) - (fl(x)aafm(x))

para todo x € X. Assim, uma funcdo regular é um morfismo f : X — Al.

Exemplo. Tome X = Z(T} + Ty — T3) e Y = Z(T? — T% + T3) hipersuperficies em A (X é um
plano e Y uma superficie de sela). Consideramos o morfismo
f: A = A3
(x1,22,23) — (21,22, x3(22 — 21)).

Seja & = (x1, 22,x3) € X, entdo x3 = x1 + 22 e logo
f(x) = (z1, 20, (11 + 22) (22 — 1)) = (1, 72,25 — 27) €Y.

Deste modo, f induz um morfismo f|x : X —» Y.

Proposigao 1.15 Sejam X e Y fechados afins. Dado um morfismo f : X — Y, o mapa de
pullback
froklY]D = kX
g = gof=1[fyg
€ um homomorfismo de k-dlgebras.
Reciprocamente, se f : X =Y € uma funcdo tal que go f € k[X] para todo g € k[Y], entdo f

€ morfismo.
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Demonstragao. Suponha X C A" e Y C A™. Se f: X — Y é morfismo, existem fi,..., f;n €
E[X] tais que f(x) = (fi(x),..., fm(x)) para todo x € X. Tome g € k[Y]. Entdo existem
polinémios Fi,...,Fy,, € k[Th,...,T,] e G € k[S1,..., 5] tais que fi(z) = Fi(z) e g(y) = G(y)
para todo x € X e y € Y. Portanto

(f*g)(x) = G(Fl(x)v s 7Fm(x))

é polinomial, mostrando que f*g € k[X]. Além disso, f* é homomorfismo de k-dlgebras. De fato,
para g,9’ € k[Y] e a € k temos
 f*(ag) = (ag)o f = algo f) = a(f*g);
e f*g+9)=(g+g)of=(90f)+ (g of)=(f"9) +(f9);
* f*(g-9)=(g-9)of=(gof) (g of)=(f9 (f9)

Agora suponha que f : X — Y é tal que go f € k[X] sempre que g € k[Y]. Escrevemos
f=1(f1,-..,fm) e tomamos g = s; € k[Y] a funcado regular correspondente ao polinémio S; €

E[S1,...,Sm]. Entao s;o f = f; € k[X] para cada i = 1,...,m, mostrando que f é morfismo. O

Corolario 1.16 Todo morfismo entre fechados afins € continuo.

Demonstracao. Seja f : X — Y um morfismo com X C A" e Y C A™ fechados. Tome
W C Y um fechado. Precisamos mostrar que f~1(W) é fechado em X. Pelo Teorema 1.13, W é
o conjunto de zeros de fungdes regulares hy, ..., h, € k[Y]. Entdo f~1(W) é o conjunto dos zeros

de f*h1,..., f*h, € k[X], pois

f7HW) = {ze X|f(x) e W}
= {z € X|f(x) é zero de hy,...,h,}
= {zeX|(hiof)(z)=0,i=1,...,r}
= {zeX|(f*hi)(z)=0,i=1,...,r}
Deste modo f~1(W) é fechado em X e f é continua. O

Vimos entao que um morfismo entre fechados afins X e Y induz um homomorfismo de k-

algebras. Vejamos agora que um homomorfismo de k-algebras

o kY] = k[X]
induz um morfismo f : X — Y tal que f* = ¢. Suponha Y C A™ e tome s1,...,8, € k[Y] as
fungoes regulares correspondentes aos polinémios Si,...,Sm € k[S1,...,Sm]. Seja fi = ¢(s;) €
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k[X] para cada i e considere a fungéo

f: X — A™

E claro que f é um morfismo. Além disso, para cada x € X temos f(z) € Y. De fato, para todo
H e I(Y) temos H = 0 em k[Y]. Logo, p(H) = 0 em k[X] e portanto H(f(z)) = ¢(H)(z) = 0,
ou seja, f(z) € Z(I(Y)) =Y, pois Y é fechado. E 6bvio pela definicao de f que f* = . Esta
construgao indica que existe uma relagao profunda entre algebra e geometria. Esta relagao ficara
mais clara no Teorema 1.17.

Definigao. Um isomorfismo é um morfismo f : X — Y tal que existe morfismo g : ¥ — X com
fog=1ly egof=1x,onde lx e 1y sao as fungoes identidades em X e Y. Neste caso, dizemos

que X e Y sdo isomorfos e denotamos X =Y. A inversa g é denotada do modo usual f~1.

Note que se f : X — Y é um isomorfismo, entdo o mapa de pullback f* é um isomorfismo
de k-dlgebras. Mais ainda, se ¢ : k[Y] — k[X] é isomorfismo de k-dlgebras, entdo o morfismo f

definido como acima é um isomorfismo.

Teorema 1.17 Existe uma equivaléncia de categorias

(fechados afins) < (k-dlgebras finitamente geradas sem nilpotentes)

X = k[X]

Lembre que um elemento a # 0 de uma algebra A é dito um nilpotente se a” = 0 em A para
algum r € N.

Demonstragao. Tome X C A" fechado. Primeiro note que k[X] é finitamente gerado pois é
um quociente de k[T1,...,T,]. Agora, se f = F € k[X] é um nilpotente, com F € k[T},...,T,],
entdo para algum r € N, temos f7 = 0 em k[X]. Como k[X] = k[T1,...,T,]/I(X), isso significa
que F" € (X). Mas I(X) é ideal radical pelo Teorema 1.7 e logo F' € I(X), implicando que f = 0.
Assim k[X] ndo tem nilpotentes.

Precisamos agora associar a uma k-algebra A, gerada por n elementos e sem nilpotentes, um
fechado afim X C A™. Sejam tq,...,t, € A geradores de A. Entdo A pode ser visto como um
quociente

AZ KT, T/

com J C k[T, ...,T,] um ideal, onde T; é levado em t; pelo mapa quociente. Seja X = Z(J) C A"
o fechado definido por J. Queremos mostrar que I(X) = J e logo k[X] = A. Pelo Teorema 1.7,
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temos I(X) =+/J D J. Tome F € I(X), entdo F" € J para algum r € N. Logo
(F+ )y ' =F+J=J

é nulo em A. Como A nao tem nilpotentes, temos que ter F' 4+ J nulo em A, isto é, F' € J. Logo
J =I1(X).
Por 1ultimo, lembre que ja mostramos que um mofismo f entre fechados afins X e Y corresponde

a um homomorfismo f* entre as k-dlgebras k[Y] e k[X] e vice-versa, nos dando entéo a equivaléncia

de categorias. |

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T1 Ty — 1) C A%, O morfismo de projecio

fiX = Al

(r1,22) +— a1

nao é um isomorfismo, pois 0 € A' nao possui inversa. Note que

KT T] -~
EX] = —2t=- = k[T, T
T — T
T — 71!
nio é isomorfa a k[Al] = k[T.
2 - Seja X = Z(T} — T3) C A%, Entao o morfismo
fiAY - X
t = (5t

é uma bijecao com inversa dada por

X — Al
(x1,m2) +—  ma/x1, se (x1,x2) # (0,0)
(0,0) — 0.
Como f~! nfo é morfismo, entdo f nao é isomorfismo. Note que f~! é uma funcido continua

(verifique!) e portanto f é um exemplo de um homeomorfismo (i.e., uma fungao continua com

inversa continua) que ndo é um isomorfismo.

3-Sejam X = Z(Th +To —T3) e Y = Z(T? — T3 + T3) hipersuperficies em A3. Vimos que

f: A — A3

(961,3027333) = (21,22, 23(z2 — 361))
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é um morfismo induzindo um morfismo f|x : X — Y. Vejamos que f|x é isomorfismo.

Considere a fungao
g: U — A3

(y17y27y3) — (yhyQa Y3 ) .
Y2—hn

definida no aberto U de A3 dos pontos (y1,y2,y3) tais que y; # yo. E facil ver que as composicoes
go f e fogsao identidade nos pontos onde estao bem definidas.

Note que Y néo estd contido em U. Porém, se (y1,y2,y3) € Y, entdo

ys =13 —yi = (y2 — y1) (2 + v1)

e portanto
Y3
Y2 —

Assim podemos considerar g nos pontos de Y e

=Y2 + Y1

gy:Y = X

(Y1,92,y3) = (Y1,92,92 + 1)

é um morfismo que é a inversa de f|x. Deste modo f|x é isomorfismo e X =Y. Note que f néo

¢é isomorfismo.

1.3 Funcoes racionais e mapas racionais

Na Geometria Algébrica existem “poucos” isomorfismos e logo muitas classes de isomorfismos.
Assim, problemas de classificagdo a menos de isomorfismo sao em geral problemas dificeis. (Uma
excessao ¢ a classificagao de curvas.) Uma solugao possivel é utilizar uma classificagdo menos fina,
isto é, uma equivaléncia mais fraca que o isomorfismo.
Definigao. Seja X C A" uma variedade afim. O corpo de fung¢oes racionais de X é o corpo de
fragdes de k[X], que é

b= { 2] rgenixt g 2o/~

onde f/g~ f'/g" se fg' = [g.
Uma funcao racional ¢ € k(X) é dita regular em um ponto x € X se podemos escrever p = f/g

com f,g € k[X] e g(x) #0.

Proposigao 1.18 Seja X uma variedade afim. Uma func¢do racional que € regular em todos os

pontos de X € uma funcgao reqular.
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Demonstragao. Tome ¢ € k(X) funcao racional que é regular em todo ponto de X. Entdo para
cada z € X podemos escrever ¢ = f,/g, com [z, g, € k[X] e g-(z) # 0. Seja J = (g, |z € X)
o ideal gerado pelos denominadores das representagoes de ¢ acima. Pelo Teorema 1.3 k[X] é
Noetheriano e logo existem z1,...,z, € X tais que J = (gz,,...,92,.). Agora, se gu,s...,Ga,
tivessem zero comum em um x € X, entao toda fungao de J se anularia em z. Em particular, g,
se anularia em x o que ndo ocorre. Assim Z(J) = § e, pelo Teorema 1.9, temos J = k[X]. Desse

modo, temos 1 € J e existem hq, ..., h, € k[X] tais que >._, higy, = 1. Portanto

T

1=1 =1

=1

isto é, ¢ é funcao regular. O

Lema 1.19 Seja X wma variedade afim e ¢ € k(X). O conjunto U, dos pontos de X onde ¢ é

regular € um aberto denso de X. Dizemos que Uy, € o dominio de defini¢dio de .

Demonstracao. Escrevendo ¢ = f;/g; com f;,g; € k[X], vemos que z € U, sempre que g;(x) # 0
para algum 7. Assim, como g; é nao nulo, temos U, # (). Agora seja Y; = Z(g;). Pelo Teorema
1.13, Y; é fechado em X e logo U; = X —Y; é aberto em X. Temos entao que U, = U;U; é aberto

nao vazio em X e, como X ¢ irredutivel, U, ¢ denso em X. O

O lema diz que uma fungao racional ¢ em uma variedade afim X define um mapa ¢ : U, — Al

onde U, ¢ aberto denso de X.

Lema 1.20 Seja X wariedade afim e tome o, € k(X) duas fungées racionais em X. Suponha
que para todo ponto x € U, NUy temos p(x) = ¢(x). Entdo ¢ = .

Demonstragao. Por hipétese, para toda representagdo ¢ = f/ge v = /g’ e todo x € U :=
U, NUy temos
f/
5(99) = ?(ff)v
ou seja, f(x)g'(x) = f'(x)g(x). Agora considere a fungio regular h := fg’ — f’g. Basta entao
mostrar que h = 0 em k[X].
Temos h(z) = 0 para todo = no aberto denso U de X. Ora, h: X — A é uma fungao continua

e logo f~1(0) é um fechado em X, ji que {0} é fechado em A'. Mas f~1(0) contém o aberto denso
U de X e logo deve conter U = X. a

Obs. 1 - Na prova do lema anterior mostramos que se X é um fechado afim e h, b’ € k[X] sdo

fungoes regulares tais que h(z) = h/(z) para todo x em um aberto denso de X, entdo h = h’.
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2 - O lema nos dé uma definicao alternativa de fungao racional. Temos que
E(X)={(U,¢)|U C X aberto denso, ¢ € k[U|}/ ~

onde (U, ) ~ (V,9) se plunv = ¥|unv.

Agora tome ¢1,..., ¢, fungdes racionais em uma variedade afim X. Seja U = (-, U,
aberto denso em X. As fungbes 1, ..., ¢, estdo bem definidas em U e logo definem um mapa
©=(p1,-..,0m) : U— A™. Dizemos que ¢ é um mapa racional de X em A™ e denotamos por

w: X --» A™. O aberto U é o dominio de defini¢io de ¢. Se Y C A™ é tal que p(x) € Y para
todo x € U, entao podemos escrever ¢ : X --+ Y e, neste caso, dizemos que ¢ é um mapa racional

de X em Y. A imagem de ¢ é definida por ¢(X) := p(U).

Proposigcao 1.21 Sejam X e Y wvariedades afins e seja ¢ : X --+ Y um mapa racional. Suponha
que o(X) é denso em Y.

(a) Se ¢ :Y --+ Z € um mapa racional com Z variedade afim, entdo a composi¢ao @ o1 é um
mapa racional de X em Z.

(b) O mapa ¢ induz um homomorfismo injetor de corpos

e EY) — k(X)
g = gop=19"(g)
Demonstragao. (a) Basta notar que a composicao de fragoes de polinémios é ainda uma fragao
de polinémios. Note ainda que, como p(X) e o dominio de defini¢ao V' de ¢ s@o ambos densos em
Y, entdo ¢~ 1(V) é ainda um aberto denso de X e é o aberto de definicio da composicio ¢ o 1.
(b) Pelo item (a) com Z = Al temos p*(g) € k(X) para todo g € k(Y). Como na Proposicio

1.15, vemos que ¢* é homomorfismo de corpos e, portanto, injetor. |

Obs. Do mesmo modo que para morfismos, um homomorfismo de corpos ¢* : k(Y) — k(X) induz
um mapa racional ¢ = (¢1,...,0m) : X --» Y onde Y C A™ e ¢, = ¢*(s;) onde s; € k[Y] é a
imagem de S; no quociente k[S1,...,S,]/I(Y).

Definigao. Um mapa birracional entre variedades afins X e Y é um mapa racional ¢ : X --» Y
com (X)) denso em Y e tal que existe mapa racional 1) : Y --+ X de modo que ¢ o) e 9 o ¢ sdo
identidades onde estao definidas. Dizemos que X e Y sao birracionalmente equivalentes ou apenas
birracionais.

Note que neste caso ¢* é isomorfismo de corpos pois tanto ¢* quanto sua inversa ¥* sao

injetoras. Reciprocamente, se ¢* é isomorfismo entao ¢ é birracional.
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Obs. Se X e Y sao variedades afins, entao

X isomorfo aY < k[X] isomorfo a k[Y];
X birracional a Y < k(X)) isomorfo a k(Y).

Exemplo. 1 - Seja X = Z(Ty T — 1) variedade em A2, J4 vimos que a projecio
f: X —= Al
(LL‘l, LL’Q) = I
nao é um isomorfismo. Porém f é mapa birracional. De fato, f tem uma inversa racional
fLAL s X
t = (t1/t)
definida em A! — {0}. Vimos que k[X] = k[T, T~ ] e logo k(X) = k(T) que é k(Al).
2 - Seja X = Z(T}$ — T3) variedade em A%. O morfismo
fiAY —» X
t o= (12,13
é birracional com inversa dada por
e x = Al
(1’1, Zg) —> 1’2/1’1

definida em X — {(0,0)}.

3 - Toda variedade afim é birracional a uma hipersuperficie irredutivel em A™ para algum
m. De fato, seja X uma variedade afim. Note que k(X) é uma extensdo de k. Seja m — 1
o grau de transcendéncia da extensdo k(X)|k. Temos entao que (cf. Shafarevich apéndice 5)
k(X) = k(s1,...,8y,) com si,...,5,_1 algebricamente independentes sobre k e F(s1,...,8y,) =0
para algum F € k[11,...,T,,] irredutivel com derivada Fp, ndo-nula. Tome Y = Z(F) C A™

hipersuperficie irredutivel. Entao

implicando que

Logo X é birracional a Y.
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Os exemplos ilustram o fato de que a condicao de duas variedades serem birracionais é realmente
mais fraca que a de serem isomorfas. Desse modo, a classificacao de variedades a menos de
equivaléncia birracional é um problema mais simples que a classificacao a menos de isomorfismo.
Um fato talvez surpreendente é que este problema seja relevante, ou melhor, que a classe de
variedades a menos de equivaléncia birracional ainda guarde informagao relevante sobre a variedade.

Falaremos mais sobre birracionalidade na Segao 2.4.

2 Variedades quasi-projetivas

2.1 Topologia de Zariski em P"

A idéia bésica da geometria projetiva é acrescentar pontos no infinito, de modo que, por exemplo,
quaisquer duas retas no plano se intersectem. E claro que isso ndo ocorre no plano afim. Para

construir o plano projetivo, identificamos o plano afim A% com o plano
{(.T(),xl,l‘g) S k:3|x0 = 1}

do espaco afim k3. Cada ponto (1,21, z2) deste plano determina uma reta passando pela origem,
a saber a reta {(\, Az1, A\z2)|\ € k}. As retas em k® passando pela origem que ndo intersectam
o plano “xy = 1”7 sao as retas do plano “xy = 0”. Intuitivamente, uma tal reta encontra o plano
“

zo = 1”7 no infinito. Usamos estas retas entao para definir os pontos no infinito.

Assim, o plano projetivo P? é tal que existe bijecdo
{pontos de P?} > {retas em k* passando pela origem}.

Uma tal reta é da forma {(A\zg, w1, Ar2)|\ € k}, onde (x¢, 21, 22) € k* ndo é a origem. Note que

dois vetores (zg,z1,22) € (Yo, y1,y2) definem a mesma reta pela origem se e somente se

(Yo, y1,y2) = (Awo, Aw1, A2)

para algum A € k. Denotamos o ponto correspondente em P? por (zo : 1 : ). Analogamente,
0 espago projetivo de dimensao n é denotado por P" e tem pontos que correspondem a retas em
k™1 passando pela origem.

Definicao. O espacgo projetivo de dimensao n é dado por
P = PP = k") ~

onde

(oy- oy Zn) ~ Yoy, Yn) <= x; = \y;, Vi = 1,...,n para algum X\ € k™.
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O ponto de P™ correspondente a (zg, . . ., x,) é denotado por (x¢ : ... : z,) e dizemos que xg, . .., T,
sao as coordenadas homogéneas ou coordenadas projetivas do ponto.

Usualmente, chamamos de pontos finitos aos pontos do conjunto
{(xo:...imy) €EPag £ 0 ={(1:ay ... i xp)|(x1,...,2p) €A™}
e chamamos de pontos infinitos aos pontos do conjunto
{(o:...: ) €EPYzg =0} ={(0:2y:...:2p)|(zy:... ) €PP LN

Note que o conjunto dos pontos finitos de P™ pode ser identificado com A™ e o conjunto dos pontos

infinitos pode ser identificado com P™~!.
Em particular, temos
P! = reta afim dos pontos finitos U {(0: 1)},
e assim P! tem um tnico ponto infinito. E temos

P2 = plano afim dos pontos finitos U reta projetiva dos pontos infinitos.

O espago projetivo P também ¢é imbuido de uma topologia de Zariski dada por polindmios.

Tome F € k[Ty,...,T,]. Nao faz sentido falar do valor de F em um ponto (xg : ... : @) pois
este valor em geral depende da escolha de coordenadas projetivas, isto é, F((Azg, ..., Az,) em geral
depende de \. Dizemos que F se anula em (29 : ... : z,) se F(Axq,...,A\x,) = 0 para todo \ € k*.

Se F' se anula em um ponto x € P™, por vezes escrevemos F(z) = 0.

Lembre que um polinémio F € k[T, ..., T,] é dito homogéneo de grau r se
F(Axo,..., x,) = N F(xo,...,x,)

para todo A € k. Os polindmios homogéneos de grau r sao entao da forma

F= > cyon,Tg0Tom.
Totedrn=r
Assim todo polinémio F € k[T, ..., T,] se escreve como uma soma F' = Fy + ...+ F; onde F; €
k[To,...,T,] é um polindmio homogéneo de grau i. Dizemos que Fy,...,Fy sdo as componentes
homogéneas de F. Agora suponha que F se anula em um ponto (zg : ... : z,) € P". Entdo para

24



todo A € k temos

0 = F(Azo,..., \z,)

Fo(Azog, ..., Axn) + Fi(Axzo, ..., Axp) + ... + Fy(Azo, . .., Axy)
= Fo(xo,...,Tn) + AF (20, oy Tpn) + ...+ N Ey(zo, . ... T

Fazendo a; := Fi(xo,...,z,), vemos que todo A € k é raiz do polinémio ag + Tay + ... + Tay.
Como k é infinito (por ser algebricamente fechado) o polindémio deve ser identicamente nulo, ou
seja, temos que ter F;(xq,...,x,) =0 para todoi=0,...,d.

Definicao. Seja S C k[Ty,...,T,] um subconjunto. O conjunto de zeros de S é
Z,(S) :={x € P" | F(z) = 0 para todo F € S}.

Um subconjunto X C P™ é dito fechado se X = Z(S) para algum S. Um subconjunto de P™ é
aberto se seu complementar é fechado. Os abertos (resp. fechados) de P" sdo também chamados
abertos projetivos (resp. fechados projetivos ou conjuntos algébricos projetivos).

Para X C P™ um subconjunto, definimos o ideal de X por

I,(X) :={F € k[T, ..., T,] | F(z) = 0 para todo = € X}.

Note que o ideal I,,(X) é um ideal homogéneo, isto é um polindémio F' estd em I,(X) se e somente

se todas as componentes homogéneas de F estdao em I,(X).

Obs. 1 - Os abertos em P" formam uma topologia chamada topologia de Zariski de P™. De fato,
as afirmagcoes (b), (c) e (d) do Lema 1.1 continuam vélidas para P™. A topologia de Zariski de P”
se estende a subconjuntos X C P" tomando-se intersegdes. Os fechados (resp. abertos) de X sao
entdo intersecoes de X com fechados (resp. abertos) de P".

2 - Pelo Teorema 1.3, o anel k[T, ...,T,] é Noetheriano e, como para cada X C P" o ideal

I,(X) é homogéneo, podemos escrever
I,(X) = (F1,..., Fy)

com Fi,..., Fj polindbmios homogéneos.
3 - Da mesma forma que na Proposicao 1.11, mostra-se que todo X C P" se escreve de modo
Uinico como

X=Wu---UW;

com Wi, ..., Wy, fechados irredutiveis em X tais que W; ¢ W; se i # j. Novamente, diremos que
Wy, ..., Wy sdo as componentes irredutiveis de X. Um fechado projetivo irredutivel é dito uma

variedade projetiva.
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Existe uma diferenga bésica entre os casos afim e projetivo. Considere o ideal I = (Tp,...,T,).
Entdo Z,(I) = 0 j& que, se os polinémios de I se anulassem em um ponto (zg : ... : z,) € P",

terfamos que ter zg = --- = x, = 0.

Teorema 2.1 (Teorema projetivo dos zeros) Eziste bijecdo revertendo inclusoes

1deais radicais homogéneos em
k[To,...,T,] diferentes de (Tp, ..., Ty)
X = LX)
Zp(J) «— J

{fechados em P"} <+—

Antes de mostrar o teorema, precisamos relembrar uma definicdo. Um subconjunto C' de k™*!
é dito um cone se A-c € C paratodo c € C e A € k. Note que 0 := {(0,...,0)} é um cone chamado
o cone nulo.

Demonstragao. Considere a projecao natural
7 k"t -0 — P"
(o, yxn) =  (To:...:xy).
Existe bijecao mondétona
{subconjuntos em P"} <« {cones nio nulos em k"*1}
X = 7 Y{(X)uo
m(C—-0) « C.

Agora, um fechado C em £"*! é um cone se e somente se é o conjunto de zeros de uma familia de

polinémios homogéneos. Assim, temos bijegao

cones fechados ideais radicais homogéneos em
{fechados em P"} <« “
nao nulos em k"1 k[Ty,...,T,] distintos de (Ty,...,T,)
O
Corolario 2.2 (Teorema fraco projetivo dos zeros) Seja J C k[Tp,...,T,] um ideal homogéneo.

As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) Z,(J) = 0;
(i) VI = (Ty, ..., T,) ou~'J=k[Ty,...,Tp);
(i) T§, ..., Tr € J para algum r > 0;

(iv) existe d > 0 tal que todo polinémio homogéneo de grau d estd contido em J.
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Exemplo.(Variedades determinantais) Considere o conjunto das matrizes de ordem m x n a menos
de multiplicacdo por escalar. Este conjunto é identificado com P™"~!. Denote por z;; € P™"*~1 o

ponto associado a matriz M. Para k > 0 definimos
Xy, o= {zn € P 1k(M) < K},

onde 1k(M) é o posto da matriz M. Como o posto é invariante por multiplicagdo por escalar nao
nulo, entdo X, estd bem definido. Vamos mostrar que X, é fechado em P™n—1,

Lembre que, por definicao, uma matriz M tem posto k se o determinante de seus menores de
ordem (k+1) x (k4 1) s@o nulos e existe menor de ordem k x k com determinante néo nulo. Assim,
xp € X se e somente se todos os menores de ordem (k+ 1) X (k+ 1) de M se anulam. Ora, esta
condicao é polinomial em x,; (pois o determinante é um polinémio nas entradas da matriz) e logo

X ¢ fechado em P! E possivel mostrar que X}, ¢ irredutivel com dimensio (m — k)(n — k).

O espaco projetivo P™ tem uma cobertura por abertos afins. De fato, os conjuntos
A i={(zo:...:xn) €EPMz; Z0}={(mo : ... : xy) € P"|z; =1}

sao abertos em P"™ e podem ser identificados com A™. Além disso, é 6bvio que

Pn = QOA?.

Deste modo, se Y é um subconjunto de A™, geralmente consideramos Y como subconjunto de P"
identificando A" com Af.

Seja F' € k[Ty, . ..,T,] um polindmio homogéneo. A desomogeniza¢io de F é o polindémio f =
F(1,Ty,...,T,) € k[T1,...,T,]. Reciprocamente, tome f € k[T1,...,T,] eescreva f = fo+...+ f4

com f; homogéneo de grau i. Entao a homogenizacdo de f é o polindmio homogéneo de grau d

d
F=Y fT{ e klTy,... T,
1=0

Agora tome X C P" fechado. Identificando A™ = A{}, consideramos o conjunto dos pontos
finitos de X, isto é, a intersecao X NA™. O ideal de X NA™ é o ideal gerado pelas desomogenizagoes
de todos os polinémios de I,(X). Reciprocamente, tome ¥ C A" fechado. Seja J o ideal de
k[To,...,T,] gerado pelas homogenizagoes de todos os polinémios de I(Y). O fecho projetivo de
Y é o fechado Y = Z,(J). Note que o conjunto dos pontos finitos de Y é o préprio Y, visto como
subconjunto de P™.

Obs. 1- Se Y é uma hipersuperficie de A", isto é I(Y') = (f) com f € k[11,...,T,], entdo o fecho
projetivo de Y ¢ Y = Z,(F) onde F ¢ a homogenizagao de f.
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2 - O fecho projetivo de Y C A™ é de fato o fecho de Y em P"™. Mais geralmente, é possivel

mostrar de modo andlogo & Proposigao 1.6 que se X C P entdo o fecho de X é X = Z,(I,(X)).

Exemplo. 1 - Tome Y = Z(T3 — T}) C A% a curva cuspidal. A homogenizacio de f = T3 — T} é
F =TT T} elogo Y = Z,(TyT§ — T}). Os pontos infinitos de Y sao

YNZ,(Ty) = {(zo:m1:32) € P?|zpa3 =23, 29 = 0}

{
= {(zo:z1:22) €EP? |29 =0, 2, =0}
{(0:0:z2)|z2 €k} ={(0:0:1)}.

2 - Considere a hipersuperficie Y = Z(T3+T¢—T5) C A3. A homogenizagao de f = T3+T7 T3
6 F=TyT3+ T2 —T§ elogo Y = Z,(ToTs + T2 — T2). Os pontos infinitos de Y sdo

YNZ,(Ty) = To:xy:xo:x3) € PP |woxs = 23 — 22, w9 = 0}

{(
= {(zo:m1:29:13) €EP?|2g =0, 2% = 23}
{(021’121’221’3)€P3|(E2:i$1}

{(

0:s:5:t)|s,t€k}U{(0:5:—s:1)|s,t €k}

Os pontos infinitos de X formam um par de retas em P2, ou seja, cada um dos conjuntos acima é

isomorfo a P1. (Veja a Segao 1.2.)

Definigao. Um conjunto algébrico quasi-projetivo é um subconjunto de P" satisfazendo as seguin-
tes condigoes equivalentes:

(i) X é a intersegao de um aberto e um fechado de P";

(ii) X é um subconjunto fechado de um aberto de P™;

(i) X é um subconjunto aberto de um fechado de P";

(iv) X é um subconjunto aberto de seu fecho.

Uma variedade quasi-projetiva é um conjunto algébrico quasi-projetivo irredutivel.

Exemplo. 1 - Todo fechado projetivo é conjunto algébrico quasi-projetivo.

2 - Seja X C A" um fechado afim. Identificando A™ com Afj temos X C P". Note que
X = X NAR. Assim, como X é fechado em P" e A} é aberto em P", temos que X é conjunto
algébrico quasi-projetivo.

3 - Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo e Y um aberto (resp. fechado) de X. Entédo Y
é um conjunto algébrico quasi-projetivo. De fato, podemos escrever X = X; N X5 com X; fechado

e Xy aberto em P" para algum n. Como Y é aberto (resp. fechado) em X, temos Y = Y1 N X com
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Y1 aberto (resp. fechado) em P". Deste modo, temos
Y:le(szyl) (resp. Y:(XlﬁYl)ﬁXg)

e como X; é fechado e Xo NY; é aberto em P" (resp. X; NY; é fechado e X5 é aberto em P"),

entao Y é um conjunto algébrico quasi-projetivo.

Queremos estender os conceitos de fungoes regulares e racionais, morfismos e mapas racionais

a conjuntos algébricos quasi-projetivos.

2.2 Fungoes regulares e morfismos

Um polinémio F' € k[T, ...,T,] ndo pode ser visto como fungdo em P™ ji que, em geral, para
A € k temos F(Axo,...,A\xn) # F(xo,...,z,). Além disso, um quociente f = P/Q com P,Q €
E[To, ..., Ty] s6 pode ser visto como fungao em P se P e ) sdo homogéneos do mesmo grau.

Tome X C P™ um conjunto algébrico quasi-projetivo e tome f = P/Q com P,Q € k[Tp,...,T),]
homogénos de mesmo grau. Dizemos que f é regular em um ponto z € X se f estd bem definido
em z, isto é, se Q(x) # 0. A funcgdo f é dita regular em X se é regular em cada ponto de X. As
fungoes regulares em X formam uma k-dlgebra denotada k[X]. De fato, se a € k e f,g € k[X],
entdo é facil ver que af, f + g e fg estdo ainda em k[X]. Dizemos que k[X] é o anel das fungoes
regulares de X.
Obs. 1 - Se uma funcao f é regular em um ponto = entao, por continuidade, f é regular em uma
vizinhanca U de x. Assim, f define uma funcdo U — k.

2-SeY C X entdo k[X] C k[Y].

3 - Seja X um fechado afim, digamos X C A". Considere X C P" do modo usual e tome
f = P/Q uma fungao regular em X, com P,Q € k[T, ..., T,] homogéneos de mesmo grau. Sejam

p,q € k[T, ...,T,] as desomogenizagoes de P, Q. Como X C Ay, para cada x € X temos

Assim f é uma funcao racional no fechado afim X que é regular em todos os pontos de X. Pela

Proposigao 1.18, temos que f é regular no sentido definido anteriormente.

Exemplo. k[P"] = k. De fato, tome f = P/Q regular em P". Suponha que P, @ néo tém fator
comum nao-constante. Se o grau de () fosse diferente de zero, entao @ teria alguma raiz, isto é,
existiria © € P™ tal que Q(z) = 0 e logo f nao seria regular em x. Assim o grau de @, e logo o

grau de F', é zero, ou seja, f = P/Q é constante.
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Veremos mais adiante (Coroldrio 2.16) que k[X] = k para todo fechado projetivo X. Por outro
lado, é ficil mostrar que se X é fechado afim entdo k[X] = k se e somente se X consiste de um
Unico ponto. Mais ainda, lembre que k[X] é sempre finitamente gerado como k-dlgebra se X é
fechado afim, mas existem exemplos de conjuntos algébricos quasi-projetivos cujos anéis de fungoes

regulares nao sao finitamente gerados.

Definigao. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Uma funcao f : X — Y é um
morfismo se para todo aberto V C Y e toda fungao regular g € k[V] temos
(i) f~5(V) é aberto em X (isto é, f é continua);

(ii) g o f é uma funcao regular em f=1(V).

Obs. 1 - Pela Proposicao 1.15 e seu corolario, se f : X — Y é um morfismo entre fechados afins
como definido anteriormente, entdo f é um morfismo pela nova definicao.
2 - Um morfismo f : X — Y entre conjuntos algébricos quasi-projetivos induz um mapa de
pullback
f* kY] — K[X]

g = gof

Proposigao 2.3 Sejam X eY conjuntos algébricos quasi-projetivos comY C P™. Seja f: X — Y
uma fungdo continua tal que, para cada x € X existe aberto V. C Y contendo f(x) e fungoes

requlares fo,. .., fm € k[f~1(V)] tais que, para cada ' € f=*(V), temos
F@") = (folz) .. ().
Entao f € um morfismo.

Demonstragao. Precisamos apenas verificar a condigao (ii) da definicdo. Tome g € k[V], entao
g = (P/Q)|ly com P,Q € k[Ty,...,Ty]. Suponha X C P*. Como f; € k[f~1(V)], temos f; =
(Ri/Si)|g-1(vy com R;, S; € k[Ty, ..., T,]. Assim para cada 2’ € f~!(V) temos

P(SO@),..., Ll ) Ply)
R ( o

)
Ro(x) z) /
Q88 ..8)

onde y' = f(z') € V. Assim Q(y') # 0 e, como composigio de fragoes de polindmios é fragdo de

(go =) =

polinémios, temos g o f regular em f=1(V). O
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Teorema 2.4 Seja f: X = Y um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos com'Y C P™.

Entao para cada x € X existe aberto U de X contendo x tal que para todo ' € U temos
f@)=(folx") ...t fr(2)))
com fo,..., fm € E[U].

Demonstragao. Tome z € X. Entao f(z) € A" para algum ¢ = 0,...,m. Suponha sem perda
de generalidade que f(z) € Aj* e tome V =Y N A} aberto em Y contendo f(x). As funcoes

Lo Tw

T, T,
sao regulares em V. Como f é continua, entdo U = f~1(V) é aberto em X contendo x. Para cada
1 =1,...,m temos

T
S; = fl) o f € k[U].

Entéo para cada =’ € U temos

fl@) =1 :s1(2") ... sm(a)).

De fato, se f(z') = (yo: ... : yYm), como f(z') € V C AT, temos
fl@') = <1:y1:...:ym>
Yo Yo
Ty Tm
= 1: — O !
(e o) 0 16)
= (1:sy(a'):...:8m(z))
O
Obs. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. Tome Fy, ..., Fy, € k[Ty, ..., T,] homogéneos

de mesmo grau sem zeros em comum em X. Entao
f=F0:...: Fp): X — P
x = (Fo(x):...: Fp(x)
é um morfismo. De fato, é facil mostrar que f é continua e leva fungoes regulares em fungoes

regulares.

Definicao. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Um isomorfismo, = entre X e Y
é um morfismo f : X — Y tal que existe um morfismo g : X — Y de modo que as composigoes

go f e fogsao identidade em X e Y. Dizemos neste caso que X e Y sao isomorfos.
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Um conjunto algébrico quasi-projetivo é dito afim se for isomorfo a um fechado afim. Em
particular todo fechado afim é um conjunto algébrico afim. Porém nem todo conjunto algébrico
afim é um fechado afim. Por exemplo, X = A! — {0} é isomorfo ao fechado afim Y = Z (11T, —1).
De fato, o morfismo de projecao

f: Y — X

(x1,22) +— a1
tem inversa dada por

f1: X - Y
t — (t1/t).

Como 1/t é regular em X, entdo f~! um morfismo mostrando que X = Y. Assim X é conjunto
algébrico afim, mas claramente X nao é fechado afim. Deste modo, a nogao de fechado afim nao é
invariante por isomorfismo, mas a nogao de conjunto algébrico afim é.

Analogamente, um conjunto algébrico quasi-projetivo X é dito projetivo se for isomorfo a um
fechado projetivo. Em particular todo fechado projetivo é conjunto algébrico projetivo. Veremos

no Corolario 2.15 que todo conjunto algébrico quasi-projetivo é um fechado projetivo.

Exemplo.(Mergulho de Veronese) Uma hipersuperficie de grau d de P™ é o conjunto X dos zeros de
um polindémio homogéneo F' € k[T, ..., T,] de grau d. Se d = 1, dizemos que X é um hiperplano.
O mergulho de Veronese permite realizar hipersuperficies de grau d como hiperplanos.

Tome N = ("Id) — 1. O megulho de Veronese é um morfismo injetor
V:Vn)d:Pn—)PN

tal que se X é hipersuperficie de grau d entao v(X) é um hiperplano da imagem v(P"), isto é v(X)
é a intersegao de v(IP") com um hiperplano de PV. Escreveremos as coordenadas homogéneas em

PN como v;, ;. onde ig,...,i, >0 eig+ ...+ i, =d. O mapa v:P" — PV ¢ dado por

n
1/(3:0:...:xn):(...:vio),“%:...):(...:mé“u-mil":...).

E claro que v é um mofismo, pois é dado por polindmios homogéneos sem zeros em comum.

Vejamos que a imagem v(P™) é o conjunto de zeros dos polindémios

(4) V;O,m,in ’ ‘/}Os“wjn = Vk05~~~7kn : Vvlo;m,ln

onde i, + j, = k. +1, para todo r = 0,...,n. De fato, é 6bvio por definigdo que os pontos de v(P")

satisfazem (4). Reciprocamente, se v = (... : vy, . ..) satisfaz (4), temos que pelo menos

oln t ot
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uma das coordenadas do tipo vg. ... 4,....0 € n@o nula pois, caso contrario, todas as coordenadas de v

seriam nulas por (4). Supomos sem perda de generalidade que v40,.. o # 0. Tome

o = Y4,0,...,00, L1 =7Y4-1,1,0,...,00 =--- Ty =7V4-1,0,..,1
e considere x = (xg : ... : zp) € P*. Queremos ver que v(z) = v. Temos
v(@) = (.. (va0,..,0) (Vd-1,1,0,..0)" -+ (Va—1,0,..0)" :...)
(%) _
= (o (00000) " Wigein) o)
= ( *Vig,..yin - ) =

onde a igualdade (x) segue de (4), j4 que
doig+(d—1D(1+...+in)=do+(d—1D(o+...+in) =do+d(d—1).

Deste modo, temos que v(P") é fechado em PV. Mais ainda, o argumento acima mostra como
construir uma inversa para o morfismo de Veronese, isto ¢, mostra que v é um isomorfismo entre
P™ e sua imagem v(P™).

Paran = 1, a imagem vy 4(P') C P? é isomorfa a P! e é chamada a curva de Veronese ou curva

normal racional de grau d. Tomando por exemplon =1 e d = 2 temos

vig: P10 v o(PY) = {(y2.0 : y11 : 0.2) € P2 yf 1 = w0002}
(o :m1) (23 :mowy:23)
(2,0 1 y1,1) < (Y2,0:¥Y1,1:Y0,2), sey20F0ouy #0
(y11:%.,2) < (Y2,0:¥11:%0,2), sey117#0ouygs#O0.

O inverso do morfismo de Veronese é um exemplo de um morfismo que nao pode ser dado global-
mente por polinomios homogéneos.
Agora tome X C P™ uma hipersuperficie de grau d, digamos X = Z,(F) com
F= > a1 T €k[Ty,...,T,]
io+...+in=d

homogéneo de grau d. Entdo a imagem v(X) é a intesecio de v(P") com o hiperplano H de PV

dado por
Y GigeinVigesin:
io+...+in=d
Mais ainda, temos isomorfismo
(5) X =v(X)=v(P")NH.
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Definigao. Seja X C P" fechado e F € k[T, . ..,T,] um polinémio homogéneo. Entédo o aberto
Xp={x e X|F(z) #0}

¢é chamado um aberto principal de X. Note que se f € k[X] entdo o aberto X; = {z € X|f(x) # 0}
também é um aberto principal. De fato, se f = P/Q entdo f(z) # 0 se e somente se P(z) # 0,
isto é, Xy = Xp.

Usando o mergulho de Veronese mostraremos que os abertos principais em um fechado projetivo
X sao conjuntos algébricos afins. Note que os abertos principais formam uma cobertura de X, isto

é, temos

X = U Xp.

Dizemos que X tem uma cobertura por abertos afins, isto é, abertos em X que sdo conjuntos

algébricos afins.

Proposicao 2.5 Seja X C P" um fechado e F € k[Ty,...,T,] homogéneo de grau d > 1. Entao

o aberto principal Xp € um conjunto algébrico afim.

Demonstragao. Primeiro supomos que F tem grau 1, isto é, F = a¢ly + ... + a1, com

ag, - - -, 0, € k. Vamos construir um isomorfismo de P™ em P™ tal que
F=P" = Z,(F) = Aj =P" — Z,(To),
0 que ocorre se e somente se
Zp(F) = Zp(Ty)-

Note que Z,(F) é um hiperplano. Como o polinémio F' é nao nulo, temos a; # 0 para algum

t=0,...,n. Considere o morfismo
p: P - P"
(o:eooizn) = (Yo:i-w:Un)
dado por
Yo = aoTo + ...+ anTn, Yi =20, Yj=2x;5€7F#0,i.
Entdo ¢ é um isomorfismo com inversa ¢~ !(yo : ... :yn) = (zo : ... : z,) onde

1 . .
To=Yir i = _— (Yo~ GoYi — Z ajyj | xj=yjsej#0,i
’ 1<j<n, j#i
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Note que p(Z,(F)) = Z,(Ty) e logo P = A7 = A", mostrando que P é conjunto algébrico afim.

Agora suponha que F' tem grau d e considere o mergulho de Veronese
V="Upq:P" — PN

onde N = ("5%) — 1. Seja Y = Z,(F). Por (5) temos Y = v(Y) = v(P") N H, onde H é um

hiperplano em PVV. Entdo
nL=P" Y = y(P") - v(Y) =v(P")n PN - H).

Pela primeira parte temos PV — H = AN, Como v(P") é fechado em PV | entdo v(P") N (PN — H)
é fechado em PV — H = AN, Logo PX é conjunto algébrico afim.
Por tltimo, tome X C P" fechado. Entao Xr = X NP}% é fechado no conjunto agébrico afim

P% e assim Xp é também um conjunto algébrico afim. O

Na parte final da demonstragao usamos o seguinte resultado:

Lema 2.6 Seja X um conjunto algébrico afim e Y C X um fechado. Entdo Y é um conjunto

algébrico afim.

Demonstragao. Tome W C A™ fechado com isomorfismo ¢ : X — W. Sejay : W — X a inversa
de . Como 1) é continua, entdo p(Y) = 1 ~1(Y) é fechado em W. Deste modo, (V) = W N Z
com Z C A" fechado. Ora, W e Z sao fechados em A™ e logo ¢(Y) é também fechado em A”.

Assim Y = (Y) é conjunto algébrico afim. O

2.3 Produtos

Tome X C A" e Y C A™ fechados afins. Suponha que
X=2Z(F,...,F) Y =2(G,...,G)
onde Fy,...,F. € k[Ty,...,T,) e G1,...,Gs € k[Sy ..., Sy]. Considere o produto
X XY i ={(x1,. ., Tp, Y1, Ym) €EA" T [ (21,...,2,) € X, (y1,- -, Ym) € Y }.
Entao X x Y é fechado em A™"™ j4 que
X XY =Z(F,...,F,Gi,...,Gy)

onde consideramos k[A"T™] = k[T},...,T,,S1,...,Sm]. Deste modo, identificamos A™ x A™ com

Antm,
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Obs. A topologia em A™ x A™ dada acima nao é a topologia produto. De fato, como A" nao é
Hausdorff, a diagonal

Apn ={(z,z) |z € A"} C A" x A"

nao é fechada na topologia produto. Mas é claro que Ayn é fechada em A™ x A™ j& que é o conjunto

de zeros dos polindémios 7; — S; com i =1,...,n.

Para X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos, é mais complicado ver o produto X x Y
como um conjunto algébrico. De fato, o procedimento acima nao funciona, pois nao existe maneira
natural de identificar P™ x P com P"*™. Para ver o produto P" x P™ como um conjunto algébrico

projetivo, usamos o mergulho de Segre.

Teorema 2.7 (Mergulho de Segre) A aplicagao
p: P x P — Pprmtntm
((o:eooiapn),(Wo o tym)) —  (oixyjc...)
é injetora. Se consideramos PV com coordenadas zij onde 0 <i<n el <j<m, entdo ¢
tem como imagem o fechado projetivo

{(..rz5:...) € prmtntm | Zij 2kl = Zi2kg, pare 0 < i,k <n,0<j,1<m}.

Demonstragao. Primeiro note que ¢ estd bem definida, isto é, existem i, j tais que z;y; # 0.
Mais ainda, temos p(A7 x AT") C A%m“”m. Primeiro temos que mostrar que ¢ tem uma inversa.
Tome z = (... : z;5 :...) € PPHH™ ta] que

(6) Zij Rkl = ZilZkj

para 0 < i,k <n, 0 < j,1 <m. Suponha sem perda de generalidade que z € AZ}’””“", de modo

que zg; = 1. Definimos pontos x € P™ e y € P™ por

r; =2y parat=0,...,n

Yyj =zr; paraj=_0,...,m.
Note que z = y; = 21y = 1 e logo € A} e y € A[®. Vamos mostrar que o mapa definido por
¥z (z,y)

é inversa de ¢.

AZ{”*"*’". Para x e y como definidos acima, temos

De fato, tome z €
oly)=(..cxyj:...)=(..12z5:...) =2,
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ja que
TilYj = ZillYkj = ZijZkl = Zij-

Assim ¢ o9 = 1. Analogamente, 1 o p =1 j& que se z = ¢(z,y) entdo z;; = z;y; e logo

(zor: - :2zn) = (oyr:.o.ixpy) =(T0:...:2p) =2

(ot i 2km) = (TxYo:-- - TkYm) = (Yo :---:Yn) =Y.

a

Obs. A imagem do mergulho de Segre é uma variedade determinantal. De fato, podemos expressar
z € PP ™ como uma matriz (z;;) de ordem (n+1) x (m+1). A condigao (6) é entao a condigao
de anulamento dos menores 2 x 2 da matriz. Assim vemos que a imagem de ¢ é a variedade

determinantal

X1 = {(2i) | rk(2i;) < 1},

Identificamos entao o produto P™ x P™ com sua imagem ¢(P" x P™) em P"™ " +™ ¢ desta forma
consideramos P” x P™ como um fechado projetivo. Via esta identificagao, os fechados em P" x P™
s@o os subconjuntos Z C P x P™ tais que p(Z) é fechado em o(P™ x P™), ou melhor, fechado
em Pt m A topologia definida acima é a topologia de Zariski em P* x P™. Novamente a
topologia de P™ x P™ nao ¢ a topologia produto. Vejamos que a topologia de Zariski contém todos
os abertos da topologia produto de P x P™. Lembre que se X; e X5 sao espagos topoldgicos, a
topologia produto em Xy x X5 é a topologia gerada pelos conjuntos da forma X; X Y5 e Y7 X X5
onde Y; C X; é fechado para i =1,2.

Seja X C P™ um fechado. Vejamos que X x P™ é fechado em P™ x P™. Para isso primeiro

considere um polindmio

F= 3 a5 T
eo+...+ep=d
homogéneo de grau d em k[T, ...,T,]. Para cada j =0,..., m considere o polinémio
F-S= 3" tcgen(ToS;) - (TnS;)".
eo+...+en=d

Fazendo Z;; = T;S;, obtemos um polindmio homogéneo de grau d

(J) — €0 €n
FO .= Qegynonen 280+ 220
eo+...+e,=d
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Note que x € Z,(F) se e somente se para todo y € P™ temos ¢(z,y) € Z,(F©,..., F(™). Assim,
dado um fechado X = Z,(Fy, ..., F,) de P", entao

(X xP™) = Z,(FV,...,F™ ... FO . F™)

é fechado em P*™+7 ™ Portanto X x P™ é fechado em P" x P™. Do mesmo modo, mostra-se que
P x Y é fechado em P™ x P™ para todo fechado Y C P"™. Assim a topologia de Zariski é mais fina
que a topologia produto de P™ x P™. Vamos ver no Corolario 2.10 que a diagonal em P" x P™ é

fechado na topologia de Zariski mas, como P nao é Hausdorff, nao é fechado na topologia produto.

Proposigao 2.8 Um subconjunto X C P™ x P™ € fechado se e somente se

X=A((zo:...:2n), (Yo : .- :1ym)) EP*" X P | Hi(x0,.- s Tn,Y0,---Ym) =0, V1 =0,...,k}
onde 0s Hi(Tp, ..., Tn,So,-..,Sm) sdo polinémios bihomogéneos, isto é, homogéneos em Ty, ..., T,
e homogéneos em Sy, ..., Sm.

Demonstragao. Seja X C P* x P™ fechado. Entao ¢(X) é fechado em P+ digamos
QD(X) = Zp(Hl, ey Hk) com Hl S k[Zoo, ceey Zij; ceey an]
homogéneo para 1 <[ < k. Entao X é o conjunto de zeros dos polinomios bihomogéneos

Hy(TySo, ..., TiS;, ..., TnSm)

paral=1,...,k. (Note que o grau de H; em Ty,...,T, e em Sy, ..., S, é 0o mesmo.)
Reciprocamente, polinémios bihomogéneos em Ty,...,T, e Sp,..., S, com graus iguais po-
dem ser escritos como polinémios homogéneos em Z;; = T;5;. Se F(Ty,...,Tn,S0,...,5m) for

bihomogéneo com grau di nos 1;’s e dz nos S;’s com d; > da, entao os polindmios
SHEE j=0,...m

sao bihomogéneos de graus iguais com os mesmos zeros de F. Deste modo, polinémios biho-

mogéneos produzem fechados em Pt T™M ¢ Jogo fechados em P x P™, O
Coroldrio 2.9 Os fechados em P <A™ sao conjuntos de zeros comuns de polindmios em k[Ty, ..., Ty, S1,. ..
homogéneos em Ty ..., T,.

Demonstragao. Obvio pois A™ = Ap* C P™. |
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Corolario 2.10 Se X € um conjunto algébrico quasi-projetivo, entao a diagonal
Ax :={(z,z)|z € X}
€ fechado em X x X.

Demonstracao. Basta ver que Ap. é fechado em P x P™. De fato, Ap» é 0 conjunto de zeros

dos polinémios bihomogéneos T;S; — T;.S; para 0 <4,j < n. O

Via a identificagdo P x P™ = (P x P™), podemos considerar morfismos de produtos de

conjuntos algébricos quasi-projetivos.

Corolario 2.11 Se f : X — Y € um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos, entdo o
grafico de f
Iy:={(z,y) e X xY|y= f(z)}

€ fechado em X x Y.

Demonstragao. De fato, I'y é a imagem inversa de Ay com respeito ao morfismo

XxY — YxY
(@y) = (fl@)y)

e como Ay é fechado, temos I'¢ fechado. O

Teorema 2.12 Seja X um fechado projetivo e Y um conjunto algébrico quasi-projetivo. Entao a

projecao p: X XY =Y leva fechados em fechados.

Obs. O teorema nao vale em geral se X é afim. Por exemplo considere a projegao

piAZ=Al x Al — Al

(331,.132) = Z7.

Entdo X = Z(T1Ty — 1) é fechado em A% mas p(X) = A! — {0} nao é fechado em Al.

Demonstracao. Primeiro note que se X C P" é fechado, entdo os fechados de X sdo fechados
de P" e logo podemos tomar X = P"”. Além disso, como ser fechado é uma propriedade local,
podemos cobrir Y por abertos afins e mostrar o teorema para cada um deles. Assim podemos
assumir que Y é afim, ou melhor, Y C A™ fechado afim. Entao P" x Y é fechado em P™ x A™ e

podemos supor que Y = A™.
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Agora, pelo Corolario 2.9, todo fechado Z C P™ x A™ é definido por equacoes

(7) Gl,...,GrGk[T(),...,Tn7sl,...,Sm]

homogéneas em Ty, . .., T,. Considere ¢ = p|z : Z — A™ a restrigdo da projegdo p a Z. Entao para

cada y € A™, o conjunto ¢~ !(y) consiste das solucdes nao nulas das equacdes gi,.. ., g, obtidas

substituindo (Si,...,Sy,) pelas coordenadas de y. Assim, y € p(Z) se e somente se
gi=...=¢gr=0

possui solu¢do nao nula. Temos entdo que mostrar que para cada sistema de equagdes como (7), o

conjunto W C A™ dos y para os quais g1 = ... = g, = 0 tem solugdo nao nula é fechado. O lema
a seguir termina a prova do teorema. |
Lema 2.13 Parai=1,...,r tome G;(Ty,...,Tn,S1,...,Sm) polinémios homogéneos em Ty, ..., T,.

Entao o sequinte conjunto € fechado

. |08 polinomos g;(To, ..., Tn) = Gi(To, -, Tns Y1, -+ Ym),
W=2qW, ... ym) €A

1<i<r, tém zeros em comum em P™

Demonstragao. Seja y = (y1,...,Ym) € A™ e tome
gi(T()a e 7Tn> = Gi(T07 e aT’ruyla cee 7ym)

para i = 1,...,7. Pelo Corolario 2.2, temos Z,(g1,...,9r) = () se e somente se o ideal J, :=

(g1, ..., gr) contém o conjunto
H,; = {polinémios homogéneos de grau d} C k[Tp,...,Ty]

para algum d > 1. Seja
Wa = {(yla s 7ym) €A™ | Jy z Hd}

Entao W = d>1 W4 e logo basta mostrar que cada Wy é fechado.
Note que Hy é um k-espaco vetorial de dimensao ("j;d) com base dada pelos monémios T;)° - - - T,
onde ey + ...+ e, = d. Seja d; o grau do polinémio g;. A propriedade de o ideal J, nao conter Hy

significa que o homomorfismo de k-espagos vetoriais

dedl X ... X ded,,y — Hy
(hl yeees hr) = 22:1 higz‘
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nao é sobrejetor. Este homomorfismo é dado por uma matriz cujos coeficientes sao expressoes
polinomiais em ¥, ..., %,. A condicio do homomorfismo ndo ser sobrejetor significa que o posto
desta matriz é menor ou igual a ("}%) — 1, isto é, que os determinantes dos menores ("}%) x (")
sdo nulos. Esta condigao é polinomial em y e assim W, é (determinantal e logo) fechado. Portanto

W é fechado. ]

Proposigao 2.14 Seja f : X — Y um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos. Suponha
que X € um fechado projetivo. Entao a imagem f(X) € fechado em Y. Mais ainda, f(X) € um
fechado projetivo.

Demonstragao. Considere o morfismo de projegao p : X x Y — Y. Sendo I'y o gréfico de f,
temos f(X) = p(I'y). Como I'y é fechado em X x Y entdo, pelo Teorema 2.12, temos p(I'y) = f(X)
fechado em Y.

Agora suponha Y C P™ e considere a composigao
/ tomm
g: X —Y <P

onde i é a inclusdo. Entdo g(X) = f(X) é fechado em P™. O

Corolario 2.15 Todo conjunto algébrico projetivo é um fechado projetivo.

Demonstragao. Seja X um conjunto algébrico projetivo, isto é, X é isomorfo a um fechado
projetivo Y. Tome f : Y — X um isomorfismo. Pela Proposigdo 2.14, f(Y) = X é fechado

projetivo. |

Corolario 2.16 Toda func¢ao reqular em uma variedade projetiva é constante.

Demonstragao. Tome f € k[X], entdao f define um morfismo f : X — A! e, pela Proposigao
2.14, f(X) é fechado em Al. Assim, f(X) é finito ou é igual a A'. Por outro lado, f define um
morfismo

Fox Lat=aAl o pl
Pela Proposicio 2.14, f(X) = f(X) é fechado em P! e logo f(X) # A!, pois A! ndo é fechado em
P!. Portanto f(X) é finito. Além disso, como X é irredutivel, entdo f(X) é irredutivel (exercicio)

e assim f(X) consiste de um tnico ponto. O
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Corolario 2.17 Uma variedade que € afim e projetiva consiste de um unico ponto.

Demonstragao. Se X for variedade projetiva, pelo Coroldrio 2.16, temos k[X] = k. Por outro
lado, como X ¢é afim e k[X] é corpo, temos que ter I(X) maximal e, pelo Teorema 1.9, X consiste

de um unico ponto. |

2.4 Funcgoes racionais

Uma fung¢ao racional em um conjunto algébrico quasi-projetivo X é uma funcao regular definida
sobre um aberto denso U de X. Duas fungbes regulares f e g em abertos densos U e V de X
definem a mesma fungao racional em X se e somente se f e g coincidem em UNV. Seja k(X) o

conjunto das fungoes racionais em X. Temos entao que
E(X)={(f,U)]| f € k]U], U C X aberto denso}/ ~

onde (f,U) ~ (g,V) se e somente se f|lyny = gluny. O dominio de definicao de ¢ € k(X) é o
maior aberto de X onde ¢ pode ser definida, isto é, é a uniao de todos os abertos densos U de X
tais que ¢ ~ (f,U) para algum f.
Obs. 1 - Para cada aberto denso U de X temos k[U] C k(X). Mais ainda, vale k(U) = k(X) e
além disso

k(X) = kU]
onde a uniao é sobre todos os abertos densos de X.

2 - Note que k(X) é uma k-dlgebra. De fato, se f e g sdo fungoes racionais definidas por fungoes
regulares em abertos densos U e V de X, entao f+g (resp. f-g) é a fungdo racional em X definida
pela fungao regular flynv +glunv (resp. flunv - glunv) no aberto denso UNV de X. Além disso,
se a € k entdo a - f é a fungdo racional em X definida pela fungao regular a - f no aberto denso U

de X.

Proposicao 2.18 Seja X uma variedade afim. Entdo k(X) € o corpo quociente de k[X].

Demonstracao. Como X ¢ variedade afim, temos X isomorfo a algum Y C A" fechado. Como
k[X] = k[Y], podemos supor X C A" fechado irredutivel. Agora, como os abertos principais Xz

formam uma base da topologia de Zariski, temos

k(X) = [Jk[XF]

42



onde F € k[Ty,...,T,]. Note que como X é irredutivel, entdo todo aberto de X é denso. Agora

para cada F seja f a imagem de F' em k[X]. Pelo Lema 2.20 temos

k[Xp] = {ﬂn’ g € k[X], mZO},

mostrando a afirmagao. d

Corolario 2.19 Se X ¢ variedade quasi-projetiva, entdo k(X) € corpo.

Demonstragao. Tome U C X aberto afim néo vazio. Entao k(U) é corpo pela Proposi¢ao 2.18

e como k(X) = k(U), temos que k(X) é corpo. O

Lema 2.20 Seja X um conjunto algébrico afim ou projetivo e tome f € k[X] Considere o aberto
principal Xy = {x € X|f(x) # 0}. Entdo
g
kX = KXT1/7) = { | g € 61X, > 0.
Demonstragao. Primeiro supomos X afim. Podemos entao supor X C A" fechado para algum
n. Sejam Gy,...,G, € k[Ty,...,T,] tais que I(X) = (Gy,...,G,). Considere o fechado afim
W c A"+ dado por
W=2Z(Gy,....,Gr, FTy11 — 1)
onde F € k[Ty,...,T,] é tal que a imagem de F no quociente k[X] é f. Entdao W = X;. De fato,

o morfismo
Y Antl 5 A7

(1, .y Tpnt1) — (T1,...,2n)

¢ tal que (W) = Xy e a inversa
Lp_l :Xf - W
(1, Tn) = (1, @, 1/ (21,00 20))

é um morfismo, ja que 1/f é regular em Xy. Assim Xy = W e portanto

k[T17~-~7Tn7Tn+1] k[X][Tn+1] ~
(G1,...,Gr, FTpy1— 1)  (fThe1—1)

1

k[Xf] = kW] = kIXN[1/ £1.
Agora seja X C P™ fechado. Considere a projecao canénica
7 AL 10} — P

(zoy-.yxn) = (To:...:zp).
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Note que uma fungio g : Xy — k regular induz uma fungao regular gom em 7~ (X )U{0}. Agora,
71 (X)U {0} = C é um cone fechado em A" ™! e 771 (X ;) U{0} = Cros. O resultado segue entao

do caso afim. O

Definigao. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. Um mapa racional f : X --+» P™ é
dado por, equivalentemente
(i) f(z) = (Fo(x) : ... : F(x)) para todo  em um aberto denso U de X, onde Fy,..., F,, €
k(X)) nao tém zeros em comum em U e tais que, se U; é o dominio de definigao de F;, entao U C Uy;
(ii) um morfismo f : U — P™ onde U é um aberto denso de X e tal que, se g : V — P™ é
morfismo de um aberto denso V' de X que coincide com f em UNV, entao f e g definem o mesmo
mapa racional.

Se Y Cc P é tal que f(X) := f(U) C Y, entdo podemos escrever f : X --» Y. Como no caso

afim, se f(X) é denso em Y, entdo f define um homomorfismo injetor de corpos
k(YY) = k(X)

dado por f*g = go f (mapa de pullback). Se f tem uma inversa racional g : Y --+ X tal que as
composigoes go f e fog sao identidades onde estiverem definidas, entao dizemos que f é birracional
e que X e Y sao birracionais ou birracionalmente equivalentes. Neste caso, o mapa de pullback f*

é um isomorfismo de corpos.

Proposigao 2.21 Duas variedades quasi-projetivas sao birracionais se e somente se existem aber-

tosUCX eV CY tais que U=V.

Demonstracao. Se U = V entdo X e Y sdo birracionais por definicio. Agora suponha que X
e Y sao birracionais e tome f : X --» Y mapa birracional com ¢ = f~! : Y --» X sua inversa
racional. Sejam U; C X e V3 C Y os abertos de definicao de f e g. Por hipétese, f(U;) é denso
em Y elogo U = f~1(V1) NU; é um aberto nao vazio de X. Tome V = g~1(U;) NV} aberto nao
vazio de Y. Entao
fU)y=v e gV)=U

e fogly =1y ego fly = 1ly. Logo U e V sao isomorfos. O
Exemplo. 1 - A" e P" sao birracionais pois A" é isomorfo ao aberto denso Af de P". E claro que
A™ e P" nao sao isomorfos.

2 - P2 e P! x P! sdo birracionalmente equivalentes pois os abertos densos A? e Al x Al sdo

isomorfos. Porém P? e P! x P! ndo sdao isomorfos pois, entre outros motivos, quaisquer duas
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hipersuperficies de P? se intersectam, o que nao ocorre em P! x P!, (Veja a observacio apés o

Teorema 4.6 para mais detalhes.)

3 Morfismos finitos e variedades normais

Antes de definirmos morfismos finitos, precisamos relembrar uma nocao de algebra. Tome A C B
anéis comutativos com unidade, supomos sempre que a unidade de A é igual a unidade de B.
Dizemos que um elemento b € B é inteiro sobre A se b é raiz de um polin6mio moénico com

coeficientes em A, isto é, se existem ay,...,a, € A tais que
b +a b '+, +a,=0.
Dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento de B é inteiro sobre A.

Lema 3.1 Sejam A C B anéis comutativos com unidade. Suponha que B € finitamente gerado

como A-dlgebra. Entao B € inteiro sobre A se e somente se B € finitamente gerado como A-mddulo.

Demonstracao. Mostraremos o lema para B gerado como A-ilgebra por um tnico elemento. O
caso geral segue por indugao e pode ser encontrado em Atiyah-Macdonald, Proposicoes 5.1 e 5.2.
Supomos entdo que B = A[b] e neste caso temos B = (P, 5, 0" A.

Suponha que B é inteiro sobre A, isto é, que b satisfaz b 4+ a1 "' + ... + a, = 0. Mas entdo,
para n > r, todo b pode ser escrito como combinacéo linear de b, b%,...,b" " com coeficientes em
A e portanto B = @ _ b"A.

Por outro lado se B é finitamente gerado como A-médulo entao B = @, b A. Seja r — 1
o maximo entre os e;. Entao todo b° com s > r pode ser escrito como combinacao linear de
bet, ..., b% com coeficientes em A, ou seja, b° = a1b°t + ...+ a,b°" e portanto b é inteiro sobre A.

O

Agora sejam X e Y fechados afins e f : X — Y um morfismo. Dizemos que f é dominante se

f(X) for denso em Y, isto é, f(X) =Y. Se f é dominante, entdo o mapa de pullback
ffrklY] — k[X]
g — gof
é injetor. De fato, se g € k[Y] é tal que go f = 0 em k[X] entdo g(y) = 0 para todo y € f(X).

Assim temos f(X) C Z(g) C Y e, como Z(g) é fechado em Y, temos também que f(X) C Z(g).

Como f é dominante, isto implica que Z(g) =Y, ou seja, g = 0 em k[Y] e portanto f* é injetor.
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Deste modo, se f: X — Y é um morfismo dominante, entdo podemos naturamente ver k[Y] como
subanel de k[X].
Definigao. Seja f : X — Y um morfismo de fechados afins. Dizemos que f é finito se f é

dominante e, com a inclusdo natural k[Y] — k[X] dada por f*, temos k[X] inteiro sobre k[Y].

Obs. Pelas propriedades de anéis inteiros, temos que a composicao de morfismos finitos é um

morfismo finito.

Exemplo. 1 - Seja X = Z(Ty Ty — 1) C A%, A projecao

f: X —= Al

(x1,2) — a1

¢ um morfismo dominante, ji que f(X) = Al —{0}. Porém f nao é finito, ja que
KIT) = KIAY & B[X] 2 k[T, 77

e T~! ndo é inteiro sobre k[T.

2 - Agora tome X = Z(T} — T§) C A% e considere o morfismo

fiAY —» X
t o= (1213).

Vejamos que f é finito. E ébvio que f é dominante. (Mais ainda, f é sobrejetiva. Veremos no
Teorema 3.5 que isto vale para todo morfismo finito.) Temos k[X] = k[T1,T5] /(T3 — T§). O mapa
de pullback é dado por
frok[X] —  Kk[AY] = k[T
T — T?
T, — T°
e assim, via f*, temos T = T5/T. Precisamos apenas ver que T é inteiro sobre k[X]. Temos

s _ 15 _ T3

i
e portanto T5 (T3 — Ty) = 0. Mas T nio é divisor de zeros em k[X] (note que o anel k[X] é um

dominio) e logo temos que ter T — Ty = 0, mostrando que T é inteiro sobre k[X]. Assim f ¢é finito.

Proposigao 3.2 Seja f : X — Y um morfismo finito de fechados afins. Entdo caday € Y tem

no mdzximo um numero finito de pré-imagens.
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Demonstragdo. Suponha X C A" e sejam ti,...,t, as imagens de T1,...,T, € k[Ty,...,T}]
no quociente k[X]. Basta mostrarmos que cada t; assume apenas um nuimero finito de valores em

f~Y(y). Como f é finito, cada t; satisfaz uma equacio
trtati . ta, =0
onde ai,...,a, € k[Y]. Assim para cada y € Y e cada x € f~1(y) temos a equacao
ti(x)" +a1(yti(x)"" 4+ .. +a(y) =0

ou seja, t;(x) é raiz de um polinémio com coeficientes a;(y) € k, j = 1,...,r. Deste modo existe
apenas um nimero finito de valores possiveis para t;(x) para cada i e logo f~!(y) tem no méaximo

um numero finito de elementos. O

Veremos no préximo teorema que todo morfismo finito é sobrejetor. Antes porém precisamos de
um importante resultado algébrico conhecido como lema de Nakayama. Este resultado tem véarias

formulagoes diferentes que podem ser encontrados em diversos livros de Algebra Comutativa.

Lema 3.3 (Lema de Nakayama) Seja A um anel comutativo e seja M um A-mddulo finitamente

gerado. Tome J C A um ideal e considere o conjunto 1+ J :={1+b|be J}. Entao a condi¢io
(i) para cada a € 1+ J, temos aM =0 = M =0

implica na condi¢cao

(i) IM = M = M =0.
Demonstracgao. Suponha que M é gerado como A-mdédulo por piq, ..., fy, isto é,
M=uAd...®u,A
A hipétese JM = M implica que para cada i podemos escrever
Hi = i Qg
j=1

com «aj; € J. Assim temos

D ey = 8i)p; =0,
j=1

onde d;; = 1 e 0;; = 0 se 7 # j. Matricialmente, isto diz que

o1 — 011 0 up — O1p 1 app—1 - aip 1 0

Qpl — 577,1 e Opp — 5nn ,U/n (07751 e Qpn — ]- ,U/n 0
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Pela regra de Cramer, temos entao que du; = 0 onde d = det(a;; — 0;;). Note que d € 1 + J e que
dM = 0. Assim, por (i), temos M = 0. O

Corolario 3.4 Sejam A C B anéis comutativos tais que B é um A-mddulo finitamente gerado.

Seja J C A um ideal. Entao J # A implica que JB # B.

Demonstracao. Primeiro note que como 1 € B, entdo aB = 0 se e somente se a = 0. Além disso,

se J # Aentdao 0 ¢ 1+ J. Assim, as hipéteses do Lema 3.3 sdo satisfeitas e logo JB # B. a

Teorema 3.5 Todo morfismo finito entre fechados afins € sobrejetor.

Demonstragao. Tome y € Y e seja Iy (y) o ideal em k[Y] das fungdes que se anulam em y. Sejam
t1,...,tn € kK[Y] as imagens de T1, ..., T, € k[T1,...,T,] no quociente, onde supomos Y C A". Se
y = (ai,...,a,) entdao Iy (y) = (t; — ay,...,t, — ay). Deste modo, f~1(y) é definido por

f*(t1) —ai, .. .,f*(tn) — Ap.

Pelo Teorema dos Zeros (Teorema 1.7), temos f~!(y) = 0 se e somente se o ideal gerado por

[ (t1) —a1,..., f*(tn) — an em k[X] é todo o k[X]. Mais precisamente, se e somente se,

Agora, como f é finita, entdo k[X] é um k[Y]-médulo finito (Lema 3.1). Assim, como Iy (y) # k[Y],
temos pelo Coroldrio 3.4 que Iy (y)k[X] # k[X] e portanto f~1(y) # () para todo y € Y. Deste

modo, f é sobrejetora. O

Corolario 3.6 Um morfismo finito f : X — Y entre fechados afins leva fechados em fechados,

isto é, se Z C X € fechado entao f(Z) CY € fechado.

Demonstragao. Considere a restricao f|z : Z — f(Z). Vejamos que f|z é finito. Primeiro
notamos que f|z é dominante por definigdo. Agora tome W = f(Z) C Y. Entao via f* temos
k[W] C k[Z]. Precisamos ver que k[Z] é inteiro sobre k[W]. Tome « € k[Z]. Como Z C X §é
fechado, temos pelo Teorema 1.13

k[Z] = k[X]/1x(Z).
Seja 8 € k[X] tal que a imagem de 8 no quociente k[Z] seja a. Como k[X] é inteiro sobre k[Y],

podemos escrever
(8) Br+ b0+ +b, =0
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onde by,...,b, € k[Y]. Agora note que como W C Y é fechado, temos novamente pelo Teorema
1.13 que
kW] = k[Y]/Iy(W).

Para cada i =1,...,n seja a; € k[W] a imagem de b; no quociente. Como f* leva k[W] em k[Z],

passando (8) ao quociente temos
Q"+ a1+ 4a, =0,

isto é, a é inteiro sobre k[W]. Assim k[Z] é inteiro sobre k[W] e f|z é finito. Mas entdo, pelo

Teorema 3.5, f|z é sobrejetora mostrando que f(Z) = f(Z), ou seja, que f(Z) é fechado. O

Sejam X e Y conjuntos algébricos afins, digamos

~

f: X=X e g:Y Y
com X’ e Y’ fechados afins. Um morfismo h : X — Y corresponde a um morfismo
—1
ex' o x My Ly

Note que h é dominante se e somente se h’ for dominante. Neste caso, como f* e g* sdo isomorfismos
de k-dlgebras, temos que k[X] é finito sobre k[Y] se e somente se k[X’] é finito sobre k[Y”’]. Assim,
dizemos que h é finito quando A’ for finito. Note que h é finito se for dominante e k[X] é finito
sobre k[Y]. Além disso, a Proposigio 3.2, o Teorema 3.5 e o Coroldrio 3.6 continuam vélidos para
conjuntos algébricos afins.

A defini¢ao de morfismo finito entre conjuntos algébricos quasi-projetivos serd feita localmente.

Antes vamos entao ver que a finitude é de fato uma propriedade local.

Proposigcao 3.7 Seja f : X — Y um morfismo entre conjuntos algébricos afins. Suponha que para
todo ponto y € Y existe aberto afim V CY contendo y tal que U = f~Y(V) éafime f:U =V ¢

um morfismo finito. Entao f € finito.

Demonstragao. Tome B = k[X] e A = k[Y]. Como os abertos pricipais formam uma base da

topologia de Zariski, podemos supor que V ¢ principal, digamos

V=Y, ={yeYlgly) #0},

com g € k[Y]. Assim, temos
U=f"(V)=Xpqg={z € X|fg(x) #0}.
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Pelo Lema 2.20, temos que
kYol = A[l/g] e k[Xj-] = B[1/g],

onde consideramos 1/g € k[Y,] C k[X-,4] via f*.

Entao A[l/g] € BJ[l/g] e, como f : U — V ¢ finito, temos pelo Lema 3.1 que B[l/g] é
finitamente gerado como A[l/g]-médulo com uma base wy, ..., w,. Note que podemos tomar os
w; em B pois, se tomarmos uma base da forma w//g¥ com w! € B, entdo os w) também formam

uma base. Cada b € B C B[1/g] se escreve entdo como

T

® =3

i=1

com a; € Aen; > 0. Agora, Y pode ser coberto por um numero finito de abertos principais Y,

e para cada um destes temos expressoes (9) que podem ser escritas como

a a
2 : 7,00 2 :
b_ n;,a wi, —
g =1

com a;a € A. Considere o ideal J de A gerado pelos g;~. Como os Y, cobrem Y, para cada

/
a’i,a
Ne wha

Ja

y € Y existe a tal que g (y) # 0. Portanto o conjunto dos zeros de J em Y é vazio e, pelo Teorema
Fraco dos Zeros (Teorema 1.9), temos J = A. Entao podemos escrever 1 = Y hogphe com h, € A.

Deste modo, temos
b=0Y hagn® =YY aj hatia.
a [ «

Assim vemos que o conjunto de todos w; o forma uma base finita de B como A-médulo. Entao f

é finito, pelo Lema 3.1. O

Definigao. Um morfismo f : X — Y entre conjuntos algébricos quasi-projetivos é dito finito se
cada y € Y possui vizinhanca aberta afim V C Y contendo y tal que U := f~(V) é um aberto
afim e f|y : U = V é um morfismo finito de conjuntos algébricos afins.

Do mesmo modo que para fechados afins, se f ¢ finito entdo para cada y € Y o conjunto f~1(y)

é finito e nao-vazio. Em particular, f é sobrejetora.

Um importante exemplo de morfismo finito é a projecao com centro em um subespago linear de
P™. Seja X C P™ um fechado projetivo e E um subespaco linear de P", isto é, E é um fechado de
P" definido por polindmios homogéneos de grau 1. Tomamos E disjunto de X, isto é, EN X = 0.

Suponha que F é dado por n — d equagoes linearmente independentes

Lo=...=Lp_g1=0
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(intuitivamente, E tem dimensao d). Em particular, um ponto z = (ag : ... : a,) é um subespago

linear de P™ definido por n — 1 equagées, de fato, se z € A7 entao x é definido por 4,7 — a;T;

onde i =0,...,n, 1 # j. A projecdo com centro em E é o mapa racional
P -y prd-l
x = w(x)=(Lo(z):...: Ly_q—1(x)).

que é regular no aberto P — E de P". Como X é disjunto de F, entao 7 estd definido em X e

obtemos um morfismo X — Pr—4-1,

Teorema 3.8 Seja X C P" fechado e E um subespago linear de P* disjunto de X. FEntdo a

projecao com centro em E define um mapa finito 7 : X — w(X).

Demonstragao. Suponha que F é dado por equagoes Ly, . .., L, _4—1 como acima. Se yg, ..., Yn—d—1
sao as coordenadas de P"~9~! entdao m : P* --» P"~ 4! ¢ dado por y; = L;(z). Entdo U; :=
W’l(A?_d_l) N X é o aberto afim dado pela condi¢ao L; # 0, isto é, U; = Xp,,. Mostraremos que
para cada @

m:U; = AP nr(X)

¢ um morfismo finito.
Lembre que k[U;] = k[X][1/L;] pelo Lema 2.20. Tome ¢ € k[U;], digamos g = ¢'/L"* com ¢’ €
k[X]. Vamos mostrar que g é raiz de um polinémio ménico com coeficientes em k[A? 4~ N7 (X)).

Considere o mapa m : X — P"~? dado por
m(z) = (Lo(z)™ : ...t Ly—q—1(2)™ : ¢'(x)).

E claro que 71 é um morfismo e, como X é um fechado projetivo, pela Proposicao 2.14, m(X) é

fechado em P"~?. Suponha que 7;(X) é dado por equagdes Fy = ... = F, =0, onde F},...,F, €
k[So, ..., Sn—d]
Note que o ponto (0:...:0: 1) € P"~? nio estd em 7 (X) pois, caso contrario, Lo, ..., L,_q_1

teriam um zero em comum em X, o que nao ocorre pois X é disjunto de E. Isto significa que as
equagoes

So=...=84 gq1=Fi=...=F,=0

nio tém solucio em P"~?. Logo, pelo Teorema Fraco dos Zeros (Corolario 2.2), temos uma
continéncia de ideais

(Soy.. .y Sp_a1,F1,...,F) D (Sk,....,8%_ )
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para algum k£ > 0. Em particular, Sﬁ_ 4 S€ escreve como

n—d—1 s

SEa= Y S;H;+) F;P
=0 j=1

com H;, P; € k[Sy, ..., Sp—q]. Assim, em 71 (X) temos F; = 0 para todo j e logo

n—d—1

Sk a= Y S;Hj.
j=0

Seja H j(l) a componente homogénea de grau [ de H;. Entao o polinémio homogéneo de grau k

n—d—1

@(507 ceey Snfd) = 'rlj,—d - Z SjH](-k_l)
j=0

é identicamente nulo em 71 (X). Note que, visto como polinémio em S,,_ 4, ® é mdnico e podemos

escrever
n—d—1

=5k ;= Y A (S0, Sn—a1)S_y
j=0

com Ag_; homogéneo de grau k — j. Substituindo S; = L7* para j =0,...,n—d—1e S,_q = q,

temos
1

A= (Lg' - Ly g 1) (g =0,

n—d—
@)= >

§=0

Como Aj_; é homogéneo, dividindo por L obtemos

L LN
gk_ Z Ak*j <L?n7"'7 L;fl 1>g]:

n—d—1
j=0

e, como L;/L; é regular em A?id*l N 7(X) para cada j, obtemos entdo que g é inteiro sobre

kAP A (X)) O

Corolario 3.9 Sejam Fy, ..., F,, € k[To,...,T,] polindmios homogéneos de mesmo grau sem zeros

comuns em um fechado X C P*. Entao

define um morfismo finito ¢ : X — p(X).
Demonstragao. Seja d o grau dos polinémios F; e considere o mergulho de Veronese

V:Vn)d:IP”—ﬂP’N
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com N = ("erd) — 1. Sejam Lg,..., L, os polindbmios homogéneos de grau 1 correspondendo a
Fy,...,F, via v. Tomando m a projegao definida por Lg,..., L,,, temos que ¢(z) = 7(v(x)).
Como v é um isomorfismo sobre sua imagem, entdo é finita. Assim ¢ é finita, por ser composicao

de morfismos finitos. O

Teorema 3.10 (Normalizacao de Noether) Seja X um conjunto algébrico projetivo (resp. afim).

Entao existe morfismo finito ¢ : X — P™ (resp. p : X — A™) para algum m.

Demonstracao. Faremos primeiro o caso projetivo. Tome X C P™ um fechado. Se X = P,
entao basta tomar ¢ a identidade. Caso contrario, existe © € P™ — X. Seja ¢’ a projegao com
centro em z. Entao ¢’ estd definida em X e ¢’ : X — ¢/(X) é finito pelo Teorema 3.8. Além disso,
a imagem ¢'(X) C P"~! é um fechado projetivo (pela Proposigao 2.14). Assim, se ¢'(X) # P"~ 1,
podemos repetir o argumento anterior. Como composicao de morfismos finitos é finito, finalmente
obteremos um morfismo finito ¢ : X — P™ para algum m < n.

Agora considere X C A" fechado. Se X = A" entdo a identidade é o morfismo procurado. Caso
contrério, considere X C A" = Al C P" e tome X o fecho projetivo de X em P". Seja z € P" — X
um ponto no infinito, isto é, tal que # ¢ A%. Considere a projecio ¢’ : X — P"~! com centro em
. Vejamos que ¢'(X) estd no aberto A~ dos pontos finitos de P"~.

Como z ¢ Al entao x é da forma x = (0:a;y : ... : a,). Suponha sem perda de generalidade

que a; # 0, entdo = é dado pelas n equagoes
To, a1T2 - ang, ey alTn - anTl.

Assim,
o' (z) = (x0 : @172 — a1 : ... Q1T — ApT1)

e logo ¢/(AZ) C Ap~'. Em particular, ¢'(X) € AJ™" Se ¢'(X) = AJ~! entdo pronto, caso

contrario, podemos repetir o argumento até obter o morfismo finito ¢ : X — A™. O

Seja f : X — Y um morfismo finito entre variedades afins. Entéo a inclusao k[Y] C k[X] dada
por f* induz uma extensdo de corpos k(Y) C k(X). Esta extensdo ¢ finita. De fato, se X C A"
entdo k(X) = k(t1,...,t,) onde cada ¢; é a imagem de T; no quociente k[X] = k[T1,...,T,]/I(X).
Mas f ¢ finito e logo cada t; é inteiro sobre k[Y]. Assim k(X) é gerado por um numero finito
de elementos algébricos sobre k(Y') e portanto a extensao k(X)|k(Y) é finita. Definimos o grau f

como o grau da extensao

deg(f) = [k(X) : k(Y)].
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Exemplo. Considere o morfismo de X = A' = {t € k} em Y = Al = {s € k} dado por

f:X —- Y

t — s=1t%.

Primeiro vejamos que f é finito. E 6bvio que é dominante. Além disso, o0 mapa de pullback é

[ k[Y]=Ek[S] — K[X]=Ek[T]
S = T2
Assim, via f*, temos S = T2 e logo k[T?] = k[Y] C k[X] = k[T]. E claro que T é inteiro sobre
k[Y], j4 que é raiz do polindmio ménico p(\) = A2 — T? com coeficientes em k[Y]. Entdo f é finito.

Agora vamos calcular o grau de f. Temos
EY)=k(T?) e k(X)=k(7T)

e logo o grau da extensao k(X)|k(Y) é 2, j4 que o gerador T de k(X) é raiz do polindémio p()\)
de grau 2. Assim deg(f) = 2. Note que para cada s € Y existem no maximo dois elementos em
f71(s). Além disso, se char(k) # 2, entdo f~'(s) possui exatamente dois elementos para todo

seY —{0}.

Definigao. Um fechado afim X é dito normal se k[X] é integralmente fechado, isto ¢, se k[X]

contém todo elemento de seu corpo de fragdes que é inteiro sobre k[X].

Exemplo. 1 - Vejamos que A™ é normal. Precisamos mostrar que k[T1,...,7T,] é integralmente
fechado. Tome f = g/h € k(Ty,...,T,) inteiro sobre k[T%,...,T,]. Como k[Ty,...,T,] é um
dominio de fatoragao tinica, podemos supor que g e h nao tém fator comum nao constante. Como

f é inteiro sobre k[T1,...,Ty], entdo
ff4af" '+, . +a,=0
com ai,...,a, € k[T,...,T,]. Multiplicando por h™, temos
" +arg" th+ ... +a,h" =0,

ou seja,
g" +harg"t +.. +a,h"H) =0.
Mas isto implica que h divide g™ e como g e h nao tém fator comum nao constante, h deve ser

constante. Assim f € k[T1,...,T,]. (Note que mostramos que todo dominio de fatoragéo tinica é

integralmente fechado. Este fato estd demonstrado novamente no Lema 6.8.)
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2 - Tome X = Z (T3 — T3 —T?) C A% Entao X nao é normal. De fato, considere f = Ty /T no
corpo de fragoes k(X) de k[X]| = k[T, T»]/(T% — T{ — T?). Vamos ver que f é inteira sobre k[X].
De fato, temos

T3 TP 4T

2 L = = -
T n=r

implicando que T?(f% — (11 + 1)) = 0. Assim, como 7} ndo é um divisor de zeros em k[X] (na

verdade k[X] é dominio), temos f2 — (T3 + 1) = 0 e f é inteira sobre k[X]. Mas f ¢ k[X], pois

néo é regular no ponto (0,0) € X.

Proposicao 3.11 Seja f: X — Y um morfismo finito de variedades afins com'Y mnormal. Entdo

para cada y €Y, o conjunto f~1(y) tem no mdrimo deg(f) elementos.

Demonstragao. Seja n = deg(f) e

A=kX] C kKX)=1L
B

kY] © k(Y)= K.

Entao [K : L] = n. Como Y é normal, entdo B é integralmente fechado. Como f ¢é finito, entao
pelo Lema 3.1, A é um B-médulo finitamente gerado. Assim, (cf. Atiyah-Macdonald prop 5.15)

para todo a € A, os coeficientes do polindmio minimo de a sobre L estao em B.

Sejam z1,...,T,;, os elementos de f~!(y). Escolha a € A tomando valores distintos em
T1yeeeyTom- (E facil ver que tal elemento existe. Se X C A, basta tomar um polinémio em
k[To,...,Tn] com esta propriedade.) Seja F' € B[T] o polinémio minimo de a sobre L. Entao

deg(F) < [K : L] =n.
Seja F(T) o polinomio obtido substituindo os coeficientes de F' por seus valores em y. Entdo
a(z1),...,a(x,) sdo raizes de F e logo

m < deg(F) < deg(F) < n,

ou seja, o nimero de elementos de f~*(y) é no maximo n = deg(f). O

Seja f : X — Y um morfismo finito de variedades afins com Y normal, como no teorema.
Dizemos que um ponto y € Y é um ponto de ramificagdo de f ou que f é ramificado sobre y se
a cardinalidade de f~!(y) é menor que deg(f). Caso contrario, dizemos que f é ndo-ramificado
sobre y.

Exemplo. 1 - Se char(k) # 2, entdo morfismo finito
f:AY — Al

t — t?
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tem um tnico ponto de ramificagdo que é t = 0. Se char(k) = 2 entdo f é ramificada sobre todo
ponto de Al.
2 - Considere X = Z(T2 —T? —T3) C A2. J4 vimos que X nao é normal. Considere o morfismo
frAY - X
t o= (-1t -1)).

Entdo f é finito com grau 1 (exercicio), mas f~1(0,0) = {&1}.

Proposigcao 3.12 Seja f : X — Y um morfismo finito entre variedades afins. Suponha que Y €
normal. O conjunto dos pontos de Y sobre os quais f € nao-ramificada é um aberto de Y. Além

disso, se a extensao de corpos k(X)|k(Y) for separdvel, entao este conjunto é nao-vazio.

Demonstragao. Vamos usar a notacao introduzida na prova da Proposicao 3.11. Se f é nao-
ramificada sobre y entdo deg(F) = deg(F) = n e F tem n raizes distintas. Seja D(F) o discri-
minante de F, isto é, a resultante entre F' e sua derivada. Temos que D(F) = D(F)(y) # 0 se
e somente se y é ponto de nao-ramificacao de f. Assim, o conjunto dos pontos sobre os quais f
¢ nao-ramificada é aberto, j4 que para 3’ numa vizinhanca suficientemente pequena de y em Y,
temos ainda que D(F)(y’) # 0 e o elemento a € A escolhido ainda separa os pontos de f~1(y’).
Agora suponha que a extenséo k(X)|k(Y) é separdvel. Tome a € A um elemento primitivo
desta extensao e seja F' seu polinémio minimo. Entao deg(F) = n = deg(f) e F ndo tem raizes

multiplas, ou seja, D(F)(y) ndo é identicamente nulo. Assim existe y € Y tal que D(F)(y) # 0,

mostrando que o conjunto dos pontos onde f é nao-ramificado é nao-vazio. |

Um morfismo finito f : X — Y tal que a extensdo k(X)|k(Y) é separdvel é chamado um
morfismo separdvel. Note que, em caracteristica zero, todo morfismo finito é separdvel. A hipétese
de f ser separdvel no teorema é uma hipdtese necessiria. De fato, para char(k) = p > 0, o
morfismo de Frobenius

f:AY — Al
t — P
é finito de grau p (exercicio) mas f~!(t) = {t} para todo t € A!, ou seja, todo ponto é de
ramificagao.
Definigao. Seja X uma variedade afim. Uma normaliza¢ao de X é um morfismo finito birracional

v: XY — X onde X” é normal.

Obs. A normalizacao de Noether feita no Teorema 3.10 nao é uma normalizagdo como definido

acima.
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Exemplo. J4 vimos que X = Z(T3 — 17 — T}) € A? nao é normal. O morfismo
f:Al - X
t o= (-1t -1))
é uma normalizacao de X. De fato, A' é normal, f é finito e é birracional com inversa racional
f: X — Al
(x1,29) +— x2/11

definida em X — {(0,0)}.

Teorema 3.13 Seja X uma variedade afim. Entdo X possui uma normalizacio v : XV — X.
Além disso, v satisfaz a sequinte propriedade universal. Se f:Y — X € um morfismo dominante

de variedades afins com'Y normal, entdo existe g : Y — XV tal que f =vog.

Demonstracao. Seja A = k[X] e A seu fecho inteiro. Como pela Proposigao 2.18, k(X) é o corpo
de fragoes de k[X], entdo
A={f €k(X)|f éinteiro sobre A}.

Entao A é finitamente gerado como k-dlgebra. Para ver isso, considere um morfismo de norma-

lizagdo de Noether (Teorema 3.10) ¢ : X — A™. Entao ¢ ¢é finito e via ¢* temos

K[A™] = k[TY, ..., Tn] C A = k[X]

com A inteiro sobre k[T1,...,T,,]. Logo, temos
k(Th,....,Tn)=L C k(X)) = K
U U
kK[Ty,....,T]=B ¢ A C A

onde L é o corpo de fracdes de B, e K é o corpo de fracdes de A e de A. Note que, como A é inteiro
sobre B, entdo A é o fecho inteiro de B em K. Além disso, como ¢ é finito, a extensio de corpos
K|L é finita. Entao (veja Atyiah-Macdonald prop. 5.17), A é finitamente gerado como B-algebra
e, como B é finitamente gerado como k-4lgebra, entdo A é finitamente gerado como k-algebra.

Supomos entdo que A é gerado por n elementos s, ..., s, e podemos escrever
A=K[S,...,S.)/1

onde [ é um ideal de k[Sy,...,S,] e, para cada i, s; é a imagem de S; no quociente. Seja X” =

Z(I) C A™. Entdo k[X”] = A ¢ integralmente fechado e logo X é normal. Pelo Teorema 1.17, a
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inclusao

E[X] = A< A = k[X"]

induz um morfismo v : X” — X. Note que v é birracional ji que o corpo de fracées de um anel e
de seu fecho inteiro é o mesmo. Além disso, v é finito por defini¢do. Assim v é uma normalizacao
de X.

Agora falta mostrar a propriedade universal. Tome f : Y — X morfismo dominante com Y

normal. Entéo k[Y] é integralmente fechado e f induz um homomorfismo injetor
[ A= k[Y).

Ora, A é o menor anel integralmente fechado contendo A e logo f* se fatora como

ffi A= A kY],
o que implica que f se fatora como

v

vy L xv -4 X,

Obs. Segue da propriedade universal que a normalizacao é inica a menos de isomorfismo.

4 Dimensao

Seja X uma variedade quasi-projetiva. Vamos definir a dimensao de X. Para isso lembre que pelo
Coroldrio 2.19, k(X) é um corpo contendo k, isto é, é uma extensdo de k. A dimensdo de X é

entao o grau de transcendéncia desta extensao
dim(X) = trdeg(k(X)|k).
Convencionamos tomar dim(f)) = —1.

Lema 4.1 (a) Se Xé uma variedade quasi-projetiva e U C X é um aberto, entdo dim(X) =
dim(U);

(b) dim(A") = dim(P™) = n;

(¢c) Se f: X = Y é um morfismo finito entre variedades quasi-projetivas, entio dim(X) =

dim(Y). Em particular se X =Y entdo dim(X) = dim(Y).
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Demonstragao. (a) Obvio pois k(X) = k(U).

(b) Temos k(A™) = k(T4,...,T,) e logo trdeg(k(A™)|k) = n. Assim dim(A™) = n e, por (a),
temos também dim(P™) = n.

(c) Como f ¢é finito, entdo a extensao de corpos k(X)|k(Y") induzida por f é algébrica. Assim

kECk(Y)Ck(X)e
dim(X) = trdeg(k(X)|k) = trdeg(k(Y)|k) = dim(Y).
Por tdltimo, basta notar que todo isomorfismo é um morfismo finito. a

Exemplo. 1 - Tome X = {z} consistindo de um dnico ponto. Entéo k(X) = k[X] = k e logo
dim(X) = 0. Reciprocamente, suponha que X é uma variedade com dim(X) = 0. Tomando U C X
aberto afim, temos dim(X) = dim(U) e podemos supor que X é afim, ou melhor, que X C A™ é
um fechado irredutivel. Sejam ti,...,¢, as imagens em k[X]| de Ty,...,T, € k[T},...,T,]. Por
hipétese, todo t; é algébrico sobre k, logo € raiz de um polindmio com coeficientes em k. Assim,
cada t; assume apenas um numero finito de valores em X e logo X é finito. Como X ¢ irredutivel,
entao X consiste de um tnico ponto.

2 - Seja f(Ty,Ty) C k[T1, T3] um polindmio ndo-constante. Seja X = Z(f) C A2. Vejamos que
dim(X) = 1. Temos k[X] = k[T, T>]/(f) e logo

dim(X) = trdeg(k(X)|k) < trdeg(k(T1,T2)|k) = 2

jd que em k(X) os geradores T7 e T obedecem a uma relagdo algébrica f. Por outro lado,

dim(X) > 1 pelo exemplo anterior, pois X nao é finito (exercicio). Assim dim(X) = 1.

Dizemos que um conjunto algébrico quasi-projetivo de dimensao 1 é uma curva. Do mesmo

modo, um conjunto algébrico quasi-projetivo de dimensao 2 é uma superficie.
Proposigcao 4.2 Sejam X e Y wvariedades quasi-projetivas. Entdo
dim(X xY) = dim(X) + dim(Y).

Demonstragao. Pelo Lema 4.1, passando a abertos afins de X e Y, podemos supor que X C AV
eY C AM. Sejam n = dim(X) e m = dim(Y). Tome ty,...,tx € k[X] (resp. s1,...,5m €
k[Y]) as imagens de Ty,...,Tn € k[T1,...,T,] (resp. Si,...,Su € k[S1,...,Sm]) no quociente
k[X] (resp. k[Y]). Podemos supor sem perda de generalidade que t1,...,t, (resp. $1,...,Sm)

sdo algebricamente independentes sobre k. Entdo k[X x Y] é gerado por t1,...,tn,81,...,8M
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algebricamente dependentes de t1,...,t,,S1,...,Sm,. Basta entao vermos que t1,...,t5,81,-..,8m
sao algebricamente independentes sobre k.

Suponha que existe polinomio F' com coeficientes em k tal que

(10) F(t,s):F(tl,...,tn,sl,...,sm):O.
Escreva
(11) F(T,8) = Y ey, (T, To)S5 -+ S

€15--,€m
Entao para cada (x1,...,2,) € X temos F(z1,...,2Zpn,81,.-.,8m) = 0 em Y por (10). Mas como
S1y.-.,8m sao algebricamente independentes, por (11) isto implica que

ael,...,em (9:17 e 71'n) =0

para todo eq,...,e,. Mas isto vale para todo x € X, implicando que

Qey,....em (tlv v atn) =0

para todo eq,...,e,. Agora, como ti,...,t, sdo algebricamente independentes, temos que cada
Qe,,... e, deve ser identicamente nulo. Assim F(T,S) é identicamente nulo e t1,...,%,,81,...,5m
sao algebricamente independentes sobre k. O

Proposicao 4.3 Sejam Y C X wvariedades quasi-projetivas. Entao dim(Y) < dim(X). Além
disso, se dim(Y) = dim(X) entdo Y = X.

Demonstracao. Pelo Lema 4.1, basta considerar Y € X C AV fechados irredutiveis. Tome
n = dim(X). Sejam t1,...,ty as imagens de T1,...,Tn € k[T, ...,T,] no quociente k[ X]. Entao
quaisquer n + 1 das ¢; sdo algebricamente dependentes em k[X]. Logo, como k[Y] é quociente de
k[X], também quaisquer n+1 das (imagens de) t; em k[Y] sdo algebricamente dependentes. Assim
trdeg(k(Y)|k) < n.

Agora suponha que dim(Y) = dim(X) = n. Podemos supor sem perda de generalidade que
t1,...,t, sdo algebricamente independentes em k[X]. Tome u € k[X] ndo-nulo. Entao w,ty,...,t,
sao algebricamente dependentes e existe um polinémio F(Ty,...,T,,U) com coeficientes em k tal

que F(t1,...,tn,u) = 0. Escreva

(12) 0=F(tr,... tn,u) =ao(ty, ..., to)uf + .. 4+ ap_1(ts,... . th)u+ap(ty, ... tn)
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Tomando F irredutivel, temos ag(77,...,T;,) ndo-nulo. Agora, suponha que (a imagem de) u é
nulo em Y. Entao por (12) temos que ag(t1,...,t,) = 0 em Y, implicando que t1,...,t, sdo
algebricamente dependentes em k[Y], o que ndo ocorre. Portanto v # 0 em Y. Mas entdo X =Y
pois caso contrério existiria u € k[X] identicamente nulo em Y mas ndo em X. De fato, basta

tomar u € Ix(Y). O

Definigao. Seja Xum conjunto algébrico quasi-projetivo e seja X = X;U...UX,, sua decomposicao

em componentes irredutiveis. Definimos a dimensdo de X como

dim(X) = max dim(X;).

1<i<n

E fécil mostrar (exercicio) que a proposicao anterior ainda vale, isto é, se X e Y sdo conjuntos
algébrico quasi-projetivos com X C Y fechado, entdo temos dim(X) < dim(Y). Dizemos que
dim(X) — dim(Y") é a codimensdo de Y em X. Deste modo, a codimenséo é sempre nao-negativa.
Mais ainda, se Y é irredutivel e dim(X) = dim(Y") entao X =Y.

Exemplo. Tome X = Z(T\Ts, TyT3) C A3. Vamos achar a dimensdo de X. Para isso, note

primeiro que X = X; U X5, onde
X1 = Z(Tl, T2) e XQ = Z(Tg)

s@o as componentes irredutiveis de X. Agora note que dim(X;) = 1, j4 que temos isomorfismo
A S5 Xy
t — (0,0,t);
e que dim(Xs3) = 2 j4 que temos isomorfismo
A S X,
(ti,t2) = (t1,t2,0).

Assim

dim(X) = max{dim(X;), dim(X5)} = max{1, 2} = 2.

Vamos ver uma caracterizacao mais geométrica de dimensao usando o teorema a seguir.
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Teorema 4.4 (Teorema do Ideal Principal de Krull - versdo projetiva) Seja X C PV uma varie-
dade projetiva e seja F € k[Ty, ..., Tn] um polindmio homogéneo nao-identicamente nulo em X.

Considere

Y =XNZ,(F)={z € X|F(z) =0}.

Entédo dim(Y) = dim(X) — 1.

Demonstragao. Como F é nulo em Y mas nao em X, temos ¥ C X. Logo, pela Proposicao
4.3, dim(Y) < dim(X). Tome X(!) =Y e escolha um polinémio F; € k[Ty,...,Tx] de mesmo
grau que F' que nio seja identicamente nulo em nenhuma componente irredutivel de X ™). (E facil
encontrar tal polinémio. Basta tomar pontos em cada componente irredutivel de X(*) e tomar um
polinémio que néo se anula nestes pontos.)

Tome X®? = X' N Z,(F;). Novamente dim(X ) < dim(X™). Procedendo deste modo,
obtemos uma cadeia

X=X0>xW>5x@5
com dim(X 1) < dim(X®). Como dim(X) = n, entdo X 1 = (. Agora, se dim(X(M) < n—1,
entdo X (™ = . Note que

XM =X NZ,(F)NZy(F)N...0 Zp(Fn_1),

e portanto F, Fy,...,F, nao tém zeros em comum em X. Como estes polindmios tém o mesmo

grau, pelo Corolério 3.9, o morfismo

X — prt
z = (Flx): Fi(z):...: F_1(2))

é finito. Mas entdo pelo Lema 4.1 (c) temos dim(X) = n — 1, um absurdo. Assim dim(X®)) =

dim(Y)=n—1.

Obs. 1 - Vimos na prova do teorema que X (™ = (), e portanto os polinémios F = Fy, F, ..., F),
nao tém zeros em comum. Assim, como estes polinémios tém o mesmo grau, pelo Coroldrio 3.9,
obtemos um morfismo finito ¢ = (Fy:...: F,) : X = ¢(X) C P*. Mas, como ¢(X) é fechado em

P™ e tem dimensao n, pela Proposi¢ao 4.3 temos ¢(X) = P". Assim, obtemos um morfismo finito

p: X = P7
x = (Fo(x): Fi(z):...: Fp(x)).

Este morfismo serd usado na prova do Teorema 4.7.
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2 - O teorema anterior diz que se X C PV é uma variedade projetiva, entdo cada hipersuperficie
de PV contém X ou corta X em um conjunto com uma dimensao a menos que X. Em particular,
duas hipersuperficies de PV sempre se interceptam. Note que isto ndo vale no caso afim. De fato
X =2Z(Ty) CcA?e X' = Z(Ty — 1) C A? nao se interceptam.

3 - Na prova do teorema mostramos que uma variedade projetiva X contém subvariedades de
quaisquer dimensao s < dim(X). Mais ainda, para s < dim(X), s polinémios homogéneos tém

sempre zeros em comum em X.

Corolario 4.5 Seja X um conjunto algébrico projetivo.
(a) Se X € irredutivel, entao dim(X) = 1+ maxdim(Y") onde Y percorre os fechados préprios
de X;

(b) dim(X) € o maior inteiro n para o qual existe cadeia
de subvariedades de X.

Obs. O corolério nos da duas definigoes geométricas de dimensao equivalentes a definicao algébrica
dada anteriormente. Veremos no Corolario 4.9 que estas caracterizagoes também valem para con-
juntos algébricos quasi-projetivos.

A definicao dada em (a) é uma defini¢do recursiva. Deste modo, por exemplo, podemos caracte-
rizar as superficies irredutiveis como as variedades que tém apenas curvas e pontos como fechados
préprios. A formulacdo dada em (b) é a definigdo topoldgica de dimensdo, ou seja, é a definigao

usada em espacos topoldgicos em geral.

Teorema 4.6 Toda componente irredutivel de uma hipersuperficie em A" ou P™ tem dimensdo
n — 1. Reciprocamente, se X é um fechado em A™ ou P" cujas componentes irredutiveis tém

dimensao n — 1, entao X € uma hipersuperficie.

Demonstracao. Para a primeira parte note que, como Aj = A™ é um aberto denso de P*, se X
¢ fechado em P entdao X NAJ é fechado em A e dim(X) = dim(X NAJ). Assim basta considerar
o caso afim. Tome entdo X C A" dado por X = Z(F) em F € k[Ty,...,T,]. A fatoragdo de F
em polinomios irredutiveis F' = Fj - - - F,. corresponde a uma decomposi¢ao de X em componentes
irredutiveis X = X3 U...U X, onde X; = Z(F;). Precisamos ver que dim(X;) =n — 1.

Suponha sem perda de generalidade que a varidvel T}, aparece no polinémio F;. Sejam t1,...,t,

as imagens de Ti,...,T, € k[T1,...,T,] em k[X;]. Note que t, é algebricamente dependente de
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t1,. . tn—1. Agora, se ty,...,t,_1 forem algebricamente dependentes, entdo G(t1,...,tn—1) =0
para algum polinémio G com coeficientes em k. Mas entdo G = 0 em k[X;], o que implica que
G e \/@, isto é, G!' é miiltiplo de F; para algum [ > 1. Mas isto é impossivel, pois a varidvel
T, ndo aparece em G mas aparece em F;. Assim dim(X;) > n — 1 e como X; # A", temos
dim(X;) =n—1.

Agora vamos mostrar a segunda parte. Basta considerar o caso em que X é irredutivel. De fato,
se X =X1U...UX, com I(X;) = (F;), entdo I(X) = (Fy--- F,). Como X # A" (resp X # P"),
entdo existe um poilinémio F € k[T1,...,T,] (resp. polindomio homogéneo F € k[T, ...,T,]) ndo
identicamente nulo que se anula em X. Como X ¢ irredutivel, entao algum fator irredutivel G
de F' deve ser nulo em X. Tome Y = Z(G) (resp. Y = Z,(G)). Entdo Y é uma hipersuperfice
irredutivel de A™ (resp. P™) contendo X. Mas dim(X) = dim(Y’) pela primeira parte e, pela
Proposigao 4.3, temos X =Y. O

Obs. Vejamos que P2 e P! x P! nio sdo isomorfos. Primeiro note que P? e P! x P! tém ambos
dimenséo 2 e logo, pelo Teorema 4.4, as hipersuperficies de P? e de P! x P! sdo curvas. Além disso,

pelo Teorema 4.6, toda curva em P? é uma hipersuperficie. E facil ver que as curvas
X=P' x{(0:1)} e Y=P' x{(1:0)}

de P! x P! ndo se interceptam. Se P! x P! fosse isomorfo a P2, entdo X e Y corresponderiam
a curvas X' e Y/ de P2 que nao se interceptam. Mas isto é impossivel pois, pelo Teorema 4.4,

quaisquer duas curvas em P? se interceptam.

Teorema 4.7 Seja X C PN uma variedade projetiva e F € k[Ty, ..., Txn| um polinémio homogéneo
ndo identicamente nulo em X. Tome Y = X N Z,(F). Entdo toda componente irredutivel de Y

tem dimensdo dim(X) — 1.

Demonstragao. Iremos usar as notagoes introduzidas na prova do Teorema 4.4, em particular o

mapa finito
X — P

x = (Fo(z): Fi(z):...: F,(x))
onde n = dim(X) e F = Fy. Para cada i tome U; = ¢~ }(A?). Entao U; = Xp, é um aberto afim
em X. Note que Y N Uy = 0. Basta entao mostrar que cada componente de U; N'Y tem dimensao
n — 1 para todo 2 = 1,...,n. Para simplificar a notagao tome U = Uj.

Agora, em U, temos que F = 0 se e somente se f =0 onde f = F/F; € k[U]. Assim

YNU=Z(f)={z e X | f(z) =0}.
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Da construcao de ¢ temos que

ol : U — A" := A7

é dada por n fungoes regulares fi,...,f, € k[U] com f = f;. Precisamos mostrar que cada
componente de Z(f) tem dimensdo n— 1. Para isso mostraremos que fa, ..., f, sdo algebricamente
independentes em cada componente. Isso implicarad que a dimensao de cada componente é > n—1,
mas como ja sabemos que esta dimensao é < n—1 pelo Teorema 4.4, obteremos que esta dimensao
éigual an — 1.

Tome P € k[T5,...,T,] e considere R = P(fa,..., fn) € k[U]. Seja Z(f) = Wy U...UW,
a decomposigao de Z(f) em componentes irredutiveis e suponha sem perda de generalidade que
R =0em W;. Tome Q um polinémio que se anula em Wy U ... U W, mas nao em W;. Entao
RQ = 0 em Z(f). Mas, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema 1.7), temos que f divide
(RQ)! para algum [ > 0. Assim, pelo Lema 4.8, f divide Q* para algum s > 0, o que significa que
@ = 0 em Z(f) contrariando a escolha de Q). Logo R # 0 em Wy, mostrando que dim(W7) = n—1.
O

Lema 4.8 Seja B = k[T1,...,T,] e A D B um dominio que € inteiro sobre B. Seja f = T) e
R = P(Ty,...,T,) # 0. Para qualquer Q € A temos que, se f divide (RQ)' em A para algum
1 >0, entao [ divide Q° em A para algum s > 0.

Corolario 4.9 (Teorema do Ideal Principal de Krull - versio quasi-projetiva) Seja X C PV uma
variedade quasi-projetiva e F' um polinédmio nao identicamente nulo em X. Seja Y = X N Z,(F).

Se'Y # () entdo toda componente irredutivel de Y tem dimensdo dim(X) — 1.

Demonstragao. Por definicio, X é aberto em um fechado X de PY. Como X é irredutivel, entdo

X é irredutivel e tem a mesma dimensao que X. Ora, pelo Teorema 4.7 temos que, se

XNZ,(F)=WU...UW,

¢é a decomposi¢do em componentes irredutiveis, entao dim(W;) = dim(X) — 1. Mas entdo

Y=XnNZ,(F)NnX=W1nNnX)U...u(W,NX)

é a decomposicao de Y em componentes irredutiveis, ja que cada W; N X ¢ irredutivel e a de-
composicao é tinica. Ora, cada W; N X é ou vazio ou aberto em W; (pois X é aberto em X).
Assim

dim(W; N X) = dim(W;) = dim(X) — 1
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se W; N X # 0. Ou seja, cada componente irredutivel nao vazia de Y tem dimensao dim(X) — 1.

O

Obs. 1 - Seja X uma variedade quasi-projetiva de dimensao n. Seja Y o conjunto dos zeros em X
de m polindmios homogéneos. Se Y # ), entao toda componente irredutivel de Y tem dimensao
>n —m. A prova deste fato sao m aplicagoes sucessivas do Corolério 4.9.

2 - As caracterizagoes de dimensao dadas no Coroldrio 4.5 continuam validas para conjuntos
algébricos quasi-projetivos. De fato, basta notar que para qualquer conjunto algébrico quasi-

projetivo X, sempre existe um polinémio F tal que X N Z,(F) é ndo-vazio.

Vamos agora enunciar sem demonstragao um importante resultado que sera usado na se¢ao 5.3.

Teorema 4.10 (Teorema de dimensao das fibras) Seja f : Y — X um morfismo sobrejetor de
conjuntos algébricos quasi-projetivos irredutiveis. Entao s := dim(Y) — dim(X) >0 e
(a) dim(Z) > s para toda componente irredutivel Z de uma fibra f~ (), onde x € X;

(b) o conjunto dos x tais que dim(f~1(x)) > s é um fechado préprio de X.

5 Pontos regulares e singulares

Vamos agora estudar propriedades locais de pontos de conjuntos algébricos quasi-projetivos X,
isto é, propriedades de pontos x € X que nao mudam quando trocamos X por uma vizinhanca

aberta de x em X. Como todo ponto tem uma vizinhanga afim, podemos supor que X é afim.

5.1 Espaco tangente

Seja X C AN um fechado afim e tome x € X. O espaco tangente a X no ponto x serd o conjunto
dos pontos que estdo em retas de AN tangentes a X em x. Antes entdo precisamos definir a

condicdo de tangéncia. Para isso, suponha que o sistema de coordenadas de AN é escolhido de

modo que z = (0,...,0). As retas passando por z sdo da forma
L={at|t ek}
com a € AN — {x}. Se X é dado por equagdes Fy = ... = F,, = 0, entdo os pontos da intersecio

X N L sao dados por
Fi(at) =...=F,(at) =0.

Tome f(t) o méximo divisor comum de Fi(at), ..., Fi,(at). Note que, como x € LN X e z é dado

por t = 0, entdo t = 0 é raiz de f(t). A multiplicidade de interse¢iao da reta L com X em x é a

66



multiplicidade de t = 0 como raiz de f(t). (Se f(t) é identicamente nulo, entéo esta multiplicidade é
considerada +00.) Note que a multiplicidade de intersecao é independente da escolha das equagoes
Fi,..., F,,. De fato, temos

f(t) =mdc{F(at)|F € I(X)}.

Dizemos que a reta L é tangente a X em x se a multiplicidade de intersecao de L com X em x for
> 2. O espaco tangente a X em x é o lugar geométrico de todos os pontos de AN que estdo em
alguma reta tangente a X em x e é denotado por T, X.

Pela definicao de espago tangente dada acima, nao é claro qual a estrutura de 7,X como
subconjunto de AY. Vamos mostrar agora que T, X é na verdade um fechado em AY. Para isso,

tomamos as decomposicoes de cada F; em componentes homogéneas
Fi=F9+FY 4. 4+ F",

onde Fi(j) é homogéneo de grau j. Como x = (0,...,0) é raiz de F; entédo FZ-(O) = 0. Além disso,

temos

Fi(ta) = FY(ta)+ FP (ta) + ...+ F (ta)

tED (a) + 2(FP () + 7 (@) + 4 172 (@),

Deste modo, ¢t = 0 tem multiplicidade > 2 como raiz de F;(ta) se e somente se Fi(l)(a) = 0. Assim

a reta L é tangente a X em x se e somente se
FYa)=...= FV(a) = 0.

Ora, a reta L pode ser determinada por qualquer um de seus pontos fora da origem, e portanto o

espaco tangente a X em x é definido pelas equagoes
FY = . =FD =o.

Como cada Fi(l) é um polinémio homogéneo de grau 1, entdo T, X é um subespaco linear de AN,
Exemplo. 1 - Para todo z € AN temos T, AN = AN j4 que I(AN) = (0).

2 - Seja X uma hipersuperficie de AV com I(X) = (F), onde F € k[Ty,...,Ty]. Suponha
que z = (0,...,0) € X e vamos achar T, X. Pelo visto acima, o espago tangente é definido por
FM =0, onde F(M é a componente homogénea de grau 1 de F. Note que

N oF
1=1 aﬂ

FO = (0)T;.
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Se F(M) nao é identicamente nulo, entdo T, X é definido por uma equacao linear em AN e logo é
um hiperplano de AY. Assim, pelo Teorema 4.6, dim(7,X) = N — 1 = dim(X). Por outro lado,
se F(1) for identicamente nulo, entdo T, X = AN e dim(7,X) = N > dim(X).

3 - Tome X = {(x1,22) € A?|2? = 25}. Entdo X ¢ dado pela equacdo F = T7 — T3 e logo
T(0,0)X ¢ dado pela equacao T = 0, ou seja,

Tio,0X ={(t,0) |t € k}.

4 - Seja X = {(w1,22) € A% |2} = 22}. Entdo X é dado pela equacio F = T} — T3 e temos
F®) =0. Logo T(,0) X = A%
5 - Considere X = Z(Ty(Ty — T7)) C A?. Entao X = X; U X3 onde

X, =2Z(Ty) e Xo=2Z(Ty—T})

sao as componentes irredutiveis de X. Ja vimos que T(o ) X2 = L, onde L = {(,0) |t € k}. E fcil
ver que também temos T{g,0)X1 = L. Vejamos porém que T{g0)X # L. De fato, X é dado pela
equagio ' = T§ — TZT, e logo FM) = 0. Assim T{o )X = A2

Como o espago tangente foi definido usando as equagoes de X, ndo é claro a principio se um
morfismo f : X — Y estabelece alguma relagao entre os espagos tangente a X e a Y nos pontos
correspondentes. Para deduzir esta relagao, vamos obter no Teorema 5.1 uma definigao equivalente
de espago tangente usando o mapa de diferencial. Mas, além disso, o espaco tangente deve ser um
objeto local, e isto também nédo estd claro pela nossa definicdo. Este problema serd resolvido
apenas na proxima secao, no Teorema 5.3.

Seja F € k[Ty,...,Tx] um polinémio nio nulo e tome = = (z1,...,zy) € AY. Entdo F tem

uma expressao em série de Taylor em x
F(T) = FO(T) + FO(T) + ...+ FO(T)

onde cada FU)(T) é homogéneo de grau j nas variaveis Tj — x;, com i = 1,...,N. A diferencial
de F' em x é definida por

d.F = FO(T).

Temos entao que

N
OF
dF =" T, (@)(T; — ).
i=1 .
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Segue das propriedades de 9/9T; que d, satisfaz

de(a) = 0
d(F+G) = dF+d,G
d,(FG) = F(2)d,G + G(z)d, F,

paraa € ke F,G € k[T, ...,Ty]. A ultima igualdade diz que d, é de fato uma diferencial. Além
disso, segue que d,(aF') = ad,F e portanto d, é um homomorfismo de espagos vetoriais.
Exemplo. Seja F =T? — T3 e 2 = (1,1). Escrevendo F = F(O 4 F() + ) 1 FG) onde FU) ¢

a componente homogénea de grau j nas variaveis 73 — 1 e T — 1, temos

FO = o

FO = @, F=3(T —1)—2(Ty — 1)
F@ = 3(Ty —1)* = (T, — 1)

F® = (Ty —1)%

Seja X = Z(F) C A?. Note que x € X. Fazendo a mudanca de coordenadas em A% que leva x
na origem, vemos que o espago tangente a X em x é dado por 377 — 275. Mudando novamente as
coordenadas de modo que x = (1, 1), obtemos entao que T, X é dado por d.F = 0, ou seja, T, X é
a reta

T.X = {(21,29) € A? |32 — 225 = 1}.

Agora considere X C A" fechado dado por equacoes Fi,...,E,, e tome 2 € X. Entdo as

equagoes do espaco tangente T, X sao

d.Fy =...=d,F,, =0.
Suponha agora que I(X) = (F1,..., F,,), e tome g € k[X]. Seja G € k[T, ...,Tn] um polindmio
tal que G|x = g. Note que d,G depende da escolha de G. Seja entdo H um outro polinémio tal
que H|x = g = G|x, isto é, tal que (H — G)|x = 0. Entdo F = H — G € I(X) e logo se escreve

como

F=AF +...+ A, Fp

com Ay,..., A, € k[Th,...,Ty]. Assim, para 2 € X, temos

d. F' = (Al(x)daUFl + I ('r)dxAl) +...+ (Am(x)d£Fnz + Fm(x)dxAm)
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jd que z € X implica que Fi(xz) = ... = F,(z) = 0. Deste modo vemos que d, F|r,x = 0 e

portanto d, H |7, x = dG|r, x. Podemos entao definir a diferencial de g € k[X] por
drg = d.Glr, x,
onde G é um polinémio tal que G|x = g. Obtemos deste modo um mapa de diferencial
dy : k[ X] = (T, X)”

onde (T, X)* é o espago das formas lineares em T, X, isto é, é o dual de T,, X como espago vetorial.

E claro que se f,g € k[X] e a € k temos

do(af) = ad.f
d:z:(f +g> = dwf + d:vg
do(fg) = [(@)dag+g(x)daf.

Em particular, d, é um homomorfismo de k-espagos vetoriais.
Agora considere Ix(x) = {f € k[X]| f(x) = 0}. Entdo (veja Teorema 1.13), Ix(z) é um ideal
de k[X]. Primeiro note que para qualquer f € k[X] temos d, f = d. fo onde fo = f— f(x) € Ix(z).
Agora tome
felx(@)® ={fi | fi € Ix(x),i=1,2}.
Entao

dof = fi(x)de fo + fo(x)ds f1 = 0,

isto é, Ix(z)? estd contido no niicleo do homomorfismo d,.

Teorema 5.1 Seja X um fechado afim e x € X. A restri¢ao de d, a Ix(x) define um isomor-
fismo de k-espagos vetoriais entre o quociente Ix(x)/Ix(x)? e o dual (TpX)*. Assim, obtemos

isomorfismo

~

T.X = (Ix () /Ix(x)*)".

Demonstragao. Para simplificar a notagdo durante a prova, tome n = Ix(z). Considere a

restricao d, : n — (T, X)*. Temos que mostrar que
im(d,) = (T,X)* e ker(d,) =n>

Primeiro, note que qualquer forma linear ¢ em 7, X é induzida por uma funcdo linear f em A"
com d,f = ¢ e f(z) =0, e logo im(d,) = (T, X)*. Agora vamos mostrar que ker(d,) = n?. J&

vimos que 1? C ker(d,). Vejamos a inclusdo contraria.
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Para isso podemos supor sem perda de generalidade que x = (0,...,0). Tome g € 7 tal que
dyg = 0 e suponha que g é induzida por um polinémio G € k[T1,...,Ty]|. Entdo d,G = 0 em
T,.X. Logo d,G é combinacao das equagoes de T, X, ou seja, se I(X) = (Fy,..., F,,), entdo

(13) d.G = Md. Fy + ...+ A\pd Fy,
e, como d,G,dFy,...,d;F,, tém todos grau 1, temos Aq1,..., A, € k. Seja
Gi=G—-—MF —...— A\ Fp.

Entao G1(0) = 0. De fato, temos G(0) = g(0) = 0 e F;(0) = 0 para todo i, ja que z = (0,...,0) €
X. Assim G; néo tem fator de grau 0. Além disso, por (13), G; ndo tem fator de grau 1.
Portanto G s6 tem fatores de grau > 2, isto é, Gy € (T1,...,Txy)%. Mas G1|x = G|x = g e logo
g € (t1,...,ty)? onde t; = Tj|x. Como z = (0,...,0), temos n = (t1,...,tx) e logo g € n?.

Para a ltima afirmagao, basta lembrar que se V e W sao espacos vetoriais de dimensao finita

com V = W* entdo vale V* = W. O
Definigao. O espaco vetorial Ix(z)/Ix(x)? é o espaco cotangente de X em z.

Agora seja f : X — Y um morfismo de fechados afins. Tome x € X e seja y = f(x). Considere

o mapa de pullback f* : k[Y] — k[X]. E claro que
Iy (y) CIx(z) e [f*(Iv(y)*) C Ix(z)*
Assim, f* induz um mapa
Iy (y)/Iy (y)* = Ix(2)/Ix (2)?,

ou seja, um mapa (T, X)* — (T, X)*. Obtemos assim o mapa de diferencial de f
dof 1 T, X = T,Y.

Note em particular que se f é isomorfismo entdo f* é isomorfismo e logo d,. f é isomorfismo. Assim
X £ Y implica que T, X = T¢)Y, ou seja, a dimensao do espago tangente ¢ invariante por
isomorfismo.

Obs. A reciproca da afirmacio acima é falsa, isto é, existem morfismos f : X — Y tais que d, f
é um isomorfismo para todo x € X, mas f nfo é isomorfismo. Um morfismo f tal que d,f é

isomorfismo para todo = é dito um morfismo étale.
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5.2 Anel local

Seja X C AN um fechado. Supomos primeiro que X é irredutivel. Definimos o anel local de X em

um ponto x por

f

Ox: = { £ & 1(x)ate) 2 0}

isto é, é o subanel de k(X) das fungoes regulares em x. Este anel é na verdade uma localizagao de

k[X], como veremos a seguir.
Seja A um anel comutativo e P C A um ideal primo. Definimos a localiza¢ao de A em P como

o anel
Ap={(f,9)|f,9€ A, g & P}/ ~,

onde (f,g) ~ (f',g’) se existe h € A — P tal que h(fg’' — f'g) = 0. (A necessidade da introdugéao
do fator h na definicdo vem da possibilidade de existéncia de divisores de zeros em A.) O anel Ap

tem operacgoes dadas por
(f.9)-(f.9") = (ff'99)
(f9)+(fg) = (f9'+19.99)
Denotamos usualmente os elementos de Ap por f/g. Temos um homomorfismo injetor
p:A — Ap
[ f/L

Note que um elemento f/g € Ap é inversivel se e somente se f & P. Assim, o ideal

mp={f/ge Ap|fEP g¢P}

consistindo de todos os elementos nao-inversiveis de Ap é um ideal maximal de Ap. Na verdade,
mp é o unico ideal maximal de Ap ja que um ideal de Ap que nao esta contido em mp deve conter
uma unidade de Ap e logo é igual a Ap. Assim Ap é um anel local. Se A é Noetheriano, entao
Ap também é.

Deste modo, o anel local de uma variedade afim X em um ponto z € X ¢é a localizacao de k[X]
no ideal Ix(z). Assim, se X é um fechado afim néo necessariamente irredutivel, definimos o anel

local de X em x como a localizacao
Ox,z = k[X]1x(a)-

Como k[X] é Noetheriano, entdo Ox , também é Noetheriano. Além disso, Ox , é um anel local

com ideal maximal

my = {f/g|f, g € k[X], g(x) # 0, f(z) = 0}.
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Obs. 1 - Toda fungéo racional f/g € Ox , define um uma funcdo regular numa vizinhanga de z,
mais especificamente, no aberto principal X, contendo z. A relagao de equivaléncia em Ox , diz
que f/g ~ f'/g’ se estas funcbes sdo iguais no aberto X4, para algum h € k[X| com h(z) # 0.

(Note que z € Xgg/1,.) Assim, temos que
Oxz={(p,U)| ¢ € k(X), ¢ regular em U > z}/ ~

onde (¢, U) ~ (¢, V) se e somente se ¢|uny = ¥|unv.
2 - Seja Y C X uma subvariedade. Entao Ix(Y) é um ideal primo de k[X], pois I(Y") é primo
e Ix(Y)=I(Y)/I(X). Assim, podemos tomar a localizacdo de k[X] em Ix(Y). Esta localizagio

é o anel local Oxy de X em Y.

Agora considere um fechado afim X C A™ e tome x € X. A diferencial de uma fun¢ao racional

P/Q € k(T1,...,T,) regular em x pode ser deduzida notando-se que (P/Q) - Q = P e logo

d,P = d, (P : Q) — 2()4.Q + Q) <P) .

Q Q Q
E assim,
P\ 1 P(x) ) Q) dP — P(2)dQ
do (=) = = (dP - = 2d,Q) = .
(5) = gt (=P - Gy Q@)
Agora, uma fungdo f € Ox , pode ser vista como a restricdo a X de uma fungao da forma P/Q
como acima. Logo, definindo
P
e
Q/lr,x

obtemos um mapa de diferencial

dy 1 Ox o — (T X)".

De modo andlogo ao empregado na secao anterior, mostra-se que d, estd bem definido.

Proposicao 5.2 Seja X um fechado afim e x € X. Entao d, define um isomorfismo de espagos

vetoriais

T,X = (m,/m2)*.
Demonstracao. Andloga a demonstracao do Teorema 5.1. a

A proposicao anterior mostra que T, X é de fato um invariante local, isto é, se U C X é uma
vizinhanga de x em X, entao

73



pois k(X) = k(U). Este fato, juntamente com o fato de que o espago tangente é invarinte por
isomorfismo, pode ser usado para definir o espago tangente a um conjunto algébrico quasi-projetivo
X em um ponto z € X. De fato, seja U C X um aberto afim contendo z, entdo temos f : U — Y
para algum fechado afim Y. Podemos tomar 1T, X = T,U = Tf()Y. Alternativamente, podemos
definir Oy, como a localizacao do anel k[U] no ideal primo Iy (z). Assim, T,,U pode ser construido
abstratamente como (m,/m2)* e novamente podemos tomar 7, X = T,U.

Agora note que se X é um conjunto algébrico afim, entao existe mergulho i : X < A™ para
algum n. Assim, obtemos um mergulho d,i : T, X — T,A™ = A”. Do mesmo modo, se X é
projetivo, entao existe mergulho i : X < P". Suponha que i(z) € A?. Entao U = i_l(A;-l) é
um aberto principal (e logo afim) de X contendo z (exercicio). Assim i[y : U < A7 induz um
mergulho

dpi = Ty X = T,U < T,A" = A",

O fecho projetivo de T, X em P" é chamado o espa¢o tangente projetivo de X em x.

5.3 Pontos regulares e singulares
Seja X C AN uma variedade afim e tome z € X. Considere
TX ={(p,z) € AN x X |pe T, X}.
Entdo TX é fechado em AN x X (exercicio). Seja 7 : TX — X a segunda projecao. Entdo é claro
que 7(TX) =X e que
7 z) = {(p,x)|p e T, X} = T, X.
Dizemos que o morfismo 7 : T X — X é o fibrado tangente de X. O Teorema 4.10 implica que existe
s > 0 tal que dim(7,X) > s para todo € X e que o conjunto dos z € X tais que dim(7,X) > s
é um fechado préprio de X. Veremos a seguir que s = dim(X).
Dizemos que o ponto z € X ¢ regular ou ndo-singular se dim(T,X) = s. Se dim(7,X) > s

entao x é dito um ponto singular de X. Dizemos que X é suave ou ndo-singular se todo ponto de

X é regular. Notamos que os pontos regulares formam um aberto nao-vazio em X.

Teorema 5.3 Seja X uma variedade afim e x € X um ponto nao-singular. Entdo dim(T,X) =

dim(X).

Demonstragao. Seja n — 1 = dim(X). Vimos na Se¢do 1.3 que X é birracional a uma hipersu-

perficie Y de A™ para algum m. Mas entdo, pelo Lema 4.1 e o Teorema 4.6, temos

n—1=dim(X)=dim(})=m-1,
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ou seja, m = n. Seja ¢ : X --+» Y o mapa birracional e tome U C X e V C Y abertos tais que
vy : U — V é isomorfismo. Como o conjunto dos pontos nao-singulares de X é um aberto denso
e a dimensao do espago tangente a X em cada um deles é a mesma, podemos supor que z € U.

Agora, como a dimensao do espaco tangente é invariante por isomorfismo, temos que
dim(7, X) = dim(7,U) = dim(7,Y) = dim(7,V)

onde y = ¢(x). Basta entdo mostrar o teorema para a hipersuperficie Y.

Seja F' uma equagao de Y com I(Y) = (F). Entdo a equagao do espago tangente a Y em y é

4,F =Y )T~ ) =0

i=1
onde ¥y = (y1,...,Yn). Deste modo, temos dim(7T,Y) = n — 1 se e somente se os OF/JT; nao
sdo todos identicamente nulos em y. Ora, os OF/OT; ndo sdo identicamente nulos em y se nao
0 sa30 em uma vizinhanca de y. Agora note que os OF/9T; nao sao identicamente nulos em Y.
De fato, se os OF/OT; sao identicamente nulos em Y e char(k) = 0, entdo F' é constante, um
absurdo. Se char(k) = p > 0, ent@o as varidveis T; aparecem com poténcias multiplas de p. Mas
isto implica que F' = GP para algum G contrariando o fato de (F') ser ideal radical. Assim, vemos
que os pontos nao-singulares de Y sdo aqueles tais que os OF/9T; nao sao todos identicamente
nulos em y. Mas entdo Ty, Y é definido pela equagao dyF' = 0 e logo é um hiperplano de A™. Assim

dim(TyY) =n— 1. O
Agora tome X um fechado afim nao-necessariamente irredutivel. Para z € X definimos
dim, (X) = max{dim(W) | W C X componente irredutivel contendo z}.
E claro que dim(X) = max{dim,(X) |z € X}. Pelo Teorema 5.3, temos entao
dim (7, X) > dim, (X).

Dizemos que = é um ponto singular de X se dim(7,X) > dim,(X), e que = é um ponto ndo-
singular ou ponto regular de X se dim(7T,X) = dim,(X). Novamente, os pontos regulares estao
contidos em um aberto denso de X.

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T? — T#) e tome = = (x1,22) € X. Entdao com F =T} — T% temos
dwF = 31‘§(T1 — 1‘1) — 2372(T2 — 1‘2).

Assim, d, F' é identicamente nulo se e somente se 1 = x5 = 0. Ou seja, o Unico ponto singular de

X ¢ (0,0).
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2 - Vamos determinar os pontos singulares de
X = Z(T{T5 + T7 + T3 — TiToTs).
Tome entdo x = (1,22, 73) € X. Para F = T2T3 + T? + T3 — ThT>Ts temos
(14) d,F = (22123 + 211 — z0x3)(T1 — 21) +
(22329 + 220 — x123)(Ty — 2) +

(—:L‘1£L'2)(T3 — 1‘3).

Os pontos singulares sdo aqueles para os quais d, F' é identicamente nulo. Assim, temos que z é

singular se 1 = 2 = 0 e neste caso o conjunto dos pontos singulares é

Sing(X) = {(0,0,¢t) | t € k}.

6 Suavidade e normalidade

Nesta se¢ao veremos algumas conseqiiéncias da condicao de nao-singularidade, isto é, suavidade,
em uma variedade afim, bem como a relacao entre os conceitos de suavidade e normalidade. A
maior parte dos resultados desta segao se estende ao caso quasi-projetivo, porém nestas notas
trataremos apenas o caso afim. Para um tratamento mais geral, veja o livro de I. Shafarevich.

Definicao. Seja X um fechado afim e z € X. Dizemos que fi,..., fi, € Ox 5 sd0 equagdes locais
de um fechado Y C X em uma vizinhanca de x se existe uma vizinhanca afim U de x em X tal

que fi,..., fm sao regulares em U e

IU(Y/) = <f13"'7fm>

em k[U], onde Y =Y NU.

Vamos ver uma condi¢ao equivalente & dada acima. Considere o ideal de Ox , dado por

u
My, = {; € OX,I

u,v € k[X], u € Ix(Y), v(x) # 0}.

Note que se z € Y entdo temos my, C m,. Por outro lado, se z ¢ Y entdo existe u € Ix(Y) que
nao se anula em x e logo existe u/v € my,; que nao estd em m,. Mas m, contém todos os elementos
nao-inversiveis de Ox , e portanto my,, contém um elemento inversivel. Assim, se x ¢ Y temos

My, z = OX,I-
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Lema 6.1 Seja X fechado afim e tome x € X. Seja Y C X um subconjunto fechado. Entdo

fisoo s fm € Oxg sao equacdes locais de Y numa vizinhanca de x se e somente se My, =
(f1,- s fm)-
Demonstracgao. Se Iy(Y') = (f1,..., fm) em k[U], entdo é claro que my,; = (f1,..., fm) pois,

como Ox , = Oy s, entao o ideal my,; pode ser descrito como

u
My,z = {5 S OU@

mvekWLueLﬂY%vmﬁ#O}

Reciprocamente, suponha que my , = (f1, ..., fim) e tome geradores g1, ..., gs € k[X] de Ix(Y),
isto é

Ix(Y)=(g91,---,9s)-

E claro que cada g; € my, e portanto podemos escrever
m

(15) gi =Y hijf;
j=1

com h;; € Ox . Tome U o aberto principal onde as funcdes f; e h;; sao todas regulares, note que
x € U. Suponha que U = X, com g € k[X]. Pelo Lema 2.20, k[U] consiste de elementos da forma

u/g" com u € k[X] e r > 0. Por (15), temos que

(g1, 95) = Ix(V)K[U] C (f1, - fm)-

Vamos mostrar que Ix(Y)k[U] = Iy(Y’), onde Y/ = Y NU. E claro que Ix(Y)k[U] C Iy(Y").
Agora tome v € Iy(Y'), entdo v = u/g" com u € k[X] e r > 0. Assim, u = vg" € Ix(Y) e, como
1/¢g" € kU], temos v = u/g" € Ix(Y)k[U]. Deste modo obtemos a igualdade

Entao Iy(Y') C (f1,..., fm). Por outro lado, cada f; estd em Iy (Y"'), j& que cada f; é regular em

U e se anula em Y’. Deste modo, temos que Iy (Y') = (f1,..., fm)- O

Definigao. Seja X um fechado afim com dim(X) = n e tome z € X um ponto regular. Dizemos
que Ui, ..., u, € Ox , sao parametros locais de X em x se cada u; estd no ideal maximal m, e as
imagens de uy,...,u, no quociente formam uma base para o espago vetorial m, /m2. Nao é dificil
mostrar que, se u1, ..., u, sdo parametros locais de X em z, entdo m, = (uy, ..., uy).

E sempre possivel encontrar parametros locais em torno de um ponto regular. Por exemplo, se

x=(x1,...,2,) entdo u; = T; —x; com i = 1,...,n sdo parametros locais de  em A™.
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Teorema 6.2 Seja X um fechado afim e x € X um ponto regular. O anel local Ox , € um dominio

de fatoragao inica (UFD).

Este resultado segue de dois fatos que nao serao demonstrados:
Fato 1. Seja X um fechado afim com dimensao n e x € X um ponto regular. Entao toda fungao

f € Ox , tem uma tUnica ezxpansdo em série de Taylor, isto é, existe uma série formal

=l +F+...
com F; € k[Ty,...,T,] homogéneo de grau i e tal que, para cada k > 0, temos

k

f — ZFi(ul, . 7’U,n) (S m§+17
i=0

onde uq,...,u, sdo parametros locais de X em x. Além disso, a série ® determina unicamente a
fungao f. Deste modo, podemos ver Ox , como subanel do anel k[[T1,...,T]] das séries formais
de poténcias.
Fato 2. O anel k[[T1,...,T]] das séries formais de poténcias é um dominio de fatoragéo unica.

(Isto é uma conseqiiéncia do Teorema de Preparagdo de Weierstrass.)

Vimos no Teorema 4.6 que toda subvariedades de codimensido 1 de A™ é uma hipersuperficie.
O teorema a seguir nos diz que, ao menos localmente, o mesmo vale para subvariedades de um

fechado afim nao-singular.

Teorema 6.3 Seja X um fechado afim e x € X um ponto reqular. Tome Y C X wuma variedade

tal que dim(Y) = dim(X) — 1. Entao Y tem uma equagdo local numa vizinhanga de x.

Demonstragao. Primeiro note que, se ¢ € Y entdao 1 é uma equacao local, j4 que neste caso
temos my,; = Ox , = (1).

Agora suponha que z € Y. Seja f € Ox , uma funcdo que se anula em Y. Como Ox , é UFD
pelo Teorema 6.2, podemos fatorar f em fatores primos. Pela irreducibilidade de Y, algum fator
g também deve se anular em Y. Vejamos que g é equagao local de Y em x.

Substituindo X por uma vizinhanga afim de x, podemos supor que g é regular em X. E
claro que Y C Z(g) € X. Como Y e Z(g) tém ambos a mesma dimensdo, temos que Y é uma
componente irredutivel de Z(g) e logo Z(g) = Y UY’. Vamos mostrar que = ¢ Y’. Para isso,

vamos supor que existem h, h’ € k[X] satisfazendo
helx(Y) com h¢my,,
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R elIx(Y') com h' ¢&my,.

Note que estas escolhas sdo possiveis se e somente se x € Y.

Agora, temos hh/ = 0 em Z(g) e logo g divide (hh')" em k[X], para algum r > 0. Deste modo,
g divide (hh')" em Ox . Como Ox , é UFD, isto significa que g divide h ou A’ em Ox ,. Assim
h ou B’ se anulam em uma vizinhanga de x em Z(g). Diminuindo X se necessdrio, podemos supor
que h ou k' se anula em Z(g), implicando que h € my+ , ou ' € my,,. Mas isto contraria a escolha
de h e b/, ou seja, nao é possivel escolher h e b’ como acima. Deste modo, z € Y.

Como z ¢ Y, novamente substituindo X por uma vizinhanga de z, podemos supor que Z(g) =
Y. Mas entdo my, = (g). De fato, se u € k[X] se anula em Y, entdo g divide u® em k[X] para
algum s > 0, e logo g divide u® em Ox . Como Ox . é UFD, g divide v em Ox ;, mostrando que

mY,:r = <g> O

Teorema 6.4 Seja X wm fechado afim nao-singular e seja ¢ : X --» PN um mapa racional.
Entdao o conjunto dos pontos de X para os quais ¢ nao estd definido tem codimensao maior ou

igual a 2.

Demonstragao. Por defini¢ao, o conjunto dos pontos onde um mapa racional nao estd definido é
fechado. Como a afirmacao é local, basta mostrar o teorema numa vizinhanga de um ponto x € X.

Escreva ¢ = (fo : ... : fn) com f; € k(X). Podemos supor, multiplicando os f; por um fator
comum se necessario, que todo f; estd em Ox , e fo,..., fy néo tém fator comum em Ox ,. Logo
¢ nao esta definida em pontos de uma vizinhanga de z onde fy = ... = fy = 0. Mas nenhuma
variedade Y de dimensao dim(X) — 1 pode estar contida no conjunto definido por estas equagoes.
De fato, caso contrario, como pelo Teorema 6.3 temos my,; = (g) para algum g € Ox ,, terfamos

que fo,..., fm € {(g), contrariando o fato de os f; ndo terem fator comum. a

Obs. Os Teoremas 6.2, 6.3 e 6.4 continuam validos para conjuntos algébricos quasi-projetivos. De
fato, basta notar que os trés resultados sao locais e portanto basta considerar vizinhancas afins de

cada ponto.

Corolario 6.5 Todo mapa racional de uma curva nao-singular para um P™ é um morfismo.

Corolario 6.6 Duas curvas projetivas ndao-singulares sdo birracionais se e somente se $ao iso-

morfas.
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Vamos agora investigar a relacao entre os conceitos de normalidade e de nao-singularidade.

Comegamos notando que a condi¢ao de normalidade pode ser traduzida em termos de anéis locais.

Lema 6.7 Seja X uma variedade afim.
(a) Se X € normal entdo, para toda subvariedade Y C X, o anel local Ox y € integralmente
fechado;

(b) Se Ox 5 € integralmente fechado para todo x € X entdo X € normal.

Demonstragao. (a) Primeiro note que o corpo de fragoes de Ox y é k(X). Agora tome o € k(X)

inteiro sobre Ox y. Temos entao
(16) "+ a4 4a, =0

com ai,...,a, € Oxy. Podemos escrever cada a; como a; = b;/c; onde b;,¢c; € k[X] com

¢i € Ix(Y). Multiplicando (16) por ¢” onde ¢ = ¢; - - - ¢,,, Obtemos
()™ +di(ca)” + ...+ dp_1(ca) +d, =0,

com d; € k[X]. Assim, sendo 5 = ca, temos que § ¢ inteiro sobre k[X]. Como X é normal, entdo
k[X] é integralmente fechado e logo § € k[X]. Assim a = §/c € Ox,y pois 8 € k[X] e c € Ix(Y),
jAquecy,...,cn € Ix(Y) e Ix(Y) é um ideal primo. Entao Ox y ¢ integralmente fechado.

(b) Tome « € k(X) inteiro sobre k[X]. Entao
a"+a a4+ 4a,=0

com ai,...,a, € k[X]. Mas a; € k[X] C Ox, para todo = e logo, como Ox , ¢é integralmente
fechado, temos que ter o € Ox , para todo z. Assim « é regular em todo ponto « de X, mostrando
que a € k[X]. Deste modo k[X] é integralmente fechado ¢ X é normal. O

Lema 6.8 Scja A um anel comutativo. Se A é UFD entdo A € integralmente fechado.

Demonstragao. Seja K o corpo de fragoes de A. Tome o = a/b € K inteiro sobre A. Como A é

UFD entao podemos supor que a e b ndo tém fator comum. Como « é inteiro sobre A, temos
a"+a ™'+ .. 4a,=0
com ay,...,a, € A. Multiplicando por b™ temos
a4+ a1a" b+ ...+ ab =0,
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isto é,
a” +blara™ "t . Fab" ) =0,

implicando que b divide a™ e, como A é UFD, que b divide a. Como por hipdtese a e b ndo tém

fator comum, entao b deve ser uma unidade de A e logo a € A. O

Teorema 6.9 Toda variedade afim nao-singular € normal.

Demonstragao. Seja X uma variedade afim nao-singular. Pelo Teorema 6.2, Ox , ¢ UFD para
todo x € X. Mas entdo pelo Lema 6.8, Ox , ¢é integralmente fechado e logo, pelo Lema 6.7, X é

normal. O

Teorema 6.10 Seja X um fechado afim normal e Y C X fechado de codimensdo 1. Entdo existe

X' C X aberto afim tal que Y =Y N X € ndo-vazio e o ideal de Y’ em k[U] € principal.

Demonstracao. Veja Shafarevich Teorema 2, capitulo I1.5. a

Teorema 6.11 O conjunto dos pontos singulares de uma variedade afim normal tem codimensao

mator ou iqual a 2.

Demonstracao. Seja X uma variedade normal de dimensao n. Seja .S C X o conjunto dos pontos
singulares de X. Lembre que S é fechado. Suponha que S tem alguma componente irredutivel
Y de dimensdo n — 1. Tome X’ C X como no Teorema 6.10 e tome Y/ = Y N X. Claro que
dim(Y”’) = dim(Y").

Tome y € Y’ um ponto nao-singular de Y’ e sejam u1,...,u,—1 € Oy, pardametros locais de
Y’ em y. Pelo Teorema 6.10, Ix/(Y’) = (u) é principal e temos k[Y’] = k[X']/(u). Do mesmo

modo, Oy, = Oxs 4 /(u) e mys, é a imagem inversa de my- , pelo mapa quociente
P OXI)y — Oy/}y.

Tomewvy,...,v,—1 € Ox/ , imagens inversas de uy, ..., up—1 por¢. Entdomy/ , = (V1,0 Vp—1,u)
e logo

dim(mx ,/m%, ) < n=dim(X’),

mostrando que y é um ponto nao-singular de X’. Mas X’ C X é um aberto denso logo y é um

ponto nao-singular de X, contrariando a escolha de y C Y’ C S. Assim dim(S) <n — 2. O
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7 Exercicios

7.1 Listal

1 - Seja A um anel e considere as afirmagdes abaixo:
(i) cada ideal de A é gerado por um ndmero finito de elementos;
(ii) cada cadeia ascendente de ideais I; C Iy C I3 C ... de A é estaciondria;
(ili) cada conjuntos nao-vazio de ideais de A possui um elemento maximal.
Mostre que: (i) = (ii); (ii) = (iii); e (ili) = (i). (Dica: para um ideal I de A considere o

conjunto de todos os ideais finitamente gerados contidos em 1I.)
2 - Mostre que um k-espaco vetorial em k™ é um fechado afim.

3 - (a) Ache o ideal radical de (T} T5, TZ, 214 Ty + T3) em k[T, T3);
(b) Determine o ideal gerado por Ty Ty, T3 — 1 e Ty — T§ em k[Ty, Ts).

4 - Para cada item abaixo determine se a afirmacao é verdadeira ou falsa, exibindo uma prova ou
contra-exemplo:

(a) O anel k[T, T5,T5,...] é Noetheriano;

(b) O conjunto X = {(x1,...,2,) € A" |21 + ...+ 2, < 1} é um aberto afim;

(c) O fecho de um aberto afim em A? é o préprio AZ;

(d) Se J é ideal de k[T1, ..., T,] entdo Z(J) = Z(\/J);

(e) Para X um fechado afim, temos que k[X] é um corpo se e somente se X consiste de um

tnico ponto.

5 - Seja X = Z(Ty — T§) um fechado em AZ.
(a) Determine os subconjuntos fechados de X;

(b) Mostre que X é irredutivel verificando que X néo é unido de fechados préprios.

6 - Considere X = Z(T1T3+Tz, To(To+1)) em A3. Encontre a decomposicio de X em componentes

irredutiveis.

7 - Seja X um fechado afim e f : X — A™ uma fungao continua com respeito a topologia de
Zariski. Mostre que se X é irredutivel entdo a imagem f(X) também é irredutivel. A reciproca é

verdadeira?
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7.2 Lista 2

1-Sejam f: X — Ye g:Y — Z morfismos de fechados afins. Mostre que a composicao go f é

um morfismo.

2 - Um automorfismo de A! é um isomorfismo de A! em A'. Mostre que os automorfismos de A'

sao da forma f(z) = ax + b com a,b € k.

3 - Seja X um fechado afim. Mostre que X é quasi-compacto, ou seja, se X = U;U; é uma cobertura

de X por abertos, entao existem ¢1,...,7, taisque X =U;, U...UU, .
4 - Assuma que char(k) # 2. Seja X = Z(T? + T — T§) C A%. Considere o morfismo

f:AY — X
t o= (2 -1, t(t? - 1)).
(a) Mostre que o mapa de pullback f* é injetor e tem por imagem o subanel de k[T] dos
polinémios ¢g(7T') tais que g(1) = g(—1);
(b) Conclua que X nao é isomorfo a A';

(c) Ache os pontos de X onde a funcio racional ¢ = Ty /T é regular. X é birracional a A!?

5-Seja X = Z(T3 —TiT3, T? —T3) C A3. Ache a decomposicio de X em componentes irredutiveis

e mostre que todas as componentes de X sdo birracionais a A'.

6 - Seja J C k[Tp, ..., T,] um ideal homogéneo.

(a) Mostre que J ¢ um ideal primo se e somente se
frgeJ=feJougelJ

(b) Seja X C P™ um subconjunto. Mostre que X é irredutivel se e somente se I,,(X) é um ideal
primo. (Sugestao: use o resultado equivalente para conjuntos afins e a prova do teorema projetivo

dos zeros.)

7 - Seja Y um conjunto afim consistindo de apenas um ponto. Mostre que o fecho projetivo de X

também consiste de um ponto.

8 - Sabemos que a intersecio do cone elitico X = Z(T? + T3 —T%) C A% com diferentes planos d4
origem as curvas coOnicas elipse, hipérbole e parabola.

(a) Descreva os pontos no infinito do fecho projetivo da curva conica X N Z(T5 — 1);

(b) Descreva os pontos no infinito do fecho projetivo da curva conica X N Z(Ty — 1);

(c) Descreva os pontos no infinito do fecho projetivo da curva cénica X N Z (T + T3 — 1).
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9 - Seja X um fechado afim. Mostre que X ¢é irredutivel se e somente se seu fecho projetivo é

irredutivel.

7.3 Lista 3
1 - Considere o mapa
! P2 - P2
(xo:my:22) +— (122: Toxa : ToZ1)

(a) Mostre que f é um mapa birracional;
(b) Determine os pontos onde f e f~! sdo regulares;

(c) Determine os abertos U e V de P? tais que f|y : U — V é isomorfismo.

2 - Seja X um conjunto algébrico quasiprojetivo. Mostre que a intersecao de abertos afins de X é

um aberto afim de X. (Sugestao: mergulho de Segre.)
3 - Mostre que P! x A! ndo é conjunto algébrico afim nem projetivo.

4 - Seguindo a prova da normalizagdo de Noether, explicite um morfismo finito da curva normal
racional de grau 2 para P1. (Lembre que a curva normal racional de grau 2 é a imagem do mergulho

de Veronese 11 5.)
5 - Seja X = Z(T2 —T? — T}) fechado em A2. Considere o morfismo
fiAY - X
t o= (-1t -1))

(a) Mostre que f é finito.
(b) Mostre que f tem grau 1.
(c) Encontre f~1(0,0).

6 - Seja f : X — Y um morfismo birracional (isto é, um morfismo que possui uma inversa racional)

entre variedades afins. Suponha que Y é normal e que f é finito. Mostre que f é um isomorfismo.

7.4 Lista 4

1 - (a) Seja E C PY um subespaco linear, isto é, um fechado definido por polinomios de grau 1.
Mostre que, se E tem dimenséao s, entdo E pode ser definido por um nimero de equacoes < N — s;
(b) Seja X € PV um fechado. Seja s a maior dimensio de um subespaco linear de PV disjunto

de X. Mostre que a dimensao de X é N —s — 1.
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2 - Sejam X,Y C PV variedades quasi-projetivas tais que X NY # ). Seja Z uma componente
irredutivel de X NY. Mostre que

dimZ >dimX +dimY — N.
3 - Considere o fechado em A3 dado por
X = Z(T\T? — 2T\ To T3, T3 — AT, Ty + 4AT3).

(a) Determine se X é uma hipersuperficie de A® encontrando as dimensoes de suas componentes
irredutiveis;

(b) Ache o espago tangente a X em x = (0,0,0).
4 - Seja X = Z(T? + T3 — T3) fechado em A%, Encontre todos os pontos singulares de X.

5 - Seja X uma hipersuperficie de A". Seja z € X um ponto que estd na intersecao de duas

componentes irredutiveis de X. Mostre que z é um ponto singular de X.

7.5 Proval

1 - Em cada item abaixo, determine se a aformagao é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.
(a) A intersecao de dois conjuntos algébricos quasi-projetivos irredutiveis é irredutivel;
(b) Seja k = C e considere Z C C o anel dos inteiros. Entdo Z = A};
(c) Duas retas distintas em P? (i.e., dois hiperplanos de P?) se intersetam em exatamente um

ponto.

2 - Considere o fechado afim X = Z(Ty — T\ Ty, T3 + Th T3 + T?T,) C A3.
(a) Determine as componentes irredutiveis de X;

(b) Mostre que as componentes irredutiveis de X sdo isomorfas a Al.

3 - Seja f: X — Y morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos.
(a) Suponha que X e Y sao fechados afins e que f* é sobrejetora. Mostre que f é injetora.
(Sugestao: mostre que para z,z’ € X existe fungao regular em X assumindo valor 0 em z mas néo

em z'.)

[N

(b) Suponha que X é variedade projetiva e que Y é conjunto algébrico afim. Mostre que f

constante.

[©

(c) Mostre que se g : X — Y é outro morfismo, entdo o conjunto {z € X|f(x) = g(z)}
fechado em X
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4 - Seja f : P" — P™ um morfismo. Suponha que existem Fy, ..., F,, € k[Ty,...T,] polinomios
homogéneos de mesmo grau tais que, para todo z € X, temos f(z) = (Fo(x) : ... : Fp(z)). Seja
I'y CP* x P™ o gréfico de f.

(a) Mostre que I'y D Z,(S;F; — S;F; |0 < 14,5 <m).

(b) Considere o mergulho de Veronese

V=112: Pl — P2

(ro:21) — (23 :m0x1:2%)

Mostre que I'y, = Z,(SoTh — S1Ty, S1Th — S2T0).

7.6 Prova 2

1 - Em cada item abaixo, decida se a afirmagao é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.
(a) Uma curva afim é normal se e somente se é suave.

(b) Todo morfismo finito entre variedades normais é birracional.

2 - Seja X = Z,(TyTs — Ty Ty) C P3. Considere o mapa racional

gp:[P’2 -—» 3

(ro: 1 : ) (23 : mow1: o2 : T1T2).

(a) Mostre que ¢(P?) C X e que ¢ tem uma inversa racional X --» P?;

(b) Determine abertos U C P? e V C X tais que ¢|y : U — V é isomorfismo.
3 - Seja X = Z(T}? — T3) C A%, Considere o morfismo

f:Al - X
t o= (833,

a) Mostre que X nao é normal.

(a)

(b) Mostre que f é um morfismo finito.

(c) Calcule o grau de f e determine se f tem pontos de ramificagao.
(

d) Mostre que f é uma normalizacao.

4 - Considere X = Z(Ty Ty, ToTs, T1T3) C A3.
(a) Calcule a dimensao de X;

(b) Mostre que x = (0,0,0) é o tnico ponto singular de X e ache dim(7,X).
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