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O texto a seguir consiste nas notas de aula do curso de Introdução à Geometria Algébrica,

dado por mim no verão de 2009 da UFF. Para a confecção deste texto, me baseei no livro de I.

Shafarevich e nas notas de aula do curso de Geometria Algébrica I dado pelo prof. Karl Otto Stohr

no IMPA em 2003. Muitos assuntos aparecem aqui com uma abordagem idêntica à destes textos e,

nestes casos, meu trabalho foi apenas o de traduzir e unificar a linguagem com a do resto do texto.

Minha intenção é somente a de condensar material em português para um curso introdutório de

Geometria Algébrica. Por isso, inclúı um grande número de exemplos que, espero, contribuem

para o melhor entendimento dos conceitos. Além disso, inclúı ao final as listas de exerćıcios e as

provas realizadas no curso.
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1 Variedades Afins

1.1 Topologia de Zariski em An

Os objetos principais da Geometria Algébrica são as variedades algébricas, isto é, objetos geométricos

(variedades) definidas por polinômios (algébricas).

Seja k um corpo. Assumiremos sempre que k é algebricamente fechado, a menos que seja

explicitado o contrário. Denotamos por An ou Ank o espaço afim n-dimensional sobre k, isto é,

An = kn. Vamos imbuir An de uma topologia.

Considere o anel de polinômios k[T1, . . . , Tn] nas variáveis T1, . . . , Tn com coeficientes em k.

Seja S ⊂ k[T1, . . . , Tn] um subconjunto. Denotamos por

Z(S) := {x ∈ An | f(x) = 0 ∀f ∈ S}

o conjunto de zeros de S.

Lema 1.1 (a) Z({0}) = An e Z(k[T1, . . . , Tn]) = ∅;

(b) Se S1 e S2 são subconjuntos de k[T1, . . . , Tn] com S1 ⊂ S2, então Z(S2) ⊂ Z(S1);

(c) Dada uma famı́lia Si de subconjuntos de k[T1, . . . , Tn], então ∩iZ(Si) = Z(∪iS);

(d) Se S1 e S2 são subconjuntos de k[T1, . . . , Tn], então Z(S1) ∪ Z(S2) = Z(S) onde S =

S1S2 := {f1 · f2|fi ∈ Si, i = 1, 2}.

Demonstração. As afirmações (a), (b) e (c) são óbvias. Vamos mostrar (d).

Primeiro tome x ∈ Z(S1) ∪ Z(S2). Então x ∈ Z(Si) para algum i = 1, 2 e logo fi(x) = 0 para

todo fi ∈ Si. Portanto (f1f2)(x) = f1(x)f2(x) = 0 para todo f1 ∈ S2 e f2 ∈ S2, implicando que

x ∈ Z(S).

Reciprocamente, tome x ∈ Z(S). Suponha que x ̸∈ Z(S1). Então existe f1 ∈ S1 tal que

f1(x) ̸= 0. Mas f1(x)f2(x) = 0 para todo f2 ∈ S2 e logo f2(x) = 0 para todo f2 ∈ S2, isto é,

x ∈ Z(S2). 2

Definição. Dizemos que um subconjunto X ⊂ An é fechado se X = Z(S) para algum S ⊂

k[T1, . . . , Tn]. Assim, um subconjunto aberto de An é o complementar de um fechado.

(Os subconjuntos fechados de An são também chamados de conjuntos algébricos afins. Contudo,

nestas notas, um conjunto algébrico será um objeto mais geral que um fechado afim e será definido

na Seção 2.)
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Corolário 1.2 Os subconjuntos abertos de An formam uma topologia chamada topologia de Za-

riski.

Demonstração. De fato, como conseqüência do lema temos que

* ∅ e An são abertos;

* união de abertos é aberta;

* interseção finita de abertos é aberta. 2

Exemplos. 1 - É fácil descrever os subconjuntos fechados de A1. Como polinômios em uma

variável têm apenas um número finito de zeros, os fechados de A1 são subconjuntos finitos. Em

particular, A1 não é um espaço topológico de Hausdorff. (Lembre que um espaço topológico X é

de Hausdorff se para cada par de pontos distintos x1 e x2 em X existem abertos U1 e U2 de X tais

que xi ∈ Ui para i = 1, 2 e U1 ∩ U2 = ∅.)

2 - Agora descreveremos os fechados em A2. Tome g(T1, T2) ∈ k[T1, T2]. O fechado

Z(g) = {(x1, x2) ∈ A2|g(x1, x2) = 0}

é chamado uma curva (algébrica) plana afim. Note que como k é um corpo infnito (por ser

algebricamente fechado), o conjunto Z(g) é infinito. Por exemplo, se g(T1, T2) = T2(T
2
2 −T1) então

Z(g) = {(t, 0)|t ∈ k} ∪ {(t2, t)|t ∈ k}.

Tome S ⊂ k[T1, T2] e seja X = Z(S). Suponha que ∅ ̸= X ̸= A2. Queremos descrever X.

Primeiro supomos que os polinômios de S não têm fator comum não constante. Então podemos

escolher f1, . . . , fr ∈ S sem divisor comum em k[T1, T2]. Pelo lema de Gauss, f1, . . . , fr não têm

divisor comum em k(T1)[T2]. Como k(T1)[T2] é Euclidiano, pelo algoritmo de Euclides existem

g1, . . . , gr ∈ k(T1)[T2] tais que

1 = f1g1 + . . .+ frgr.

Seja d ∈ k[T1] o denominador comum de g1, . . . , gr, de modo que cada gi se escreve gi = hi/d com

hi ∈ k[T1, T2] para i = 1, . . . , r. Logo temos

d = f1h1 + . . .+ frhr.

Assim, se (x1, x2) ∈ X então fi(x1, x2) = 0 para i = 1, . . . , r e logo d(x1) = 0. Como d é polinômio

em uma variável, então tem apenas um número finito de ráızes e logo existem apenas um número

finito de possibilidades para x1. Analogamente, existem apenas um número finito de possibilidades

para x2. Portanto X é finito.
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Por outro lado, suponha que os polinômios de S têm divisor comum. Seja g o máximo divisor

comum dos f ∈ S. Então X contém a curva Z(g). Agora, existe S′ ∈ k[T1, T2] tal que cada f ∈ S

é da forma f = gh com h ∈ S′. Pelo Lema 1.1 (d), temos

X = Z(S) = Z(g) ∪ Z(S′).

Como os polinômios de S′ não têm fator comum não constante, então Z(S′) é finito. Logo os

fechados de A2 são da forma

X = curva plana afim
∪

número finito de pontos.

Por exemplo, se S = (T2(T
2
2 − T1), T2(T1 − 1)), então X = Z(S) é dado por

X = Z(T2) ∪ Z(T 2
2 − T1, T1 − 1)

= {(t, 0)|t ∈ k} ∪ {(1, 1), (1,−1)}.

Considere um fechado afimX ⊂ An dado por X = Z(S) com S ⊂ k[T1, . . . , Tn]. Denotamos por

⟨S⟩ o ideal gerado por S em k[T1, . . . , Tn]. Note que X = Z(S) = Z(⟨S⟩). Mais ainda, suponha que

⟨S⟩ é finitamente gerado, isto é, que existe um número finito de polinômios f1, . . . , fr ∈ k[T1, . . . , Tn]

tais que ⟨S⟩ = ⟨f1, . . . , fr⟩. Então temos X = Z(f1, . . . fr), já que todo f ∈ ⟨S⟩ é da forma

f = h1f1 + . . .+ hrfr com h1, . . . , hr ∈ k[T1, . . . , Tn].

Definição. Um anel A é dito Noetheriano se, equivalentemente,

(i) cada ideal de A é finitamente gerado;

(ii) cada cadeia ascendente de ideais I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . é estacionária, isto é, existe n tal que

In = In+ℓ para todo ℓ ≥ 0;

(iii) cada conjunto não vazio de ideais de A tem um elemento maximal.

Por exemplo, todo corpo k (não necessariamente algebricamente fechado) é anel Noetheriano,

pois seus únicos ideais são ⟨0⟩ e k. O anel Z dos inteiros é Noetheriano pois todo ideal em Z é

principal, isto é, gerado por um único elemento.

Veremos a seguir que o anel de polinômios em n variáveis sobre um corpo k não necessariamente

fechado é Noetheriano. Este resultado é conhecido como teorema da base de Hilbert. Hilbert foi

responsável por três teoremas fundamentais em Geometria Algébrica: o teorema da base, o teorema

dos zeros e o teorema das siźıgias (que não veremos neste curso).
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Teorema 1.3 (Teorema da Base de Hilbert) Se A é anel Noetheriano, então o anel de polinômios

em uma variável A[T ] também é Noetheriano.

Demonstração. Suponha que A[T ] não é Noetheriano e tome um ideal J ⊂ A[T ] que não seja

finitamente gerado. Escolhemos elementos f1, f2, . . . ∈ J da seguinte forma. Escolha f ∈ J − {0}

de menor grau e para cada r, se f1, . . . , fr−1 estão escolhidos, tome

fr ∈ J − ⟨f1, . . . , fr⟩

de menor grau.

Para cada r ≥ 1 seja nr o grau de fr e ar ∈ A o coeficiente do termo de grau nr em fr. Então

n1 ≤ n2 ≤ . . . e temos cadeia ascendente de ideais de A

⟨a1⟩ ⊂ ⟨a1, a2⟩ ⊂ . . . ⊂ A.

Como A é Noetheriano, esta cadeia é estacionária e logo temos

⟨a1, . . . , ar⟩ = ⟨a1, . . . , ar, ar+1⟩

e portanto

ar+1 =
r∑
i=1

ciai

com ci ∈ A. Mas então o polinômio

fr+1 −
r∑
i=1

cifiT
nr+1−ni ∈ J − ⟨f1, . . . , fr⟩

tem grau menor que nr+1, contrariando a escolha de fr+1. Assim A[T ] é Noetheriano. 2

Corolário 1.4 Se A é Noetheriano então o anel de polinômios A[T1, . . . , Tn] em n variáveis

também é Noetheriano. Em particular k[T1, . . . , Tn] é Noetheriano e todo fechado afim X ⊂ An

pode ser descrito por um número finito de equações, isto é, ser dado na forma X = Z(f1, . . . , fr)

com f1, . . . , fr ∈ k[T1, . . . , Tn].

Seja X ⊂ An um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X como

I(X) = {f ∈ k[T1, . . . , Tn]|f(x) = 0, ∀x ∈ X}.

É fácil ver que I(X) é de fato um ideal de k[T1, . . . , Tn].
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Lema 1.5 (a) I(An) = ⟨0⟩ e I(∅) = k[T1, . . . , Tn];

(b) Se X1 e X2 são subconjutos de An com X1 ⊂ X2 então I(X2) ⊂ I(X1);

(c)Para S ⊂ k[T1, . . . , Tn] e X ⊂ An subconjuntos temos S ⊂ I(Z(S)) e X ⊂ Z(I(X));

(d) Para X e Y subconjuntos de An temos I(X ∪ Y ) = I(X) ∩ I(Y ).

Demonstração. Óbvio. 2

Seja X ⊂ An um subconjunto. O fecho de X é o menor fechado X de An contendo X, ou seja,

se W é um fechado de An contendo X então W contém X.

Exemplo. O fecho de X = {(x1, x2) ∈ A2|x2 = 0, x1 ̸= 0} é X = {(x1, x1) ∈ A2|x2 = 0}.

Proposição 1.6 Se X é um subconjunto de An então X = Z(I(X)).

Demonstração. Primeiro note que, pelo Lema 1.5 (c), Z(I(X)) é um fechado contendo X.

Agora tome W ⊂ An um fechado contendo X. Temos que mostrar que W contém Z(I(X)).

Como W é fechado, temos W = Z(S) para algum S ⊂ k[T1, . . . , Tn]. Como X ⊂ W então, pelo

Lema 1.5 (b), S ⊂ I(W ) ⊂ I(X) e portanto Z(I(X)) ⊂ Z(S) =W . 2

Seja A um anel e J ⊂ A um ideal. O radical de J é

√
J = {f ∈ A|fr ∈ J para algum r ∈ N}.

Note que
√
J é um ideal de A. De fato, tome f, g ∈

√
J . Então fr, gs ∈ J para algum r, s ∈ N e

temos

(f + g)r+s = c0f
r+s + c1f

r+s−1g + . . .+ csf
rgs + . . .+ cr+s−1fg

r+s−1 + cr+sg
r+s ∈ J,

onde c0, . . . , cr+s ∈ A são coeficientes binomiais. Assim, f + g ∈
√
J . Além disso, se h ∈ A, então

(hf)r = hrfr ∈ J e logo hf ∈
√
J . Dizemos que o ideal J é um ideal radical se J =

√
J .

Exemplo.
√
⟨T 2

1 , T
3
2 ⟩ = ⟨T1, T2⟩

Teorema 1.7 (Nullstellensatz, Teorema dos Zeros de Hilbert) Para cada ideal J ⊂ k[T1, . . . , Tn],

temos I(Z(J)) =
√
J .

A demonstração que veremos deste teorema é similar à dada por Zariski. Precisamos de um

resultado preliminar conhecido como Lema de Zariski. Neste resultado o corpo k não precisa ser

algebricamente fechado.
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Teorema 1.8 Seja k um corpo (não necessariamente algebricamente fechado) e tome K uma

extensão de k. Assuma que K é finitamente gerado como k-álgebra, isto é, que existem f1, . . . , fn ∈

K tais que K = k[f1, . . . , fn]. Então K é algébrico sobre k.

Demonstração. Suponha que K é trancendente sobre k. Primeiro supomos que o grau de

trancendência é 1, isto é, que para algum x ∈ K temos

k ⊂ k(x) ⊂ K

com K algébrico sobre k(x). Então K é finitamente gerado como k(x)-álgebra e, como é algébrico

sobre k(x), sua dimensão como k(x)-espaço vetorial é finita. Tome e1, . . . , em ∈ K uma base de K

como k(x)-espaço vetorial. Os produtos eres estão em K e logo se escrevem como

(1) eres =
m∑
t=1

arst(x)

brst(x)
et

com arst(x), brst(x) ∈ k[x].

Vamos mostrar que para qualquer escolha de f1, . . . , fn ∈ K temos uma inclusão estrita

A := k[f1, . . . , fn] ( K,

ou seja, que K não é finitamente gerado como k-álgebra. Tome f0 = 1 e para cada ℓ = 0, . . . , n

escreva

(2) fℓ =

m∑
r=1

cℓr(x)

dℓr(x)
er

onde cℓr(x), dℓr(x) ∈ k[x]. Como cada a ∈ A é combinação k-linear de f0 = 1 e produtos de

f1, . . . , fn, usando (2) vemos que cada a é combinação k(x)-linear de produtos de e1, . . . , em.

Assim, por (1), a é então combinação k(x)-linear de e1, . . . , em. Note que a é da forma

a =
1

produto de brst(x)’s e dℓr(x)’s

m∑
i=1

hi(x)ei

com hi(x) ∈ k[x]. Deste modo, dado g(x) ∈ k[x] irredut́ıvel que não é fator de nenhum brst(x) ou

dℓr(x), temos 1/g(x) ̸∈ A. Mas é claro que 1/g(x) ∈ K e logo A ( K.

Agora, se o grau de transcendência de K sobre k é maior que 1, tomamos um corpo k′ com

k ⊂ k′ ⊂ K e tal que o grau de trancendência de K sobre k′ seja 1. Pelo argumento acima, K não

é uma k′-álgebra finitamente gerada, e logo não é uma k-álgebra finitamente gerada. 2

Teorema 1.9 (Teorema fraco dos zeros) Todo ideal maximal do anel k[T1, . . . , Tn] é da forma

(T1 − x1, . . . , Tn − xn) com x1, . . . xn ∈ k. Como conseqüência, um conjunto de polinômios em

k[T1, . . . , Tn] sem zeros em comum em An gera o ideal unitário em k[T1, . . . , Tn].
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Demonstração. Tome m ⊂ k[T1, . . . , Tn] um ideal maximal. Então o quociente k[T1, . . . , Tn]/m é

um corpo contendo k. Além disso, este corpo é uma k-álgebra finitamente gerada, pois k[T1, . . . , Tn]

o é. Pelo Teorema 1.8, k[T1, . . . , Tn]/m é uma extensão algébrica de k. Como k é algebricamente

fechado, temos que ter k[T1, . . . , Tn]/m = k. Considre o mapa natural

ϕ : k[T1, . . . , Tn]→ k[T1, . . . , Tn]/m = k

e tome xi = ϕ(Ti) para cada i = 1, . . . , n. Então o ideal maximal (T1 − x1, . . . , Tn − xn) está

contido em m, e portanto é igual a m.

Agora tome J o ideal gerado por um conjunto de polinômios sem zeros em comum. Se J está

contido no ideal (T1−x1, . . . , Tn−xn), então os polinômios têm zero comum em (x1, . . . , xn) ∈ An.

Logo J não pode estar contido em nenhum ideal maximal de k[T1, . . . , Tn] e portanto temos que

ter J = k[T1, . . . , Tn]. 2

Demonstração do Teorema 1.7. (Truque de Rabinowich.)

Seja J ⊂ k[T1, . . . , Tn] um ideal, queremos mostrar que I(Z(J)) =
√
J . Como k[T1, . . . , Tn] é

Noetheriano, então J = ⟨f1, . . . , fm⟩. Temos que mostrar que um polinômio g ∈ k[T1, . . . , Tn] se

anula nos zeros comuns de f1, . . . , fm se e somente se gr ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩ para algum r ∈ N. Ora, se

gr ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩ então é óbvio que gr (e logo g) se anula nos zeros comuns de f1, . . . , fm.

Agora suponha que g se anula nos zeros comuns de f1, . . . , fm e considere os polinômios

g, f1, . . . , fm como elementos do anel k[T1, . . . , Tn, Tn+1]. Note que os polinômios f1, . . . , fm e

Tn+1g − 1 não têm zeros em comum em An+1 e, pelo Teorema 1.9, podemos escrever

1 = p1f1 + . . .+ pmfm + pm+1(Tn+1g − 1)

com p1, . . . , pm, pm+1 ∈ k[T1, . . . , Tn, Tn+1]. Fazendo Tn+1 = 1/g, temos

1 = p1(T1, . . . , Tn, 1/g)f1 + . . .+ pm(T1, . . . , Tn, 1/g)fm.

Multiplicando por uma potência apropriada de g, obtemos

gr = q1f1 + . . .+ qmfm

com q1, . . . , qm ∈ k[T1, . . . , Tn]. 2

Corolário 1.10 Existe bijeção revertendo inclusões

{fechados em An} ↔ {ideais radicais em k[T1, . . . , Tn]}

X 7→ I(X)

Z(J) ← J
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A topologia de Zariski de An pode ser estendida da maneira usual a um subconjunto X de

An (não necessariamente fechado). Assim, um aberto (resp. fechado) de X é a interseção de um

aberto (resp. fechado) de An com X.

Obs. (Topologia Fraca-*) Seja X ⊂ An um subconjunto. Vejamos que as funções polinomiais

f : X → k são cont́ınuas na topologia de Zariski. (Uma função deste tipo é chamada regular e será

estudada mais a fundo na seção 1.2.) Precisamos mostrar que a imagem inversa de um fechado de

k = A1 é um fechado de X, isto é, a interseção de X com um fechado de An. Ora, os fechados

próprios de A1 são conjuntos finitos de pontos, logo basta notar que, para cada a ∈ k = A1, temos

f−1(a) = {x ∈ X|f(x) = a} = X ∩ Z(f − a)

fechado em X.

Definição. Um espaço topológico X é irredut́ıvel se, equivalentemente,

(i) X não é união de dois fechados próprios;

(ii) quaisquer dois abertos não vazios de X se intersectam;

(iii) todo aberto não vazio de X é denso em X.

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T1T2) ⊂ A2. Então X não é irredut́ıvel pois

X = {(0, t)|t ∈ k} ∪ {(t, 0)|t ∈ k} = Z(T1) ∪ Z(T2).

2 - A1 é irredut́ıvel pois seus fechados próprios são conjuntos finitos de pontos. Na verdade

An é irredut́ıvel para todo n. Para mostrar esta afirmação diretamente precisaŕıamos descrever

os subconjuntos fechados de An, o que não é uma tarefa trivial. Porém, este resutado seguirá

facilmente da Proposição 1.12.

Proposição 1.11 Todo subconjunto X ⊂ An se escreve de forma única como união finita

X =W1 ∪ . . . ∪Wr

onde Wi é um fechado irredut́ıvel de X para cada i e Wi ̸⊂W )j se i ̸= j.

Dizemos que W1, . . . ,Wr são as componentes irredut́ıveis de X. Note que o fato de cada Wi

ser fechado em X não implica que X seja fechado em An!

Demonstração. Suponha que o resultado não vale para X. Em particular, X não é irredut́ıvel e

X = X1 ∪X ′
1 com X1, X

′
1 fechados próprios de X. Pelo menos um destes conjuntos não satisfaz

a proposição, pois caso contrário X também satisfaria. Suponha que X1 não satisfaz o resultado.
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Então X1 não é irredut́ıvel e se escreve X1 = X2 ∪ X ′
2 com X2, X

′
2 fechados próprios de X1.

Novamente um destes conjuntos, digamos X2, não satisfaz a proposição. Procedendo deste modo,

obtemos uma cadeia infinita

(3) X = X0 ) X1 ) X2 ) . . .

de subconjuntos de An. Note que os conjuntos Xi são fechados em X. Seja Jn = I(Xn) para

n ≥ 0. Então temos cadeia ascendente de ideais

J0 ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ . . . ⊂ k[T1, . . . , Tn].

Como k[T1, . . . , Tn] é Noetheriano, temos Jm = Jm+1 para algumm ≥ 0. Assim I(Xm) = I(Xm+1)

e, pela Proposição 1.6, temos Xm = Xm+1. Ora, cada Xi é fechado em X e logo se escreve

Xi = X ∩ Yi com Yi fechado em An. Assim temos

X ∩ Ym = X ∩ Ym = X ∩ Ym+1 = X ∩ Ym+1

e portanto

Xm = X ∩ (X ∩ Ym) = X ∩ (X ∩ Ym+1) = Xm+1

contrariando (3). Isso mostra a primeira parte da proposição.

Vamos agora mostrar a unicidade da decomposição em componentes irredut́ıveis. Suponha que

X =W1 ∪ . . .Wr =W ′
1 ∪ . . .W ′

s

com Wi,W
′
j como no enunciado, para i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , s. Então para cada i temos

Wi =Wi ∩X =Wi ∩ (∪jW ′
j) = ∪j(W ′

j ∩Wi).

Como Wi é irredut́ıvel e as interseções W ′
j ∩Wi são fechados em Wi, temos que ter Wi =Wi ∩W ′

j

para algum j. Assim Wi ⊂W ′
j . Do mesmo modo, temos

W ′
j =W ′

j ∩X = ∪ℓ(W ′
j ∩Wℓ)

e, como W ′
j é irredut́ıvel e Wi ∩W ′

j ̸= ∅, então temos W ′
j = W ′

j ∩Wi, ou seja, W ′
j ⊂ Wi. Assim

Wi =W ′
j . Procedendo deste modo para cada i, j obtemos a unicidade. 2

Exemplo. As componentes irredut́ıveis de X = Z(T2(T
2
2 − T1)) ⊂ A2 são W1 = Z(T2) e W2 =

Z(T 2
2 − T1). É fácil ver que W1 e W2 são fechados em X cuja união é X. A próxima proposição

mostrará que W1 e W2 são de fato irredut́ıveis.
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Definição. Uma variedade afim é um fechado afim irredut́ıvel. Para X ⊂ An, dizemos que um

subconjunto Y ⊂ X é uma subvariedade de X se Y é irredut́ıvel e é fechado em X.

Exemplo. As subvariedades de A1 são conjuntos consistindo de um único ponto.

Proposição 1.12 Seja X um subconjunto de An. Então X é irredut́ıvel se e somente se I(X) é

um ideal primo. Em particular X é irredut́ıvel se e somente se X é irredut́ıvel.

Demonstração. Suponha primeiro que X é irredut́ıvel. Se I(X) não é primo, então existem

ideais I e J de k[T1, . . . , Tn] tais que o produto I · J ⊂ I(X) mas I e J não estão contidos em

I(X). Então, pelo Lema 1.1 (d), temos

X ⊂ Z(I(X)) ⊂ Z(I · J) = Z(I) ∪ Z(J)

mas

X ⊂ Z(I(X)) ̸⊂ Z(I) e X ⊂ Z(I(X)) ̸⊂ Z(J),

contrariando a irredutibilidade de X.

Agora suponha que I(X) é primo mas X não é irredut́ıvel, digamos X = X1 ∪ X2 com X1 e

X2 fechados próprios de X. Então pelo Lema 1.5,

I(X) = I(X1 ∪X2) = I(X1) ∩ I(X2) ⊃ I(X1) · I(X2)

mas I(X) não contém I(X1) nem I(X2), contradizendo o fato de I(X) ser primo. 2

Definição. Uma hipersuperf́ıcie de An é um fechado X dado por uma única equação, isto é, tal

que I(X) = ⟨f⟩ para algum f ∈ k[T1, . . . , Tn] não nulo.

Exemplo. 1 - An é irredut́ıvel para todo n pois o ideal I(An) = ⟨0⟩ é primo.

2 - W1 = Z(T2) e W2 = Z(T 2
2 − T1) são hipersuperf́ıcies irredut́ıveis de An pois os ideais ⟨T2⟩

e ⟨T 2
2 − T1⟩ são primos.

1.2 Funções regulares e morfismos

Definição. Seja X um fechado de An. Uma função f : X → k é dita regular se existe um

polinômio F ∈ k[T1, . . . , Tn] tal que f(x) = F (x) para todo x ∈ X. (Já mostramos que as funções

regulares são cont́ınuas.)
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Note que o polinômio F não é unicamente determinado. De fato, dois polinômios F e G

determinam a mesma função regular em X se e somente se F (x) = G(x) para todo x ∈ X, isto é,

F (x)−G(x) = 0 para todo x ∈ X, ou seja, se e somente se F −G ∈ I(X). Assim o anel quociente

k[X] := k[T1, . . . , Tn]/I(X)

é chamado o anel de funções regulares em X ou anel de coordenadas de X. A cada função regular

em X corresponde um único elemento de k[X] e vice-versa. Note que k[X] é Noetheriano, já que

é um quociente do anel Noetheriano k[T1, . . . , Tn]. Além disso, k[X] é um domı́nio se e somente se

I(X) é um ideal primo, se e somente se X é irredut́ıvel.

Exemplo. 1 - k[An] = k[T1, . . . , Tn] uma vez que I(An) = ⟨0⟩.

2 - Seja X = {(x1, x2, x3) ∈ A3|x1 + x2 = x3}. Então I(X) = ⟨T1 + T2 − T3⟩ e logo

k[X] =
k[T1, T2, T3]

⟨T1 + T2 − T3⟩
∼−→ k[S1, S2]

T1 7→ S1

T2 7→ S2

T3 7→ S1 + S2

Teorema 1.13 Seja X um fechado afim. Existe bijeção revertendo inclusões

{fechados em X} ↔ {ideais radicais em k[X]}

Y 7→ IX(Y ) := {h ∈ k[X]|h(y) = 0 ∀y ∈ X}

Z(J) := {y ∈ X|h(y) = 0 ∀h ∈ J} ← J.

Além disso, para Y fechado em X temos

k[Y ]
∼
= k[X]/IX(Y )

e Y é irredut́ıvel se e somente se IX(Y ) é ideal primo.

Demonstração. O teorema segue de propriedades de anéis quocientes. (Veja por exemplo Ele-

mentos de Álgebra de A. Garcia e Y. Lequain.) Para I ideal de um anel A, existe bijeção

{ideais em A contendo I } ↔ {ideais em A/I}

J 7→ J/I

tal que
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•J é radical se e somente se J/I é radical;

•J é primo se e somente se J/I é primo;

•J é maximal se e somente se J/I é maximal;

•A/J ∼
= (A/I)/(J/I). 2

Corolário 1.14 Temos bijeções

{fechados irredut́ıveis em X} ↔ {ideais primos em k[X]} =: Spec(k[X])∪
{pontos em X} ↔ {ideais maximais em k[X]} =: Max(k[X])

onde Spec(k[X]) é chamado o espectro de k[X] e Max(k[X]) é o espectro maximal de k[X].

Definição. Sejam X ⊂ An e Y ⊂ Am fechados afins. Uma função f : X → Y é dita um morfismo

se existem f1, . . . , fm ∈ k[X] tais que

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))

para todo x ∈ X. Assim, uma função regular é um morfismo f : X → A1.

Exemplo. Tome X = Z(T1 + T2 − T3) e Y = Z(T 2
1 − T 2

2 + T3) hipersuperf́ıcies em A3 (X é um

plano e Y uma superf́ıcie de sela). Consideramos o morfismo

f : A3 → A3

(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x3(x2 − x1)).

Seja x = (x1, x2, x3) ∈ X, então x3 = x1 + x2 e logo

f(x) = (x1, x2, (x1 + x2)(x2 − x1)) = (x1, x2, x
2
2 − x21) ∈ Y.

Deste modo, f induz um morfismo f |X : X → Y .

Proposição 1.15 Sejam X e Y fechados afins. Dado um morfismo f : X → Y , o mapa de

pullback

f∗ : k[Y ] → k[X]

g 7→ g ◦ f := f∗g

é um homomorfismo de k-álgebras.

Reciprocamente, se f : X → Y é uma função tal que g ◦ f ∈ k[X] para todo g ∈ k[Y ], então f

é morfismo.
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Demonstração. Suponha X ⊂ An e Y ⊂ Am. Se f : X → Y é morfismo, existem f1, . . . , fm ∈

k[X] tais que f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) para todo x ∈ X. Tome g ∈ k[Y ]. Então existem

polinômios F1, . . . , Fm ∈ k[T1, . . . , Tn] e G ∈ k[S1, . . . , Sm] tais que fi(x) = Fi(x) e g(y) = G(y)

para todo x ∈ X e y ∈ Y . Portanto

(f∗g)(x) = G(F1(x), . . . , Fm(x))

é polinomial, mostrando que f∗g ∈ k[X]. Além disso, f∗ é homomorfismo de k-álgebras. De fato,

para g, g′ ∈ k[Y ] e a ∈ k temos

• f∗(ag) = (ag) ◦ f = a(g ◦ f) = a(f∗g);

• f∗(g + g′) = (g + g′) ◦ f = (g ◦ f) + (g′ ◦ f) = (f∗g) + (f∗g′);

• f∗(g · g′) = (g · g′) ◦ f = (g ◦ f) · (g′ ◦ f) = (f∗g) · (f∗g′).

Agora suponha que f : X → Y é tal que g ◦ f ∈ k[X] sempre que g ∈ k[Y ]. Escrevemos

f = (f1, . . . , fm) e tomamos g = si ∈ k[Y ] a função regular correspondente ao polinômio Si ∈

k[S1, . . . , Sm]. Então si ◦ f = fi ∈ k[X] para cada i = 1, . . . ,m, mostrando que f é morfismo. 2

Corolário 1.16 Todo morfismo entre fechados afins é cont́ınuo.

Demonstração. Seja f : X → Y um morfismo com X ⊂ An e Y ⊂ Am fechados. Tome

W ⊂ Y um fechado. Precisamos mostrar que f−1(W ) é fechado em X. Pelo Teorema 1.13, W é

o conjunto de zeros de funções regulares h1, . . . , hr ∈ k[Y ]. Então f−1(W ) é o conjunto dos zeros

de f∗h1, . . . , f
∗hr ∈ k[X], pois

f−1(W ) = {x ∈ X|f(x) ∈W}

= {x ∈ X|f(x) é zero de h1, . . . , hr}

= {x ∈ X|(hi ◦ f)(x) = 0, i = 1, . . . , r}

= {x ∈ X|(f∗hi)(x) = 0, i = 1, . . . , r}.

Deste modo f−1(W ) é fechado em X e f é cont́ınua. 2

Vimos então que um morfismo entre fechados afins X e Y induz um homomorfismo de k-

álgebras. Vejamos agora que um homomorfismo de k-álgebras

φ : k[Y ]→ k[X]

induz um morfismo f : X → Y tal que f∗ = φ. Suponha Y ⊂ Am e tome s1, . . . , sm ∈ k[Y ] as

funções regulares correspondentes aos polinômios S1, . . . , Sm ∈ k[S1, . . . , Sm]. Seja fi = φ(si) ∈
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k[X] para cada i e considere a função

f : X → Am

x 7→ (f1(x), . . . , fm(x)).

É claro que f é um morfismo. Além disso, para cada x ∈ X temos f(x) ∈ Y . De fato, para todo

H ∈ I(Y ) temos H = 0 em k[Y ]. Logo, φ(H) = 0 em k[X] e portanto H(f(x)) = φ(H)(x) = 0,

ou seja, f(x) ∈ Z(I(Y )) = Y , pois Y é fechado. É óbvio pela definição de f que f∗ = φ. Esta

construção indica que existe uma relação profunda entre álgebra e geometria. Esta relação ficará

mais clara no Teorema 1.17.

Definição. Um isomorfismo é um morfismo f : X → Y tal que existe morfismo g : Y → X com

f ◦ g = 1Y e g ◦ f = 1X , onde 1X e 1Y são as funções identidades em X e Y . Neste caso, dizemos

que X e Y são isomorfos e denotamos X
∼
= Y . A inversa g é denotada do modo usual f−1.

Note que se f : X → Y é um isomorfismo, então o mapa de pullback f∗ é um isomorfismo

de k-álgebras. Mais ainda, se φ : k[Y ] → k[X] é isomorfismo de k-álgebras, então o morfismo f

definido como acima é um isomorfismo.

Teorema 1.17 Existe uma equivalência de categorias

(fechados afins) ↔ (k-álgebras finitamente geradas sem nilpotentes)

X 7→ k[X]

Lembre que um elemento a ̸= 0 de uma álgebra A é dito um nilpotente se ar = 0 em A para

algum r ∈ N.

Demonstração. Tome X ⊂ An fechado. Primeiro note que k[X] é finitamente gerado pois é

um quociente de k[T1, . . . , Tn]. Agora, se f = F ∈ k[X] é um nilpotente, com F ∈ k[T1, . . . , Tn],

então para algum r ∈ N, temos fr = 0 em k[X]. Como k[X] = k[T1, . . . , Tn]/I(X), isso significa

que F r ∈ (X). Mas I(X) é ideal radical pelo Teorema 1.7 e logo F ∈ I(X), implicando que f = 0.

Assim k[X] não tem nilpotentes.

Precisamos agora associar a uma k-álgebra A, gerada por n elementos e sem nilpotentes, um

fechado afim X ⊂ An. Sejam t1, . . . , tn ∈ A geradores de A. Então A pode ser visto como um

quociente

A
∼
= k[T1, . . . , Tn]/J

com J ⊂ k[T1, . . . , Tn] um ideal, onde Ti é levado em ti pelo mapa quociente. Seja X = Z(J) ⊂ An

o fechado definido por J . Queremos mostrar que I(X) = J e logo k[X]
∼
= A. Pelo Teorema 1.7,
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temos I(X) =
√
J ⊃ J . Tome F ∈ I(X), então F r ∈ J para algum r ∈ N. Logo

(F + J)r = F r + J = J

é nulo em A. Como A não tem nilpotentes, temos que ter F + J nulo em A, isto é, F ∈ J . Logo

J = I(X).

Por último, lembre que já mostramos que um mofismo f entre fechados afins X e Y corresponde

a um homomorfismo f∗ entre as k-álgebras k[Y ] e k[X] e vice-versa, nos dando então a equivalência

de categorias. 2

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T1T2 − 1) ⊂ A2. O morfismo de projeção

f : X → A1

(x1, x2) 7→ x1

não é um isomorfismo, pois 0 ∈ A1 não possui inversa. Note que

k[X] =
k[T1, T2]

⟨T1T2 − 1⟩
∼−→ k[T, T−1]

T1 7→ T

T2 7→ T−1

não é isomorfa a k[A1] = k[T ].

2 - Seja X = Z(T 3
1 − T 2

2 ) ⊂ A2. Então o morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2, t3)

é uma bijeção com inversa dada por

f−1 : X → A1

(x1, x2) 7→ x2/x1, se (x1, x2) ̸= (0, 0)

(0, 0) 7→ 0.

Como f−1 não é morfismo, então f não é isomorfismo. Note que f−1 é uma função cont́ınua

(verifique!) e portanto f é um exemplo de um homeomorfismo (i.e., uma função cont́ınua com

inversa cont́ınua) que não é um isomorfismo.

3 - Sejam X = Z(T1 + T2 − T3) e Y = Z(T 2
1 − T 2

2 + T3) hipersuperf́ıcies em A3. Vimos que

f : A3 → A3

(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x3(x2 − x1)).
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é um morfismo induzindo um morfismo f |X : X → Y . Vejamos que f |X é isomorfismo.

Considere a função

g : U → A3

(y1, y2, y3) 7→
(
y1, y2,

y3
y2 − y1

)
.

definida no aberto U de A3 dos pontos (y1, y2, y3) tais que y1 ̸= y2. É fácil ver que as composições

g ◦ f e f ◦ g são identidade nos pontos onde estão bem definidas.

Note que Y não está contido em U . Porém, se (y1, y2, y3) ∈ Y , então

y3 = y22 − y21 = (y2 − y1)(y2 + y1)

e portanto
y3

y2 − y1
= y2 + y1.

Assim podemos considerar g nos pontos de Y e

g|Y : Y → X

(y1, y2, y3) 7→ (y1, y2, y2 + y1).

é um morfismo que é a inversa de f |X . Deste modo f |X é isomorfismo e X
∼
= Y . Note que f não

é isomorfismo.

1.3 Funções racionais e mapas racionais

Na Geometria Algébrica existem “poucos” isomorfismos e logo muitas classes de isomorfismos.

Assim, problemas de classificação a menos de isomorfismo são em geral problemas dif́ıceis. (Uma

excessão é a classificação de curvas.) Uma solução posśıvel é utilizar uma classificação menos fina,

isto é, uma equivalência mais fraca que o isomorfismo.

Definição. Seja X ⊂ An uma variedade afim. O corpo de funções racionais de X é o corpo de

frações de k[X], que é

k(X) :=

{
f

g

∣∣∣∣ f, g ∈ k[X], g ̸= 0

}
/ ∼

onde f/g ∼ f ′/g′ se fg′ = f ′g.

Uma função racional φ ∈ k(X) é dita regular em um ponto x ∈ X se podemos escrever φ = f/g

com f, g ∈ k[X] e g(x) ̸= 0.

Proposição 1.18 Seja X uma variedade afim. Uma função racional que é regular em todos os

pontos de X é uma função regular.
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Demonstração. Tome φ ∈ k(X) função racional que é regular em todo ponto de X. Então para

cada x ∈ X podemos escrever φ = fx/gx com fx, gx ∈ k[X] e gx(x) ̸= 0. Seja J = ⟨gx |x ∈ X⟩

o ideal gerado pelos denominadores das representações de φ acima. Pelo Teorema 1.3 k[X] é

Noetheriano e logo existem x1, . . . , xr ∈ X tais que J = ⟨gx1 , . . . , gxr ⟩. Agora, se gx1 , . . . , gxr

tivessem zero comum em um x ∈ X, então toda função de J se anularia em x. Em particular, gx

se anularia em x o que não ocorre. Assim Z(J) = ∅ e, pelo Teorema 1.9, temos J = k[X]. Desse

modo, temos 1 ∈ J e existem h1, . . . , hr ∈ k[X] tais que
∑r
i=1 higxi = 1. Portanto

φ = (

r∑
i=1

higxi)φ =

r∑
i=1

hi(gxiφ) =

r∑
i=1

hifxi ∈ k[X],

isto é, φ é função regular. 2

Lema 1.19 Seja X uma variedade afim e φ ∈ k(X). O conjunto Uφ dos pontos de X onde φ é

regular é um aberto denso de X. Dizemos que Uφ é o domı́nio de definição de φ.

Demonstração. Escrevendo φ = fi/gi com fi, gi ∈ k[X], vemos que x ∈ Uφ sempre que gi(x) ̸= 0

para algum i. Assim, como gi é não nulo, temos Uφ ̸= ∅. Agora seja Yi = Z(gi). Pelo Teorema

1.13, Yi é fechado em X e logo Ui = X − Yi é aberto em X. Temos então que Uφ = ∪iUi é aberto

não vazio em X e, como X é irredut́ıvel, Uφ é denso em X. 2

O lema diz que uma função racional φ em uma variedade afim X define um mapa φ : Uφ → A1

onde Uφ é aberto denso de X.

Lema 1.20 Seja X variedade afim e tome φ,ψ ∈ k(X) duas funções racionais em X. Suponha

que para todo ponto x ∈ Uφ ∩ Uψ temos φ(x) = ψ(x). Então ψ = φ.

Demonstração. Por hipótese, para toda representação φ = f/g e ψ = f ′/g′ e todo x ∈ U :=

Uφ ∩ Uψ temos
f

g
(x) =

f ′

g′
(x),

ou seja, f(x)g′(x) = f ′(x)g(x). Agora considere a função regular h := fg′ − f ′g. Basta então

mostrar que h = 0 em k[X].

Temos h(x) = 0 para todo x no aberto denso U de X. Ora, h : X → A1 é uma função cont́ınua

e logo f−1(0) é um fechado em X, já que {0} é fechado em A1. Mas f−1(0) contém o aberto denso

U de X e logo deve conter U = X. 2

Obs. 1 - Na prova do lema anterior mostramos que se X é um fechado afim e h, h′ ∈ k[X] são

funções regulares tais que h(x) = h′(x) para todo x em um aberto denso de X, então h = h′.
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2 - O lema nos dá uma definição alternativa de função racional. Temos que

k(X) = {(U,φ) |U ⊂ X aberto denso, φ ∈ k[U ]}/ ∼

onde (U,φ) ∼ (V, ψ) se φ|U∩V = ψ|U∩V .

Agora tome φ1, . . . , φm funções racionais em uma variedade afim X. Seja U =
∩m
i=1 Uφi

aberto denso em X. As funções φ1, . . . , φm estão bem definidas em U e logo definem um mapa

φ = (φ1, . . . , φm) : U → Am. Dizemos que φ é um mapa racional de X em Am e denotamos por

φ : X 99K Am. O aberto U é o domı́nio de definição de φ. Se Y ⊂ Am é tal que φ(x) ∈ Y para

todo x ∈ U , então podemos escrever φ : X 99K Y e, neste caso, dizemos que φ é um mapa racional

de X em Y . A imagem de φ é definida por φ(X) := φ(U).

Proposição 1.21 Sejam X e Y variedades afins e seja φ : X 99K Y um mapa racional. Suponha

que φ(X) é denso em Y .

(a) Se ψ : Y 99K Z é um mapa racional com Z variedade afim, então a composição φ ◦ψ é um

mapa racional de X em Z.

(b) O mapa φ induz um homomorfismo injetor de corpos

φ∗ : k(Y ) → k(X)

g 7→ g ◦ φ =: φ∗(g).

Demonstração. (a) Basta notar que a composição de frações de polinômios é ainda uma fração

de polinômios. Note ainda que, como φ(X) e o domı́nio de definição V de ψ são ambos densos em

Y , então φ−1(V ) é ainda um aberto denso de X e é o aberto de definição da composição φ ◦ ψ.

(b) Pelo item (a) com Z = A1, temos φ∗(g) ∈ k(X) para todo g ∈ k(Y ). Como na Proposição

1.15, vemos que φ∗ é homomorfismo de corpos e, portanto, injetor. 2

Obs. Do mesmo modo que para morfismos, um homomorfismo de corpos φ∗ : k(Y )→ k(X) induz

um mapa racional φ = (φ1, . . . , φm) : X 99K Y onde Y ⊂ Am e φi = φ∗(si) onde si ∈ k[Y ] é a

imagem de Si no quociente k[S1, . . . , Sm]/I(Y ).

Definição. Um mapa birracional entre variedades afins X e Y é um mapa racional φ : X 99K Y
com φ(X) denso em Y e tal que existe mapa racional ψ : Y 99K X de modo que φ ◦ ψ e ψ ◦ φ são

identidades onde estão definidas. Dizemos que X e Y são birracionalmente equivalentes ou apenas

birracionais.

Note que neste caso φ∗ é isomorfismo de corpos pois tanto φ∗ quanto sua inversa ψ∗ são

injetoras. Reciprocamente, se φ∗ é isomorfismo então φ é birracional.
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Obs. Se X e Y são variedades afins, então

X isomorfo a Y ⇔ k[X] isomorfo a k[Y ];

X birracional a Y ⇔ k(X) isomorfo a k(Y ).

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T1T2 − 1) variedade em A2. Já vimos que a projeção

f : X → A1

(x1, x2) 7→ x1

não é um isomorfismo. Porém f é mapa birracional. De fato, f tem uma inversa racional

f−1 : A1 99K X

t 7→ (t, 1/t)

definida em A1 − {0}. Vimos que k[X]
∼
= k[T, T−1] e logo k(X)

∼
= k(T ) que é k(A1).

2 - Seja X = Z(T 3
1 − T 2

2 ) variedade em A2. O morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2, t3)

é birracional com inversa dada por

f−1 : X → A1

(x1, x2) 7→ x2/x1

definida em X − {(0, 0)}.

3 - Toda variedade afim é birracional a uma hipersuperf́ıcie irredut́ıvel em Am para algum

m. De fato, seja X uma variedade afim. Note que k(X) é uma extensão de k. Seja m − 1

o grau de transcendência da extensão k(X)|k. Temos então que (cf. Shafarevich apêndice 5)

k(X)
∼
= k(s1, . . . , sm) com s1, . . . , sm−1 algebricamente independentes sobre k e F (s1, . . . , sm) = 0

para algum F ∈ k[T1, . . . , Tm] irredut́ıvel com derivada FTm não-nula. Tome Y = Z(F ) ⊂ Am

hipersuperf́ıcie irredut́ıvel. Então

k[Y ] = k[T1, . . . , Tm]/⟨F ⟩ = k[s1, . . . , sm]

implicando que

k(Y ) = k(s1, . . . , sm)
∼
= k(X).

Logo X é birracional a Y .
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Os exemplos ilustram o fato de que a condição de duas variedades serem birracionais é realmente

mais fraca que a de serem isomorfas. Desse modo, a classificação de variedades a menos de

equivalência birracional é um problema mais simples que a classificação a menos de isomorfismo.

Um fato talvez surpreendente é que este problema seja relevante, ou melhor, que a classe de

variedades a menos de equivalência birracional ainda guarde informação relevante sobre a variedade.

Falaremos mais sobre birracionalidade na Seção 2.4.

2 Variedades quasi-projetivas

2.1 Topologia de Zariski em Pn

A idéia básica da geometria projetiva é acrescentar pontos no infinito, de modo que, por exemplo,

quaisquer duas retas no plano se intersectem. É claro que isso não ocorre no plano afim. Para

construir o plano projetivo, identificamos o plano afim A2 com o plano

{(x0, x1, x2) ∈ k3|x0 = 1}

do espaço afim k3. Cada ponto (1, x1, x2) deste plano determina uma reta passando pela origem,

a saber a reta {(λ, λx1, λx2)|λ ∈ k}. As retas em k3 passando pela origem que não intersectam

o plano “x0 = 1” são as retas do plano “x0 = 0”. Intuitivamente, uma tal reta encontra o plano

“x0 = 1” no infinito. Usamos estas retas então para definir os pontos no infinito.

Assim, o plano projetivo P2 é tal que existe bijeção

{pontos de P2} ↔ {retas em k3 passando pela origem}.

Uma tal reta é da forma {(λx0, λx1, λx2)|λ ∈ k}, onde (x0, x1, x2) ∈ k3 não é a origem. Note que

dois vetores (x0, x1, x2) e (y0, y1, y2) definem a mesma reta pela origem se e somente se

(y0, y1, y2) = (λx0, λx1, λx2)

para algum λ ∈ k. Denotamos o ponto correspondente em P2 por (x0 : x1 : x2). Analogamente,

o espaço projetivo de dimensão n é denotado por Pn e tem pontos que correspondem a retas em

kn+1 passando pela origem.

Definição. O espaço projetivo de dimensão n é dado por

Pn := Pnk := kn+1/ ∼

onde

(x0, . . . , xn) ∼ (y0, . . . , yn)⇐⇒ xi = λyi, ∀i = 1, . . . , n para algum λ ∈ k∗.
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O ponto de Pn correspondente a (x0, . . . , xn) é denotado por (x0 : . . . : xn) e dizemos que x0, . . . , xn

são as coordenadas homogêneas ou coordenadas projetivas do ponto.

Usualmente, chamamos de pontos finitos aos pontos do conjunto

{(x0 : . . . : xn) ∈ Pn|x0 ̸= 0} = {(1 : x1 : . . . : xn)|(x1, . . . , xn) ∈ An}

e chamamos de pontos infinitos aos pontos do conjunto

{(x0 : . . . : xn) ∈ Pn|x0 = 0} = {(0 : x1 : . . . : xn)|(x1 : . . . : xn) ∈ Pn−1}.

Note que o conjunto dos pontos finitos de Pn pode ser identificado com An e o conjunto dos pontos

infinitos pode ser identificado com Pn−1.

Em particular, temos

P1 = reta afim dos pontos finitos ∪ {(0 : 1)},

e assim P1 tem um único ponto infinito. E temos

P2 = plano afim dos pontos finitos ∪ reta projetiva dos pontos infinitos.

O espaço projetivo Pn também é imbúıdo de uma topologia de Zariski dada por polinômios.

Tome F ∈ k[T0, . . . , Tn]. Não faz sentido falar do valor de F em um ponto (x0 : . . . : xn) pois

este valor em geral depende da escolha de coordenadas projetivas, isto é, F (λx0, . . . , λxn) em geral

depende de λ. Dizemos que F se anula em (x0 : . . . : xn) se F (λx0, . . . , λxn) = 0 para todo λ ∈ k∗.

Se F se anula em um ponto x ∈ Pn, por vezes escrevemos F (x) = 0.

Lembre que um polinômio F ∈ k[T0, . . . , Tn] é dito homogêneo de grau r se

F (λx0, . . . , λxn) = λrF (x0, . . . , xn)

para todo λ ∈ k. Os polinômios homogêneos de grau r são então da forma

F =
∑

r0+...+rn=r

cr0,...,rnT
r0
0 · · ·T rnn .

Assim todo polinômio F ∈ k[T0, . . . , Tn] se escreve como uma soma F = F0 + . . . + Fd onde Fi ∈

k[T0, . . . , Tn] é um polinômio homogêneo de grau i. Dizemos que F0, . . . , Fd são as componentes

homogêneas de F . Agora suponha que F se anula em um ponto (x0 : . . . : xn) ∈ Pn. Então para
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todo λ ∈ k temos

0 = F (λx0, . . . , λxn)

= F0(λx0, . . . , λxn) + F1(λx0, . . . , λxn) + . . .+ Fd(λx0, . . . , λxn)

= F0(x0, . . . , xn) + λF1(x0, . . . , xn) + . . .+ λdFd(x0, . . . , xn).

Fazendo ai := Fi(x0, . . . , xn), vemos que todo λ ∈ k é raiz do polinômio a0 + Ta1 + . . . + T dad.

Como k é infinito (por ser algebricamente fechado) o polinômio deve ser identicamente nulo, ou

seja, temos que ter Fi(x0, . . . , xn) = 0 para todo i = 0, . . . , d.

Definição. Seja S ⊂ k[T0, . . . , Tn] um subconjunto. O conjunto de zeros de S é

Zp(S) := {x ∈ Pn |F (x) = 0 para todo F ∈ S}.

Um subconjunto X ⊂ Pn é dito fechado se X = Z(S) para algum S. Um subconjunto de Pn é

aberto se seu complementar é fechado. Os abertos (resp. fechados) de Pn são também chamados

abertos projetivos (resp. fechados projetivos ou conjuntos algébricos projetivos).

Para X ⊂ Pn um subconjunto, definimos o ideal de X por

Ip(X) := {F ∈ k[T0, . . . , Tn] |F (x) = 0 para todo x ∈ X}.

Note que o ideal Ip(X) é um ideal homogêneo, isto é um polinômio F está em Ip(X) se e somente

se todas as componentes homogêneas de F estão em Ip(X).

Obs. 1 - Os abertos em Pn formam uma topologia chamada topologia de Zariski de Pn. De fato,

as afirmações (b), (c) e (d) do Lema 1.1 continuam válidas para Pn. A topologia de Zariski de Pn

se estende a subconjuntos X ⊂ Pn tomando-se interseções. Os fechados (resp. abertos) de X são

então interseções de X com fechados (resp. abertos) de Pn.

2 - Pelo Teorema 1.3, o anel k[T0, . . . , Tn] é Noetheriano e, como para cada X ⊂ Pn o ideal

Ip(X) é homogêneo, podemos escrever

Ip(X) = ⟨F1, . . . , Fk⟩

com F1, . . . , Fk polinômios homogêneos.

3 - Da mesma forma que na Proposição 1.11, mostra-se que todo X ⊂ Pn se escreve de modo

único como

X =W1 ∪ · · · ∪Wk

com W1, . . . ,Wk fechados irredut́ıveis em X tais que Wi ̸⊂ Wj se i ̸= j. Novamente, diremos que

W1, . . . ,Wk são as componentes irredut́ıveis de X. Um fechado projetivo irredut́ıvel é dito uma

variedade projetiva.
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Existe uma diferença básica entre os casos afim e projetivo. Considere o ideal I = ⟨T0, . . . , Tn⟩.

Então Zp(I) = ∅ já que, se os polinômios de I se anulassem em um ponto (x0 : . . . : xn) ∈ Pn,

teŕıamos que ter x0 = · · · = xn = 0.

Teorema 2.1 (Teorema projetivo dos zeros) Existe bijeção revertendo inclusões

{fechados em Pn} ←→

 ideais radicais homogêneos em

k[T0, . . . , Tn] diferentes de ⟨T0, . . . , Tn⟩


X 7→ Ip(X)

Zp(J) ← J

Antes de mostrar o teorema, precisamos relembrar uma definição. Um subconjunto C de kn+1

é dito um cone se λ ·c ∈ C para todo c ∈ C e λ ∈ k. Note que 0 := {(0, . . . , 0)} é um cone chamado

o cone nulo.

Demonstração. Considere a projeção natural

π : kn+1 − 0 −→ Pn

(x0, . . . , xn) 7→ (x0 : . . . : xn).

Existe bijeção monótona

{subconjuntos em Pn} ↔ {cones não nulos em kn+1}

X 7→ π−1(X) ∪ 0

π(C − 0) ← C.

Agora, um fechado C em kn+1 é um cone se e somente se é o conjunto de zeros de uma famı́lia de

polinômios homogêneos. Assim, temos bijeção

{fechados em Pn} ↔

 cones fechados

não nulos em kn+1

 ↔

 ideais radicais homogêneos em

k[T0, . . . , Tn] distintos de ⟨T0, . . . , Tn⟩


2

Corolário 2.2 (Teorema fraco projetivo dos zeros) Seja J ⊂ k[T0, . . . , Tn] um ideal homogêneo.

As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Zp(J) = ∅;

(ii)
√
J = ⟨T0, . . . , Tn⟩ ou

√
J = k[T0, . . . , Tn];

(iii) T r0 , . . . , T
r
n ∈ J para algum r ≥ 0;

(iv) existe d ≥ 0 tal que todo polinômio homogêneo de grau d está contido em J .
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Exemplo.(Variedades determinantais) Considere o conjunto das matrizes de ordem m×n a menos

de multiplicação por escalar. Este conjunto é identificado com Pmn−1. Denote por xM ∈ Pmn−1 o

ponto associado à matriz M . Para k ≥ 0 definimos

Xk := {xM ∈ Pmn−1| rk(M) ≤ k},

onde rk(M) é o posto da matriz M . Como o posto é invariante por multiplicação por escalar não

nulo, então Xk está bem definido. Vamos mostrar que Xk é fechado em Pmn−1.

Lembre que, por definição, uma matriz M tem posto k se o determinante de seus menores de

ordem (k+1)×(k+1) são nulos e existe menor de ordem k×k com determinante não nulo. Assim,

xM ∈ Xk se e somente se todos os menores de ordem (k+ 1)× (k+ 1) de M se anulam. Ora, esta

condição é polinomial em xM (pois o determinante é um polinômio nas entradas da matriz) e logo

Xk é fechado em Pmn−1. É posśıvel mostrar que Xk é irredut́ıvel com dimensão (m− k)(n− k).

O espaço projetivo Pn tem uma cobertura por abertos afins. De fato, os conjuntos

Ani := {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn|xi ̸= 0} = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn|xi = 1}

são abertos em Pn e podem ser identificados com An. Além disso, é óbvio que

Pn =

n∪
i=0

Ani .

Deste modo, se Y é um subconjunto de An, geralmente consideramos Y como subconjunto de Pn

identificando An com An0 .

Seja F ∈ k[T0, . . . , Tn] um polinômio homogêneo. A desomogenização de F é o polinômio f =

F (1, T1, . . . , Tn) ∈ k[T1, . . . , Tn]. Reciprocamente, tome f ∈ k[T1, . . . , Tn] e escreva f = f0+. . .+fd

com fi homogêneo de grau i. Então a homogenização de f é o polinômio homogêneo de grau d

F =

d∑
i=0

fiT
d−i
0 ∈ k[T0, . . . , Tn].

Agora tome X ⊂ Pn fechado. Identificando An = An0 , consideramos o conjunto dos pontos

finitos de X, isto é, a interseção X∩An. O ideal de X∩An é o ideal gerado pelas desomogenizações

de todos os polinômios de Ip(X). Reciprocamente, tome Y ⊂ An fechado. Seja J o ideal de

k[T0, . . . , Tn] gerado pelas homogenizações de todos os polinômios de I(Y ). O fecho projetivo de

Y é o fechado Y = Zp(J). Note que o conjunto dos pontos finitos de Y é o próprio Y , visto como

subconjunto de Pn.

Obs. 1 - Se Y é uma hipersuperf́ıcie de An, isto é I(Y ) = ⟨f⟩ com f ∈ k[T1, . . . , Tn], então o fecho

projetivo de Y é Y = Zp(F ) onde F é a homogenização de f .
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2 - O fecho projetivo de Y ⊂ An é de fato o fecho de Y em Pn. Mais geralmente, é posśıvel

mostrar de modo análogo à Proposição 1.6 que se X ⊂ Pn então o fecho de X é X = Zp(Ip(X)).

Exemplo. 1 - Tome Y = Z(T 2
2 − T 3

1 ) ⊂ A2 a curva cuspidal. A homogenização de f = T 2
2 − T 3

1 é

F = T0T
2
2 − T 3

1 e logo Y = Zp(T0T
2
2 − T 3

1 ). Os pontos infinitos de Y são

Y ∩ Zp(T0) = {(x0 : x1 : x2) ∈ P2 |x0x22 = x31, x0 = 0}

= {(x0 : x1 : x2) ∈ P2 |x0 = 0, x1 = 0}

= {(0 : 0 : x2)|x2 ∈ k} = {(0 : 0 : 1)}.

2 - Considere a hipersuperf́ıcie Y = Z(T3+T
2
1−T 2

2 ) ⊂ A3. A homogenização de f = T3+T
2
1−T 2

2

é F = T0T3 + T 2
1 − T 2

2 e logo Y = Zp(T0T3 + T 2
1 − T 2

2 ). Os pontos infinitos de Y são

Y ∩ Zp(T0) = {(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3 |x0x3 = x22 − x21, x0 = 0}

= {(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3 |x0 = 0, x21 = x22}

= {(0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3 |x2 = ±x1}

= {(0 : s : s : t) | s, t ∈ k} ∪ {(0 : s : −s : t) | s, t ∈ k}.

Os pontos infinitos de X formam um par de retas em P3, ou seja, cada um dos conjuntos acima é

isomorfo a P1. (Veja a Seção 1.2.)

Definição. Um conjunto algébrico quasi-projetivo é um subconjunto de Pn satisfazendo as seguin-

tes condições equivalentes:

(i) X é a interseção de um aberto e um fechado de Pn;

(ii) X é um subconjunto fechado de um aberto de Pn;

(iii) X é um subconjunto aberto de um fechado de Pn;

(iv) X é um subconjunto aberto de seu fecho.

Uma variedade quasi-projetiva é um conjunto algébrico quasi-projetivo irredut́ıvel.

Exemplo. 1 - Todo fechado projetivo é conjunto algébrico quasi-projetivo.

2 - Seja X ⊂ An um fechado afim. Identificando An com An0 temos X ⊂ Pn. Note que

X = X ∩ An0 . Assim, como X é fechado em Pn e An0 é aberto em Pn, temos que X é conjunto

algébrico quasi-projetivo.

3 - Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo e Y um aberto (resp. fechado) de X. Então Y

é um conjunto algébrico quasi-projetivo. De fato, podemos escrever X = X1 ∩X2 com X1 fechado

e X2 aberto em Pn para algum n. Como Y é aberto (resp. fechado) em X, temos Y = Y1 ∩X com
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Y1 aberto (resp. fechado) em Pn. Deste modo, temos

Y = X1 ∩ (X2 ∩ Y1) (resp. Y = (X1 ∩ Y1) ∩X2)

e como X1 é fechado e X2 ∩ Y1 é aberto em Pn (resp. X1 ∩ Y1 é fechado e X2 é aberto em Pn),

então Y é um conjunto algébrico quasi-projetivo.

Queremos estender os conceitos de funções regulares e racionais, morfismos e mapas racionais

a conjuntos algébricos quasi-projetivos.

2.2 Funções regulares e morfismos

Um polinômio F ∈ k[T0, . . . , Tn] não pode ser visto como função em Pn já que, em geral, para

λ ∈ k temos F (λx0, . . . , λxn) ̸= F (x0, . . . , xn). Além disso, um quociente f = P/Q com P,Q ∈

k[T0, . . . , Tn] só pode ser visto como função em Pn se P e Q são homogêneos do mesmo grau.

Tome X ⊂ Pn um conjunto algébrico quasi-projetivo e tome f = P/Q com P,Q ∈ k[T0, . . . , Tn]

homogênos de mesmo grau. Dizemos que f é regular em um ponto x ∈ X se f está bem definido

em x, isto é, se Q(x) ̸= 0. A função f é dita regular em X se é regular em cada ponto de X. As

funções regulares em X formam uma k-álgebra denotada k[X]. De fato, se a ∈ k e f, g ∈ k[X],

então é fácil ver que af , f + g e fg estão ainda em k[X]. Dizemos que k[X] é o anel das funções

regulares de X.

Obs. 1 - Se uma função f é regular em um ponto x então, por continuidade, f é regular em uma

vizinhança U de x. Assim, f define uma função U → k.

2 - Se Y ⊂ X então k[X] ⊂ k[Y ].

3 - Seja X um fechado afim, digamos X ⊂ An. Considere X ⊂ Pn do modo usual e tome

f = P/Q uma função regular em X, com P,Q ∈ k[T0, . . . , Tn] homogêneos de mesmo grau. Sejam

p, q ∈ k[T1, . . . , Tn] as desomogenizações de P,Q. Como X ⊂ An0 , para cada x ∈ X temos

f(x) =
P

Q
(x) =

p

q
(x).

Assim f é uma função racional no fechado afim X que é regular em todos os pontos de X. Pela

Proposição 1.18, temos que f é regular no sentido definido anteriormente.

Exemplo. k[Pn] = k. De fato, tome f = P/Q regular em Pn. Suponha que P,Q não têm fator

comum não-constante. Se o grau de Q fosse diferente de zero, então Q teria alguma raiz, isto é,

existiria x ∈ Pn tal que Q(x) = 0 e logo f não seria regular em x. Assim o grau de Q, e logo o

grau de F , é zero, ou seja, f = P/Q é constante.
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Veremos mais adiante (Corolário 2.16) que k[X] = k para todo fechado projetivo X. Por outro

lado, é fácil mostrar que se X é fechado afim então k[X] = k se e somente se X consiste de um

único ponto. Mais ainda, lembre que k[X] é sempre finitamente gerado como k-álgebra se X é

fechado afim, mas existem exemplos de conjuntos algébricos quasi-projetivos cujos anéis de funções

regulares não são finitamente gerados.

Definição. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Uma função f : X → Y é um

morfismo se para todo aberto V ⊂ Y e toda função regular g ∈ k[V ] temos

(i) f−1(V ) é aberto em X (isto é, f é cont́ınua);

(ii) g ◦ f é uma função regular em f−1(V ).

Obs. 1 - Pela Proposição 1.15 e seu corolário, se f : X → Y é um morfismo entre fechados afins

como definido anteriormente, então f é um morfismo pela nova definição.

2 - Um morfismo f : X → Y entre conjuntos algébricos quasi-projetivos induz um mapa de

pullback

f∗ : k[Y ] → k[X]

g 7→ g ◦ f

Proposição 2.3 Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos com Y ⊂ Pm. Seja f : X → Y

uma função cont́ınua tal que, para cada x ∈ X existe aberto V ⊂ Y contendo f(x) e funções

regulares f0, . . . , fm ∈ k[f−1(V )] tais que, para cada x′ ∈ f−1(V ), temos

f(x′) = (f0(x
′) : . . . : fm(x′)).

Então f é um morfismo.

Demonstração. Precisamos apenas verificar a condição (ii) da definição. Tome g ∈ k[V ], então

g = (P/Q)|V com P,Q ∈ k[T0, . . . , Tm]. Suponha X ⊂ Pn. Como fi ∈ k[f−1(V )], temos fi =

(Ri/Si)|f−1(V ) com Ri, Si ∈ k[T0, . . . , Tn]. Assim para cada x′ ∈ f−1(V ) temos

(g ◦ f)(x′) =
P
(
R0(x)
S0(x)

, . . . , Rm(x)
Sm(x)

)
Q
(
R0(x)
S0(x)

, . . . , Rm(x)
Sm(x)

) =
P (y′)

Q(y′)

onde y′ = f(x′) ∈ V . Assim Q(y′) ̸= 0 e, como composição de frações de polinômios é fração de

polinômios, temos g ◦ f regular em f−1(V ). 2
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Teorema 2.4 Seja f : X → Y um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos com Y ⊂ Pn.

Então para cada x ∈ X existe aberto U de X contendo x tal que para todo x′ ∈ U temos

f(x′) = (f0(x
′) : . . . : fm(x′))

com f0, . . . , fm ∈ k[U ].

Demonstração. Tome x ∈ X. Então f(x) ∈ Ami para algum i = 0, . . . ,m. Suponha sem perda

de generalidade que f(x) ∈ Am0 e tome V = Y ∩ Am0 aberto em Y contendo f(x). As funções

T1
T0
, . . . ,

Tm
T0

são regulares em V . Como f é cont́ınua, então U = f−1(V ) é aberto em X contendo x. Para cada

i = 1, . . . ,m temos

si :=
Ti
T0
◦ f ∈ k[U ].

Então para cada x′ ∈ U temos

f(x′) = (1 : s1(x
′) : . . . : sm(x′)).

De fato, se f(x′) = (y0 : . . . : ym), como f(x′) ∈ V ⊂ Am0 , temos

f(x′) =

(
1 :

y1
y0

: . . . :
ym
y0

)
=

(
1 :

T1
T0
◦ f(x′) : . . . : Tm

T0
◦ f(x′)

)
= (1 : s1(x

′) : . . . : sm(x′)).

2

Obs. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. Tome F0, . . . , Fm ∈ k[T0, . . . , Tn] homogêneos

de mesmo grau sem zeros em comum em X. Então

f = (F0 : . . . : Fm) : X → Pm

x 7→ (F0(x) : . . . : Fm(x))

é um morfismo. De fato, é fácil mostrar que f é cont́ınua e leva funções regulares em funções

regulares.

Definição. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Um isomorfismo,
∼
= entre X e Y

é um morfismo f : X → Y tal que existe um morfismo g : X → Y de modo que as composições

g ◦ f e f ◦ g são identidade em X e Y . Dizemos neste caso que X e Y são isomorfos.
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Um conjunto algébrico quasi-projetivo é dito afim se for isomorfo a um fechado afim. Em

particular todo fechado afim é um conjunto algébrico afim. Porém nem todo conjunto algébrico

afim é um fechado afim. Por exemplo, X = A1−{0} é isomorfo ao fechado afim Y = Z(T1T2− 1).

De fato, o morfismo de projeção

f : Y → X

(x1, x2) 7→ x1

tem inversa dada por

f−1 : X → Y

t 7→ (t, 1/t).

Como 1/t é regular em X, então f−1 um morfismo mostrando que X
∼
= Y . Assim X é conjunto

algébrico afim, mas claramente X não é fechado afim. Deste modo, a noção de fechado afim não é

invariante por isomorfismo, mas a noção de conjunto algébrico afim é.

Analogamente, um conjunto algébrico quasi-projetivo X é dito projetivo se for isomorfo a um

fechado projetivo. Em particular todo fechado projetivo é conjunto algébrico projetivo. Veremos

no Corolário 2.15 que todo conjunto algébrico quasi-projetivo é um fechado projetivo.

Exemplo.(Mergulho de Veronese) Uma hipersuperf́ıcie de grau d de Pn é o conjuntoX dos zeros de

um polinômio homogêneo F ∈ k[T0, . . . , Tn] de grau d. Se d = 1, dizemos que X é um hiperplano.

O mergulho de Veronese permite realizar hipersuperf́ıcies de grau d como hiperplanos.

Tome N = (n+dd )− 1. O megulho de Veronese é um morfismo injetor

ν = νn,d : Pn → PN

tal que se X é hipersuperf́ıcie de grau d então ν(X) é um hiperplano da imagem ν(Pn), isto é ν(X)

é a interseção de ν(Pn) com um hiperplano de PN . Escreveremos as coordenadas homogêneas em

PN como vi0,...,in onde i0, . . . , in ≥ 0 e i0 + . . .+ in = d. O mapa ν : Pn → PN é dado por

ν(x0 : . . . : xn) = (. . . : vi0,...,in : . . .) = (. . . : xi00 · · ·xinn : . . .).

É claro que ν é um mofismo, pois é dado por polinômios homogêneos sem zeros em comum.

Vejamos que a imagem ν(Pn) é o conjunto de zeros dos polinômios

(4) Vi0,...,in · Vj0,...,jn = Vk0,...,kn · Vl0,...,ln

onde ir+ jr = kr+ lr para todo r = 0, . . . , n. De fato, é óbvio por definição que os pontos de ν(Pn)

satisfazem (4). Reciprocamente, se v = (. . . : vi0,...,in : . . .) satisfaz (4), temos que pelo menos
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uma das coordenadas do tipo v0,...,d,...,0 é não nula pois, caso contrário, todas as coordenadas de v

seriam nulas por (4). Supomos sem perda de generalidade que vd,0,...,0 ̸= 0. Tome

x0 = vd,0,...,0, x1 = vd−1,1,0,...,0, . . . xn = vd−1,0,...,1

e considere x = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn. Queremos ver que ν(x) = v. Temos

v(x) = (. . . : (vd,0,...,0)
i0(vd−1,1,0,...,0)

i1 · · · (vd−1,0,...,1)
in : . . .)

(∗)
= (. . . : (vd,0,...,0)

d−1(vi0,...,in) : . . .)

= (. . . : vi0,...,in : . . .) = v

onde a igualdade (∗) segue de (4), já que

d · i0 + (d− 1)(i1 + . . .+ in) = i0 + (d− 1)(i0 + . . .+ in) = i0 + d(d− 1).

Deste modo, temos que ν(Pn) é fechado em PN . Mais ainda, o argumento acima mostra como

construir uma inversa para o morfismo de Veronese, isto é, mostra que ν é um isomorfismo entre

Pn e sua imagem ν(Pn).

Para n = 1, a imagem ν1,d(P1) ⊂ Pd é isomorfa a P1 e é chamada a curva de Veronese ou curva

normal racional de grau d. Tomando por exemplo n = 1 e d = 2 temos

ν1,2 : P1 ∼−→ ν1,2(P1) = {(y2,0 : y1,1 : y0,2) ∈ P2 | y21,1 = y2,0y0,2}

(x0 : x1) 7→ (x20 : x0x1 : x21)

(y2,0 : y1,1) ← (y2,0 : y1,1 : y0,2), se y2,0 ̸= 0 ou y1,1 ̸= 0

(y1,1 : y0,2) ← (y2,0 : y1,1 : y0,2), se y1,1 ̸= 0 ou y0,2 ̸= 0.

O inverso do morfismo de Veronese é um exemplo de um morfismo que não pode ser dado global-

mente por polinômios homogêneos.

Agora tome X ⊂ Pn uma hipersuperf́ıcie de grau d, digamos X = Zp(F ) com

F =
∑

i0+...+in=d

ai0,...,inT
i0
0 · · ·T inn ∈ k[T0, . . . , Tn]

homogêneo de grau d. Então a imagem ν(X) é a inteseção de ν(Pn) com o hiperplano H de PN

dado por ∑
i0+...+in=d

ai0,...,inVi0,...,in .

Mais ainda, temos isomorfismo

(5) X
∼
= ν(X) = ν(Pn) ∩H.
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Definição. Seja X ⊂ Pn fechado e F ∈ k[T0, . . . , Tn] um polinômio homogêneo. Então o aberto

XF := {x ∈ X |F (x) ̸= 0}

é chamado um aberto principal de X. Note que se f ∈ k[X] então o aberto Xf = {x ∈ X|f(x) ̸= 0}

também é um aberto principal. De fato, se f = P/Q então f(x) ̸= 0 se e somente se P (x) ̸= 0,

isto é, Xf = XP .

Usando o mergulho de Veronese mostraremos que os abertos principais em um fechado projetivo

X são conjuntos algébricos afins. Note que os abertos principais formam uma cobertura de X, isto

é, temos

X =
∪

F∈k[T0,...,Tn]

XF .

Dizemos que X tem uma cobertura por abertos afins, isto é, abertos em X que são conjuntos

algébricos afins.

Proposição 2.5 Seja X ⊂ Pn um fechado e F ∈ k[T0, . . . , Tn] homogêneo de grau d ≥ 1. Então

o aberto principal XF é um conjunto algébrico afim.

Demonstração. Primeiro supomos que F tem grau 1, isto é, F = a0T0 + . . . + anTn com

a0, . . . , an ∈ k. Vamos construir um isomorfismo de Pn em Pn tal que

PnF = Pn − Zp(F )
∼
= An0 = Pn − Zp(T0),

o que ocorre se e somente se

Zp(F )
∼
= Zp(T0).

Note que Zp(F ) é um hiperplano. Como o polinômio F é não nulo, temos ai ̸= 0 para algum

i = 0, . . . , n. Considere o morfismo

φ : Pn → Pn

(x0 : . . . : xn) 7→ (y0 : . . . : yn)

dado por

y0 = a0x0 + . . .+ anxn, yi = x0, yj = xj se j ̸= 0, i.

Então φ é um isomorfismo com inversa φ−1(y0 : . . . : yn) = (x0 : . . . : xn) onde

x0 = yi, xi =
1

ai

y0 − a0yi − ∑
1≤j≤n, j ̸=i

ajyj

 , xj = yj se j ̸= 0, i.
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Note que φ(Zp(F )) = Zp(T0) e logo PnF
∼
= An0

∼
= An, mostrando que PnF é conjunto algébrico afim.

Agora suponha que F tem grau d e considere o mergulho de Veronese

ν = νn,d : Pn → PN

onde N = (n+dd ) − 1. Seja Y = Zp(F ). Por (5) temos Y
∼
= ν(Y ) = ν(Pn) ∩ H, onde H é um

hiperplano em PN . Então

PnF = Pn − Y ∼
= ν(Pn)− ν(Y ) = ν(Pn) ∩ (PN −H).

Pela primeira parte temos PN −H ∼
= AN . Como ν(Pn) é fechado em PN , então ν(Pn)∩ (PN −H)

é fechado em PN −H ∼
= AN . Logo PNF é conjunto algébrico afim.

Por último, tome X ⊂ Pn fechado. Então XF = X ∩ PnF é fechado no conjunto agébrico afim

PnF e assim XF é também um conjunto algébrico afim. 2

Na parte final da demonstração usamos o seguinte resultado:

Lema 2.6 Seja X um conjunto algébrico afim e Y ⊂ X um fechado. Então Y é um conjunto

algébrico afim.

Demonstração. Tome W ⊂ An fechado com isomorfismo φ : X →W . Seja ψ :W → X a inversa

de φ. Como ψ é cont́ınua, então φ(Y ) = ψ−1(Y ) é fechado em W . Deste modo, φ(Y ) = W ∩ Z

com Z ⊂ An fechado. Ora, W e Z são fechados em An e logo φ(Y ) é também fechado em An.

Assim Y
∼
= φ(Y ) é conjunto algébrico afim. 2

2.3 Produtos

Tome X ⊂ An e Y ⊂ Am fechados afins. Suponha que

X = Z(F1, . . . , Fr) Y = Z(G1, . . . , Gs)

onde F1, . . . , Fr ∈ k[T1, . . . , Tn] e G1, . . . , Gs ∈ k[S1 . . . , Sm]. Considere o produto

X × Y := {(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ An+m | (x1, . . . , xn) ∈ X, (y1, . . . , ym) ∈ Y }.

Então X × Y é fechado em An+m já que

X × Y = Z(F1, . . . , Fr, G1, . . . , Gs)

onde consideramos k[An+m] = k[T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm]. Deste modo, identificamos An ×Am com

An+m.
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Obs. A topologia em An × Am dada acima não é a topologia produto. De fato, como An não é

Hausdorff, a diagonal

∆An = {(x, x) |x ∈ An} ⊂ An × An

não é fechada na topologia produto. Mas é claro que ∆An é fechada em An×An já que é o conjunto

de zeros dos polinômios Ti − Si com i = 1, . . . , n.

Para X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos, é mais complicado ver o produto X × Y

como um conjunto algébrico. De fato, o procedimento acima não funciona, pois não existe maneira

natural de identificar Pn×Pm com Pn+m. Para ver o produto Pn×Pm como um conjunto algébrico

projetivo, usamos o mergulho de Segre.

Teorema 2.7 (Mergulho de Segre) A aplicação

φ : Pn × Pm −→ Pnm+n+m

((x0 : . . . : xn), (y0 : . . . : ym)) 7→ (. . . : xiyj : . . .)

é injetora. Se consideramos Pnm+n+m com coordenadas zij onde 0 ≤ i ≤ n e 0 ≤ j ≤ m, então φ

tem como imagem o fechado projetivo

{(. . . : zij : . . .) ∈ Pnm+n+m | zijzkl = zilzkj , para 0 ≤ i, k ≤ n, 0 ≤ j, l ≤ m}.

Demonstração. Primeiro note que φ está bem definida, isto é, existem i, j tais que xiyj ̸= 0.

Mais ainda, temos φ(Ani ×Amj ) ⊂ Anm+n+m
ij . Primeiro temos que mostrar que φ tem uma inversa.

Tome z = (. . . : zij : . . .) ∈ Pnm+n+m tal que

(6) zijzkl = zilzkj

para 0 ≤ i, k ≤ n, 0 ≤ j, l ≤ m. Suponha sem perda de generalidade que z ∈ Anm+n+m
kl , de modo

que zkl = 1. Definimos pontos x ∈ Pn e y ∈ Pm por

xi = zil para i = 0, . . . , n

yj = zkj para j = 0, . . . ,m.

Note que xk = yl = zkl = 1 e logo x ∈ Ank e y ∈ Aml . Vamos mostrar que o mapa definido por

ψ : z 7→ (x, y)

é inversa de φ.

De fato, tome z ∈ Anm+n+m
kl . Para x e y como definidos acima, temos

φ(x, y) = (. . . : xiyj : . . .) = (. . . : zij : . . .) = z,
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já que

xiyj = zilykj = zijzkl = zij .

Assim φ ◦ ψ = 1. Analogamente, ψ ◦ φ = 1 já que se z = φ(x, y) então zij = xiyj e logo

(z0l : . . . : znl) = (x0yl : . . . : xnyl) = (x0 : . . . : xn) = x

(zk0 : . . . : zkm) = (xky0 : . . . : xkym) = (y0 : . . . : yn) = y.

2

Obs. A imagem do mergulho de Segre é uma variedade determinantal. De fato, podemos expressar

z ∈ Pnm+n+m como uma matriz (zij) de ordem (n+1)×(m+1). A condição (6) é então a condição

de anulamento dos menores 2 × 2 da matriz. Assim vemos que a imagem de φ é a variedade

determinantal

X1 = {(zij) | rk(zij) ≤ 1}.

Identificamos então o produto Pn×Pm com sua imagem φ(Pn×Pm) em Pnm+n+m e desta forma

consideramos Pn×Pm como um fechado projetivo. Via esta identificação, os fechados em Pn×Pm

são os subconjuntos Z ⊂ Pn × Pm tais que φ(Z) é fechado em φ(Pn × Pm), ou melhor, fechado

em Pnm+n+m. A topologia definida acima é a topologia de Zariski em Pn × Pm. Novamente a

topologia de Pn×Pm não é a topologia produto. Vejamos que a topologia de Zariski contém todos

os abertos da topologia produto de Pn × Pm. Lembre que se X1 e X2 são espaços topológicos, a

topologia produto em X1 ×X2 é a topologia gerada pelos conjuntos da forma X1 × Y2 e Y1 ×X2

onde Yi ⊂ Xi é fechado para i = 1, 2.

Seja X ⊂ Pn um fechado. Vejamos que X × Pm é fechado em Pn × Pm. Para isso primeiro

considere um polinômio

F =
∑

e0+...+en=d

ae0,...,enT
e0
0 · · ·T enn

homogêneo de grau d em k[T0, . . . , Tn]. Para cada j = 0, . . . ,m considere o polinômio

F · Sdj =
∑

e0+...+en=d

ae0,...,en(T0Sj)
e0 · · · (TnSj)en .

Fazendo Zij = TiSj , obtemos um polinômio homogêneo de grau d

F (j) :=
∑

e0+...+en=d

ae0,...,enZ
e0
0j · · ·Z

en
nj .
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Note que x ∈ Zp(F ) se e somente se para todo y ∈ Pm temos φ(x, y) ∈ Zp(F (0), . . . , F (m)). Assim,

dado um fechado X = Zp(F1, . . . , Fr) de Pn, então

φ(X × Pm) = Zp(F
(0)
1 , . . . , F

(m)
1 , . . . , F (0)

r , . . . , F (m)
r )

é fechado em Pnm+n+m. Portanto X×Pm é fechado em Pn×Pm. Do mesmo modo, mostra-se que

Pn×Y é fechado em Pn×Pm para todo fechado Y ⊂ Pm. Assim a topologia de Zariski é mais fina

que a topologia produto de Pn × Pm. Vamos ver no Corolário 2.10 que a diagonal em Pn × Pn é

fechado na topologia de Zariski mas, como Pn não é Hausdorff, não é fechado na topologia produto.

Proposição 2.8 Um subconjunto X ⊂ Pn × Pm é fechado se e somente se

X = {((x0 : . . . : xn), (y0 : . . . : ym)) ∈ Pn × Pm |Hl(x0, . . . , xn, y0, . . . , ym) = 0, ∀l = 0, . . . , k}

onde os Hl(T0, . . . , Tn, S0, . . . , Sm) são polinômios bihomogêneos, isto é, homogêneos em T0, . . . , Tn

e homogêneos em S0, . . . , Sm.

Demonstração. Seja X ⊂ Pn × Pm fechado. Então φ(X) é fechado em Pnm+n+m, digamos

φ(X) = Zp(H1, . . . , Hk) com Hl ∈ k[Z00, . . . , Zij , . . . , Znm]

homogêneo para 1 ≤ l ≤ k. Então X é o conjunto de zeros dos polinômios bihomogêneos

Hl(T0S0, . . . , TiSj , . . . , TnSm)

para l = 1, . . . , k. (Note que o grau de Hl em T0, . . . , Tn e em S0, . . . , Sm é o mesmo.)

Reciprocamente, polinômios bihomogêneos em T0, . . . , Tn e S0, . . . , Sm com graus iguais po-

dem ser escritos como polinômios homogêneos em Zij = TiSj . Se F (T0, . . . , Tn, S0, . . . , Sm) for

bihomogêneo com grau d1 nos Ti’s e d2 nos Sj ’s com d1 ≥ d2, então os polinômios

Sd1−d2j F, j = 0, . . . ,m

são bihomogêneos de graus iguais com os mesmos zeros de F . Deste modo, polinômios biho-

mogêneos produzem fechados em Pnm+n+m e logo fechados em Pn × Pm. 2

Corolário 2.9 Os fechados em Pn×Am são conjuntos de zeros comuns de polinômios em k[T0, . . . , Tn, S1, . . . , Sm]

homogêneos em T0 . . . , Tn.

Demonstração. Óbvio pois Am = Am0 ⊂ Pm. 2
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Corolário 2.10 Se X é um conjunto algébrico quasi-projetivo, então a diagonal

∆X := {(x, x) |x ∈ X}

é fechado em X ×X.

Demonstração. Basta ver que ∆Pn é fechado em Pn × Pn. De fato, ∆Pn é o conjunto de zeros

dos polinômios bihomogêneos TiSj − TjSi para 0 ≤ i, j ≤ n. 2

Via a identificação Pn × Pm = φ(Pn × Pm), podemos considerar morfismos de produtos de

conjuntos algébricos quasi-projetivos.

Corolário 2.11 Se f : X → Y é um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos, então o

gráfico de f

Γf := {(x, y) ∈ X × Y | y = f(x)}

é fechado em X × Y .

Demonstração. De fato, Γf é a imagem inversa de ∆Y com respeito ao morfismo

X × Y → Y × Y

(x, y) 7→ (f(x), y)
,

e como ∆Y é fechado, temos Γf fechado. 2

Teorema 2.12 Seja X um fechado projetivo e Y um conjunto algébrico quasi-projetivo. Então a

projeção p : X × Y → Y leva fechados em fechados.

Obs. O teorema não vale em geral se X é afim. Por exemplo considere a projeção

p : A2 = A1 × A1 → A1

(x1, x2) 7→ x1.

Então X = Z(T1T2 − 1) é fechado em A2 mas p(X) = A1 − {0} não é fechado em A1.

Demonstração. Primeiro note que se X ⊂ Pn é fechado, então os fechados de X são fechados

de Pn e logo podemos tomar X = Pn. Além disso, como ser fechado é uma propriedade local,

podemos cobrir Y por abertos afins e mostrar o teorema para cada um deles. Assim podemos

assumir que Y é afim, ou melhor, Y ⊂ Am fechado afim. Então Pn × Y é fechado em Pn × Am e

podemos supor que Y = Am.
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Agora, pelo Corolário 2.9, todo fechado Z ⊂ Pn × Am é definido por equações

(7) G1, . . . , Gr ∈ k[T0, . . . , Tn, S1, . . . , Sm]

homogêneas em T0, . . . , Tn. Considere q = p|Z : Z → Am a restrição da projeção p a Z. Então para

cada y ∈ Am, o conjunto q−1(y) consiste das soluções não nulas das equações g1, . . . , gr obtidas

substituindo (S1, . . . , Sm) pelas coordenadas de y. Assim, y ∈ p(Z) se e somente se

g1 = . . . = gr = 0

possui solução não nula. Temos então que mostrar que para cada sistema de equações como (7), o

conjunto W ⊂ Am dos y para os quais g1 = . . . = gr = 0 tem solução não nula é fechado. O lema

a seguir termina a prova do teorema. 2

Lema 2.13 Para i = 1, . . . , r tome Gi(T0, . . . , Tn, S1, . . . , Sm) polinômios homogêneos em T0, . . . , Tn.

Então o seguinte conjunto é fechado

W =

(y1, . . . , ym) ∈ Am
∣∣∣∣∣∣ os polinômos gi(T0, . . . , Tn) = Gi(T0, . . . , Tn, y1, . . . , ym),

1 ≤ i ≤ r, têm zeros em comum em Pn


Demonstração. Seja y = (y1, . . . , ym) ∈ Am e tome

gi(T0, . . . , Tn) = Gi(T0, . . . , Tn, y1, . . . , ym)

para i = 1, . . . , r. Pelo Corolário 2.2, temos Zp(g1, . . . , gr) = ∅ se e somente se o ideal Jy :=

⟨g1, . . . , gr⟩ contém o conjunto

Hd = {polinômios homogêneos de grau d} ⊂ k[T0, . . . , Tn]

para algum d ≥ 1. Seja

Wd = {(y1, . . . , ym) ∈ Am | Jy ̸⊃ Hd}.

Então W =
∩
d≥1Wd e logo basta mostrar que cada Wd é fechado.

Note queHd é um k-espaço vetorial de dimensão (n+dd ) com base dada pelos monômios T e00 · · ·T enn
onde e0 + . . .+ en = d. Seja di o grau do polinômio gi. A propriedade de o ideal Jy não conter Hd

significa que o homomorfismo de k-espaços vetoriais

Hd−d1 × . . .×Hd−dr −→ Hd

(h1 , . . . , hr) 7→
∑r
i=1 higi
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não é sobrejetor. Este homomorfismo é dado por uma matriz cujos coeficientes são expressões

polinomiais em y1, . . . , ym. A condição do homomorfismo não ser sobrejetor significa que o posto

desta matriz é menor ou igual a (n+dd )− 1, isto é, que os determinantes dos menores (n+dd )× (n+dd )

são nulos. Esta condição é polinomial em y e assim Wd é (determinantal e logo) fechado. Portanto

W é fechado. 2

Proposição 2.14 Seja f : X → Y um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos. Suponha

que X é um fechado projetivo. Então a imagem f(X) é fechado em Y . Mais ainda, f(X) é um

fechado projetivo.

Demonstração. Considere o morfismo de projeção p : X × Y → Y . Sendo Γf o gráfico de f ,

temos f(X) = p(Γf ). Como Γf é fechado em X×Y então, pelo Teorema 2.12, temos p(Γf ) = f(X)

fechado em Y .

Agora suponha Y ⊂ Pm e considere a composição

g : X
f−→ Y

i
↪→ Pm

onde i é a inclusão. Então g(X) = f(X) é fechado em Pm. 2

Corolário 2.15 Todo conjunto algébrico projetivo é um fechado projetivo.

Demonstração. Seja X um conjunto algébrico projetivo, isto é, X é isomorfo a um fechado

projetivo Y . Tome f : Y → X um isomorfismo. Pela Proposição 2.14, f(Y ) = X é fechado

projetivo. 2

Corolário 2.16 Toda função regular em uma variedade projetiva é constante.

Demonstração. Tome f ∈ k[X], então f define um morfismo f : X → A1 e, pela Proposição

2.14, f(X) é fechado em A1. Assim, f(X) é finito ou é igual a A1. Por outro lado, f define um

morfismo

f : X
f−→ A1 = A1

0 ↪→ P1.

Pela Proposição 2.14, f(X) = f(X) é fechado em P1 e logo f(X) ̸= A1, pois A1 não é fechado em

P1. Portanto f(X) é finito. Além disso, como X é irredut́ıvel, então f(X) é irredut́ıvel (exerćıcio)

e assim f(X) consiste de um único ponto. 2
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Corolário 2.17 Uma variedade que é afim e projetiva consiste de um único ponto.

Demonstração. Se X for variedade projetiva, pelo Corolário 2.16, temos k[X] = k. Por outro

lado, como X é afim e k[X] é corpo, temos que ter I(X) maximal e, pelo Teorema 1.9, X consiste

de um único ponto. 2

2.4 Funções racionais

Uma função racional em um conjunto algébrico quasi-projetivo X é uma função regular definida

sobre um aberto denso U de X. Duas funções regulares f e g em abertos densos U e V de X

definem a mesma função racional em X se e somente se f e g coincidem em U ∩ V . Seja k(X) o

conjunto das funções racionais em X. Temos então que

k(X) = {(f, U) | f ∈ k[U ], U ⊂ X aberto denso}/ ∼

onde (f, U) ∼ (g, V ) se e somente se f |U∩V = g|U∩V . O domı́nio de definição de φ ∈ k(X) é o

maior aberto de X onde φ pode ser definida, isto é, é a união de todos os abertos densos U de X

tais que φ ∼ (f, U) para algum f .

Obs. 1 - Para cada aberto denso U de X temos k[U ] ⊂ k(X). Mais ainda, vale k(U) = k(X) e

além disso

k(X) =
∪
k[U ]

onde a união é sobre todos os abertos densos de X.

2 - Note que k(X) é uma k-álgebra. De fato, se f e g são funções racionais definidas por funções

regulares em abertos densos U e V de X, então f+g (resp. f ·g) é a função racional em X definida

pela função regular f |U∩V +g|U∩V (resp. f |U∩V ·g|U∩V ) no aberto denso U ∩V de X. Além disso,

se a ∈ k então a · f é a função racional em X definida pela função regular a · f no aberto denso U

de X.

Proposição 2.18 Seja X uma variedade afim. Então k(X) é o corpo quociente de k[X].

Demonstração. Como X é variedade afim, temos X isomorfo a algum Y ⊂ An fechado. Como

k[X]
∼
= k[Y ], podemos supor X ⊂ An fechado irredut́ıvel. Agora, como os abertos principais XF

formam uma base da topologia de Zariski, temos

k(X) =
∪
k[XF ]
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onde F ∈ k[T1, . . . , Tn]. Note que como X é irredut́ıvel, então todo aberto de X é denso. Agora

para cada F seja f a imagem de F em k[X]. Pelo Lema 2.20 temos

k[XF ] =

{
g

fm

∣∣∣∣ g ∈ k[X], m ≥ 0

}
,

mostrando a afirmação. 2

Corolário 2.19 Se X é variedade quasi-projetiva, então k(X) é corpo.

Demonstração. Tome U ⊂ X aberto afim não vazio. Então k(U) é corpo pela Proposição 2.18

e como k(X) = k(U), temos que k(X) é corpo. 2

Lema 2.20 Seja X um conjunto algébrico afim ou projetivo e tome f ∈ k[X] Considere o aberto

principal Xf = {x ∈ X|f(x) ̸= 0}. Então

k[Xf ] = k[X][1/f ] =

{
g

fm

∣∣∣∣ g ∈ k[X], m ≥ 0

}
.

Demonstração. Primeiro supomos X afim. Podemos então supor X ⊂ An fechado para algum

n. Sejam G1, . . . , Gr ∈ k[T1, . . . , Tn] tais que I(X) = ⟨G1, . . . , Gr⟩. Considere o fechado afim

W ⊂ An+1 dado por

W = Z(G1, . . . , Gr, FTn+1 − 1)

onde F ∈ k[T1, . . . , Tn] é tal que a imagem de F no quociente k[X] é f . Então W
∼
= Xf . De fato,

o morfismo

φ : An+1 → An

(x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xn)

é tal que φ(W ) = Xf e a inversa

φ−1 : Xf → W

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 1/f(x1, . . . , xn))

é um morfismo, já que 1/f é regular em Xf . Assim Xf
∼
=W e portanto

k[Xf ]
∼
= k[W ]

∼
=

k[T1, . . . , Tn, Tn+1]

⟨G1, . . . , Gr, FTn+1 − 1⟩
∼
=

k[X][Tn+1]

⟨fTn+1 − 1⟩
∼
= k[X][1/f ].

Agora seja X ⊂ Pn fechado. Considere a projeção canônica

π : An+1 − {0} → Pn

(x0, . . . , xn) 7→ (x0 : . . . : xn).
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Note que uma função g : Xf → k regular induz uma função regular g◦π em π−1(Xf )∪{0}. Agora,

π−1(X)∪ {0} = C é um cone fechado em An+1 e π−1(Xf )∪ {0} = Cπ◦f . O resultado segue então

do caso afim. 2

Definição. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. Um mapa racional f : X 99K Pm é

dado por, equivalentemente

(i) f(x) = (F0(x) : . . . : Fm(x)) para todo x em um aberto denso U de X, onde F0, . . . , Fm ∈

k(X) não têm zeros em comum em U e tais que, se Ui é o domı́nio de definição de Fi, então U ⊂ Ui;

(ii) um morfismo f : U → Pm onde U é um aberto denso de X e tal que, se g : V → Pm é

morfismo de um aberto denso V de X que coincide com f em U ∩V , então f e g definem o mesmo

mapa racional.

Se Y ⊂ Pm é tal que f(X) := f(U) ⊂ Y , então podemos escrever f : X 99K Y . Como no caso

afim, se f(X) é denso em Y , então f define um homomorfismo injetor de corpos

f∗ : k(Y ) ↪→ k(X)

dado por f∗g = g ◦ f (mapa de pullback). Se f tem uma inversa racional g : Y 99K X tal que as

composições g◦f e f ◦g são identidades onde estiverem definidas, então dizemos que f é birracional

e que X e Y são birracionais ou birracionalmente equivalentes. Neste caso, o mapa de pullback f∗

é um isomorfismo de corpos.

Proposição 2.21 Duas variedades quasi-projetivas são birracionais se e somente se existem aber-

tos U ⊂ X e V ⊂ Y tais que U
∼
= V .

Demonstração. Se U
∼
= V então X e Y são birracionais por definição. Agora suponha que X

e Y são birracionais e tome f : X 99K Y mapa birracional com g = f−1 : Y 99K X sua inversa

racional. Sejam U1 ⊂ X e V1 ⊂ Y os abertos de definição de f e g. Por hipótese, f(U1) é denso

em Y e logo U = f−1(V1) ∩ U1 é um aberto não vazio de X. Tome V = g−1(U1) ∩ V1 aberto não

vazio de Y . Então

f(U) = V e g(V ) = U

e f ◦ g|V = 1V e g ◦ f |U = 1U . Logo U e V são isomorfos. 2

Exemplo. 1 - An e Pn são birracionais pois An é isomorfo ao aberto denso An0 de Pn. É claro que

An e Pn não são isomorfos.

2 - P2 e P1 × P1 são birracionalmente equivalentes pois os abertos densos A2 e A1 × A1 são

isomorfos. Porém P2 e P1 × P1 não são isomorfos pois, entre outros motivos, quaisquer duas
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hipersuperf́ıcies de P2 se intersectam, o que não ocorre em P1 × P1. (Veja a observação após o

Teorema 4.6 para mais detalhes.)

3 Morfismos finitos e variedades normais

Antes de definirmos morfismos finitos, precisamos relembrar uma noção de álgebra. Tome A ⊂ B

anéis comutativos com unidade, supomos sempre que a unidade de A é igual à unidade de B.

Dizemos que um elemento b ∈ B é inteiro sobre A se b é raiz de um polinômio mônico com

coeficientes em A, isto é, se existem a1, . . . , ar ∈ A tais que

br + a1b
r−1 + . . .+ ar = 0.

Dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento de B é inteiro sobre A.

Lema 3.1 Sejam A ⊂ B anéis comutativos com unidade. Suponha que B é finitamente gerado

como A-álgebra. Então B é inteiro sobre A se e somente se B é finitamente gerado como A-módulo.

Demonstração. Mostraremos o lema para B gerado como A-álgebra por um único elemento. O

caso geral segue por indução e pode ser encontrado em Atiyah-Macdonald, Proposições 5.1 e 5.2.

Supomos então que B = A[b] e neste caso temos B =
⊕

n≥0 b
nA.

Suponha que B é inteiro sobre A, isto é, que b satisfaz br + a1b
r−1 + . . .+ ar = 0. Mas então,

para n ≥ r, todo bn pode ser escrito como combinação linear de b, b2, . . . , br−1 com coeficientes em

A e portanto B =
⊕r−1

n=0 b
nA.

Por outro lado se B é finitamente gerado como A-módulo então B =
⊕n

i=0 b
eiA. Seja r − 1

o máximo entre os ei. Então todo bs com s ≥ r pode ser escrito como combinação linear de

be1 , . . . , ben com coeficientes em A, ou seja, bs = a1b
e1 + . . .+ anb

en e portanto b é inteiro sobre A.

2

Agora sejam X e Y fechados afins e f : X → Y um morfismo. Dizemos que f é dominante se

f(X) for denso em Y , isto é, f(X) = Y . Se f é dominante, então o mapa de pullback

f∗ : k[Y ] → k[X]

g 7→ g ◦ f

é injetor. De fato, se g ∈ k[Y ] é tal que g ◦ f = 0 em k[X] então g(y) = 0 para todo y ∈ f(X).

Assim temos f(X) ⊂ Z(g) ⊂ Y e, como Z(g) é fechado em Y , temos também que f(X) ⊂ Z(g).

Como f é dominante, isto implica que Z(g) = Y , ou seja, g = 0 em k[Y ] e portanto f∗ é injetor.
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Deste modo, se f : X → Y é um morfismo dominante, então podemos naturamente ver k[Y ] como

subanel de k[X].

Definição. Seja f : X → Y um morfismo de fechados afins. Dizemos que f é finito se f é

dominante e, com a inclusão natural k[Y ] ↪→ k[X] dada por f∗, temos k[X] inteiro sobre k[Y ].

Obs. Pelas propriedades de anéis inteiros, temos que a composição de morfismos finitos é um

morfismo finito.

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T1T2 − 1) ⊂ A2. A projeção

f : X → A1

(x1, x2) 7→ x1

é um morfismo dominante, já que f(X) = A1 − {0}. Porém f não é finito, já que

k[T ] = k[A1]
f∗

↪→ k[X]
∼
= k[T, T−1]

e T−1 não é inteiro sobre k[T ].

2 - Agora tome X = Z(T 3
1 − T 2

2 ) ⊂ A2 e considere o morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2, t3).

Vejamos que f é finito. É óbvio que f é dominante. (Mais ainda, f é sobrejetiva. Veremos no

Teorema 3.5 que isto vale para todo morfismo finito.) Temos k[X] = k[T1, T2]/⟨T 3
1 − T 2

2 ⟩. O mapa

de pullback é dado por

f∗ : k[X] → k[A1] = k[T ]

T1 7→ T 2

T2 7→ T 3

e assim, via f∗, temos T = T2/T1. Precisamos apenas ver que T é inteiro sobre k[X]. Temos

T 3 =
T 3
2

T 3
1

=
T 3
2

T 2
2

e portanto T 2
2 (T

3 − T2) = 0. Mas T2 não é divisor de zeros em k[X] (note que o anel k[X] é um

domı́nio) e logo temos que ter T 3−T2 = 0, mostrando que T é inteiro sobre k[X]. Assim f é finito.

Proposição 3.2 Seja f : X → Y um morfismo finito de fechados afins. Então cada y ∈ Y tem

no máximo um número finito de pré-imagens.
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Demonstração. Suponha X ⊂ An e sejam t1, . . . , tn as imagens de T1, . . . , Tn ∈ k[T1, . . . , Tn]

no quociente k[X]. Basta mostrarmos que cada ti assume apenas um número finito de valores em

f−1(y). Como f é finito, cada ti satisfaz uma equação

tri + a1t
r−1
i + . . .+ ar = 0

onde a1, . . . , ar ∈ k[Y ]. Assim para cada y ∈ Y e cada x ∈ f−1(y) temos a equação

ti(x)
r + a1(y)ti(x)

r−1 + . . .+ ar(y) = 0

ou seja, ti(x) é raiz de um polinômio com coeficientes aj(y) ∈ k, j = 1, . . . , r. Deste modo existe

apenas um número finito de valores posśıveis para ti(x) para cada i e logo f−1(y) tem no máximo

um número finito de elementos. 2

Veremos no próximo teorema que todo morfismo finito é sobrejetor. Antes porém precisamos de

um importante resultado algébrico conhecido como lema de Nakayama. Este resultado tem várias

formulações diferentes que podem ser encontrados em diversos livros de Álgebra Comutativa.

Lema 3.3 (Lema de Nakayama) Seja A um anel comutativo e seja M um A-módulo finitamente

gerado. Tome J ⊂ A um ideal e considere o conjunto 1 + J := {1 + b | b ∈ J}. Então a condição

(i) para cada a ∈ 1 + J , temos aM = 0 ⇒ M = 0

implica na condição

(ii) JM =M ⇒ M = 0.

Demonstração. Suponha que M é gerado como A-módulo por µ1, . . . , µn, isto é,

M = µ1A⊕ . . .⊕ µnA.

A hipótese JM =M implica que para cada i podemos escrever

µi =
n∑
j=1

αijµj

com αij ∈ J . Assim temos
n∑
j=1

(αij − δij)µj = 0,

onde δii = 1 e δij = 0 se i ̸= j. Matricialmente, isto diz que
α11 − δ11 · · · α1n − δ1n

...
. . .

...

αn1 − δn1 · · · αnn − δnn




µ1

...

µn

 =


α11 − 1 · · · α1n

...
. . .

...

αn1 · · · αnn − 1




µ1

...

µn

 =


0
...

0

 .
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Pela regra de Cramer, temos então que dµi = 0 onde d = det(αij − δij). Note que d ∈ 1 + J e que

dM = 0. Assim, por (i), temos M = 0. 2

Corolário 3.4 Sejam A ⊂ B anéis comutativos tais que B é um A-módulo finitamente gerado.

Seja J ⊂ A um ideal. Então J ̸= A implica que JB ̸= B.

Demonstração. Primeiro note que como 1 ∈ B, então aB = 0 se e somente se a = 0. Além disso,

se J ̸= A então 0 ̸∈ 1 + J . Assim, as hipóteses do Lema 3.3 são satisfeitas e logo JB ̸= B. 2

Teorema 3.5 Todo morfismo finito entre fechados afins é sobrejetor.

Demonstração. Tome y ∈ Y e seja IY (y) o ideal em k[Y ] das funções que se anulam em y. Sejam

t1, . . . , tn ∈ k[Y ] as imagens de T1, . . . , Tn ∈ k[T1, . . . , Tn] no quociente, onde supomos Y ⊂ An. Se

y = (a1, . . . , an) então IY (y) = ⟨t1 − a1, . . . , tn − an⟩. Deste modo, f−1(y) é definido por

f∗(t1)− a1, . . . , f∗(tn)− an.

Pelo Teorema dos Zeros (Teorema 1.7), temos f−1(y) = ∅ se e somente se o ideal gerado por

f∗(t1)− a1, . . . , f∗(tn)− an em k[X] é todo o k[X]. Mais precisamente, se e somente se,

IY (y)k[X] = k[X].

Agora, como f é finita, então k[X] é um k[Y ]-módulo finito (Lema 3.1). Assim, como IY (y) ̸= k[Y ],

temos pelo Corolário 3.4 que IY (y)k[X] ̸= k[X] e portanto f−1(y) ̸= ∅ para todo y ∈ Y . Deste

modo, f é sobrejetora. 2

Corolário 3.6 Um morfismo finito f : X → Y entre fechados afins leva fechados em fechados,

isto é, se Z ⊂ X é fechado então f(Z) ⊂ Y é fechado.

Demonstração. Considere a restrição f |Z : Z → f(Z). Vejamos que f |Z é finito. Primeiro

notamos que f |Z é dominante por definição. Agora tome W = f(Z) ⊂ Y . Então via f∗ temos

k[W ] ⊂ k[Z]. Precisamos ver que k[Z] é inteiro sobre k[W ]. Tome α ∈ k[Z]. Como Z ⊂ X é

fechado, temos pelo Teorema 1.13

k[Z] = k[X]/IX(Z).

Seja β ∈ k[X] tal que a imagem de β no quociente k[Z] seja α. Como k[X] é inteiro sobre k[Y ],

podemos escrever

(8) βn + b1β
n−1 + . . .+ bn = 0
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onde b1, . . . , bn ∈ k[Y ]. Agora note que como W ⊂ Y é fechado, temos novamente pelo Teorema

1.13 que

k[W ] = k[Y ]/IY (W ).

Para cada i = 1, . . . , n seja ai ∈ k[W ] a imagem de bi no quociente. Como f∗ leva k[W ] em k[Z],

passando (8) ao quociente temos

αn + a1α
n−1 + . . .+ an = 0,

isto é, α é inteiro sobre k[W ]. Assim k[Z] é inteiro sobre k[W ] e f |Z é finito. Mas então, pelo

Teorema 3.5, f |Z é sobrejetora mostrando que f(Z) = f(Z), ou seja, que f(Z) é fechado. 2

Sejam X e Y conjuntos algébricos afins, digamos

f : X
∼−→ X ′ e g : Y

∼−→ Y ′

com X ′ e Y ′ fechados afins. Um morfismo h : X → Y corresponde a um morfismo

h′ : X ′ f
−1

−→ X
h−→ Y

g−→ Y ′.

Note que h é dominante se e somente se h′ for dominante. Neste caso, como f∗ e g∗ são isomorfismos

de k-álgebras, temos que k[X] é finito sobre k[Y ] se e somente se k[X ′] é finito sobre k[Y ′]. Assim,

dizemos que h é finito quando h′ for finito. Note que h é finito se for dominante e k[X] é finito

sobre k[Y ]. Além disso, a Proposição 3.2, o Teorema 3.5 e o Corolário 3.6 continuam válidos para

conjuntos algébricos afins.

A definição de morfismo finito entre conjuntos algébricos quasi-projetivos será feita localmente.

Antes vamos então ver que a finitude é de fato uma propriedade local.

Proposição 3.7 Seja f : X → Y um morfismo entre conjuntos algébricos afins. Suponha que para

todo ponto y ∈ Y existe aberto afim V ⊂ Y contendo y tal que U = f−1(V ) é afim e f : U → V é

um morfismo finito. Então f é finito.

Demonstração. Tome B = k[X] e A = k[Y ]. Como os abertos pricipais formam uma base da

topologia de Zariski, podemos supor que V é principal, digamos

V = Yg = {y ∈ Y | g(y) ̸= 0},

com g ∈ k[Y ]. Assim, temos

U = f−1(V ) = Xf∗g = {x ∈ X | f∗g(x) ̸= 0}.
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Pelo Lema 2.20, temos que

k[Yg] = A[1/g] e k[Xf∗g] = B[1/g],

onde consideramos 1/g ∈ k[Yg] ⊂ k[Xf∗g] via f
∗.

Então A[1/g] ⊂ B[1/g] e, como f : U → V é finito, temos pelo Lema 3.1 que B[1/g] é

finitamente gerado como A[1/g]-módulo com uma base w1, . . . , wr. Note que podemos tomar os

wi em B pois, se tomarmos uma base da forma w′
i/g

k com w′
i ∈ B, então os w′

i também formam

uma base. Cada b ∈ B ⊂ B[1/g] se escreve então como

(9) b =

r∑
i=1

ai
gni

wi

com ai ∈ A e ni ≥ 0. Agora, Y pode ser coberto por um número finito de abertos principais Ygα

e para cada um destes temos expressões (9) que podem ser escritas como

b =

rα∑
i=1

ai,α

g
ni,α
α

wi,α =

rα∑
i=1

a′i,α
gnα
α
wi,α

com a′i,α ∈ A. Considere o ideal J de A gerado pelos gnα
α . Como os Ygα cobrem Y , para cada

y ∈ Y existe α tal que gα(y) ̸= 0. Portanto o conjunto dos zeros de J em Y é vazio e, pelo Teorema

Fraco dos Zeros (Teorema 1.9), temos J = A. Então podemos escrever 1 =
∑
α hαg

nα
α com hα ∈ A.

Deste modo, temos

b = b
∑
α

hαg
nα
α =

∑
i

∑
α

a′i,αhαwi,α.

Assim vemos que o conjunto de todos wi,α forma uma base finita de B como A-módulo. Então f

é finito, pelo Lema 3.1. 2

Definição. Um morfismo f : X → Y entre conjuntos algébricos quasi-projetivos é dito finito se

cada y ∈ Y possui vizinhança aberta afim V ⊂ Y contendo y tal que U := f−1(V ) é um aberto

afim e f |U : U → V é um morfismo finito de conjuntos algébricos afins.

Do mesmo modo que para fechados afins, se f é finito então para cada y ∈ Y o conjunto f−1(y)

é finito e não-vazio. Em particular, f é sobrejetora.

Um importante exemplo de morfismo finito é a projeção com centro em um subespaço linear de

Pn. Seja X ⊂ Pn um fechado projetivo e E um subespaço linear de Pn, isto é, E é um fechado de

Pn definido por polinômios homogêneos de grau 1. Tomamos E disjunto de X, isto é, E ∩X = ∅.

Suponha que E é dado por n− d equações linearmente independentes

L0 = . . . = Ln−d−1 = 0
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(intuitivamente, E tem dimensão d). Em particular, um ponto x = (a0 : . . . : an) é um subespaço

linear de Pn definido por n − 1 equações, de fato, se x ∈ Anj então x é definido por aiTj − ajTi
onde i = 0, . . . , n, i ̸= j. A projeção com centro em E é o mapa racional

π : Pn 99K Pn−d−1

x 7→ π(x) = (L0(x) : . . . : Ln−d−1(x)).

que é regular no aberto Pn − E de Pn. Como X é disjunto de E, então π está definido em X e

obtemos um morfismo X → Pn−d−1.

Teorema 3.8 Seja X ⊂ Pn fechado e E um subespaço linear de Pn disjunto de X. Então a

projeção com centro em E define um mapa finito π : X → π(X).

Demonstração. Suponha que E é dado por equações L0, . . . , Ln−d−1 como acima. Se y0, . . . , yn−d−1

são as coordenadas de Pn−d−1, então π : Pn 99K Pn−d−1 é dado por yj = Lj(x). Então Ui :=

π−1(An−d−1
i ) ∩X é o aberto afim dado pela condição Li ̸= 0, isto é, Ui = XLi . Mostraremos que

para cada i

π : Ui → An−d−1
i ∩ π(X)

é um morfismo finito.

Lembre que k[Ui] = k[X][1/Li] pelo Lema 2.20. Tome g ∈ k[Ui], digamos g = g′/Lmi com g′ ∈

k[X]. Vamos mostrar que g é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em k[An−d−1
i ∩π(X)].

Considere o mapa π1 : X → Pn−d dado por

π1(x) = (L0(x)
m : . . . : Ln−d−1(x)

m : g′(x)).

É claro que π1 é um morfismo e, como X é um fechado projetivo, pela Proposição 2.14, π1(X) é

fechado em Pn−d. Suponha que π1(X) é dado por equações F1 = . . . = Fs = 0, onde F1, . . . , Fs ∈

k[S0, . . . , Sn−d].

Note que o ponto (0 : . . . : 0 : 1) ∈ Pn−d não está em π1(X) pois, caso contrário, L0, . . . , Ln−d−1

teriam um zero em comum em X, o que não ocorre pois X é disjunto de E. Isto significa que as

equações

S0 = . . . = Sn−d−1 = F1 = . . . = Fs = 0

não têm solução em Pn−d. Logo, pelo Teorema Fraco dos Zeros (Corolário 2.2), temos uma

continência de ideais

⟨S0, . . . , Sn−d−1, F1, . . . , Fs⟩ ⊃ ⟨Sk0 , . . . , Skn−d⟩
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para algum k ≥ 0. Em particular, Skn−d se escreve como

Skn−d =

n−d−1∑
j=0

SjHj +

s∑
j=1

FjPj

com Hj , Pj ∈ k[S0, . . . , Sn−d]. Assim, em π1(X) temos Fj = 0 para todo j e logo

Skn−d =

n−d−1∑
j=0

SjHj .

Seja H
(l)
j a componente homogênea de grau l de Hj . Então o polinômio homogêneo de grau k

Φ(S0, . . . , Sn−d) := Skn−d −
n−d−1∑
j=0

SjH
(k−1)
j

é identicamente nulo em π1(X). Note que, visto como polinômio em Sn−d, Φ é mônico e podemos

escrever

Φ = Skn−d −
n−d−1∑
j=0

Ak−j(S0, . . . , Sn−d−1)S
j
n−d

com Ak−j homogêneo de grau k− j. Substituindo Sj = Lmj para j = 0, . . . , n− d− 1 e Sn−d = g′,

temos

(g′)k −
n−d−1∑
j=0

Ak−j(L
m
0 , . . . , L

m
n−d−1)(g

′)j = 0.

Como Ak−j é homogêneo, dividindo por Lmki , obtemos

gk −
n−d−1∑
j=0

Ak−j

(
Lm0
Lmi

, . . . ,
Lmn−d−1

Lmi

)
gj = 0

e, como Lj/Li é regular em An−d−1
i ∩ π(X) para cada j, obtemos então que g é inteiro sobre

k[An−d−1
i ∩ π(X)]. 2

Corolário 3.9 Sejam F0, . . . , Fm ∈ k[T0, . . . , Tn] polinômios homogêneos de mesmo grau sem zeros

comuns em um fechado X ⊂ Pn. Então

φ(x) = (F0(x) : . . . : Fm(x))

define um morfismo finito φ : X → φ(X).

Demonstração. Seja d o grau dos polinômios Fi e considere o mergulho de Veronese

ν = νn,d : Pn → PN

52



com N = (n+dd ) − 1. Sejam L0, . . . , Lm os polinômios homogêneos de grau 1 correspondendo a

F0, . . . , Fm via ν. Tomando π a projeção definida por L0, . . . , Lm, temos que φ(x) = π(ν(x)).

Como ν é um isomorfismo sobre sua imagem, então é finita. Assim φ é finita, por ser composição

de morfismos finitos. 2

Teorema 3.10 (Normalização de Noether) Seja X um conjunto algébrico projetivo (resp. afim).

Então existe morfismo finito φ : X → Pm (resp. φ : X → Am) para algum m.

Demonstração. Faremos primeiro o caso projetivo. Tome X ⊂ Pn um fechado. Se X = Pn,

então basta tomar φ a identidade. Caso contrário, existe x ∈ Pn − X. Seja φ′ a projeção com

centro em x. Então φ′ está definida em X e φ′ : X → φ′(X) é finito pelo Teorema 3.8. Além disso,

a imagem φ′(X) ⊂ Pn−1 é um fechado projetivo (pela Proposição 2.14). Assim, se φ′(X) ̸= Pn−1,

podemos repetir o argumento anterior. Como composição de morfismos finitos é finito, finalmente

obteremos um morfismo finito φ : X → Pm para algum m ≤ n.

Agora considere X ⊂ An fechado. Se X = An então a identidade é o morfismo procurado. Caso

contrário, considere X ⊂ An = An0 ⊂ Pn e tome X o fecho projetivo de X em Pn. Seja x ∈ Pn−X

um ponto no infinito, isto é, tal que x ̸∈ An0 . Considere a projeção φ′ : X → Pn−1 com centro em

x. Vejamos que φ′(X) está no aberto An−1
0 dos pontos finitos de Pn−1.

Como x ̸∈ An0 então x é da forma x = (0 : a1 : . . . : an). Suponha sem perda de generalidade

que a1 ̸= 0, então x é dado pelas n equações

T0, a1T2 − a2T1, . . . , a1Tn − anT1.

Assim,

φ′(x) = (x0 : a1x2 − a2x1 : . . . : a1xn − anx1)

e logo φ′(An0 ) ⊂ An−1
0 . Em particular, φ′(X) ⊂ An−1

0 . Se φ′(X) = An−1
0 então pronto, caso

contrário, podemos repetir o argumento até obter o morfismo finito φ : X → Am. 2

Seja f : X → Y um morfismo finito entre variedades afins. Então a inclusão k[Y ] ⊂ k[X] dada

por f∗ induz uma extensão de corpos k(Y ) ⊂ k(X). Esta extensão é finita. De fato, se X ⊂ An

então k(X) = k(t1, . . . , tn) onde cada ti é a imagem de Ti no quociente k[X] = k[T1, . . . , Tn]/I(X).

Mas f é finito e logo cada ti é inteiro sobre k[Y ]. Assim k(X) é gerado por um número finito

de elementos algébricos sobre k(Y ) e portanto a extensão k(X)|k(Y ) é finita. Definimos o grau f

como o grau da extensão

deg(f) = [k(X) : k(Y )].
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Exemplo. Considere o morfismo de X = A1 = {t ∈ k} em Y = A1 = {s ∈ k} dado por

f : X → Y

t 7→ s = t2.

Primeiro vejamos que f é finito. É óbvio que é dominante. Além disso, o mapa de pullback é

f∗ : k[Y ] = k[S] → k[X] = k[T ]

S 7→ T 2.

Assim, via f∗, temos S = T 2 e logo k[T 2] = k[Y ] ⊂ k[X] = k[T ]. É claro que T é inteiro sobre

k[Y ], já que é raiz do polinômio mônico p(λ) = λ2−T 2 com coeficientes em k[Y ]. Então f é finito.

Agora vamos calcular o grau de f . Temos

k(Y ) = k(T 2) e k(X) = k(T )

e logo o grau da extensão k(X)|k(Y ) é 2, já que o gerador T de k(X) é raiz do polinômio p(λ)

de grau 2. Assim deg(f) = 2. Note que para cada s ∈ Y existem no máximo dois elementos em

f−1(s). Além disso, se char(k) ̸= 2, então f−1(s) possui exatamente dois elementos para todo

s ∈ Y − {0}.

Definição. Um fechado afim X é dito normal se k[X] é integralmente fechado, isto é, se k[X]

contém todo elemento de seu corpo de frações que é inteiro sobre k[X].

Exemplo. 1 - Vejamos que An é normal. Precisamos mostrar que k[T1, . . . , Tn] é integralmente

fechado. Tome f = g/h ∈ k(T1, . . . , Tn) inteiro sobre k[T1, . . . , Tn]. Como k[T1, . . . , Tn] é um

domı́nio de fatoração única, podemos supor que g e h não têm fator comum não constante. Como

f é inteiro sobre k[T1, . . . , Tn], então

fn + a1f
n−1 + . . .+ an = 0

com a1, . . . , an ∈ k[T1, . . . , Tn]. Multiplicando por hn, temos

gn + a1g
n−1h+ . . .+ anh

n = 0,

ou seja,

gn + h(a1g
n−1 + . . .+ anh

n−1) = 0.

Mas isto implica que h divide gn e como g e h não têm fator comum não constante, h deve ser

constante. Assim f ∈ k[T1, . . . , Tn]. (Note que mostramos que todo domı́nio de fatoração única é

integralmente fechado. Este fato está demonstrado novamente no Lema 6.8.)
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2 - Tome X = Z(T 2
2 −T 3

1 −T 2
1 ) ⊂ A2. Então X não é normal. De fato, considere f = T2/T1 no

corpo de frações k(X) de k[X] = k[T1, T2]/⟨T 2
2 − T 3

1 − T 2
1 ⟩. Vamos ver que f é inteira sobre k[X].

De fato, temos

f2 =
T 2
2

T 2
1

=
T 3
1 + T 2

1

T 2
1

implicando que T 2
1 (f

2 − (T1 + 1)) = 0. Assim, como T1 não é um divisor de zeros em k[X] (na

verdade k[X] é domı́nio), temos f2 − (T1 + 1) = 0 e f é inteira sobre k[X]. Mas f ̸∈ k[X], pois

não é regular no ponto (0, 0) ∈ X.

Proposição 3.11 Seja f : X → Y um morfismo finito de variedades afins com Y normal. Então

para cada y ∈ Y , o conjunto f−1(y) tem no máximo deg(f) elementos.

Demonstração. Seja n = deg(f) e

A := k[X] ⊂ k(X) =: L

B := k[Y ] ⊂ k(Y ) =: K.

Então [K : L] = n. Como Y é normal, então B é integralmente fechado. Como f é finito, então

pelo Lema 3.1, A é um B-módulo finitamente gerado. Assim, (cf. Atiyah-Macdonald prop 5.15)

para todo a ∈ A, os coeficientes do polinômio mı́nimo de a sobre L estão em B.

Sejam x1, . . . , xm os elementos de f−1(y). Escolha a ∈ A tomando valores distintos em

x1, . . . , xm. (É fácil ver que tal elemento existe. Se X ⊂ AN , basta tomar um polinômio em

k[T0, . . . , TN ] com esta propriedade.) Seja F ∈ B[T ] o polinômio mı́nimo de a sobre L. Então

deg(F ) ≤ [K : L] = n.

Seja F (T ) o polinômio obtido substituindo os coeficientes de F por seus valores em y. Então

a(x1), . . . , a(xn) são ráızes de F e logo

m ≤ deg(F ) ≤ deg(F ) ≤ n,

ou seja, o número de elementos de f−1(y) é no máximo n = deg(f). 2

Seja f : X → Y um morfismo finito de variedades afins com Y normal, como no teorema.

Dizemos que um ponto y ∈ Y é um ponto de ramificação de f ou que f é ramificado sobre y se

a cardinalidade de f−1(y) é menor que deg(f). Caso contrário, dizemos que f é não-ramificado

sobre y.

Exemplo. 1 - Se char(k) ̸= 2, então morfismo finito

f : A1 → A1

t 7→ t2
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tem um único ponto de ramificação que é t = 0. Se char(k) = 2 então f é ramificada sobre todo

ponto de A1.

2 - Considere X = Z(T 2
2 −T 2

1 −T 3
1 ) ⊂ A2. Já vimos que X não é normal. Considere o morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1)).

Então f é finito com grau 1 (exerćıcio), mas f−1(0, 0) = {±1}.

Proposição 3.12 Seja f : X → Y um morfismo finito entre variedades afins. Suponha que Y é

normal. O conjunto dos pontos de Y sobre os quais f é não-ramificada é um aberto de Y . Além

disso, se a extensão de corpos k(X)|k(Y ) for separável, então este conjunto é não-vazio.

Demonstração. Vamos usar a notação introduzida na prova da Proposição 3.11. Se f é não-

ramificada sobre y então deg(F ) = deg(F ) = n e F tem n ráızes distintas. Seja D(F ) o discri-

minante de F , isto é, a resultante entre F e sua derivada. Temos que D(F ) = D(F )(y) ̸= 0 se

e somente se y é ponto de não-ramificação de f . Assim, o conjunto dos pontos sobre os quais f

é não-ramificada é aberto, já que para y′ numa vizinhança suficientemente pequena de y em Y ,

temos ainda que D(F )(y′) ̸= 0 e o elemento a ∈ A escolhido ainda separa os pontos de f−1(y′).

Agora suponha que a extensão k(X)|k(Y ) é separável. Tome a ∈ A um elemento primitivo

desta extensão e seja F seu polinômio mı́nimo. Então deg(F ) = n = deg(f) e F não tem ráızes

múltiplas, ou seja, D(F )(y) não é identicamente nulo. Assim existe y ∈ Y tal que D(F )(y) ̸= 0,

mostrando que o conjunto dos pontos onde f é não-ramificado é não-vazio. 2

Um morfismo finito f : X → Y tal que a extensão k(X)|k(Y ) é separável é chamado um

morfismo separável. Note que, em caracteŕıstica zero, todo morfismo finito é separável. A hipótese

de f ser separável no teorema é uma hipótese necessária. De fato, para char(k) = p > 0, o

morfismo de Frobenius

f : A1 → A1

t 7→ tp

é finito de grau p (exerćıcio) mas f−1(t) = {t} para todo t ∈ A1, ou seja, todo ponto é de

ramificação.

Definição. Seja X uma variedade afim. Uma normalização de X é um morfismo finito birracional

ν : Xν → X onde Xν é normal.

Obs. A normalização de Noether feita no Teorema 3.10 não é uma normalização como definido

acima.
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Exemplo. Já vimos que X = Z(T 2
2 − T 2

1 − T 3
1 ) ⊂ A2 não é normal. O morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1))

é uma normalização de X. De fato, A1 é normal, f é finito e é birracional com inversa racional

f : X → A1

(x1, x2) 7→ x2/x1

definida em X − {(0, 0)}.

Teorema 3.13 Seja X uma variedade afim. Então X possui uma normalização ν : Xν → X.

Além disso, ν satisfaz a seguinte propriedade universal. Se f : Y → X é um morfismo dominante

de variedades afins com Y normal, então existe g : Y → Xν tal que f = ν ◦ g.

Demonstração. Seja A = k[X] e A seu fecho inteiro. Como pela Proposição 2.18, k(X) é o corpo

de frações de k[X], então

A = {f ∈ k(X) | f é inteiro sobre A}.

Então A é finitamente gerado como k-álgebra. Para ver isso, considere um morfismo de norma-

lização de Noether (Teorema 3.10) φ : X → Am. Então φ é finito e via φ∗ temos

k[Am] = k[T1, . . . , Tm] ⊂ A = k[X]

com A inteiro sobre k[T1, . . . , Tm]. Logo, temos

k(T1, . . . , Tm) = L ⊂ k(X) = K∪ ∪
k[T1, . . . , Tm] = B ⊂ A ⊂ A

onde L é o corpo de frações de B, e K é o corpo de frações de A e de A. Note que, como A é inteiro

sobre B, então A é o fecho inteiro de B em K. Além disso, como φ é finito, a extensão de corpos

K|L é finita. Então (veja Atyiah-Macdonald prop. 5.17), A é finitamente gerado como B-álgebra

e, como B é finitamente gerado como k-álgebra, então A é finitamente gerado como k-álgebra.

Supomos então que A é gerado por n elementos s1, . . . , sn e podemos escrever

A
∼
= k[S1, . . . , Sn]/I

onde I é um ideal de k[S1, . . . , Sn] e, para cada i, si é a imagem de Si no quociente. Seja Xν =

Z(I) ⊂ An. Então k[Xν ]
∼
= A é integralmente fechado e logo Xν é normal. Pelo Teorema 1.17, a
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inclusão

k[X] = A ↪→ A = k[Xν ]

induz um morfismo ν : Xν → X. Note que ν é birracional já que o corpo de frações de um anel e

de seu fecho inteiro é o mesmo. Além disso, ν é finito por definição. Assim ν é uma normalização

de X.

Agora falta mostrar a propriedade universal. Tome f : Y → X morfismo dominante com Y

normal. Então k[Y ] é integralmente fechado e f induz um homomorfismo injetor

f∗ : A ↪→ k[Y ].

Ora, A é o menor anel integralmente fechado contendo A e logo f∗ se fatora como

f∗ : A ↪→ A ↪→ k[Y ],

o que implica que f se fatora como

f : Y
g−→ Xν ν−→ X.

2

Obs. Segue da propriedade universal que a normalização é única a menos de isomorfismo.

4 Dimensão

Seja X uma variedade quasi-projetiva. Vamos definir a dimensão de X. Para isso lembre que pelo

Corolário 2.19, k(X) é um corpo contendo k, isto é, é uma extensão de k. A dimensão de X é

então o grau de transcendência desta extensão

dim(X) = trdeg(k(X)|k).

Convencionamos tomar dim(∅) = −1.

Lema 4.1 (a) Se X é uma variedade quasi-projetiva e U ⊂ X é um aberto, então dim(X) =

dim(U);

(b) dim(An) = dim(Pn) = n;

(c) Se f : X → Y é um morfismo finito entre variedades quasi-projetivas, então dim(X) =

dim(Y ). Em particular se X
∼
= Y então dim(X) = dim(Y ).
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Demonstração. (a) Óbvio pois k(X) = k(U).

(b) Temos k(An) = k(T1, . . . , Tn) e logo trdeg(k(An)|k) = n. Assim dim(An) = n e, por (a),

temos também dim(Pn) = n.

(c) Como f é finito, então a extensão de corpos k(X)|k(Y ) induzida por f é algébrica. Assim

k ⊂ k(Y ) ⊂ k(X) e

dim(X) = trdeg(k(X)|k) = trdeg(k(Y )|k) = dim(Y ).

Por último, basta notar que todo isomorfismo é um morfismo finito. 2

Exemplo. 1 - Tome X = {x} consistindo de um único ponto. Então k(X) = k[X] = k e logo

dim(X) = 0. Reciprocamente, suponha queX é uma variedade com dim(X) = 0. Tomando U ⊂ X

aberto afim, temos dim(X) = dim(U) e podemos supor que X é afim, ou melhor, que X ⊂ An é

um fechado irredut́ıvel. Sejam t1, . . . , tn as imagens em k[X] de T1, . . . , Tn ∈ k[T1, . . . , Tn]. Por

hipótese, todo ti é algébrico sobre k, logo é raiz de um polinômio com coeficientes em k. Assim,

cada ti assume apenas um número finito de valores em X e logo X é finito. Como X é irredut́ıvel,

então X consiste de um único ponto.

2 - Seja f(T1, T2) ⊂ k[T1, T2] um polinômio não-constante. Seja X = Z(f) ⊂ A2. Vejamos que

dim(X) = 1. Temos k[X] = k[T1, T2]/⟨f⟩ e logo

dim(X) = trdeg(k(X)|k) < trdeg(k(T1, T2)|k) = 2

já que em k(X) os geradores T1 e T2 obedecem a uma relação algébrica f . Por outro lado,

dim(X) ≥ 1 pelo exemplo anterior, pois X não é finito (exerćıcio). Assim dim(X) = 1.

Dizemos que um conjunto algébrico quasi-projetivo de dimensão 1 é uma curva. Do mesmo

modo, um conjunto algébrico quasi-projetivo de dimensão 2 é uma superf́ıcie.

Proposição 4.2 Sejam X e Y variedades quasi-projetivas. Então

dim(X × Y ) = dim(X) + dim(Y ).

Demonstração. Pelo Lema 4.1, passando a abertos afins de X e Y , podemos supor que X ⊂ AN

e Y ⊂ AM . Sejam n = dim(X) e m = dim(Y ). Tome t1, . . . , tN ∈ k[X] (resp. s1, . . . , sM ∈

k[Y ]) as imagens de T1, . . . , TN ∈ k[T1, . . . , Tn] (resp. S1, . . . , SM ∈ k[S1, . . . , SM ]) no quociente

k[X] (resp. k[Y ]). Podemos supor sem perda de generalidade que t1, . . . , tn (resp. s1, . . . , sm)

são algebricamente independentes sobre k. Então k[X × Y ] é gerado por t1, . . . , tN , s1, . . . , sM
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algebricamente dependentes de t1, . . . , tn, s1, . . . , sm. Basta então vermos que t1, . . . , tn, s1, . . . , sm

são algebricamente independentes sobre k.

Suponha que existe polinômio F com coeficientes em k tal que

(10) F (t, s) = F (t1, . . . , tn, s1, . . . , sm) = 0.

Escreva

(11) F (T, S) =
∑

e1,...,em

ae1,...,em(T1, . . . , Tn)S
e1
1 · · ·Semm .

Então para cada (x1, . . . , xn) ∈ X temos F (x1, . . . , xn, s1, . . . , sm) = 0 em Y por (10). Mas como

s1, . . . , sm são algebricamente independentes, por (11) isto implica que

ae1,...,em(x1, . . . , xn) = 0

para todo e1, . . . , em. Mas isto vale para todo x ∈ X, implicando que

ae1,...,em(t1, . . . , tn) = 0

para todo e1, . . . , em. Agora, como t1, . . . , tn são algebricamente independentes, temos que cada

ae1,...,en deve ser identicamente nulo. Assim F (T, S) é identicamente nulo e t1, . . . , tn, s1, . . . , sm

são algebricamente independentes sobre k. 2

Proposição 4.3 Sejam Y ⊂ X variedades quasi-projetivas. Então dim(Y ) ≤ dim(X). Além

disso, se dim(Y ) = dim(X) então Y = X.

Demonstração. Pelo Lema 4.1, basta considerar Y ⊂ X ⊂ AN fechados irredut́ıveis. Tome

n = dim(X). Sejam t1, . . . , tN as imagens de T1, . . . , TN ∈ k[T1, . . . , Tn] no quociente k[X]. Então

quaisquer n+ 1 das ti são algebricamente dependentes em k[X]. Logo, como k[Y ] é quociente de

k[X], também quaisquer n+1 das (imagens de) ti em k[Y ] são algebricamente dependentes. Assim

trdeg(k(Y )|k) ≤ n.

Agora suponha que dim(Y ) = dim(X) = n. Podemos supor sem perda de generalidade que

t1, . . . , tn são algebricamente independentes em k[X]. Tome u ∈ k[X] não-nulo. Então u, t1, . . . , tn

são algebricamente dependentes e existe um polinômio F (T1, . . . , Tn, U) com coeficientes em k tal

que F (t1, . . . , tn, u) = 0. Escreva

(12) 0 = F (t1, . . . , tn, u) = a0(t1, . . . , tn)u
k + . . .+ ak−1(t1, . . . , tn)u+ ak(t1, . . . , tn)

60



Tomando F irredut́ıvel, temos ak(T1, . . . , Tn) não-nulo. Agora, suponha que (a imagem de) u é

nulo em Y . Então por (12) temos que ak(t1, . . . , tn) = 0 em Y , implicando que t1, . . . , tn são

algebricamente dependentes em k[Y ], o que não ocorre. Portanto u ̸= 0 em Y . Mas então X = Y

pois caso contrário existiria u ∈ k[X] identicamente nulo em Y mas não em X. De fato, basta

tomar u ∈ IX(Y ). 2

Definição. SejaXum conjunto algébrico quasi-projetivo e sejaX = X1∪. . .∪Xn sua decomposição

em componentes irredut́ıveis. Definimos a dimensão de X como

dim(X) = max
1≤i≤n

dim(Xi).

É fácil mostrar (exerćıcio) que a proposição anterior ainda vale, isto é, se X e Y são conjuntos

algébrico quasi-projetivos com X ⊂ Y fechado, então temos dim(X) ≤ dim(Y ). Dizemos que

dim(X)− dim(Y ) é a codimensão de Y em X. Deste modo, a codimensão é sempre não-negativa.

Mais ainda, se Y é irredut́ıvel e dim(X) = dim(Y ) então X = Y .

Exemplo. Tome X = Z(T1T3, T2T3) ⊂ A3. Vamos achar a dimensão de X. Para isso, note

primeiro que X = X1 ∪X2, onde

X1 = Z(T1, T2) e X2 = Z(T3)

são as componentes irredut́ıveis de X. Agora note que dim(X1) = 1, já que temos isomorfismo

A1 ∼→ X1

t 7→ (0, 0, t);

e que dim(X2) = 2 já que temos isomorfismo

A2 ∼→ X2

(t1, t2) 7→ (t1, t2, 0).

Assim

dim(X) = max{dim(X1), dim(X2)} = max{1, 2} = 2.

Vamos ver uma caracterização mais geométrica de dimensão usando o teorema a seguir.
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Teorema 4.4 (Teorema do Ideal Principal de Krull - versão projetiva) Seja X ⊂ PN uma varie-

dade projetiva e seja F ∈ k[T0, . . . , TN ] um polinômio homogêneo não-identicamente nulo em X.

Considere

Y = X ∩ Zp(F ) = {x ∈ X |F (x) = 0}.

Então dim(Y ) = dim(X)− 1.

Demonstração. Como F é nulo em Y mas não em X, temos Y ⊂ X. Logo, pela Proposição

4.3, dim(Y ) < dim(X). Tome X(1) = Y e escolha um polinômio F1 ∈ k[T0, . . . , TN ] de mesmo

grau que F que não seja identicamente nulo em nenhuma componente irredut́ıvel de X(1). (É fácil

encontrar tal polinômio. Basta tomar pontos em cada componente irredut́ıvel de X(1) e tomar um

polinômio que não se anula nestes pontos.)

Tome X(2) = X(1) ∩ Zp(F1). Novamente dim(X(2)) < dim(X(1)). Procedendo deste modo,

obtemos uma cadeia

X = X(0) ⊃ X(1) ⊃ X(2) ⊃ . . .

com dim(X(i+1)) < dim(X(i)). Como dim(X) = n, entãoX(n+1) = ∅. Agora, se dim(X(1)) < n−1,

então X(n) = ∅. Note que

X(n) = X ∩ Zp(F ) ∩ Zp(F1) ∩ . . . ∩ Zp(Fn−1),

e portanto F, F1, . . . , Fn não têm zeros em comum em X. Como estes polinômios têm o mesmo

grau, pelo Corolário 3.9, o morfismo

X → Pn−1

x 7→ (F (x) : F1(x) : . . . : Fn−1(x))

é finito. Mas então pelo Lema 4.1 (c) temos dim(X) = n − 1, um absurdo. Assim dim(X(1)) =

dim(Y ) = n− 1. 2

Obs. 1 - Vimos na prova do teorema que X(n) = ∅, e portanto os polinômios F = F0, F1, . . . , Fn

não têm zeros em comum. Assim, como estes polinômios têm o mesmo grau, pelo Corolário 3.9,

obtemos um morfismo finito φ = (F0 : . . . : Fn) : X → φ(X) ⊂ Pn. Mas, como φ(X) é fechado em

Pn e tem dimensão n, pela Proposição 4.3 temos φ(X) = Pn. Assim, obtemos um morfismo finito

φ : X → Pn

x 7→ (F0(x) : F1(x) : . . . : Fn(x)).

Este morfismo será usado na prova do Teorema 4.7.
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2 - O teorema anterior diz que se X ⊂ PN é uma variedade projetiva, então cada hipersuperf́ıcie

de PN contém X ou corta X em um conjunto com uma dimensão a menos que X. Em particular,

duas hipersuperf́ıcies de PN sempre se interceptam. Note que isto não vale no caso afim. De fato

X = Z(T1) ⊂ A2 e X ′ = Z(T1 − 1) ⊂ A2 não se interceptam.

3 - Na prova do teorema mostramos que uma variedade projetiva X contém subvariedades de

quaisquer dimensão s < dim(X). Mais ainda, para s < dim(X), s polinômios homogêneos têm

sempre zeros em comum em X.

Corolário 4.5 Seja X um conjunto algébrico projetivo.

(a) Se X é irredut́ıvel, então dim(X) = 1 +maxdim(Y ) onde Y percorre os fechados próprios

de X;

(b) dim(X) é o maior inteiro n para o qual existe cadeia

∅ ( X0 ( X1 ( . . . ( Xn ⊂ X

de subvariedades de X.

Obs. O corolário nos dá duas definições geométricas de dimensão equivalentes à definição algébrica

dada anteriormente. Veremos no Corolário 4.9 que estas caracterizações também valem para con-

juntos algébricos quasi-projetivos.

A definição dada em (a) é uma definição recursiva. Deste modo, por exemplo, podemos caracte-

rizar as superf́ıcies irredut́ıveis como as variedades que têm apenas curvas e pontos como fechados

próprios. A formulação dada em (b) é a definição topológica de dimensão, ou seja, é a definição

usada em espaços topológicos em geral.

Teorema 4.6 Toda componente irredut́ıvel de uma hipersuperf́ıcie em An ou Pn tem dimensão

n − 1. Reciprocamente, se X é um fechado em An ou Pn cujas componentes irredut́ıveis têm

dimensão n− 1, então X é uma hipersuperf́ıcie.

Demonstração. Para a primeira parte note que, como An0 = An é um aberto denso de Pn, se X

é fechado em Pn então X ∩An0 é fechado em An0 e dim(X) = dim(X ∩An0 ). Assim basta considerar

o caso afim. Tome então X ⊂ An dado por X = Z(F ) em F ∈ k[T1, . . . , Tn]. A fatoração de F

em polinômios irredut́ıveis F = F1 · · ·Fr corresponde a uma decomposição de X em componentes

irredut́ıveis X = X1 ∪ . . . ∪Xr onde Xi = Z(Fi). Precisamos ver que dim(Xi) = n− 1.

Suponha sem perda de generalidade que a variável Tn aparece no polinômio Fi. Sejam t1, . . . , tn

as imagens de T1, . . . , Tn ∈ k[T1, . . . , Tn] em k[Xi]. Note que tn é algebricamente dependente de
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t1, . . . , tn−1. Agora, se t1, . . . , tn−1 forem algebricamente dependentes, então G(t1, . . . , tn−1) = 0

para algum polinômio G com coeficientes em k. Mas então G = 0 em k[Xi], o que implica que

G ∈
√
⟨Fi⟩, isto é, Gl é múltiplo de Fi para algum l ≥ 1. Mas isto é imposśıvel, pois a variável

Tn não aparece em G mas aparece em Fi. Assim dim(Xi) ≥ n − 1 e como Xi ̸= An, temos

dim(Xi) = n− 1.

Agora vamos mostrar a segunda parte. Basta considerar o caso em que X é irredut́ıvel. De fato,

se X = X1 ∪ . . . ∪Xr com I(Xi) = ⟨Fi⟩, então I(X) = ⟨F1 · · ·Fr⟩. Como X ̸= An (resp X ̸= Pn),

então existe um poilinômio F ∈ k[T1, . . . , Tn] (resp. polinômio homogêneo F ∈ k[T0, . . . , Tn]) não

identicamente nulo que se anula em X. Como X é irredut́ıvel, então algum fator irredut́ıvel G

de F deve ser nulo em X. Tome Y = Z(G) (resp. Y = Zp(G)). Então Y é uma hipersuperf́ıce

irredut́ıvel de An (resp. Pn) contendo X. Mas dim(X) = dim(Y ) pela primeira parte e, pela

Proposição 4.3, temos X = Y . 2

Obs. Vejamos que P2 e P1 × P1 não são isomorfos. Primeiro note que P2 e P1 × P1 têm ambos

dimensão 2 e logo, pelo Teorema 4.4, as hipersuperf́ıcies de P2 e de P1×P1 são curvas. Além disso,

pelo Teorema 4.6, toda curva em P2 é uma hipersuperf́ıcie. É fácil ver que as curvas

X = P1 × {(0 : 1)} e Y = P1 × {(1 : 0)}

de P1 × P1 não se interceptam. Se P1 × P1 fosse isomorfo a P2, então X e Y corresponderiam

a curvas X ′ e Y ′ de P2 que não se interceptam. Mas isto é imposśıvel pois, pelo Teorema 4.4,

quaisquer duas curvas em P2 se interceptam.

Teorema 4.7 Seja X ⊂ PN uma variedade projetiva e F ∈ k[T0, . . . , TN ] um polinômio homogêneo

não identicamente nulo em X. Tome Y = X ∩ Zp(F ). Então toda componente irredut́ıvel de Y

tem dimensão dim(X)− 1.

Demonstração. Iremos usar as notações introduzidas na prova do Teorema 4.4, em particular o

mapa finito

X → Pn

x 7→ (F0(x) : F1(x) : . . . : Fn(x))

onde n = dim(X) e F = F0. Para cada i tome Ui = φ−1(Ani ). Então Ui = XFi é um aberto afim

em X. Note que Y ∩ U0 = ∅. Basta então mostrar que cada componente de Ui ∩ Y tem dimensão

n− 1 para todo i = 1, . . . , n. Para simplificar a notação tome U = Ui.

Agora, em U , temos que F = 0 se e somente se f = 0 onde f = F/Fi ∈ k[U ]. Assim

Y ∩ U = Z(f) = {x ∈ X | f(x) = 0}.
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Da construção de φ temos que

φ|U : U → An := Ani

é dada por n funções regulares f1, . . . , fn ∈ k[U ] com f = f1. Precisamos mostrar que cada

componente de Z(f) tem dimensão n−1. Para isso mostraremos que f2, . . . , fn são algebricamente

independentes em cada componente. Isso implicará que a dimensão de cada componente é ≥ n−1,

mas como já sabemos que esta dimensão é ≤ n−1 pelo Teorema 4.4, obteremos que esta dimensão

é igual a n− 1.

Tome P ∈ k[T2, . . . , Tn] e considere R = P (f2, . . . , fn) ∈ k[U ]. Seja Z(f) = W1 ∪ . . . ∪Wr

a decomposição de Z(f) em componentes irredut́ıveis e suponha sem perda de generalidade que

R = 0 em W1. Tome Q um polinômio que se anula em W2 ∪ . . . ∪Wr mas não em W1. Então

RQ = 0 em Z(f). Mas, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema 1.7), temos que f divide

(RQ)l para algum l > 0. Assim, pelo Lema 4.8, f divide Qs para algum s > 0, o que significa que

Q = 0 em Z(f) contrariando a escolha de Q. Logo R ̸= 0 emW1, mostrando que dim(W1) = n−1.

2

Lema 4.8 Seja B = k[T1, . . . , Tn] e A ⊃ B um domı́nio que é inteiro sobre B. Seja f = T1 e

R = P (T2, . . . , Tn) ̸= 0. Para qualquer Q ∈ A temos que, se f divide (RQ)l em A para algum

l > 0, então f divide Qs em A para algum s > 0.

Corolário 4.9 (Teorema do Ideal Principal de Krull - versão quasi-projetiva) Seja X ⊂ PN uma

variedade quasi-projetiva e F um polinômio não identicamente nulo em X. Seja Y = X ∩ Zp(F ).

Se Y ̸= ∅ então toda componente irredut́ıvel de Y tem dimensão dim(X)− 1.

Demonstração. Por definição, X é aberto em um fechado X de PN . Como X é irredut́ıvel, então

X é irredut́ıvel e tem a mesma dimensão que X. Ora, pelo Teorema 4.7 temos que, se

X ∩ Zp(F ) =W1 ∪ . . . ∪Wr

é a decomposição em componentes irredut́ıveis, então dim(Wi) = dim(X)− 1. Mas então

Y = (X ∩ Zp(F )) ∩X = (W1 ∩X) ∪ . . . ∪ (Wr ∩X)

é a decomposição de Y em componentes irredut́ıveis, já que cada Wi ∩ X é irredut́ıvel e a de-

composição é única. Ora, cada Wi ∩ X é ou vazio ou aberto em Wi (pois X é aberto em X).

Assim

dim(Wi ∩X) = dim(Wi) = dim(X)− 1
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se Wi ∩X ̸= ∅. Ou seja, cada componente irredut́ıvel não vazia de Y tem dimensão dim(X) − 1.

2

Obs. 1 - Seja X uma variedade quasi-projetiva de dimensão n. Seja Y o conjunto dos zeros em X

de m polinômios homogêneos. Se Y ̸= ∅, então toda componente irredut́ıvel de Y tem dimensão

≥ n−m. A prova deste fato são m aplicações sucessivas do Corolário 4.9.

2 - As caracterizações de dimensão dadas no Corolário 4.5 continuam válidas para conjuntos

algébricos quasi-projetivos. De fato, basta notar que para qualquer conjunto algébrico quasi-

projetivo X, sempre existe um polinômio F tal que X ∩ Zp(F ) é não-vazio.

Vamos agora enunciar sem demonstração um importante resultado que será usado na seção 5.3.

Teorema 4.10 (Teorema de dimensão das fibras) Seja f : Y → X um morfismo sobrejetor de

conjuntos algébricos quasi-projetivos irredut́ıveis. Então s := dim(Y )− dim(X) ≥ 0 e

(a) dim(Z) ≥ s para toda componente irredut́ıvel Z de uma fibra f−1(x), onde x ∈ X;

(b) o conjunto dos x tais que dim(f−1(x)) > s é um fechado próprio de X.

5 Pontos regulares e singulares

Vamos agora estudar propriedades locais de pontos de conjuntos algébricos quasi-projetivos X,

isto é, propriedades de pontos x ∈ X que não mudam quando trocamos X por uma vizinhança

aberta de x em X. Como todo ponto tem uma vizinhança afim, podemos supor que X é afim.

5.1 Espaço tangente

Seja X ⊂ AN um fechado afim e tome x ∈ X. O espaço tangente a X no ponto x será o conjunto

dos pontos que estão em retas de AN tangentes a X em x. Antes então precisamos definir a

condição de tangência. Para isso, suponha que o sistema de coordenadas de AN é escolhido de

modo que x = (0, . . . , 0). As retas passando por x são da forma

L = {at | t ∈ k}

com a ∈ AN − {x}. Se X é dado por equações F1 = . . . = Fm = 0, então os pontos da interseção

X ∩ L são dados por

F1(at) = . . . = Fm(at) = 0.

Tome f(t) o máximo divisor comum de F1(at), . . . , Fm(at). Note que, como x ∈ L ∩X e x é dado

por t = 0, então t = 0 é raiz de f(t). A multiplicidade de interseção da reta L com X em x é a
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multiplicidade de t = 0 como raiz de f(t). (Se f(t) é identicamente nulo, então esta multiplicidade é

considerada +∞.) Note que a multiplicidade de interseção é independente da escolha das equações

F1, . . . , Fm. De fato, temos

f(t) = mdc{F (at) |F ∈ I(X)}.

Dizemos que a reta L é tangente a X em x se a multiplicidade de interseção de L com X em x for

≥ 2. O espaço tangente a X em x é o lugar geométrico de todos os pontos de AN que estão em

alguma reta tangente a X em x e é denotado por TxX.

Pela definição de espaço tangente dada acima, não é claro qual a estrutura de TxX como

subconjunto de AN . Vamos mostrar agora que TxX é na verdade um fechado em AN . Para isso,

tomamos as decomposições de cada Fi em componentes homogêneas

Fi = F
(0)
i + F

(1)
i + . . .+ F

(ri)
i ,

onde F
(j)
i é homogêneo de grau j. Como x = (0, . . . , 0) é raiz de Fi então F

(0)
i = 0. Além disso,

temos

Fi(ta) = F
(1)
i (ta) + F

(2)
i (ta) + . . .+ F

(ri)
i (ta)

= tF
(1)
i (a) + t2(F

(2)
i (a) + tF

(3)
i (a) + . . .+ tri−2F

(ri)
i (a)).

Deste modo, t = 0 tem multiplicidade ≥ 2 como raiz de Fi(ta) se e somente se F
(1)
i (a) = 0. Assim

a reta L é tangente a X em x se e somente se

F
(1)
1 (a) = . . . = F (1)

m (a) = 0.

Ora, a reta L pode ser determinada por qualquer um de seus pontos fora da origem, e portanto o

espaço tangente a X em x é definido pelas equações

F
(1)
1 = . . . = F (1)

m = 0.

Como cada F
(1)
i é um polinômio homogêneo de grau 1, então TxX é um subespaço linear de AN .

Exemplo. 1 - Para todo x ∈ AN temos TxAN = AN já que I(AN ) = ⟨0⟩.

2 - Seja X uma hipersuperf́ıcie de AN com I(X) = ⟨F ⟩, onde F ∈ k[T1, . . . , TN ]. Suponha

que x = (0, . . . , 0) ∈ X e vamos achar TxX. Pelo visto acima, o espaço tangente é definido por

F (1) = 0, onde F (1) é a componente homogênea de grau 1 de F . Note que

F (1) =
N∑
i=1

∂F

∂Ti
(0)Ti.
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Se F (1) não é identicamente nulo, então TxX é definido por uma equação linear em AN e logo é

um hiperplano de AN . Assim, pelo Teorema 4.6, dim(TxX) = N − 1 = dim(X). Por outro lado,

se F (1) for identicamente nulo, então TxX = AN e dim(TxX) = N > dim(X).

3 - Tome X = {(x1, x2) ∈ A2 |x21 = x2}. Então X é dado pela equação F = T 2
1 − T2 e logo

T(0,0)X é dado pela equação T2 = 0, ou seja,

T(0,0)X = {(t, 0) | t ∈ k}.

4 - Seja X = {(x1, x2) ∈ A2 |x31 = x22}. Então X é dado pela equação F = T 3
1 − T 2

2 e temos

F (1) = 0. Logo T(0,0)X = A2.

5 - Considere X = Z(T2(T2 − T 2
1 )) ⊂ A2. Então X = X1 ∪X2 onde

X1 = Z(T2) e X2 = Z(T2 − T 2
1 )

são as componentes irredut́ıveis de X. Já vimos que T(0,0)X2 = L, onde L = {(t, 0) | t ∈ k}. É fácil

ver que também temos T(0,0)X1 = L. Vejamos porém que T(0,0)X ̸= L. De fato, X é dado pela

equação F = T 2
2 − T 2

1 T2 e logo F (1) = 0. Assim T(0,0)X = A2.

Como o espaço tangente foi definido usando as equações de X, não é claro a prinćıpio se um

morfismo f : X → Y estabelece alguma relação entre os espaços tangente a X e a Y nos pontos

correspondentes. Para deduzir esta relação, vamos obter no Teorema 5.1 uma definição equivalente

de espaço tangente usando o mapa de diferencial. Mas, além disso, o espaço tangente deve ser um

objeto local, e isto também não está claro pela nossa definição. Este problema será resolvido

apenas na próxima seção, no Teorema 5.3.

Seja F ∈ k[T1, . . . , TN ] um polinômio não nulo e tome x = (x1, . . . , xN ) ∈ AN . Então F tem

uma expressão em série de Taylor em x

F (T ) = F (0)(T ) + F (1)(T ) + . . .+ F (r)(T )

onde cada F (j)(T ) é homogêneo de grau j nas variáveis Ti − xi, com i = 1, . . . , N . A diferencial

de F em x é definida por

dxF = F (1)(T ).

Temos então que

dxF =
N∑
i=1

∂F

∂Ti
(x)(Ti − xi).
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Segue das propriedades de ∂/∂Ti que dx satisfaz

dx(a) = 0

dx(F +G) = dxF + dxG

dx(FG) = F (x)dxG+G(x)dxF,

para a ∈ k e F,G ∈ k[T1, . . . , TN ]. A última igualdade diz que dx é de fato uma diferencial. Além

disso, segue que dx(aF ) = adxF e portanto dx é um homomorfismo de espaços vetoriais.

Exemplo. Seja F = T 3
1 − T 2

2 e x = (1, 1). Escrevendo F = F (0) + F (1) + F (2) + F (3), onde F (j) é

a componente homogênea de grau j nas variáveis T1 − 1 e T2 − 1, temos

F (0) = 0

F (1) = dxF = 3(T1 − 1)− 2(T2 − 1)

F (2) = 3(T1 − 1)2 − (T2 − 1)2

F (3) = (T1 − 1)3.

Seja X = Z(F ) ⊂ A2. Note que x ∈ X. Fazendo a mudança de coordenadas em A2 que leva x

na origem, vemos que o espaço tangente a X em x é dado por 3T1 − 2T2. Mudando novamente as

coordenadas de modo que x = (1, 1), obtemos então que TxX é dado por dxF = 0, ou seja, TxX é

a reta

TxX = {(x1, x2) ∈ A2 | 3x1 − 2x2 = 1}.

Agora considere X ⊂ AN fechado dado por equações F1, . . . , Fm e tome x ∈ X. Então as

equações do espaço tangente TxX são

dxF1 = . . . = dxFm = 0.

Suponha agora que I(X) = ⟨F1, . . . , Fm⟩, e tome g ∈ k[X]. Seja G ∈ k[T1, . . . , TN ] um polinômio

tal que G|X = g. Note que dxG depende da escolha de G. Seja então H um outro polinômio tal

que H|X = g = G|X , isto é, tal que (H − G)|X = 0. Então F = H − G ∈ I(X) e logo se escreve

como

F = A1F1 + . . .+AmFm

com A1, . . . , An ∈ k[T1, . . . , TN ]. Assim, para x ∈ X, temos

dxF = (A1(x)dxF1 + F1(x)dxA1) + . . .+ (Am(x)dxFm + Fm(x)dxAm)

= A1(x)dxF1 + . . .+Am(x)dxFm,
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já que x ∈ X implica que F1(x) = . . . = Fm(x) = 0. Deste modo vemos que dxF |TxX = 0 e

portanto dxH|TxX = dxG|TxX . Podemos então definir a diferencial de g ∈ k[X] por

dxg = dxG|TxX ,

onde G é um polinômio tal que G|X = g. Obtemos deste modo um mapa de diferencial

dx : k[X]→ (TxX)∗

onde (TxX)∗ é o espaço das formas lineares em TxX, isto é, é o dual de TxX como espaço vetorial.

É claro que se f, g ∈ k[X] e a ∈ k temos

dx(af) = adxf

dx(f + g) = dxf + dxg

dx(fg) = f(x)dxg + g(x)dxf.

Em particular, dx é um homomorfismo de k-espaços vetoriais.

Agora considere IX(x) = {f ∈ k[X] | f(x) = 0}. Então (veja Teorema 1.13), IX(x) é um ideal

de k[X]. Primeiro note que para qualquer f ∈ k[X] temos dxf = dxf0 onde f0 = f−f(x) ∈ IX(x).

Agora tome

f ∈ IX(x)2 = {f1 · f2 | fi ∈ IX(x), i = 1, 2}.

Então

dxf = f1(x)dxf2 + f2(x)dxf1 = 0,

isto é, IX(x)2 está contido no núcleo do homomorfismo dx.

Teorema 5.1 Seja X um fechado afim e x ∈ X. A restrição de dx a IX(x) define um isomor-

fismo de k-espaços vetoriais entre o quociente IX(x)/IX(x)2 e o dual (TxX)∗. Assim, obtemos

isomorfismo

TxX
∼
= (IX(x)/IX(x)2)∗.

Demonstração. Para simplificar a notação durante a prova, tome η = IX(x). Considere a

restrição dx : η → (TxX)∗. Temos que mostrar que

im(dx) = (TxX)∗ e ker(dx) = η2.

Primeiro, note que qualquer forma linear φ em TxX é induzida por uma função linear f em AN

com dxf = φ e f(x) = 0, e logo im(dx) = (TxX)∗. Agora vamos mostrar que ker(dx) = η2. Já

vimos que η2 ⊂ ker(dx). Vejamos a inclusão contrária.
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Para isso podemos supor sem perda de generalidade que x = (0, . . . , 0). Tome g ∈ η tal que

dxg = 0 e suponha que g é induzida por um polinômio G ∈ k[T1, . . . , TN ]. Então dxG = 0 em

TxX. Logo dxG é combinação das equações de TxX, ou seja, se I(X) = ⟨F1, . . . , Fm⟩, então

(13) dxG = λ1dxF1 + . . .+ λmdxFm

e, como dxG, dxF1, . . . , dxFm têm todos grau 1, temos λ1, . . . , λm ∈ k. Seja

G1 = G− λ1F1 − . . .− λmFm.

Então G1(0) = 0. De fato, temos G(0) = g(0) = 0 e Fi(0) = 0 para todo i, já que x = (0, . . . , 0) ∈

X. Assim G1 não tem fator de grau 0. Além disso, por (13), G1 não tem fator de grau 1.

Portanto G1 só tem fatores de grau ≥ 2, isto é, G1 ∈ ⟨T1, . . . , TN ⟩2. Mas G1|X = G|X = g e logo

g ∈ ⟨t1, . . . , tN ⟩2, onde ti = Ti|X . Como x = (0, . . . , 0), temos η = ⟨t1, . . . , tN ⟩ e logo g ∈ η2.

Para a última afirmação, basta lembrar que se V e W são espaços vetoriais de dimensão finita

com V
∼
=W ∗ então vale V ∗ ∼

=W . 2

Definição. O espaço vetorial IX(x)/IX(x)2 é o espaço cotangente de X em x.

Agora seja f : X → Y um morfismo de fechados afins. Tome x ∈ X e seja y = f(x). Considere

o mapa de pullback f∗ : k[Y ]→ k[X]. É claro que

f∗(IY (y)) ⊂ IX(x) e f∗(IY (y)
2) ⊂ IX(x)2.

Assim, f∗ induz um mapa

IY (y)/IY (y)
2 → IX(x)/IX(x)2,

ou seja, um mapa (TyX)∗ → (TxX)∗. Obtemos assim o mapa de diferencial de f

dxf : TxX → TyY.

Note em particular que se f é isomorfismo então f∗ é isomorfismo e logo dxf é isomorfismo. Assim

X
∼
= Y implica que TxX

∼
= Tf(x)Y , ou seja, a dimensão do espaço tangente é invariante por

isomorfismo.

Obs. A rećıproca da afirmação acima é falsa, isto é, existem morfismos f : X → Y tais que dxf

é um isomorfismo para todo x ∈ X, mas f não é isomorfismo. Um morfismo f tal que dxf é

isomorfismo para todo x é dito um morfismo étale.
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5.2 Anel local

Seja X ⊂ AN um fechado. Supomos primeiro que X é irredut́ıvel. Definimos o anel local de X em

um ponto x por

OX,x =

{
f

g
∈ k(X)

∣∣∣∣ g(x) ̸= 0

}
,

isto é, é o subanel de k(X) das funções regulares em x. Este anel é na verdade uma localização de

k[X], como veremos a seguir.

Seja A um anel comutativo e P ⊂ A um ideal primo. Definimos a localização de A em P como

o anel

AP = {(f, g) | f, g ∈ A, g ̸∈ P}/ ∼,

onde (f, g) ∼ (f ′, g′) se existe h ∈ A − P tal que h(fg′ − f ′g) = 0. (A necessidade da introdução

do fator h na definição vem da possibilidade de existência de divisores de zeros em A.) O anel AP

tem operações dadas por

(f, g) · (f ′, g′) = (ff ′, gg′)

(f, g) + (f ′, g′) = (fg′ + f ′g, gg′)

Denotamos usualmente os elementos de AP por f/g. Temos um homomorfismo injetor

φ : A → AP

f 7→ f/1.

Note que um elemento f/g ∈ AP é inverśıvel se e somente se f ̸∈ P . Assim, o ideal

mP = {f/g ∈ AP | f ∈ P, g ̸∈ P}

consistindo de todos os elementos não-inverśıveis de AP é um ideal maximal de AP . Na verdade,

mP é o único ideal maximal de AP já que um ideal de AP que não está contido em mP deve conter

uma unidade de AP e logo é igual a AP . Assim AP é um anel local. Se A é Noetheriano, então

AP também é.

Deste modo, o anel local de uma variedade afim X em um ponto x ∈ X é a localização de k[X]

no ideal IX(x). Assim, se X é um fechado afim não necessariamente irredut́ıvel, definimos o anel

local de X em x como a localização

OX,x = k[X]IX(x).

Como k[X] é Noetheriano, então OX,x também é Noetheriano. Além disso, OX,x é um anel local

com ideal maximal

mx := {f/g | f, g ∈ k[X], g(x) ̸= 0, f(x) = 0}.
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Obs. 1 - Toda função racional f/g ∈ OX,x define um uma função regular numa vizinhança de x,

mais especificamente, no aberto principal Xg contendo x. A relação de equivalência em OX,x diz

que f/g ∼ f ′/g′ se estas funções são iguais no aberto Xgg′h para algum h ∈ k[X] com h(x) ̸= 0.

(Note que x ∈ Xgg′h.) Assim, temos que

OX,x = {(φ,U) |φ ∈ k(X), φ regular em U ∋ x}/ ∼

onde (φ,U) ∼ (ψ, V ) se e somente se φ|U∩V = ψ|U∩V .

2 - Seja Y ⊂ X uma subvariedade. Então IX(Y ) é um ideal primo de k[X], pois I(Y ) é primo

e IX(Y ) = I(Y )/I(X). Assim, podemos tomar a localização de k[X] em IX(Y ). Esta localização

é o anel local OX,Y de X em Y .

Agora considere um fechado afim X ⊂ An e tome x ∈ X. A diferencial de uma função racional

P/Q ∈ k(T1, . . . , Tn) regular em x pode ser deduzida notando-se que (P/Q) ·Q = P e logo

dxP = dx

(
P

Q
·Q

)
=
P

Q
(x)dxQ+Q(x)dx

(
P

Q

)
.

E assim,

dx

(
P

Q

)
=

1

Q(x)

(
dxP −

P (x)

Q(x)
dxQ

)
=
Q(x)dxP − P (x)dxQ

Q(x)2
.

Agora, uma função f ∈ OX,x pode ser vista como a restrição a X de uma função da forma P/Q

como acima. Logo, definindo

dxf = dx

(
P

Q

)∣∣∣∣
TxX

obtemos um mapa de diferencial

dx : OX,x → (TxX)∗.

De modo análogo ao empregado na seção anterior, mostra-se que dx está bem definido.

Proposição 5.2 Seja X um fechado afim e x ∈ X. Então dx define um isomorfismo de espaços

vetoriais

TxX
∼
= (mx/m

2
x)

∗.

Demonstração. Análoga à demonstração do Teorema 5.1. 2

A proposição anterior mostra que TxX é de fato um invariante local, isto é, se U ⊂ X é uma

vizinhança de x em X, então

TxX = TxU
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pois k(X) = k(U). Este fato, juntamente com o fato de que o espaço tangente é invarinte por

isomorfismo, pode ser usado para definir o espaço tangente a um conjunto algébrico quasi-projetivo

X em um ponto x ∈ X. De fato, seja U ⊂ X um aberto afim contendo x, então temos f : U
∼−→ Y

para algum fechado afim Y . Podemos tomar TxX = TxU
∼
= Tf(x)Y . Alternativamente, podemos

definir OU,x como a localização do anel k[U ] no ideal primo IU (x). Assim, TxU pode ser constrúıdo

abstratamente como (mx/m
2
x)

∗ e novamente podemos tomar TxX = TxU .

Agora note que se X é um conjunto algébrico afim, então existe mergulho i : X ↪→ An para

algum n. Assim, obtemos um mergulho dxi : TxX ↪→ TxAn = An. Do mesmo modo, se X é

projetivo, então existe mergulho i : X ↪→ Pn. Suponha que i(x) ∈ Anj . Então U = i−1(Anj ) é

um aberto principal (e logo afim) de X contendo x (exerćıcio). Assim i|U : U ↪→ Anj induz um

mergulho

dxi : TxX = TxU ↪→ TxAnj
∼
= An.

O fecho projetivo de TxX em Pn é chamado o espaço tangente projetivo de X em x.

5.3 Pontos regulares e singulares

Seja X ⊂ AN uma variedade afim e tome x ∈ X. Considere

TX = {(p, x) ∈ AN ×X | p ∈ TxX}.

Então TX é fechado em AN ×X (exerćıcio). Seja π : TX → X a segunda projeção. Então é claro

que π(TX) = X e que

π−1(x) = {(p, x) | p ∈ TxX}
∼
= TxX.

Dizemos que o morfismo π : TX → X é o fibrado tangente de X. O Teorema 4.10 implica que existe

s ≥ 0 tal que dim(TxX) ≥ s para todo x ∈ X e que o conjunto dos x ∈ X tais que dim(TxX) > s

é um fechado próprio de X. Veremos a seguir que s = dim(X).

Dizemos que o ponto x ∈ X é regular ou não-singular se dim(TxX) = s. Se dim(TxX) > s

então x é dito um ponto singular de X. Dizemos que X é suave ou não-singular se todo ponto de

X é regular. Notamos que os pontos regulares formam um aberto não-vazio em X.

Teorema 5.3 Seja X uma variedade afim e x ∈ X um ponto não-singular. Então dim(TxX) =

dim(X).

Demonstração. Seja n − 1 = dim(X). Vimos na Seção 1.3 que X é birracional a uma hipersu-

perf́ıcie Y de Am para algum m. Mas então, pelo Lema 4.1 e o Teorema 4.6, temos

n− 1 = dim(X) = dim(Y ) = m− 1,
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ou seja, m = n. Seja φ : X 99K Y o mapa birracional e tome U ⊂ X e V ⊂ Y abertos tais que

φ|U : U → V é isomorfismo. Como o conjunto dos pontos não-singulares de X é um aberto denso

e a dimensão do espaço tangente a X em cada um deles é a mesma, podemos supor que x ∈ U .

Agora, como a dimensão do espaço tangente é invariante por isomorfismo, temos que

dim(TxX) = dim(TxU) = dim(TyY ) = dim(TyV )

onde y = φ(x). Basta então mostrar o teorema para a hipersuperf́ıcie Y .

Seja F uma equação de Y com I(Y ) = ⟨F ⟩. Então a equação do espaço tangente a Y em y é

dyF =

n∑
i=1

∂F

∂Ti
(y)(Ti − yi) = 0

onde y = (y1, . . . , yn). Deste modo, temos dim(TyY ) = n − 1 se e somente se os ∂F/∂Ti não

são todos identicamente nulos em y. Ora, os ∂F/∂Ti não são identicamente nulos em y se não

o são em uma vizinhança de y. Agora note que os ∂F/∂Ti não são identicamente nulos em Y .

De fato, se os ∂F/∂Ti são identicamente nulos em Y e char(k) = 0, então F é constante, um

absurdo. Se char(k) = p > 0, então as variáveis Ti aparecem com potências múltiplas de p. Mas

isto implica que F = Gp para algum G contrariando o fato de ⟨F ⟩ ser ideal radical. Assim, vemos

que os pontos não-singulares de Y são aqueles tais que os ∂F/∂Ti não são todos identicamente

nulos em y. Mas então TyY é definido pela equação dyF = 0 e logo é um hiperplano de An. Assim

dim(TyY ) = n− 1. 2

Agora tome X um fechado afim não-necessariamente irredut́ıvel. Para x ∈ X definimos

dimx(X) = max{dim(W ) |W ⊂ X componente irredut́ıvel contendo x}.

É claro que dim(X) = max{dimx(X) |x ∈ X}. Pelo Teorema 5.3, temos então

dim(TxX) ≥ dimx(X).

Dizemos que x é um ponto singular de X se dim(TxX) > dimx(X), e que x é um ponto não-

singular ou ponto regular de X se dim(TxX) = dimx(X). Novamente, os pontos regulares estão

contidos em um aberto denso de X.

Exemplo. 1 - Seja X = Z(T 3
1 − T 2

2 ) e tome x = (x1, x2) ∈ X. Então com F = T 3
1 − T 2

2 temos

dxF = 3x21(T1 − x1)− 2x2(T2 − x2).

Assim, dxF é identicamente nulo se e somente se x1 = x2 = 0. Ou seja, o único ponto singular de

X é (0, 0).
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2 - Vamos determinar os pontos singulares de

X = Z(T 2
1 T

2
2 + T 2

1 + T 2
2 − T1T2T3).

Tome então x = (x1, x2, x3) ∈ X. Para F = T 2
1 T

2
2 + T 2

1 + T 2
2 − T1T2T3 temos

dxF = (2x1x
2
2 + 2x1 − x2x3)(T1 − x1) +(14)

(2x21x2 + 2x2 − x1x3)(T2 − x2) +

(−x1x2)(T3 − x3).

Os pontos singulares são aqueles para os quais dxF é identicamente nulo. Assim, temos que x é

singular se x1 = x2 = 0 e neste caso o conjunto dos pontos singulares é

Sing(X) = {(0, 0, t) | t ∈ k}.

6 Suavidade e normalidade

Nesta seção veremos algumas conseqüências da condição de não-singularidade, isto é, suavidade,

em uma variedade afim, bem como a relação entre os conceitos de suavidade e normalidade. A

maior parte dos resultados desta seção se estende ao caso quasi-projetivo, porém nestas notas

trataremos apenas o caso afim. Para um tratamento mais geral, veja o livro de I. Shafarevich.

Definição. Seja X um fechado afim e x ∈ X. Dizemos que f1, . . . , fm ∈ OX,x são equações locais

de um fechado Y ⊂ X em uma vizinhança de x se existe uma vizinhança afim U de x em X tal

que f1, . . . , fm são regulares em U e

IU (Y
′) = ⟨f1, . . . , fm⟩

em k[U ], onde Y ′ = Y ∩ U .

Vamos ver uma condição equivalente à dada acima. Considere o ideal de OX,x dado por

mY,x =
{ u
v
∈ OX,x

∣∣∣ u, v ∈ k[X], u ∈ IX(Y ), v(x) ̸= 0
}
.

Note que se x ∈ Y então temos mY,x ⊂ mx. Por outro lado, se x ̸∈ Y então existe u ∈ IX(Y ) que

não se anula em x e logo existe u/v ∈ mY,x que não está em mx. Mas mx contém todos os elementos

não-inverśıveis de OX,x e portanto mY,x contém um elemento inverśıvel. Assim, se x ̸∈ Y temos

mY,x = OX,x.
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Lema 6.1 Seja X fechado afim e tome x ∈ X. Seja Y ⊂ X um subconjunto fechado. Então

f1, . . . , fm ∈ OX,x são equações locais de Y numa vizinhança de x se e somente se mY,x =

⟨f1, . . . , fm⟩.

Demonstração. Se IU (Y
′) = ⟨f1, . . . , fm⟩ em k[U ], então é claro que mY,x = ⟨f1, . . . , fm⟩ pois,

como OX,x = OU,x, então o ideal mY,x pode ser descrito como

mY,x =
{ u
v
∈ OU,x

∣∣∣ u, v ∈ k[U ], u ∈ IU (Y ′), v(x) ̸= 0
}
.

Reciprocamente, suponha que mY,x = ⟨f1, . . . , fm⟩ e tome geradores g1, . . . , gs ∈ k[X] de IX(Y ),

isto é

IX(Y ) = ⟨g1, . . . , gs⟩.

É claro que cada gi ∈ mY,x e portanto podemos escrever

(15) gi =

m∑
j=1

hijfj

com hij ∈ OX,x. Tome U o aberto principal onde as funções fi e hij são todas regulares, note que

x ∈ U . Suponha que U = Xg com g ∈ k[X]. Pelo Lema 2.20, k[U ] consiste de elementos da forma

u/gr com u ∈ k[X] e r ≥ 0. Por (15), temos que

⟨g1, . . . , gs⟩ = IX(Y )k[U ] ⊂ ⟨f1, . . . , fm⟩.

Vamos mostrar que IX(Y )k[U ] = IU (Y
′), onde Y ′ = Y ∩ U . É claro que IX(Y )k[U ] ⊂ IU (Y

′).

Agora tome v ∈ IU (Y ′), então v = u/gr com u ∈ k[X] e r ≥ 0. Assim, u = vgr ∈ IX(Y ) e, como

1/gr ∈ k[U ], temos v = u/gr ∈ IX(Y )k[U ]. Deste modo obtemos a igualdade

IX(Y )k[U ] = IU (Y
′).

Então IU (Y
′) ⊂ ⟨f1, . . . , fm⟩. Por outro lado, cada fi está em IU (Y

′), já que cada fi é regular em

U e se anula em Y ′. Deste modo, temos que IU (Y
′) = ⟨f1, . . . , fm⟩. 2

Definição. Seja X um fechado afim com dim(X) = n e tome x ∈ X um ponto regular. Dizemos

que u1, . . . , un ∈ OX,x são parâmetros locais de X em x se cada ui está no ideal maximal mx e as

imagens de u1, . . . , un no quociente formam uma base para o espaço vetorial mx/m
2
x. Não é dif́ıcil

mostrar que, se u1, . . . , un são parâmetros locais de X em x, então mx = ⟨u1, . . . , un⟩.

É sempre posśıvel encontrar parâmetros locais em torno de um ponto regular. Por exemplo, se

x = (x1, . . . , xn) então ui = Ti − xi com i = 1, . . . , n são parâmetros locais de x em An.
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Teorema 6.2 Seja X um fechado afim e x ∈ X um ponto regular. O anel local OX,x é um domı́nio

de fatoração única (UFD).

Este resultado segue de dois fatos que não serão demonstrados:

Fato 1. Seja X um fechado afim com dimensão n e x ∈ X um ponto regular. Então toda função

f ∈ OX,x tem uma única expansão em série de Taylor, isto é, existe uma série formal

Φ = F0 + F1 + . . .

com Fi ∈ k[T1, . . . , Tn] homogêneo de grau i e tal que, para cada k ≥ 0, temos

f =
k∑
i=0

Fi(u1, . . . , un) ∈ mk+1
x ,

onde u1, . . . , un são parâmetros locais de X em x. Além disso, a série Φ determina unicamente a

função f . Deste modo, podemos ver OX,x como subanel do anel k[[T1, . . . , T ]] das séries formais

de potências.

Fato 2. O anel k[[T1, . . . , T ]] das séries formais de potências é um domı́nio de fatoração única.

(Isto é uma conseqüência do Teorema de Preparação de Weierstrass.)

Vimos no Teorema 4.6 que toda subvariedades de codimensão 1 de An é uma hipersuperf́ıcie.

O teorema a seguir nos diz que, ao menos localmente, o mesmo vale para subvariedades de um

fechado afim não-singular.

Teorema 6.3 Seja X um fechado afim e x ∈ X um ponto regular. Tome Y ⊂ X uma variedade

tal que dim(Y ) = dim(X)− 1. Então Y tem uma equação local numa vizinhança de x.

Demonstração. Primeiro note que, se x ̸∈ Y então 1 é uma equação local, já que neste caso

temos mY,x = OX,x = ⟨1⟩.

Agora suponha que x ∈ Y . Seja f ∈ OX,x uma função que se anula em Y . Como OX,x é UFD

pelo Teorema 6.2, podemos fatorar f em fatores primos. Pela irreducibilidade de Y , algum fator

g também deve se anular em Y . Vejamos que g é equação local de Y em x.

Substituindo X por uma vizinhança afim de x, podemos supor que g é regular em X. É

claro que Y ⊂ Z(g) ⊂ X. Como Y e Z(g) têm ambos a mesma dimensão, temos que Y é uma

componente irredut́ıvel de Z(g) e logo Z(g) = Y ∪ Y ′. Vamos mostrar que x ̸∈ Y ′. Para isso,

vamos supor que existem h, h′ ∈ k[X] satisfazendo

h ∈ IX(Y ) com h ̸∈ mY ′,x,
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h′ ∈ IX(Y ′) com h′ ̸∈ mY,x.

Note que estas escolhas são posśıveis se e somente se x ∈ Y ′.

Agora, temos hh′ = 0 em Z(g) e logo g divide (hh′)r em k[X], para algum r ≥ 0. Deste modo,

g divide (hh′)r em OX,x. Como OX,x é UFD, isto significa que g divide h ou h′ em OX,x. Assim

h ou h′ se anulam em uma vizinhança de x em Z(g). Diminuindo X se necessário, podemos supor

que h ou h′ se anula em Z(g), implicando que h ∈ mY ′,x ou h′ ∈ mY,x. Mas isto contraria a escolha

de h e h′, ou seja, não é posśıvel escolher h e h′ como acima. Deste modo, x ̸∈ Y ′.

Como x ̸∈ Y ′, novamente substituindo X por uma vizinhança de x, podemos supor que Z(g) =

Y . Mas então mY,x = ⟨g⟩. De fato, se u ∈ k[X] se anula em Y , então g divide us em k[X] para

algum s ≥ 0, e logo g divide us em OX,x. Como OX,x é UFD, g divide u em OX,x, mostrando que

mY,x = ⟨g⟩. 2

Teorema 6.4 Seja X um fechado afim não-singular e seja ϕ : X 99K PN um mapa racional.

Então o conjunto dos pontos de X para os quais ϕ não está definido tem codimensão maior ou

igual a 2.

Demonstração. Por definição, o conjunto dos pontos onde um mapa racional não está definido é

fechado. Como a afirmação é local, basta mostrar o teorema numa vizinhança de um ponto x ∈ X.

Escreva ϕ = (f0 : . . . : fN ) com fi ∈ k(X). Podemos supor, multiplicando os fi por um fator

comum se necessário, que todo fi está em OX,x e f0, . . . , fN não têm fator comum em OX,x. Logo

ϕ não está definida em pontos de uma vizinhança de x onde f0 = . . . = fN = 0. Mas nenhuma

variedade Y de dimensão dim(X)− 1 pode estar contida no conjunto definido por estas equações.

De fato, caso contrário, como pelo Teorema 6.3 temos mY,x = ⟨g⟩ para algum g ∈ OX,x, teŕıamos

que f0, . . . , fm ∈ ⟨g⟩, contrariando o fato de os fi não terem fator comum. 2

Obs. Os Teoremas 6.2, 6.3 e 6.4 continuam válidos para conjuntos algébricos quasi-projetivos. De

fato, basta notar que os três resultados são locais e portanto basta considerar vizinhanças afins de

cada ponto.

Corolário 6.5 Todo mapa racional de uma curva não-singular para um Pn é um morfismo.

Corolário 6.6 Duas curvas projetivas não-singulares são birracionais se e somente se são iso-

morfas.
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Vamos agora investigar a relação entre os conceitos de normalidade e de não-singularidade.

Começamos notando que a condição de normalidade pode ser traduzida em termos de anéis locais.

Lema 6.7 Seja X uma variedade afim.

(a) Se X é normal então, para toda subvariedade Y ⊂ X, o anel local OX,Y é integralmente

fechado;

(b) Se OX,x é integralmente fechado para todo x ∈ X então X é normal.

Demonstração. (a) Primeiro note que o corpo de frações de OX,Y é k(X). Agora tome α ∈ k(X)

inteiro sobre OX,Y . Temos então

(16) αn + a1α
n−1 + . . .+ an = 0

com a1, . . . , an ∈ OX,Y . Podemos escrever cada ai como ai = bi/ci onde bi, ci ∈ k[X] com

ci ̸∈ IX(Y ). Multiplicando (16) por cn onde c = c1 · · · cn, obtemos

(cα)n + d1(cα)
n−1 + . . .+ dn−1(cα) + dn = 0,

com di ∈ k[X]. Assim, sendo β = cα, temos que β é inteiro sobre k[X]. Como X é normal, então

k[X] é integralmente fechado e logo β ∈ k[X]. Assim α = β/c ∈ OX,Y pois β ∈ k[X] e c ̸∈ IX(Y ),

já que c1, . . . , cn ̸∈ IX(Y ) e IX(Y ) é um ideal primo. Então OX,Y é integralmente fechado.

(b) Tome α ∈ k(X) inteiro sobre k[X]. Então

αn + a1α
n−1 + . . .+ an = 0

com a1, . . . , an ∈ k[X]. Mas ai ∈ k[X] ⊂ OX,x para todo x e logo, como OX,x é integralmente

fechado, temos que ter α ∈ OX,x para todo x. Assim α é regular em todo ponto x de X, mostrando

que α ∈ k[X]. Deste modo k[X] é integralmente fechado e X é normal. 2

Lema 6.8 Seja A um anel comutativo. Se A é UFD então A é integralmente fechado.

Demonstração. Seja K o corpo de frações de A. Tome α = a/b ∈ K inteiro sobre A. Como A é

UFD então podemos supor que a e b não têm fator comum. Como α é inteiro sobre A, temos

αn + a1α
n−1 + . . .+ an = 0

com a1, . . . , an ∈ A. Multiplicando por bn temos

an + a1a
n−1b+ . . .+ anb

n = 0,
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isto é,

an + b(a1a
n−1 + . . .+ anb

n−1) = 0,

implicando que b divide an e, como A é UFD, que b divide a. Como por hipótese a e b não têm

fator comum, então b deve ser uma unidade de A e logo α ∈ A. 2

Teorema 6.9 Toda variedade afim não-singular é normal.

Demonstração. Seja X uma variedade afim não-singular. Pelo Teorema 6.2, OX,x é UFD para

todo x ∈ X. Mas então pelo Lema 6.8, OX,x é integralmente fechado e logo, pelo Lema 6.7, X é

normal. 2

Teorema 6.10 Seja X um fechado afim normal e Y ⊂ X fechado de codimensão 1. Então existe

X ′ ⊂ X aberto afim tal que Y ′ = Y ∩X é não-vazio e o ideal de Y ′ em k[U ] é principal.

Demonstração. Veja Shafarevich Teorema 2, caṕıtulo II.5. 2

Teorema 6.11 O conjunto dos pontos singulares de uma variedade afim normal tem codimensão

maior ou igual a 2.

Demonstração. Seja X uma variedade normal de dimensão n. Seja S ⊂ X o conjunto dos pontos

singulares de X. Lembre que S é fechado. Suponha que S tem alguma componente irredut́ıvel

Y de dimensão n − 1. Tome X ′ ⊂ X como no Teorema 6.10 e tome Y ′ = Y ∩ X. Claro que

dim(Y ′) = dim(Y ).

Tome y ∈ Y ′ um ponto não-singular de Y ′ e sejam u1, . . . , un−1 ∈ OY ′,y parâmetros locais de

Y ′ em y. Pelo Teorema 6.10, IX′(Y ′) = ⟨u⟩ é principal e temos k[Y ′] = k[X ′]/⟨u⟩. Do mesmo

modo, OY ′,y = OX′,y/⟨u⟩ e mX′,y é a imagem inversa de mY ′,y pelo mapa quociente

ψ : OX′,y → OY ′,y.

Tome v1, . . . , vn−1 ∈ OX′,y imagens inversas de u1, . . . , un−1 por ψ. EntãomX′,y = ⟨v1, . . . , vn−1, u⟩

e logo

dim(mX′,y/m
2
X′,y) ≤ n = dim(X ′),

mostrando que y é um ponto não-singular de X ′. Mas X ′ ⊂ X é um aberto denso logo y é um

ponto não-singular de X, contrariando a escolha de y ⊂ Y ′ ⊂ S. Assim dim(S) ≤ n− 2. 2
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7 Exerćıcios

7.1 Lista 1

1 - Seja A um anel e considere as afirmações abaixo:

(i) cada ideal de A é gerado por um número finito de elementos;

(ii) cada cadeia ascendente de ideais I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . de A é estacionária;

(iii) cada conjuntos não-vazio de ideais de A possui um elemento maximal.

Mostre que: (i) ⇒ (ii); (ii) ⇒ (iii); e (iii) ⇒ (i). (Dica: para um ideal I de A considere o

conjunto de todos os ideais finitamente gerados contidos em I.)

2 - Mostre que um k-espaço vetorial em kn é um fechado afim.

3 - (a) Ache o ideal radical de ⟨T1T 3
2 , T

2
1 , 2T1T2 + T 2

2 ⟩ em k[T1, T2];

(b) Determine o ideal gerado por T1T2, T
2
2 − 1 e T1 − T 2

2 em k[T1, T2].

4 - Para cada item abaixo determine se a afirmação é verdadeira ou falsa, exibindo uma prova ou

contra-exemplo:

(a) O anel k[T1, T2, T3, . . .] é Noetheriano;

(b) O conjunto X = {(x1, . . . , xn) ∈ An |x1 + . . .+ xn < 1} é um aberto afim;

(c) O fecho de um aberto afim em A2 é o próprio A2;

(d) Se J é ideal de k[T1, . . . , Tn] então Z(J) = Z(
√
J);

(e) Para X um fechado afim, temos que k[X] é um corpo se e somente se X consiste de um

único ponto.

5 - Seja X = Z(T1 − T 2
2 ) um fechado em A2.

(a) Determine os subconjuntos fechados de X;

(b) Mostre que X é irredut́ıvel verificando que X não é união de fechados próprios.

6 - Considere X = Z(T1T3+T2, T2(T2+1)) em A3. Encontre a decomposição de X em componentes

irredutiveis.

7 - Seja X um fechado afim e f : X → An uma função cont́ınua com respeito à topologia de

Zariski. Mostre que se X é irredut́ıvel então a imagem f(X) também é irredut́ıvel. A rećıproca é

verdadeira?
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7.2 Lista 2

1 - Sejam f : X → Y e g : Y → Z morfismos de fechados afins. Mostre que a composição g ◦ f é

um morfismo.

2 - Um automorfismo de A1 é um isomorfismo de A1 em A1. Mostre que os automorfismos de A1

são da forma f(x) = ax+ b com a, b ∈ k.

3 - Seja X um fechado afim. Mostre que X é quasi-compacto, ou seja, se X = ∪iUi é uma cobertura

de X por abertos, então existem i1, . . . , ir tais que X = Ui1 ∪ . . . ∪ Uir .

4 - Assuma que char(k) ̸= 2. Seja X = Z(T 2
1 + T 3

1 − T 2
2 ) ⊂ A2. Considere o morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1)).

(a) Mostre que o mapa de pullback f∗ é injetor e tem por imagem o subanel de k[T ] dos

polinômios g(T ) tais que g(1) = g(−1);

(b) Conclua que X não é isomorfo a A1;

(c) Ache os pontos de X onde a função racional ϕ = T2/T1 é regular. X é birracional a A1?

5 - Seja X = Z(T 2
2 −T1T3, T 2

3 −T 3
2 ) ⊂ A3. Ache a decomposição de X em componentes irredut́ıveis

e mostre que todas as componentes de X são birracionais a A1.

6 - Seja J ⊂ k[T0, . . . , Tn] um ideal homogêneo.

(a) Mostre que J é um ideal primo se e somente se

f · g ∈ J ⇒ f ∈ J ou g ∈ J.

(b) Seja X ⊂ Pn um subconjunto. Mostre que X é irredut́ıvel se e somente se Ip(X) é um ideal

primo. (Sugestão: use o resultado equivalente para conjuntos afins e a prova do teorema projetivo

dos zeros.)

7 - Seja Y um conjunto afim consistindo de apenas um ponto. Mostre que o fecho projetivo de X

também consiste de um ponto.

8 - Sabemos que a interseção do cone eĺıtico X = Z(T 2
1 + T 2

2 − T 2
3 ) ⊂ A3 com diferentes planos dá

origem às curvas cônicas elipse, hipérbole e parábola.

(a) Descreva os pontos no infinito do fecho projetivo da curva cônica X ∩ Z(T3 − 1);

(b) Descreva os pontos no infinito do fecho projetivo da curva cônica X ∩ Z(T1 − 1);

(c) Descreva os pontos no infinito do fecho projetivo da curva cônica X ∩ Z(T1 + T3 − 1).
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9 - Seja X um fechado afim. Mostre que X é irredut́ıvel se e somente se seu fecho projetivo é

irredut́ıvel.

7.3 Lista 3

1 - Considere o mapa

f : P2 99K P2

(x0 : x1 : x2) 7→ (x1x2 : x0x2 : x0x1)

(a) Mostre que f é um mapa birracional;

(b) Determine os pontos onde f e f−1 são regulares;

(c) Determine os abertos U e V de P2 tais que f |U : U → V é isomorfismo.

2 - Seja X um conjunto algébrico quasiprojetivo. Mostre que a interseção de abertos afins de X é

um aberto afim de X. (Sugestão: mergulho de Segre.)

3 - Mostre que P1 × A1 não é conjunto algébrico afim nem projetivo.

4 - Seguindo a prova da normalização de Noether, explicite um morfismo finito da curva normal

racional de grau 2 para P1. (Lembre que a curva normal racional de grau 2 é a imagem do mergulho

de Veronese ν1,2.)

5 - Seja X = Z(T 2
2 − T 2

1 − T 3
1 ) fechado em A2. Considere o morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1))

(a) Mostre que f é finito.

(b) Mostre que f tem grau 1.

(c) Encontre f−1(0, 0).

6 - Seja f : X → Y um morfismo birracional (isto é, um morfismo que possui uma inversa racional)

entre variedades afins. Suponha que Y é normal e que f é finito. Mostre que f é um isomorfismo.

7.4 Lista 4

1 - (a) Seja E ⊂ PN um subespaço linear, isto é, um fechado definido por polinômios de grau 1.

Mostre que, se E tem dimensão s, então E pode ser definido por um número de equações ≤ N − s;

(b) Seja X ⊂ PN um fechado. Seja s a maior dimensão de um subespaço linear de PN disjunto

de X. Mostre que a dimensão de X é N − s− 1.
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2 - Sejam X,Y ⊂ PN variedades quasi-projetivas tais que X ∩ Y ̸= ∅. Seja Z uma componente

irredut́ıvel de X ∩ Y . Mostre que

dimZ ≥ dimX + dimY −N.

3 - Considere o fechado em A3 dado por

X = Z(T1T
2
2 − 2T1T2T3, T

2
2 − 4T2T3 + 4T 2

3 ).

(a) Determine se X é uma hipersuperf́ıcie de A3 encontrando as dimensões de suas componentes

irredut́ıveis;

(b) Ache o espaço tangente a X em x = (0, 0, 0).

4 - Seja X = Z(T 2
1 + T 2

2 − T 2
3 ) fechado em A2. Encontre todos os pontos singulares de X.

5 - Seja X uma hipersuperf́ıcie de An. Seja x ∈ X um ponto que está na interseção de duas

componentes irredut́ıveis de X. Mostre que x é um ponto singular de X.

7.5 Prova 1

1 - Em cada item abaixo, determine se a aformação é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.

(a) A interseção de dois conjuntos algébricos quasi-projetivos irredut́ıveis é irredut́ıvel;

(b) Seja k = C e considere Z ⊂ C o anel dos inteiros. Então Z = A1
C;

(c) Duas retas distintas em P2 (i.e., dois hiperplanos de P2) se intersetam em exatamente um

ponto.

2 - Considere o fechado afim X = Z(T3 − T1T2, T 2
2 + T1T3 + T 2

1 T2) ⊂ A3.

(a) Determine as componentes irredut́ıveis de X;

(b) Mostre que as componentes irredut́ıveis de X são isomorfas a A1.

3 - Seja f : X → Y morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos.

(a) Suponha que X e Y são fechados afins e que f∗ é sobrejetora. Mostre que f é injetora.

(Sugestão: mostre que para x, x′ ∈ X existe função regular em X assumindo valor 0 em x mas não

em x′.)

(b) Suponha que X é variedade projetiva e que Y é conjunto algébrico afim. Mostre que f é

constante.

(c) Mostre que se g : X → Y é outro morfismo, então o conjunto {x ∈ X|f(x) = g(x)} é

fechado em X;
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4 - Seja f : Pn → Pm um morfismo. Suponha que existem F0, . . . , Fm ∈ k[T0, . . . Tn] polinômios

homogêneos de mesmo grau tais que, para todo x ∈ X, temos f(x) = (F0(x) : . . . : Fm(x)). Seja

Γf ⊂ Pn × Pm o gráfico de f .

(a) Mostre que Γf ⊃ Zp(SiFj − SjFi | 0 ≤ i, j ≤ m).

(b) Considere o mergulho de Veronese

ν = ν1,2 : P1 → P2

(x0 : x1) 7→ (x20 : x0x1 : x21)

Mostre que Γν = Zp(S0T1 − S1T0, S1T1 − S2T0).

7.6 Prova 2

1 - Em cada item abaixo, decida se a afirmação é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.

(a) Uma curva afim é normal se e somente se é suave.

(b) Todo morfismo finito entre variedades normais é birracional.

2 - Seja X = Zp(T0T3 − T1T2) ⊂ P3. Considere o mapa racional

φ : P2 99K P3

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x1x2).

(a) Mostre que φ(P2) ⊂ X e que φ tem uma inversa racional X 99K P2;

(b) Determine abertos U ⊂ P2 e V ⊂ X tais que φ|U : U → V é isomorfismo.

3 - Seja X = Z(T 3
1 − T 2

2 ) ⊂ A2. Considere o morfismo

f : A1 → X

t 7→ (t2, t3).

(a) Mostre que X não é normal.

(b) Mostre que f é um morfismo finito.

(c) Calcule o grau de f e determine se f tem pontos de ramificação.

(d) Mostre que f é uma normalização.

4 - Considere X = Z(T1T2, T2T3, T1T3) ⊂ A3.

(a) Calcule a dimensão de X;

(b) Mostre que x = (0, 0, 0) é o único ponto singular de X e ache dim(TxX).
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normal racional, 33

plana afim, 5

Desomogenização, 27

Diagonal, 36, 39

Diferencial

de um polinômio, 68

de uma função racional, 73

de uma função regular, 70

Dimensão

de X em x, dimx(X), 75

de X, dim(X), 58, 61

Domı́nio de definição, 20, 21, 42

Domı́nio de fatoração única, UFD, 54, 78, 80

Equações locais, 76

Espaço cotangente, 71

Espaço projetivo, Pn, 23

Espaço tangente, TxX, 67

projetivo, 74

Espectro de k[X], Spec(k[X]), 15

Espectro maximal de k[X], Max(k[X]), 15

Fechado

afim, 4

normal, 54

projetivo, 25, 41

Fecho projetivo, 27

Fecho, X, 8, 28

Fibrado tangente, TX, 74

Função

racional, 19, 42

regular, 11, 13, 19, 29, 41
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Gráfico de f , Γ(f), 39

Grau de um morfismo, 53

Hilbert, 6, 8

Hiperplano, 32

Hipersuperf́ıcie, 13, 32, 63

Homogenização, 27

Ideal

mY,x, 76

de X

afim, I(X), 7

projetivo, Ip(X), 25

homogêneo, 25

maximal de um anel local, mx, 72

radical, 8

Inteiro, elemento ou anel, 45

Irredut́ıvel, espaço topológico, 11

Lema de Nakayama, 47

Lema de Zariski, 8

Localização de um anel A em um ideal primo P ,

AP , 72

Mapa de diferencial, 70, 73

de um morfismo, 71

Mapa racional, 21, 44, 79

Mapa birracional, 21, 44

Mergulho de Segre, 36

Mergulho de Veronese, 32

Morfismo, 15, 30

étale, 71

de Frobenius, 56

dominante, 45

finito, 46, 50

grau de, 53

Isomorfismo, 17, 31

ramificado, 55

separável, 56

Multiplicidade de interseção, 66

Normalização, 56

de Noether, 53

Nullstellensatz, veja Teorema dos Zeros de Hil-

bert

Parâmetros locais, 77

Polinômio homogêneo, 24

Polinômio bihomogêneo, 38

Pontos

de ramificação, 55

finitos, 24

infinitos, 24

regulares, 74, 75

singulares, 74, 75

Produto, 35, 37

Projeção com centro em um subespaço linear, 51

Pullback, f∗, 15, 30, 44

Radical de um ideal,
√
J , 8

Reta tangente, 67

Série de Taylor, 68, 78

Subespaço linear, 50

Subvariedade, 13

Superf́ıcie, 59

Teorema da Base de Hilbert, 6

Teorema de dimensão das fibras, 66

Teorema do Ideal Principal de Krull

versão projetiva, 62
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versão quasi-projetiva, 65

Teorema dos Zeros de Hilbert, 8

versão fraca, 9

versão projetiva, 26

versão fraca, 26

Topologia de Zariski, 4, 25, 37

Topologia produto, 36, 37

Truque de Rabinowich, 10

Variedade

afim, 13

afim e projetiva, 42

determinantal, 27

não-singular, 74

normal, 54, 81

projetiva, 25

quasi-projetiva, 28

suave, 74, 81
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