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Subespacos invariantes, autovalores e autovetores

1. Seja T : R®* — R? a transformagao linear definida por T(x,y,z) = (x, 2y + 2z, — 3y + 3z).
Mostre que W = {(x, y, z) ; x = 0} é um subespagco invariante de T.

2. Seja T : R — R3 a transformagéo linear definida por
T(x,y,z) = (x — 3y + 3z,3x — 5y + 3z,6x — 6y + 4z).

Mostre que W ={(x,y,z) ; x —y + z = 0} € um subespaco invariante por T.

3. Sejam A € M, 4n(R) e Ta : R* — R™ a transformagcéo linear, tal que Ta]? = A, onde 8 é a
base canbnica do R™.

Mostre que os escalares indicados sdo autovalores de T4, justificando sua resposta, e determine
uma base para o subespaco do R™ associado a cada autovalor.

o o 40 0
@A=|1 7| er=4 MA=|-210]| ex=1r=4
- | 534
[ 401 30 2 0
©OA=|-210| ere(1,23 131 0
20 1 WA=|4 3 1 o] er=4
000 4

4. Seja A € My«n(K), onde K é um corpo. Determine os autovalores de A, para K =R e K= C.

123 1 0 0 11
@A=|012 O A=| 2 3 0 © A=|1 11
00 1 1 -1 2 111

5. Seja A € M «n(R).

(@) Determine, sem fazer calculos, um autovalor de A e justifique sua resposta, onde

12 3
A=|1 23
12 3
(b) Determine, sem fazer calculos, um autovalor e dois autovetores l.i e justifique sua resposta,
onde
555
A=|555
555

6. Seja A € M «n(K), onde K é um corpo. Mostre que:
(@) Se A é matriz diagonal, entdo os autovalores de A sdo os elementos da sua diagonal prin-
cipal.
(b) A =0 é autovalor de A se, e somente se, A é ndo-inversivel.
(c) A e A*tém os mesmos autovalores.
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7. SejaT:V — V uma transformacdo K-linear, onde K é um corpo e dimyV=n > 1.
Diga quais das afirmaces sdo falsas ou verdadeiras, justificando a sua resposta.

(@ Se T(v) = Av, paraalgumv € V, entdo A é autovetor de T.

(b) T é operador inversivel se, e somente se, zero nao ¢ autovalor de T.

(c) Zero é autovalor de T se, e somente se, nucleo de T é ndo-nulo.

(d) c € K éautovalor de T se, e somente se, (T — cI)(v) = 0 tem solucdo ndo-trivial v € V.
(e) Se T(v) = Av, para algum escalar A € K, entdo v é autovetor de T.

(f) Sev; e v, séo autovetores de T li’s, entdo correspondem a autovalores distintos.

(9) Se adimensdo de V € 2, entdo T pode ter 3 autovalores.

(h) O ndmero mé&ximo de autovalores de T é a dimensdo de V.

(i) Todo operador T tem autovalores e autovetores.

8. Seja T:V — V uma transformacéo K-linear, onde K é um corpo e dimgV =n > 1.

Mostre que:

(@) Se T é inversivel e A é autovalor de T, entdo A # 0 e A~! é autovalor de T~
(b) Se T2 é o operador nulo, entdo A é autovalor de T se, e somente se, A = 0.

9. Determine um autovalor (caso exista) do operador linear descrito e o subespaco associado ao
autovalor, sem descrever T explicitamente.
(@) T:R> — R? é a simetria com relagdo a uma reta pela origem. T é diagonalizavel?

(b) T:R?> — R? ¢ a projecéo ortogonal sobre uma reta passando na origem. T é diagonali-
zavel?

(c) T:R> — R? é arotagdo de 8 € [0, 27). T €é diagonalizavel?
(d) T:R> — R3 é arotagdo de 8 em torno de uma reta pela origem. T é diagonalizavel?

10. Determine, caso existam, uma matriz inversivel P e uma matriz diagonal D em M, (R), tais
que D = P7'AP, paracada A € M, (R):

19 9 6 14 2 50 0
@ A=|25 —11 -9 b A=| -3 4 o0 © A=|150
17 -9 4 31 3 015
i 2 000 2 00 0
ooo]
0 -2 0 0 0 25 -5
(d) A= gg?J ©A=1 % 030 MA=1 % 03 o
: 0 013 0 00 3

11. Seja T : P»(R) — P»(R), onde P»(R) = {a + bt + ct?; a,b,c € R}, definida por

T(a+bt+ct?) = (5a+6b+2c) — (b +8c)t+ (a — 2c)t2.

(a) Determine o polindbmio caracteristico, os autovalores e os subespacos caracteristicos de T.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(b) T é diagonalizvel?

Paracada T : V — V R-linear, determine uma base {3 de V, tal que T]E seja matriz diagonal
D. D& a matriz diagonal D.

@ V=R’ eT(x,y) = (3x + 4y, 2x +y).

(b) V=P{(R) ={a+bt; a,beRleT(a+bt)=a+ (6a — b)t.

@ v=rua®et (| 5 ])=[,2 *1¢]

Sejam K um corpo, A, P € M, (K) com P inversivel.
Mostre que (P~'AP)™ = P~'A™P, para todo inteiro m > 1.

Usando o exercicio anterior, calcule A'°, onde A = [ _} g ] )

O traco de uma matriz A € M, «»(K), onde K é um corpo, é tr(A) = a11 + az + - - - + Ann.
Mostre que se n = 2, entdo o polindmio caracteristico de A é p(A) = A2 — tr(A)A + det(A).

. b
SejaA = [ (: d] € My 2(R).

Mostre que:

(@) Se (a— d)*+4bc > 0, entdo A é diagonalizavel.
(b) Se (a — d)? + 4bc < 0, entdo A ndo ¢ diagonalizavel.
SejaT:V — V um operador K-linear.

(@) Mostre que se A € K é um autovalor de T, entdo A™ é um autovalor de T™, para todo
inteirom > 1.

(b) Sejaf(t) = ant™ + an 1t™ ' 4 - 4+ ayt 4+ ao um polindmio com coeficientes em K.
Mostre que se A € K é um autovalor de T, entdo f(A) é um autovalor de
S=a, "+ an TV '+ - 4+ a;T + apl, onde I(v) = v, paratodov € V.

Sejam S e T operadores K-lineares e W um subespaco de V invariante por T e por S.

Mostre que W é invariante por S+ TeporSoT.

Sejam S e T operadores K-lineares, taisque SoT = To S. Sejam A € K um autovalor de T e W
0 subespaco caracteristico associado a A.

Mostre que W é um subespaco invariante por S.

Seja V um espaco vetorial real de dimensdo impar n > 3. Mostre que para todo operador linear
T:V — V,existe W subespaco de V, tal que W # V, W = {0} e W ¢ invariante por T.

Seja V um espaco vetorial complexo de dimensdo n > 1. Mostre que para todo operador linear
T:V — V,existe W subespaco de V, tal que W # {0} e W é invariante por T.
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Produto Interno

1. Seja V =R%. Parav; = (x1,y1),v2 = (x2,Y2) defina f(vi, v2) = 2x1%2 +x2uy1 +x1Y2 + y1y2.
Mostre que f € um produto interno.

2. Sejamp(t) = ap+ aqt 4+ -- -+ a,t™ e q(t) = by + byt + ...+ b, t™ polinbmios quaisquer
de P,(R). Mostre que a funcdo definida por : (p(t), q(t)) = aobo + a1b7 + ...+ a,b, éum
produto interno em P, (R).

3. Seja C([a,b]) = {f : [a,b] — R ; f continuas }. Mostre que a funcdo definida por:

b
(f(x),g(x)) = J f(x)g(x)dx é um produto interno em C([a, b]).
4. Seja V o espaco vetorial real das matrizes 2 x 1 com coeficientes reais. Seja A € M2 (R).
Para X,Y € V, definimos fa(X,Y) = Y*AX, onde Y* é a transposta de Y. Mostre que
fa € um produto interno em V se, e somente se, A = A*, a;; > 0, ax > 0edet(A) > 0,
onde A = [ ainan ]
Az a2
5. Seja V= szz(R).
(@) Mostre que (A, B) =tr(B*A) é um produto interno em V,onde tr(A) = a1 + az.
(b) Dadas A = [ (]) } } e B= [ (1) 8 },determine (A,B), IAll, IB]| e d(A, B).
6. Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz no R3 para mostrar que se a > 0, b > 0 e ¢ > 0, entdo
(a+b+c)-(L+1+1) >0

7. Sejam a, b, c nimeros reais positivos, tais que a + b + ¢ = 1. Use a desigualdade de Cauchy-

Schwarz no R® para mostrar que
G-DGE-1NGE-1=8

8. Mostre que (u,v)) = X1Y1 — X1Y2 — X2Y1 + 3x2Y2, onde u = (X],Xz) ev = (y1,y2), é um
produto interno no R?.

9. Mostre o teorema de Pitagoras: se u L v = ||[u+V||? = |[u|]* + ||[v]]*.

10. Mostre a lei do paralelogramo: ||u + V|| + |[u — v||* = 2|jul|* + 2|]v||?, Yu,v € (V,(,)).

11. Mostre a desigualdade triangular.

12. Sejam x,y € R™. Mostre que [(x,y)| = ||x]| - ||u]| se, e somente se, {x,y} é linearmente
dependente.

13. Prove que se | (x,u) |= ||x]| + ||u]|, entdo {x, y} é linearmente dependente.
Dé exemplo mostrando que a reciproca desta afirmacao é falsa.

14. Sejam x,y € R™, prove que se (x +y) L (x —y), entdo ||x|| = ||y||.

Interprete geometricamente.

Matematica 2007/12 Semestre



UFF Algebra Linear Il - Lista 2 5
15. Seja V um espaco vetorial com produto interno (, ).
(@) Mostre que se (u,v) =0, paratodov € V,entdou = 0.
(b) Mostre que se u € ortogonal a v, entdo todo multiplo escalar de u também é ortogonal a v.
16. Encontre um vetor unitario ortogonal av; = (1,1,2) eav, = (0,1,3) em R3.
17. Seja B ={vy,...,v,} base ortogonal de um espaco euclidiano V.
Sejamu: XV 4+ -+ Xpvp €V = B]vl +--- 4+ ann-
Calcule (u,v), onde {, ) indica o produto interno de V.
18. Ache 0 angulo entre os seguintes pares de vetores de R3:
(a)u': (1>])1)> V= (]/2>_]>1/2) (b)u': (]a_]ao)) V= (2)_1>2)
1
19. Em V = P3(R) com o produto interno (p,q) = j p(t)q(t)dt, determine o angulo entre os
0
seguintes pares de vetores:
@pt)=t?—t—1, q(t) =t*+1, (b)p(t) =2, q(t) =t +t+1
20. (a) Esboce o subconjunto S = {u € R?; ||u|| =1} de R?, onde || || é a norma definida a partir
do produto interno usual de R?.
(b) Esboce o subconjunto S = {u € R®; |[ul|; =1} de R?, onde ||.||; é a norma do produto
interno ((x1,%2), (y1,y2)) = (1/9)x1y1 + (1/4)x2y2.
21. Seja V um K-espago vetorial com produto interno (, ), onde K = Rou K = C, e dimgV = n.
Seja W um subespaco de V.
(@) Mostre W+ ={ve V; (v,w) =0, paratodo w € W}é um subespaco de V.
(b) Mostre que W N W+ = {0}.
(c) Mostre que V =W + W+, Conclua que essa soma é soma direta.
22. Achar uma base ortogonal para os subespacos de R gerados pelos vetores:
(@ (1,1,-1),(1,0,1) (b) (2,1,1),(1,3,1).
23. Achar uma base ortogonal para o espago solucéo de:
2x+y+z=0 _
(a){ Ytz=0 () x—y+z=0
24. Seja W o subespaco do R> gerado por w = (1,2,3,—1,2)ev = (2,4,7,2,—1). Determine
uma base para o complemento ortogonal W+ de W.
25. Considere V = C([0, 1]) com produto interno dado pela integral. Determine uma base ortonor-

mal para cada subespaco W':
(@) W é o subespaco gerado por f(t) =t, g(t) = t2.
(b) W é o subespaco gerado por f(t) =1+ 1, g(t) = t2.
(c) W é o subespaco gerado por f(t) = cos(27tt), g(t) = sen(2rrt).
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