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Prefacio

LicSes de Equagdes Diferenciais Ordinarias contém, basicamente, o contetido do
programa da disciplina Equac¢oes Diferenciais Ordindria - EDO do curso de Ba-
charelado em Matematica ministrado pelo Departamento de Anélise do Instituto

de Matematica e Estatistica da Universidade Federal Fluminense.

Neste texto tenta-se suprir a necessidade de em um tnico compéndio, em por-

tugueés, conter todo o conteido da ementa da referida disciplina.

O objetivo da LicOes de Equagdes Diferenciais Ordindrias é fazer uma exposigao
sobre equacdes diferenciais ordindrias e sistemas de equac¢les diferenciais ordinarias
tendo em mente um enfoque introdutério sobre esta teoria. Nao obstante faz-se,

também, incursoes no nivel de Céalculo Diferencial e Integral.

Admite-se que o aluno j4 tenha tido um primeiro curso de equacdes diferenciais
ordindrias, como é de constume nas disciplinas de graduagao nas universidades
brasileira.

O texto é separado por Ligcdes onde em média cada licdo pode ser ministrada
em duas aulas.

No final de cada licao sao acrescentados exercicios com sugestoes de resolugao
e as vezes alguns complementos sobre o contetido.

Obrigado a colega Ana Cleide Parente por sugestoes, comentdrios e corregoes,
as quais melhoraram e deram um toque feminino as LicSes de Equagbes Diferenciais

Ordindrias.

Os Autores
Rio de Janeiro, julho de 2007.
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Licao 1

Resultados Preliminares

Licao 1 — Resultados Preliminares

Objetiva-se mostrar existéncia de solucoes para uma vasta classe de equagoes
de primeira ordem do tipo v’ = f(z,y).
Sejam I, J intervalos do corpo dos numeros reais R e f : I x J — R uma

funcao continua. Considere a equagao de primeira ordem
v = f(z,y) paratodo z€l e y€.J (1.1)

onde y depende de z e escreve-se y = y(x).

Um Problema de Equacao Diferencial Ordindria de Primeira Ordem consiste
em encontrar uma funcao ¢ : I — J diferencidvel tal que satisfaga a equagao (1.1)
em /. Ou seja,

¢ (z) = f(x,¢(x)) paratodo =€ l.

Se a fungao ¢ existe, em algum intervalo I e satisfaz a equagao (1.1) entao ¢ é

chamada de solugao de (1.1) sobre I.

O nome Ordindria é devido ao fato de somente ter na equagao (1.1) derivada

em relagao a tunica variavel x, e nao derivadas parciais.

Daqui em diante ao invés de escrever equacgdes diferenciais ordindrias sera, na

maioria das vezes, escrito simplesmente equacdo.

Exemplo 1.1 Considere a equacio vy = ky, a qual descreve fenoémenos, por
exemplo, de crescimento populacional quando k > 0 e de decaimento radioativo
quando k < 0.

RT

Por inspegao verifica-se que a funcio ¢(x) = €% satisfaz esta equagdo para

todo x € R. Assim, ¢ € uma solugdo.

Exemplo 1.2 Considere a fun¢ao f independente de y tal que
y' = f(z) para todo x€l. (1.2)

Se f € continua em I sabe-se que a fungao integral (primitiva de f) dada por
¢o(z) = / f(t)dt para xo €l fizado (1.3)
g

¢ uma solugao de (1.2). Além disso, se ¢ € uma outra solugdo de (1.2) entdo
existe uma constante k tal que ¢(x) = ¢o(x) + k para todo x € I. Assim, todas
as solugoes de (1.2) sio conhecidas desde que f seja continua. Portanto, o estudo

reduz-se a investigar a integral de (1.3). (1)

!Usou-se no Exemplo 1.2 o Teorema Fundamental do Célculo: Se f é continua em [a, b] entdo
a funcdo primitiva F' : [a,b] — R definida por F(z) = [ f(s)ds é derivavel em z e F'(z) = f(z)
para todo x € [a, b].
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Observacao 1.1 A funcdo f serd definida em I xJ C R? por uma opcio diddtica.
Os resultados apresentados a sequir podem ser formulados para espacos de di-
mensoes maiores que 1 (um) ou mesmo para espagos vetoriais de dimensoes infi-

nitas.

As vezes uma equagao de primeira ordem é mais geral que a dada pela forma (1.1).
E o caso quando 3’ nao estd em um lado da equacao. Neste caso, ela é dada de

modo implicito, isto é, sob a forma

F(z,y,y)=0.

A equagao (1.1) é um caso especial do tipo F(z,y,y") =y — f(z,y).

Em todo texto, k, denotard constantes. Na verdade diferentes constantes.

Casos especiais de y' = f(z,y)

Faz-se a seguir um breve resumo de funcoes f as quais determinam equagoes de
primeira ordem. Em quase todo texto o conjunto I C R serd o intervalo definido
por

I={zeR; |x—z9| <a, a>0}.

Portanto, I serd um intervalo fechado e limitado de R definido em uma vizinhanga

fechada de xg, a qual ndo necessariamente é “pequena.”

I - Equagao Linear

Toda equagao da forma

y' = —p(@)y+q(x) em I (1.4)
é chamada equacdo de primeira ordem linear. Neste caso tem-se que o lado direito
de (1.4) é dado pela fungao f(z,y) = —p(z)y + q(x).

Mostra-se a seguir que se f for continua em I, o que induz p e ¢ serem continuas

em I, entdo a equagao (1.4) tera solugdes em I.

Teorema 1.1 Supondo p e q funcoes continuas em I e P uma funcdo derivdvel

tal que P' = p. Entdao a funcdo

wla) = e [P Og(oyi

Zo

¢ uma solucdo da equacio y' +p(x)y = q(x) em I. A funcio o(x) = e~ @) definida
em I é uma solu¢ao da equagao homogénea y' + p(x)y = 0. Se k € uma constante
qualquer a fun¢ao ¢ =+ Ky € solugao de (1.4), e toda solugao de (1.4) tem essa

forma.
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Demonstragao - Se ¢ é uma solugao de (1.4) entao

¢'(z) + ¢(x)p(z) = q(). (1.5)

Seja P(z) = [T p(t)dt, onde z¢ é um ponto qualquer fixado em I. Entao P ¢é

X

0
derivavel e P'(z) = p(z) para todo z € I. Multiplicando (1.5) por e¢”(*) obtém-se

PO (2) + da)p(a)) = "W g(x).

Observe que
"D (¢ (z) + p(a)p(z)) = ("W (x))'.

Portanto,
&' (z) + ¢(x)p(z) = q(x) se, e somente se (ep(x)gb(x))' = ep(m)q(x).

Integrando a ultima identidade de xy a x resulta, pela férmula de Newton-Leibniz,

que

"O0(a) = Qo)+, onde Q) = [ glt)d e k= (xo)

0

P(z0)

pois e = 1. Logo, mostou-se que toda solugao de (1.4) tem a forma

o(x) = e P@Q(x) + ke @), (1.6)

Por outro lado, se k é uma constante qualquer entao a fungao ¢ definida em (1.6)

¢ uma solucao de (1.4).

Lembre-se que a funcio 1 (z) = e~ F@Q(x) é uma solucio particular de (1.4) (o
caso k = 0) e que @(x) = e @ é a solucio da equacio homogénea 3 + p(z)y = 0

Observagao 1.2 Se f(z)

p(z)y + q(x) na equagdo (1.4) entdao na demonstacao
do Teorema 1.1 troca-se eF’®)

P@) por e=P@) ¢ reciprocamente.

Um Problema de Valor Inicial é, também, conhecido como Problema de Cauchy.
De um modo geral, um problema de Cauchy associado a equagao de primeira ordem

¢é dado por

y/ = f($7y)7 y(azo) = Yo, (17)

onde o significa a condi¢do inicial de um determinado fenémeno no ponto inicial
xo. A priori o valor yy é conhecido. Geometricamente, a condigao inicial significa
que o grafico (x,¢(z)) da solugdo ¢ = ¢(r) da equagao y' = f(x,y) passe pelo
ponto (zo,yo).
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Observagao 1.3 A solucgdo ¢ da equagao (1.4), garantida pelo Teorema 1.1, existe
para todo x € I. Este fato sé foi possivel por que a equagdo (1.4) é linear. Quando a
equgao (1.1) nao € linear o Teorema 1.1 pode falhar no que concerne a ezisténcia de
solucdes em todo intervalo I. Para ilustrar este fato, considere a equacio iy = y>.
Uma solugao € a fungao ¢(x) = —1/x, a qual ndo estd definida em x = 0. Agora,
supondo-se a condi¢ao inicial em xo = 1 igual a ¢(1) = —1 entao esta solugdio
existe em uma vizinhanga deste ponto. Ou seja, a solu¢do do problema de valor
micial
y =y* com y(1)=-1

existe para todo x no intervalo (1 — e, 1+ €) para 0 < € < 1. Em outras palavras a

solucao existe nas prorimidades do valor inicial fixado xog = 1.

11 - Equacao com Variaveis Separaveis

A equacgao de primeira ordem ¢y’ = f(xz,y) é dita de varidveis separdveis, se f
puder ser escrita na forma f(x,y) = g(z)/h(y). Denotando y' = dy/dz a equagao
y' = g(z)/h(y) torna-se

h(y)dy = g(z)dx (1.8)
da onde tem-se a origem do nome waridveis separdveis. Para esta equacgao tem-se

o seguinte resutado de exiténcia de solugoes.

Teorema 1.2 Sejam g: I — R e h:J — R duas fungoes continuas, e considere
a equacao
h(y)y' =g(x) com h(y) #0.

Se G e H sdo fungoes tais que G' = g, H = h e k é uma constante qualquer tal

que a identidade
H(y) =G(z) + (1.9)

define, implicitamente, uma funcgao diferencidvel ¢ : I — R entdo ¢ serd uma
solugdo de (1.8) em I.

Por outro lado, se ¢ € uma solugao de (1.8) em I entao ela satisfaz (1.9) em
I para alguma constante k. (E claro que ¢ serd uma solugao de (1.8) desde que

h(¢(x)) # 0 para todo x € I.)
Demonstragao - Se ¢ : [ — R é uma solugao de (1.8) entao
h(¢(x))¢' (x) = g(x) paratodo x € I.

Integrando de zg a = tem-se

/m h(o(t))¢' (t)dt = /x g(t)dt paratodo z € 1.

0 zo
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Fazendo y = ¢(t) tem-se dy = ¢'(t)dt e assim obtém-se

¢(z) x

/ h(u)du :/ g(t)dt paratodo =z € 1.
#(zo) 0

Dai, como y = ¢(t) entao denotando por H(y) a integral do lado esquerdo acima

e G(z) a integral do lado esquerdo obtem-se (1.9) a menos de uma constante

arbitraria. Esta identidade define implicitamente uma fungao diferencidvel ¢ em

I. E, pelo Teorema Fundamental do Célculo obtém-se h(¢(x))¢'(x) = g(x) para

todo x em I. Portanto, ¢ é uma solugdo de (1.8) em I =

Na prética, para resolver (1.8) integra-se ambos os lados desta identidade (in-

tegral indefinida) e obtém-se

/h(y)dy = /g(a:)dx + K.

Assim, gera-se duas fungoes G e H tais que G’ = g e H' = h. Portanto, qualquer

funcao ¢ definida implicitamente por H(y) = G(z)+ £ serd uma solugao de (1.8).

Exemplo 1.3 (a) Em (1.8) considerando h(y) = 1/k tem-se y' = kg(x) cuja
solugao € dada pela funcao ¢(z) = G(z) + K
G'(z) = kg(x) para todo x € I.

com G : I — R tal que

(b) Agora, se em (1.8) a funcao g(x) = k entao y' = k/h(y). Ou de modo

equivalente h(y)dy = kdx. Como solugao tem-se a funcao H(y) = kx + K.

(c) Supondo h(y) = 1/y? e g(x) = 1 em (1.8) tem-se a equagdo nao linear de
primeira ordem y' = vy? a qual nao estd definida em y = 0. Dai, obtém-se a
equacdo dy/y? = dx e integrando resulta —1/y = v+k. Dai, y = —1/(z+k).

Portanto, a solucao € dada por

1
o(x) = ~ 4 Poma todo = # —k

Observacgao 1.4 O método de separacdao de varidveis, apesar de ser wm método
para encontrar solugdes, pode nao determinar todas elas. Veja o exemplo 3 (c)
acima. De fato, sendo y' = y? a solugdo nula 1 (x) = 0 ndo pode ser deteminada
a partir da solugao geral ¢(z) = —1/(x + k), pois se 0 = —1/(z + k), tem-se que
0=—1. O que é um absurdo.

11T - Equacao Exata

Seja y' = f(z,y) com f(z,y) = M(z,y)/N(z,y). Ou de modo equivalente,

M(z,y) + N(z,y)y" = 0 <= M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (1.10)
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onde M, N : R — R sao fungoes regulares e R é o retangulo fechado e limitado
R=1xJ={(x,y) €R% |z —zo| <a, |y—yo| <b}.

A equagao (1.10) é dita exata em R se existe uma fungao F' : R — R com derivadas

parciais primeiras 0, F' e 0yF continuas e tais que
O, F=M e OyF=N em R. (1.11)

Exemplo 1.4 A equacio vy = —x/y com y # 0, a qual também é em particular,
uma equacdo com varidveis separdveis, € exata. De fato, reescrevendo esta equagao
tem-se: xdx+ydy = 0. Por inspecdo, vé-se que a relagao que define implicitamente
uma solucdo ¢ dada por x> + y* = 2k. Note que F(x,y) = 2%/2 + y*/2 ¢€ tal que
O F(x,y) = M(z,y) =2 e 0,F(z,y) = N(z,y) =y.

Teorema 1.3 Se a equacao (1.10) € exata no retangulo R e F : R — R satisfaz a
condi¢ao (1.11) entao toda funcao diferencidvel ¢ : I — R definida implicitamente
por F(z,y) = k € uma solugao da equagao (1.10).

Demonstragao - Se a equacao (1.10) é exata em R e F satisfaz as condi¢oes em
(1.11) entao (1.10) é transformada em 0,F(x,y) + 0y F (z,y)y = 0. Se ¢ é uma

solucao de (1.10) em I entao
0. F(x,¢(z)) + 0y F(x,¢(z))¢' () =0 paratodo z€l. (1.12)

Dali, é natural supor, por inspegao, que 1(z) = F(x, ¢(z)). Assim sendo, a identi-
dade (1.12) assegura que 9'(x) = 0 para todo = € I, pois ¢/ é o primeiro membro
de (1.12). Deste modo teria-se F(x,y) = k. Portanto, uma funcao ¢ solucao de

(1.10) é dada implicitamente pela relacao
F(z,¢(z)) =k paratodo z €I, (1.13)
e diferenciando (1.13) encontra-se (1.12). Logo, ¢ é uma soluc¢ao da equagao exata

(1.10) =

O nome ezata associado a equagao é devido ao fato de (1.12) ser o diferencial
dF' da funcao F.

A segir, serd dada uma condigao suficiente para que uma equacao de primeira
ordem seja exata. De fato, suponha que M(x,y) + N(z,y)y’ = 0 é exata e que

exista uma fungao F' com derivadas parciais segunda continuas tais que
O, F=M e 0,F=N.

Dal, derivando a primeira relagao com respeito a y e a segunda com respeito a x
tem-se

o2, F=0,M e 0;,F=0,N.
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Como 8§xF e 8§yF sao continuas conclui-se, pelo teorema de Schwarz, que

8§xF = 8§yF em R. Logo, a condicao desejada ¢é
OyM = 0, N. (1.14)

Assim, tem-se a seguir a condicao necessaria e suficiente para que uma equacao de

primeira ordem seja exata.

Teorema 1.4 Sejam M e N fun¢oes definidas no retangulo R com valores em R.
A equagdo (1.10) € exata se, e somente se, a identidade (1.14) € verificada para
todo (x,y) € R.

Demonstragao - (=) Se a equagao (1.10) é exata, viu-se acima que a condigao
(1.14) é satisfeita.
(<) Por outro lado, se a condigao (1.14) é satisfeita no retangulo R, deseja-se
encontrar uma funcao F, também definida em R, satisfazendo
0. F(z,y) =M(z,y) e OyF(x,y)=N(z,y) paratodo (z,y)€ R.
De fato, se existir F' tem-se da formula de Newton-Leibniz que

F(x,y) — F(zo,y0) = F(x,y) — F(zo,y) + F(zo,y) — F(x0,90)

@ Y
= / 0. F(s,y)ds + | O0yF(xo,t)dt
@ Yo

@ y
= / M(s,y)ds+ [ N(zo,t)dt.
Zo Yo

Dal, define-se a funcao

F(z,y) = /x M (s,y)ds + /y N (g, t)dt. (1.15)

0 Yo

De modo similar pode-se escrever
F(z,y) — F(zo,y0) = F(z,y) — F(z,y0) + F(x,y0) — F(xo0,y0)

y T
= 8yF(:J:,t)dt+/ 0. F (s,y0)ds
o

Yo

y T
= N(x,t)dt+/ M (s, yo)ds.
o

Yo

Dai, define-se

F(z,y) = /y N(z,t)dt + /IM(s,yo)ds. (1.16)

Observe as funcoes F' e F satizfazem, por meio do Teorema Fundamental do

Calculo, as relacoes

0. F(x,y) = M(xz,y) and 8yﬁ(x,y) = N(z,y) em R.
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Dai, este teorema estara provado se for possivel demonstrar que F' € igual a F no
retangulo R. Isto é fato, pois de (1.15) e (1.16) tem-se

Floag) = Fley) = [ (s.5) = 2 un)lds — [ IN,t) = Nao, 0]

0 Yo
T Y y T

- / [/ ayM(s,t)dt]ds—/ [/ Oy N (s, t)ds| dt
o Yo Yo xo

_ /: /y [0,M(s,1) ~ 0N (s, )| drds.

Note que a tltima integral é nula, gracas a hip6tese (1.14). Logo, para todo ponto

(z,y) de R tem-se F(z,y) = F(x,y) =
Exemplo 1.5 A equacio (senxy + xycoszy)dr + 2% coszydy é exata, pois

oM = 0,(senwy+ xycoszy) = xcoszy + x cosTy — T Ysenxy

= 2zcosxy — xlysenxy = Oy (x? cosxy) = O, N.

Na pratica a resolugao da equagdao (1.10) que permite obter a fungdo F que satisfaz
(1.11) é, em geral, obtida por uma “integracio geral” de modo que F(x,y) = C.

Ou seja
z y
F(z,y) = / M (t,y)dt +/ N(zg,s)ds = C. (1.17)
o Yo
No caso particular deste exercicio tem-se

T )
F(xz,y) = /(senty+tycosty)dt+/ 2 cos zosds
xX

0 Yo

_ r Yy _
= tsenty‘mo + :L‘osen:vos|y0 = XSENITY — TSEN TYQ-

Dai, tem-se

F(z,y) = zsenxy e C = zgsenzoyo.

Exercicios da Ligao 1

Exercicio 1.1 Determine a solu¢ao geral das equacdes:

(a) (22 +3)y + xy = 0; (b) xy +y=e*+1n z.

Exercicio 1.2 Resolva os Problemas de Caychy:
(a) ¢ +22y =2, y(0)=-3; (b) @y +y =2z, y(1)=0;
(c) v =2y+ x(e3® —e2¥), y(0) = 2.
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Exercicio 1.3 Resolva (varidveis separdveis):
(a) (I+a)dy—ydr=0;  (b) ay'+(y*+2)dy =0;

(€ ¥=y*—4, y(0)=2 (4 o =ay"? y(0)=0.
Exercicio 1.4 Resolva (exata):
(a) 2zydr + (22 — 1)dy = 0;
(b) (e?¥ —ycoszy)dr — (2ze?Y — x cos xy + 2y)dy = 0;
(c) (z+y)dz+ 2ey+a2?—1)dy=0, y(1)=1.
Exercicio 1.5 Determine uma fung¢io M (x,y) tal que a equagao
M(z,y)dx + (ve™ 4+ 2zy + 1/x)dy =0

seja exata.

Exercicio 1.6 Considere a equagdo homogénea

y' +plx)y =0 (%)

com p € C°I) e I um intervalo qualquer de R. Se ¢ e v sdo duas solucdes
quaisquer de () satisfazendo ¢(xg) = ¥(xg) para algum zo € I entao mostre que
() =(x) para todo = € 1.

x
Sug.: Note que uma solucao de (x) é do tipo ¢(z) =k eXp/ [—p(t)]dt, onde K
x
¢ uma constante real. ’

Exercicio 1.7 A equacdo diferencial nao linear

Y +p(x)y = q(z)y” (*)

com p, q € C°(I), I um intervalo qualquer de R e k uma constante real, é
chamada de equagao de Bernoulli. Note que para Kk =0 e Kk =1 a equagdo

(x) € linear.

(a) Se y # 0 entdo (x) pode ser escrita como y~— "y + p(x)y' = = q(x). Subs-

K

titwindo z = y'~" nesta equacdo verifique que a equacdio de Bernoulli é transfor-

mada na equagdo linear z' + (1 — k)p(z)z = (1 — k)q(z);
(b) Encontre todas as solugées de ' — 2xy = xy?;

(c) Resolva ' +y/x = zy?.

Exercicio 1.8 A equacao diferencial nao linear

Y —p(@)y = q(@)y* + r(z) (%)
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com p, q, v € C°(I) e I um intervalo qualquer de R, é chamada de equagao
de Ricatti.

(a) Se ¢1 € uma solugdao particular de (x) entdo mostre que as substitui¢oes
y=¢p1+v ey =¢, +v¢ em (x) produzem

W = (p+ 201900 = qv*. (*)
FEsta equacdo € do tipo Bernoulli com k = 2.

(b) Usando o Exercicio 1.7 mostre que (x) pode ser reduzida a equagdo linear
o'+ (p+2¢1q)p = —q por meio da substituicio @ =1
(¢) Mostre que ¢ =2x +1) com

2
em

w: T

Ii—/ etht
zo

(d) Resolva y' +y =y?> —2 com ¢1(x) =2 sendo uma solucio conhecida da

¢ uma solucdo de y' + 2xy = y* + 2.

equacao.

Exercicio 1.9 Sejam ¢1 e ¢o duas solugoes da equagao y' + p(x)y = q(x) no
intervalo fechado I ={x € R; |z —xo| < a, a > 0}. Mostre que

xT

$1(w) — pa2(x) = [¢1(w0) — P2(x0)] exp ( — /

o

p(t)dt)
para todo x € 1.

Exercicio 1.10 Mostre que a equacio ndo linear y' = 1+y? possue uma soluc@o

¢ tal que ¢p(0) =0 em I ={x eR; |z| <m/2}.

Sug.: Em [ a funcao ¢ deve satisfazer

¢I(x) — (tan~! o) =
[T o ~ o) =1

Por integracio de 0 a z obtém-se tan~! ¢(z) = z. Verifique que ¢(z) = tanx é

a solucao procurada.
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Licao 2 — Método das Aproximacoes Sucessivas

Objetiva-se mostrar existéncia de solucoes em na vizinhanca fechada de zq
I={z€R; |z —x9| <a, a>0}
de uma equacao de primeira ordem
y' = f(z,y) (2.1)
submetida a condicao inicial
y(z0) = vo (2.2)
onde f:R — R é uma funcao continua no retangulo
R=IxJ={(z,y) €R? |z —x0| <a, |ly—yol <b}.
Note que f pode ser uma funcao linear ou nao, exirge-se apenas que f seja continua.
Problema de Cauchy e sua Forma Integral

O objetivo é mostrar a existéncia de pelo menos uma funcao diferivavel ¢ :
I — R satisfazendo (2.1) e (2.2) tal que o grafico de ¢, isto é, os pontos (z, ¢(x))
pertencam ao retangulo R para todo x em I e ¢'(x) = f(z, ¢(z)).

A fungao ¢, nas condigoes acima, é chamada de solucao do Problema de Valor
Inicial - PVI ou Problema de Cauchy - PC

y/ = f($7y)7 y(.’[‘()) = Yo- (23)
O conceito de solugao do Problema de Cauchy (2.3) é dado por:

Definicao 2.1 Uma funcao ¢ : I — R é uma solu¢do do Problema de Cauchy

(2.3) se, e somente se, ¢ ¢ derivdvel em I;
(x,¢(z)) € R para todo x € I; (i)

&' (z) = f(x,6(x)), ¢(xo) =yo paratodo x € I. (ii)
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Geometricamente, a sulucao ¢ pode ser traca como na figura 1, abaixo:

Y,
R
y0+b ..........
yo .......... .M
Yo —b beeeeenn :
0 2o — @ o To+a x

Mostra-se, a seguir, que o Problema de Cauchy (2.3) é equivalente a equagao

integral

€T
va) =+ [ Sty em I (24)
o
O conceito de solucao para a equagao integral (2.4) é dado por:

Definicao 2.2 Uma fungio ¢ : I — R € uma solugao da equacgdio (2.4) se, e

somente se, ¢ € continua em I;

(x,¢(z)) € R para todo x € I; (i)

o(z) =yo+ /I f(t,o(t))dt para todo x € I. (ii)

Teorema 2.1 Uma fun¢do ¢ € uma solugio do Problema de Cauchy - PC (2.3)
no sentido da Definicdo 2.1 em algum intervalo I se, e somente se, ¢ € uma

solugao da equacao (2.4) no sentido da Definigcao 2.2 em 1.

Demonstracao - (=) Note que os itens (i) das Definigoes 2.1 e 2.2 sao iguais.
Portanto, basta mostrar que o item (ii) da Defini¢do 2.1 implica no item (ii) da

Definicoes 2.2 e vice-versa.

Seja ¢ uma solugao do PC (2.3) em I no sentido da Defini¢ao 2.1. Ou seja,
¢'(x) = f(z,0(x)), @(x0) =yo em I. (2.5)

Dai, tem-se que ¢ é continua em [ e como f continua em R entao a funcao
F(t) = f(t,¢(t)) é continua em I. Logo integravel em I. Assim, integrando (2.5);

de o a = e usando (2.5)3 resulta da Férmula de Newton-Leibniz que

x

¢(x) = o)+ [ f(t,(t))dt

zo
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Logo, ¢ é uma solugao de (2.4) no sentido da Defini¢ao 2.2.
(<) Suponha ¢ solucao de (2.4) em I no sentido da Definigdo 2.2. Entao da

Definigao 2.2 (ii) e do Teorema Fundamental do Célculo resulta

¢'(x) = f(z,¢(x)) em I
Assim, ¢ é derivavel em I. Além disso, também, da Definicao 2.2 (ii) tem-se que
¢(x0) = yo. Logo ¢ é uma solucao do PC (2.3) =
Portanto, o Teorema 2.1 assegura que, resolver o PC (2.3) consiste em encontrar
solugoes para a equagao integral (2.4). Este serd o objetivo da préxima Segao
desta Licao, e em LicOes posteriores serao mostradas varias versoes de teoremas

de existéncia de solugoes em diferentes contextos.

O Método das Aproximagoes Sucessivas

O método das aproximagoes sucessivas é por varios autores citados com dife-
rentes nomes. Todos visando homenagiar os primeiros matematicos idealizadores.
Assim, encontra-se na literatura citagoes: Método de Picard; Método de Cauchy-
Picard; Método de Cauchy-Lipschitz-Picard, etc.

Trata-se de um método de obtencao de solucbes aproximadas obtidas iterati-

vamente. O método consiste em:

¢ Como uma primeira aproximagdo para uma solu¢do da equagdo integral (2.4),

considera-se a funcdo ¢g definida por
¢o(z) =yo paratodo =z € 1.

Esta fungdo satisfaz a condigdo inicial ¢o(xo) = yo mas, em geral, ndo satisfaz (2.4).

Contudo, se ¢1 é uma funcdo dada para todo x em [ por
@) =+ [ FtonNat=vo+ [ 1t
xo o

tem-se que ¢ é uma aproximag¢do melhor de uma solugdo de (2.4), do que ¢o.

Continuando sucessivamente esse processo, constroi-se a sucessio (¢y);cy dada por

do(x) =90, dpr1(x) = 1o —|—/$ ft,op(t)dt em I (2.6)

e deseja-se que a sucessdo de fungbes (¢), para k = 0,1,2,..., convirja quando

k — oo para uma funcdo ¢ definida em [ satisfazendo
o) =0+ [ Fit.o(0)dr
o

Portanto, nestas condi¢des ¢ seria uma solugdo de (2.4). As fungdes oo, ¢1, ...,
definidas em (2.6) sdo chamadas de Aproximacoes Sucessivas para uma solugcdo

da equagdo integral (2.4) ou do Problema de Cauchy (2.3).
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Veja um exemplo simples de como funciona a construcao da sucessao das apro-

ximacoes sucessivas.
Exemplo 2.1 Seja y = y(z) definida pela o Problema de Cauchy
/

y =y, y(0)=1 com z € R. (%)

Integrando de 0 a x tém-se a equacdo integral

ylx) =1+ /Ox y(t)dt.

Dai e de (2.6) tem-se que ¢o(x) =1 e f(t,¢r(t)) = ¢r(t). Portanto, as aproxi-

macoes sucessivas sao dadas por

¢WbLm@=H%%hwmmmﬂ+KmWh

Portanto,

T .%'2
@) =1+, o) =1+ [ (40 =140+

e por Inducdo Matemadtica deduz-se que

2 3 k
x x x
Sr(z) =1+a+op+ o+ + o
s P
Observe que ¢ € a soma parcial da série de poténcias > %, a qual converge
p=0

para a fungao ¢(x) = €* em R. Ou seja, ¢p(r) = ¢(z) quando k — oco. A

fungio ¢ € a solugio de (x) m

Note que a equacao do Exemplo 2.1 é linear. Portanto, o Problema de Cauchy

(*) poderia ter sido resovildo, facilmente, pela técnica da Secao 1.2.1 da Ligao 1.

Formaliza-se, agora, a existéncia de todas as ¢, em algum intervalo I contendo

xg. De fato, se f: R — R continua entao existe uma constante M > 0 tal que
|f(z,y)| <M paratodo (z,y) € R. (2.7)

Seja
a =min{a, b/M}, (2.8)

onde a e b sao as constantes que definem o retangulo R. Nestas condigoes mostra-

se, no teorema a seguir que ¢, para k=0, 1, 2, ..., existe no intervalo

In={z€R; |z—xo <a}. (2.9)
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Teorema 2.2 Seja f : R — R wma funcao continua. FEntdo a sucessao das
aproximacoes sucessivas (¢r), definida em (2.6), existe em I,; o grifico de cada

oK, para k=0,1,2,..., pertence a R e

|pp+1(z) — yo| < M|x — x0| para todo x € I,. (2.10)

Geometricamente, a desigualdade (2.10) significa que o grafico de cada ¢ pertence

a uma regiao no retangulo R, o qual é limitado pelas retas diagonais
y—vyo=M(@—1z0), y—yo=-—M(x—x0)
que se interceptam no ponto (g, o) e as retas paralelas
T—Tpg=Qa e T —ITy=—«

conforme a seguinte figura.

v,
yo—l-MOé
Yo
Yo — Ma
0 T0—a Zo xo+a x

Demonstragao do Teorema 2.2 - Assumindo verdadeira a desigualdade (2.10),
mostra-se que o grafico de cada ¢ estd em algum retangulo. De fato, ha duas

possibilidades:

(i) De (2.8) e (2.9) pode-se ter |x —x¢| < b/M para todo = € I,. Dai e de (2.10)
segue que |¢r(z) — yo| < b para todo = € I,. Logo, o gréfico (x, ¢r(x)) de

cada ¢y, pertence ao retangulo R.

(ii) Agora, se |x — zo| < a para todo = € I entao obtém-se |¢r(z) — yo| < b para
todo x € I, sendo b = Ma. Assim, tem-se que os pontos (x, ¢ (z)) pertencem

ao retangulo R = {(z,y) € R?; |z —xo| < a, |y—yo| < Ma}.

Agora, mostra-se que a desigualdade (2.10) é verdadeira para todo k. Com efeito,

por definigao ¢o(x) = yo existe em I,; é continua e satisfaz a desigualdade (2.10)
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para k = 0. Agora, para k = 1 tem-se
P1(x) = o +/ f(tyo)dt
o

a qual é continua em I, pois x — f(x,yp) é continua em I,. Usando (2.7) resulta
xX xX
[¢1(2) — yo| = ‘/ f(t,yg)dt‘ < / |f(t,yo)|dt < M|z — o
X0 Zo
para todo = € I,. Ou seja, ¢ satisfaz (2.10). Assume-se agora, indutivamente,
que a desigualdade (2.10) vale para ¢g, ¢1, ..., ¢ € prova-se a sua validade para
¢r+1. De fato, como (z, ¢r(z)) € R para todo z € Iy, f e ¢ sdo continuas em R

e I, respectivamente entao a fungao x — f (x, ¢ (x)) é continua em I,. Portanto,

o) = v+ [ " f (b)) db

é derivavel em [I,. Além disso,
br1(0) — w0l < |1 (6. on®)]dt < Ml = 0]
o

Isto mostra que ¢y satisfaz (2.10). Logo, pelo Principio de Indugao Matematica
(2.10) vale para todo k=0,1,2,... m

Convergéncia das Aproximacgoes Sucessivas

Sejam ©Q C R? um subconjunto néo vazio e f : Q@ — R uma funcdo definida
por (z,y) — f(x,y). Diz-se que f satisfaz a condi¢do de Lipschitz na variavel y,

se existe uma constante L > 0 tal que

[f(@,91) = f(#,y2)| < Lly1 — 2| para todo (z,41), (z,42) €2 (2.11)

Se f satisfaz a condigao (2.11) diz-se que f é Lipschitz em y e uniforme em .

A condigao de Lipschitz (2.11) permite provar que a sucessao (¢y) das aproxi-
magoes sucessivas, definidas em (2.6), converge para uma solugdo do Problema de

Cauchy (2.3). Antes de provar este fato mostra-se a seguinte proposicao.

Proposigao 2.1 Suponha Q o retangulo ou {(z,y); |x — zo| < a, |y —yo| < b}
ou a faiza {(z,y); |r —xo| < a, |yl <oo}. Se f:Q — R € uma fungio continua
tal que |0y f(z,y)| < L para todo (x,y) € 2. Entao f € Lipschitz em y € ).

Demonstragao - Pela formula de Newton-Leibniz tem-se
Y2

f(z,y2) — f(z,y1) :/ Oyf(x,t)dt paratodo =z € l.

Y1

Dai
Y2
@y y2) — flaam)] < / 10, (2. D)|dt < Ly — .

Y1
para todo (x,y1), (z,y2) € Q. Logo, f é Lipschitzem y € Q) m
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Exemplo 2.2 (i) A funcio f(x,y) = x?y? € Lipschitz em y no retangulo
R = {(z,y) € R% |2[ < 1, [y| < 2}, pois [9,f(z,y)| = |22y < 4 para
todo (z,y) € R.

Esta funcdo nao satisfaz uma condicao de Lipschitz na faiza
S={(z.y) €R% |z <1, |y| < oo},

pois, sey >0 entio |0, f(x,y)| = |[22%y| — 0o quando |y| — oo desde que
2f? 0.

(i6) Seja R = {(z,y) € R?: |a] < 1, |y| < 1} a fungio f(z.y) = v/ definida em
R ndo € Lipschitz. De fato,

1
|8yf(a:,y)‘ = W — 00 quando |y| — 0.

Prova-se agora um teorema de existéncia de solugoes para o PC (2.3).

Teorema 2.3 (Existéncia de Solugées Locais) Seja f uma funcao real e
continua no retingulo R = {(x,y) € R% |z — 20| < a, |y — yo| < b} tal que
|f(x,y)| < M para todo (z,y) € R. Além disso, suponha que f satisfaz a condi¢ao

(2.11) de Lipschitz em R. Entao as aproximagoes sucessivas

do(x) = yo,- -, Prr1(z) = yo + /; f(t ¢r(t))dt com k=0,1,...,
0
convergem no intervalo
I, ={z eR; |z — 29| <a} onde @ =min{a, b/M}
para uma func¢do ¢ solug¢ao do Problema de Cauchy (2.3) no intervalo x € I,.

Mostra-se na Li¢ao 5 que a hipdtesis de Lipschitz sobre a funcao f pode ser retirada
e obtém-se o mesmo resultado de existéncia de solugdes. A restrigao na defini¢ao
do intervalo I,, se faz necessaria para provar apenas a propriedade (ii) da Defini¢ao

2.1. As demais propriedades sao verificadas para todo x em 1.
Demonstragao - A demonstracao sera feita em quatro etapas:

Etapa 1: Convergéncia da sucessao numérica (¢x(x)). O ponto chave na

demonstacao ¢é a identidade telescépica

Pe(r) = ¢o(x) + (¢1(x) = ¢o(2)) + (P2(2) = ¢1(2)) + - - + (¢r(x) — dr—1(2))

definida em todo z € I. Ou seja,

br(z) = ¢o() +

J

(¢pj(x) — pj—1(x)) para todo z €I (2.12)

k
=1
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a qual é a soma parcial da série

o0
oo(x) + Z(¢]($) — ¢j—1(z)) para todo = € I. (2.13)

j=1
Relembre-se que, se a série (2.13) for convergente entdo a sucessao numérica
(¢ (x))ken definida em (2.12) serd, também, convergente. A série definida em
(2.13) é convergente. Com efeito, pelo Teorema 2.2 a sucessao (¢x)ren existe; é

continua em I e (x,¢r(x)) € R. Além disso,
|p1(x) — ¢o(z)| < M|z — 29| Vel
Como

oae)— n(o) = | "t 81(0)) — £t dolt)))dt

Zo

entao pela hipdtese (2.11) e desigualdade (2.10) tem-se

b2(2) — 1 ()] < / C1F(t61(1)) — £t do)ldt

IN

I / 161(t) — old

IN

ML/ It — ao|dt
x0

= ML/ (t —xzo)dt (se x> mp)
Zo

(v — 9)?

—

= ML
Dai, por Indugao Matematica conclui-se que
) — xald
16;(2) — ¢j_1(2)| < MLJ—l‘“’%fO' para z € I. (2.14)
4!

De fato, constatou-se acima que (2.14) é valida para j = 1 e j = 2. Assim, assume-

se verdade para j = m, isto é,

o @) = bmr ()] < dazrm =00

' para z € I,
m!

e prova-se para j = m + 1. Pela definicao de ¢,,11 e ¢, tem-se
i@ = om(@)] < [ 1t 6mlt)) = St Gmr (6

< L[ 16m(t) - bmr(Dldt (pois f 6 L-Lips.

o
ML™ [*
< ' / |t — x0|™dt (pela hipdtese de indugao)
m! Ju
ML™
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O caso ¢ < zq é feito de modo analogo. Portanto conclui-se, por Inducao Ma-
temédtica, que a desigualdade (2.14) é valida para todo j € N. Usando (2.14)
mostra-se que a série (2.13) converge em I, pois para todo x € I a k-ésima soma

parcial da série é tal que

k uE |z — o’
[90()| +3_165(2) = d5a@)] < lgo(a)] + - Do LI
Jj=1 j=1 :
M | — ol
< ’¢0($)‘+L;ij!
= |¢o(z)| + %eugﬁ*xo‘ < |¢po(x)| + %em.

Portanto,
k M
[¢o(z)| + Z |pj(x) — dj-1(z)| < |yo| + fé’La para todo I
j=1

independentemente de k. Assim, tomando k — oo nesta desigualdade tem-se que

(e e

|Go(@)| + > 1ds(x) — ¢j-1(x)|
j=1

converge em I. Portanto, a série (2.13) converge absolutamente e uniformemente
em I. Logo, a k-ésima soma parcial de (2.13) é convergente. Consequentemente,
existe uma fungao ¢ : I — R tal que ¢p(z) — ¢(z) quando k — oo para cada
x el

Etapa 2: O grafico de ¢ pertence a R. Deseja-se provar que (z,¢(z)) € R.
Para isto, é necessario = € I,. Ou seja, |¢(z) —yo| < b para x € I,. Primeiro,

note que ¢ é continua, pois para todo x1, xo € I tem-se
T2
(Drsa(ea) = duna (@)l = | [ 1t du)at] < Moo~ ]
1

Dai, como ¢ = klim ¢r resulta que |p(xz2) — d(x1)] < Mlxy — x1|. Assim, se
—00
x9 — 11 entdao P(x2) — ¢(x1). Logo, ¢ é continua em I. Agora, fazendo zo = x

e r1 = xg na ultima desigualdade obtém-se
|p(x) — ¢(x0)| < M|z — x0| para todo z € I.

Como |z — z0| < @ = min{a, b/M} e assumindo que ¢ é uma solugao do PC
(2.3) entao ¢(zg) = yo e dai segue por definigdo de R que (z, ¢(z)) € R para todo
x € I,. Na ETAPA 4 serd mostrado que a funcao limite ¢ é uma solucao do PC
(2.3).
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Etapa 3: Estimativa para |¢x(z) — ¢(x)|. Por definigao

k
Pr( —|—Z — ¢j—1(x)) para todo z € I.
7j=1

Sendo ¢ convergente entao a série

o0

¢(x) = do(x) + Y _(¢j(x) — ¢;-1(x)) paratodo z € I
=1

converge. Dai, usando (2.14) e a defini¢ao de I tem-se

r(z) = o)) < D [di(x) — ¢j-1(2)]
Jj=k+1
> I — pald ° J
< M Z L|x' xo| SM Z (L.a)
J! . j!
J=k+1 J=k+1
M (L k+1 L L 2
| M@Eat Lo (LeP
L (k+1) (k+2) (k+2)(k+3)
M (La)**' < (La)) _ M (La)**' |,
I T k+ )¢
Ou seja,
M La
|or(z) — o(z)| < f)\ke para todo z € I, (2.15)
onde N\, = % Note que A é o termo geral da série Z (( Jr)l), a qual converge

para e”?. Logo \;, — 0 quando k — co. A estimativa (2.15) dé uma taxa de como

a sucessao (@) das aproximagoes sucessivas converge para a funcao ¢ em 1.
Etapa 4: A funcao limite ¢ é solugao do problema de Cauchy. Mostra-se
que a fungao ¢ é dada por

=1 +/ f(t,o(t))dt para todo = €I (2.16)

e ela satisfaz a equacao integral (2.4). De fato, primeiro observe que ¢ definida
em (2.16) estd bem definida, pois z — f(z, ¢(x)) é continua em I. Logo, a integral
m (2.16) faz sentido. Agora, usando a hipétese de que f é Lipschitz em y e a
desigualdade (2.15) tem-se

[ rtwoenai— [ sotna] < L[ oo - o

IN
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Como A\, — 0 quando k — oo entao

/w f(t, or(t))dt — /I f(t, o(t))dt.

Dai, para cada k a fungao ¢y definida por

%H@ﬁ=%+/wﬂtMQWﬁpMmmbxel

converge para a fungao ¢ definida em (2.16). Logo, a fungao solugao do Problema
de Cauchy (2.3) é dada por (2.16) =

Exercicios da Licao 2

Resolva os Problemas de Cauchy dos Exercicios 2.1 a 2.6 pelo método das

aproximacoes sucessivas.
Exercicio 2.1 ¢ =y+1, y(0)=2.

Sug.: Mostre por inducao que
2 k
x x
Oe(w) =2+ z+ o+ oo
Em seguida, conclua que ¢, converge para todo x € R. Para isto, mostre que

o0
Lo k ~ ‘
a série 14 ) 77 converge. Use o teste da razao. Conclua que sua soma é
k=0 "

o(x) =1+ ¢€".
Exercicio 2.2 ¢y +y =0, y(0) =1.

Sug.: Conclua por indugao que

2 3 4 k
. T T T BT
on(w) =1-wt o — gt T U

Procedendo como no Exercicio 2.1, segue que ¢y (x) — e~ * quando k — oo.
Exercicio 2.3 ¢ —2zy =0, y(0)=1.

Sug.:
2 4 6 8 2k
€T T x x x

o quando k — oo.

Dai, conclua que ¢p(z) — e

Exercicio 2.4 No Ezercicio 2.3 calcule: ¢1(1), ¢a(1), ¢3(1), ¢4(1) e compare
com (1) =e~2,718---.

Exercicio 2.5 y' =2e" —y, y(0)=1.
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Sug.: 7?7 Obtenha

2k j 2k+1 .'Ifj

bar(z) = Z% e Popq1(x) = — Z — + 2

Al
=0’ i=0 7

Dali, conclua que ¢y (z) definida por ¢or(x) € ¢pory1(x) converge para e* quando

k — oo. Note que, no segundo somatorio que define @911 hd um abuso de notagao
oo

. j
ja que e* = 9]”—,

7=0
Exercicio 2.6 3y —y?> =1, y(0)=0.

(a) Encontre ¢1, ¢2, ¢3 e ¢4

(b) Resolva o PC por um outro método estudado que nao seja o de aprorimagoes

sucessivas.
Solugao: y = tanx.

(c) Compare o resultado de (a) com (b) e constate que ¢z coincide com os trés
primeiro termos da série do item (b).

Sug.: Verifique que a série de Mclaurin de tanx é

x+1w3+3x5+1—7w7+ com |z|<
3 15 315

™

Exercicio 2.7 ¢ —2zy =2z, y(0)=0.

Sug.: Obtenha por inducao que

e proceda como no Execicio 2.1.




Licao 3

Solugées Globais, Unicidade e Dependéncia Continua dos Dados Iniciais

Licao 3 — Solucoes Globais, Unicidade e

Dependéncia Continua dos Dados Iniciais

Objetiva-se mostrar a existéncia de solu¢oes nao locais, globais, unicidade de

solugoes e dependécia continua dos dados iniciais para o problema
y' = f(z,y), y(@o) = %o (3.1)
Existéncia de Solugoes nao Locais e Globais

No Teorema 2.3 é estabelecido a existéncia de solugoes para o Problema de
Chauchy (3.1) no intervalo I, = {x € R; |z — z0| < a} com a = min{a, b/M}.
H4 casos de existéncia de solugoes em todo intervalo I = {z € R; |z — x| < a}
sem restricoes sobre a. Neste caso, diz-se que a solucao do Problema de Cauchy é

uma solucdo nao local. Para esta situagao tem-se o teorema.

Teorema 3.1 (Existéncia de solugoes nao locais) Seja f uma fungao conti-
nua definida na faiva Q = {(z,y) € R% |z — x| < a, |y| < oo} com valores
reais e satisfazendo a condi¢ao (2.11) de Lipschitz em §2. Entdo as aprorimagoes

sucesstvas
oo(x) =yo,. .., dp+1(x) = yo +/ f(t,ox(t))dt com k=0,1, ...
zo

convergem no intervalo I = {x € R; |z —xo| < a, a > 0} para uma fungdo ¢
solug¢do do Problema de Cauchy (3.1) em I.

Demonstracao - O Teorema 2.2 guarante a existéncia da sucessao das aproxi-
magoes sucessivas (¢g)reny em I, C I. Sendo f continua em {2 entdo a fungao

x> f(x,y0) é continua em I. Assim, existe uma constante M >0 tal que
|f(z,y0)| < M para todo z € I.
Dai, obtém-se
z —_—~
61(2) = do(a) = | [ ft.on)d] < Mo~ o]
xo
Repetindo o processo acima para ¢o, ¢; tem-se

o2(0) @)l = | [ 10100~ 800

IN
b.
<
—
=
|
=
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=
=
~

A
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Portanto, por Inducao Matematica verifica-se

lpj(z) — pj—1(z)| < TT para x € I. (3.2)

A demonstragao da convergéncia de (¢y)ren € feita de modo similar & Etapa 1 do

Teorema 2.3 usando a desigualdade (3.2).

A fungao ¢ definida como limite de (¢y)ren satisfaz, conforme Etapa 2 do

Teorema 2.3, a desigualdade
|p(21) — $(w2)] < Mla1 — al.

O que implica ¢ ser continua em 1.

Por outro lado, usando a desigualdade (3.2) tem-se para todo x € I, que

K
[Pk(z) —yol| = ’Z — ¢j—1( ‘ Z!% — ¢j—1()]

j=1
M~ iz — ol M X Lz — xold
= I Z 4! < fz 4!
7j=1 7=1
M (Lay M, .,
STl =gy
7j=1
Assim, sendo b = % (eL“ — 1) tem-se

|pr(z) —yo| < b para todo z € I.
Tomando o limite, £ — oo, resulta
|6(z) — yo| < b para todo = € I.

Note que no retangulo R = {(z,y) € R?%; |z — 29| < a, |y — yo| < b} a funcgdo
f é continua. Assim existe uma constante M > 0 tal que |f(z,y)] < M para
todo (z,y) € R. Assim, o restante da demonstragao é similar as etapas 3 e 4 do

Teorema 2.3 m

Exemplo 3.1 Como uma aplicacao do Teorema 3.1 considere o Problema de Cau-

chy
Y = fz,y), ylzo) =yo com f(z,y) =—g(x)y+ h(z), (*)

onde g e h sao fungoes continuas em [ ={x € R; |z —x9| < a, a > 0}.

Como a equacao é linear, g e h sdo continuas, viu-se que o Problema de Cauchy (x)
tém solugoes solucdoes nao locais, isto é, em I. O Teorema 3.1 estabelece solucoes

nao locais, desde que f satisfaca a condi¢ao (2.11) de Lipschitz em uma faixa.




Licao 3

Solugées Globais, Unicidade e Dependéncia Continua dos Dados Iniciais

O prblema (x) é deste tipo, pois sendo g continua em I existe M > 0 tal que
lg(x)| < M para todo z € I. Portanto,

|f(z,y1) = f(z,92)] = | — 9(x)(y1 — y2)| < Mly1 — y2l,

para (z,v1), (z,92) na faixa Q = {(z,y) € R?; |z — 20| <a, |yl <occ} m
A existéncia de solugoes globais para o Problema de Cauchy (3.1) é uma con-

sequéncia imediata do Teorema 3.1, conforme colorério a seguir.

Corolério 3.1 (Existéncia de Solugoes Globais) Seja f uma fungdo continua
definida em Q = {(z,y) € R?; |z| < oo, |y| < 0o} com valores reais e Lipschitz
em cada faiva Q. = {(z,y) € R?; |z| < a, |y| < oo}, com a constante L podendo
depender de a, onde a € um real positivo qualquer. Entao o Problema de Cauchy

(3.1) tem solugcao para todo x € R.

Demonstracgao - Seja x um real qualquer. Entao existe um real a > 0 tal que x
pertence ao intervalo |z — zg| < a. () Para este a a fungio f satisfaz as hipSteses
do Teorema 3.1 na faixa Q = {(z,y) € R?; |z — 20| < a, |y| < oo} a qual estd
contida na faixa

|| < a+ [z, [y] < oo.

Assim, a sucessao das aproximagoes sucessivas, (¢)ren, definida para todo z em
|z| < oo existe e converge para uma fungao ¢ solucao do Problema de Cauchy
(3.1)em |z| <oo =

Como uma aplicacao deste corolario considera-se o seguinte exemplo.

3.2
Exemplo 3.2 3/ = % i )
ye+1

y(x0) = Yo

3 9 4 23,.2
Yy xre , 2 (y" +2y")x
A t R 0 = T3 1\
y2+1econ inua em e yf(xvy) (y2+1)2

Considerando f definida na faixa Q, = {(z,y) € R?; |z| < a, |y| < oo}, tem-se

A fungao nao linear f(x,y) =

que |0y f(x,y)| < a® para todo (z,y) € Q. Assim, pelo Teorema 3.1 a fungao f
satisfaz uma condicdo de Lipschitz em €, com a constante L = a?. Logo, pelo

Corolario 3.1 o problema de valor inicial acima tem uma solu¢ao em todo R.

A hipétese de Lipschitz sobre f na faixa €2, é indispensavel para obter solucoes

globais, conforme exemplo a seguir.
Exemplo 3.3 ¢ =192 y(1)=—1.

Sendo f(z,y) = y* tem-se O, f(z,t) = 2y. Assim, |9, f(z,y)| = 2|y| < co. Logo,

f nao satisfaz uma condicao de Lipschitz em 2,. Neste exemplo, vé-se que uma

2A Propriedade Arquimediana assegura que: dado z € R existe pelo menos um n € N tal que

z < n. Em particular, se y = z — zo com z, zo € R entdo |z — x| < n.
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solugao da equagao é dada por ¢(x) = —1/z, a qual para satisfazer a condigao
inicial é necessaria ser definida para x > 0. Logo, a solucao deste Problema de

Cauchy nao é definida para todo z € R =

Unicidade e Dependéncia Continua dos Dados Iniciais

Nas condicoes dos Teoremas 2.3, 3.1 e Corolario 3.1 mostra-se que a solugao

do Problema de Cauchy (3.1) é tnica.

Teorema 3.2 (Unicidade de Solugoes) Seja [ continua e satisfazendo a condi¢do
(2.11) de Lipschitz no retangulo R. Se ¢ e 1 sao duas solugoes do Problema de
Cauchy (3.1) em I entao ¢(x) = (x) para todo z € I.

Demonstragao - Se

_y0+/ f(t,o(t)dt e (x) —yo+/ ft,(t)dt em I

sao duas solugoes do Problema de Cauchy (3.1) entao

o)~ o) = | "t 00)) — F(tp(e))de

o

Dai, sendo f Lipschitz na segunda varidvel obtém-se

6(2) \<L/ () — (b))t (a)

Seja F(x / lo(t) (t)|dt. Entao E'(x) = |¢p(x) — ¥ (x)| e por (a) obtém-se

E'(z) — LE(z) <0.

Multiplicando ambos os membros por e Z#=%0l resulta

d —L|z—10|
— < 0.
p” [e E(z)| <0

Integrando de zp a x e usando que E(zg) =0 tem-se pela Férmula de Newton-
Leibniz, que
e~ Ha=ml gy < o.

Assim, E(z) < 0. Como E(x) >0 entao E(z) =0 para todo = € R. Portanto,
pela definicao de E(z) resulta ¢(x) =1(x) paratodo x € I =

Observacgao 3.1 A condicdo de Lipschitz sobre uma varidvel de f para a ob-

tencdo da unicidade de solugdes € indispensavel. De fato, se
Y = f(z,), y(0)=0 e f(z,y)=3y"?
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entdo f € continua para todo ponto do (x,y) € R%. Além disso, as duas funcées
o(x) =23 e Y(x) =0 definidas em R sdo ambas solucées do problema. Todavia,

2/3 nio satisfaz uma

como foi visto no Exemplo 2.2 item 2, a funcio f(x,y) =y
condi¢ao de Lipschitz em um retangulo contendo a origem. Por isto, foi possivel

obter-se mais de uma solucao m

Um Teorema bastante 1til para demonstrar unicidade de solucoes de EDO

(veja Exercicio 3.7) é o chamado de Lema de Gronwall, a saber

Lema 3.1 (Lema de Gronwall) Seja ¢ : [a,b] — R wuma fung¢ao continua e
e(x) >0 em [a,b]. Se

o(x) < Ko+ K1 /96 o(t)dt para x € [a,b], (1)

com as constantes kg > 0, k1 > 0 entao

Kk1(z—a)

o(z) < Koe para todo x € [a,b].

Note que se, em particular, ko =0 entio ¢(x) =0 para todo = € [a,b].

Demonstragao - Seja v : [a,b] — R definida por

Entao, ¢'(x) = ¢(x) e da hipétese (i) obtém-se ¢'(z) < kg + k19 (z). Multipli-

—K1T

cando ambos os membros por e resulta

d
p {p(t)e ™"} < ke "
Integrando de a a x obtém-se

”Lﬂ(l‘)eiﬁlx S _@(efnlx o e*/ﬂa).
R1

Ou seja, (x) < —Z—fl’(l - 6“1(’”*“)) = @(e'ﬂ(z*“) —1). De (i) e da defini¢ao de 1

K1

tem-se que ¢(z) < kg + k19 (z). Logo

K1(z—a) K1(z—a)

o(z) < ko + Koe — 1) = ke n

Proposicao 3.1 Suponha f satisfazendo as hipoteses dos Teoremas de existéncia
de solugoes, por exemplo Teorema 3.1. Se ¢ e ¢ sao duas solugoes do Problema
de Cauchy (3.1) em I correspondente aos dados iniciais yo e Yo, respectivamente
entao

(6(x) — (@)| < [yo — Fole*=! para todo v € I.
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Demonstracao - Sejam

—y0+/ f(t,o(t)dt e (x) —y0+/ flt,(t)dt em I

duas solugoes do Problema de Cauchy (3.1). Pelo fato de f ser Lipschitz tem-se
6() (@) < oo — ol + L [ lote) — w0
o

O resto da demonstracao é uma consequéncia do Lema de Gronwall =

Uma solugao ¢ do Problema de Cauchy (3.1) depende continuamente do dado
inicial yy quando yg sofrer pequenas variagoes entao a solugao ¢, também, sotera

essas variagoes. De modo mais preciso tem-se o seguinte teorema.

Teorema 3.3 (Dependéncia Continua dos Dados Iniciais) Seja f continua
e satisfazendo a condi¢do de Lipschitz (2.11) no retangulo R. Suponha que, além
da condi¢ao inicial y(xg) = yo existe uma outra dada por y(xg) = y1. Entdo,

dado € >0 existe § >0 (§ pode depender de € ) tal que
|p(x) — P(z)] <€ desde que |yo — yi| < 9.

Onde ¢ e v sao solugoes do Problema de Cauchy (3.1) em I associadas aos

dados iniciais yo e y1 respectivamente.

Demonstragao - Estando f nas condicoes das hipoteses do Teorema 3.1 entao

existem em [ duas funcoes
—m+/f cﬁe¢(—m+/f

solugoes do PC (3.1) associadas aos dados iniciais yg e y1 respectivamente.

Como |yg —y1| < 0 e f é Lipschitz na segunda variavel obtém-se

6(0) (@) <3+ L [ [o(e)) - (o) (a)
o
Dal, se
/|¢ (0l
tem-se E'(z) = |¢p(x) — ¢¥(x)] e E'(x) — LE(x) < §. Multiplicando ambos os
membros por e Llr=ol resulta
d

2| o~ Llt—mo] < —Ljt—xo]
o [e E(t)} < de :

Integrando de zp a x e como FE(xg) =0 entao pela Férmula de Newton-Leibniz

tem-se

e~ Lle=w0l gy <5/ o~ Llt—zol gy _ %[ o Lle—wol]
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A integral acima é calculada primeiro para x > xg. De modo similar faz-se para
x < xg. Assim,
0
B(x) <+ [eLll‘—xol - 1]

Substituindo esta desigualdade em (a) resulta
|p(x) —(x)| <0+ 5[€L‘x_x°| - 1} = delr=20l para todo z € 1.

Sendo x € I tem-se |r —xo| < a. Portanto, |¢(z) —(x)| < de*®. Dai, para cada

¢ > 0 dado escolhe-se § = ¢/eX* os quais implicam

|p(x) — ()] < e desde que |yp —y1| <6 m

Exercicios da Ligcao 3

Exercicio 3.1 Determine a constante L de Lipschitz em:

(a) f(z,y) =23 em Q={(z,y) eR% 0<z<a, |yl <o}

(b) fz,y) =a(2)y® +b(z)y em R={(z,y) €R% [2| <1, |yl <1}
onde a, b pertencem a C°([—1,1]).

Exercicio 3.2 Dado f(z,y) = y*/? mostre que:

(a) f nao é Lipschitz no retangulo
R={(r,y) €R*% |z|<1, 0<y<1}

(b) f € Lipschitz em R = {(z,y) € R? |z| <a, 0<b<y<c} Determine

a constante de Lipschitz.

Exercicio 3.3 Mostre que f(x,y) = 2%|y| € Lipschitz em y e determine a cons-
tante L em R = {(z,y) € R |z| <1, |y| <1}. A 9,f existe em (z,0) com
x#07?

Exercicio 3.4 Considere o PC
y' =1-—2zy, y(0)=0. (*)

(a) Apesar do PC (x) ser linear nao é “facil” determinar uma solugao explici-

tamente. Constate que uma solugao ¢é a funcao
2 x 2
- ¢
plx)=e" / e’ dt,
0

a qual nao tem uma primitiva.

(b) Mostre que em R = {(z,y) € R%; |z| <1/2, |y| <1} afungdo f definida
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por (x) é lipschitziana com L = 1.

(c) Conclua pela teoria desenvolvida que sucessao das aproximagoes sucessivas,
(¢r), converge para uma solucdo ¢ em I = {z € R; |z| < 1/2}.

(d) Mostre que ¢3 satisfaz |¢p(x) — ¢3(z)| < 1/10 em I.

Exercicio 3.5 Seja v = f(z,y), y(zo) =yo onde f: Q. — R € dada por
y36x+1

y>+1

flz,y) = + 2% cosy
e Q= {(z,y) € R? |z| <a, |yl < oo}. Mostre que este PC (ndo linear) tem

pelo menos uma solugao em R

Sug.: Mostre, inicialmente, que f satisfaz uma condicao de Lipschitz sobre y em
Q. com constante L = e + a2 E conclua a existéncia de solucdes por meio do

Coroldrio 3.1.

Exercicio 3.6 Suponha f, g : R — R duas fun¢oes e consider os Problemas de

Cauchy

/

Y =flx,y), yxo) =y e ¢ =glz,y), y(zo)=yo, (a)

com (xo,y1), (zo,y2) € R. Mostre que, se f e g sdo continuas, Lipschitz na

sequnda varidvel em R, e que existem constantes € >0, & > 0 tais que

!f(m,y)—g(x,y)\ﬁe, V(J},y)ER e ’yl_y2’§5 (b)

entao as fungoes ¢, 1 solugoes no sentido da Definicao 2.1 de (a)i, (a)s respec-

tivamente, satisfazem
|6(x) — ()] < seFlrrol %(e”gc_m — 1) para todo x € 1.

O exercicio afirma que: estando f proxima de g e y1 provimo de ys entdo a

solugao ¢ definida em I de (a)y estd prézima da a solug¢ao 1 definida em I de

(a)g.

Sug.: - Pelo Teorema 3.1 tem-se que as funcoes

xT

¢($) =y + /x f(t7¢(t))dt e w(x) =192 +/ 9(t7¢(t))dt

Zo

definidas em I sao solugoes de (a); e (a)z, respectivamente. Dali,

xT

o(x) — () =y —y2 + / F(t.6(8)) — gt b(t))]dt.

Zo
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Somando e subtraindo f(¢,%(t)) no integrando obtém-se

b(x) —b(@) = vi—pot /z[f(t,cb(t))—f(t,w(t))]dt

0

+ 1w - gl vlar

0

Agora, repete-se para x > xg as etapas da demonstragao do Teorema 3.3 obtendo

e He—m) p(z) < 5/ e~ Elt=mo) gy 4 6/ (t — xg)e FE=70) gy
o T

0

Integrando por substituicio e por partes (3) a primeira e a segunda integral resulta

L(z—xq) )

E(z) < [em—m - 1} L —z0) + 1] + e

2 L2
Repita o restante das etapas do Teorema 3.3 para concluir a demonstragao.

Como consequéncias do Exercicio 3.6 tem-se a unicidade de solugoes e aproxi-
magoes de solugoes associadas ao Problema de Cauchy (3.1). Estes sao os objetivos

dos Exercicios 3.7 e 3.8.

Exercicio 3.7 Seja f continua e satisfazendo uma condi¢cdo de Lipschitz no
retangulo R. Se ¢ e 1 sao duas solu¢oes do Problema de Cauchy (3.1) em
I entao ¢(x) =(x) para todo x € I.

Sug.: - Se f(x,y) = g(z,y) para todo (z,y) em R e y; = y2 entdao pode-se
escolher € = § = 0. Assim, supondo duas solugoes do Problema de Cauchy (3.1)
conclua pelo Exercicio 3.6 que |¢(z) — ¢ (z)| <0 para todo = € I. O que mostra
o=y em I =

Exercicio 3.8 Seja f nas condi¢oes do Fxercicio 3.6 e g, para k = 1,2, ---

fungdes continuas em R satisfazendo

|f(z,y) = gu(@,y)| S €ny V(z,y) €R e |ys—y1| < 0k

com as constantes €., 6, — 0 quando k — oco. Mostre, por meio da desigualdade
(b) do Ezercicio 3.6, que as fungdes 1, solugoes de y' = gu(z,y), y(xo) =y em

I convergem para a func¢ao ¢ solug¢io do PC (a); do Exercicio 3.6 em I.

Exercicio 3.9 Mostre que o Problema de Cauchy ' =y + A\x?seny, y(0) =1
e |Al <1 tem solugao em I = {x € R; |z| < 1}, e que a solugdo ¢ satisfaz a
desigualdade

[6(a) — e < A (e = 1).

3Se u=t e dv=e"dt entdo [te"dt= 23 (Kt — e"") para K # 0.
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Exercicio 3.10 Seja f : Q — R uma fun¢ao continua tal que para todo (x1,y1,\),
(x2,y2,\) € Q tem-se

|f(z1,y1,A) — f(x2,92,A)| < Lly1 — y2| com L >0,

onde
Q:{(x7y7)\)€R3; |3§'—J)0| Saa |y_y0| §b> |)‘_)\0|§C}

Suponha, ainda, que O\f(z,y,\) < k para todo (z,y,\) € Q. Se ¢\ € uma
solugdo do PC ' = f(x,y,\), y(xo) = yo, mostre que

|or (1) — ¢y ()] < %,q/\ _ V|(6L|z—a¢o| ~1)

para todo x no dominio de ¢y e ¢y, .

Exercicio 3.11 Mostre, por meio do Lema de Gronwall, que o PC (3.1) para f

nas condicoes das hipoteses do Teorema 3.2 tem uma unica solu¢ao.

Sug.: - Considerando as fungoes ¢ e 1 da demonstragao do Teorema 3.2 defina

por ((x) = ¢(x) —¢(x) em I ={z €R; |z —x¢| < a} e conclua que
i<t [ K.

Exercicio 3.12 O Ezxercicio (3.10) pode ser melhorado supondo-se f Lipschitz
em y mas nao unifrome em x. Ou seja, supondo que exista uma fun¢do m = m(x)

nao negativa e integrdvel em I tal que

[f(@,91) = f(@,92)| < m(@)|yr — y2| para todo (x,y1), (x,y2) € R.

Constate este fato!
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Licao 4 — Teorema do Ponto Fixo de Banach

Objetiva-se estabelecer a existéncia de solucoes para o problema de Cauchy

y' = f(2,9), y(xo) = yo (4.1)
em espagos nao finitamente gerado. Isto sera feito por meio do Teorema do Ponto
Fixo de Banach.

Antes, porém, faz-se uma breve introducao sobre alguns conceitos e resultados

em espacos vetorias de funcoes.

O conteudo desta Licao e das Licoes 5, 6 e 7 estd essencialmente na referéncia
Medeiros [7].

Espacgos Métricos

Definigao 4.1 Sejam X um conjunto e d : X x X — R uma func¢do tal que para
todo x, vy, z € X, satisfaz

(M1) d tém wvalores finitos e nao negativos;

(M2) d(z,y) =0 se, somente se, x =y;

(M3)  d(x,y) = d(y, v);

(M4) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (Desigualdade Triangular).

A funcao d acima definida é chamda de métrica ou funcao distancia em

X. As propriedades (M1)-(M}) sao chamadas de aziomas de uma métrica.
Definigao 4.2 Espago métrico é um par (X, d) que satisfaz a Defini¢ao 4.1.

Exemplo 4.1 Alguns exemplos de espagos métricos.

(a) Em X =R a fungao distancia d : R x R — R ¢ dada por d(z,y) = |z — y|
para todo xz,y € R, onde || é o valor absoluto em R. A reta real R € um

espaco métrico;

(b) O Plano carteziano R? é um espaco métrico tanto com a métrica euclidiana:

diz,y) = /(r1—22)2+ (y1 —y2)2 como a métrica amplitude:
d(x,y) = [z1 — x| + [y1 — 2|, sendo & = (x1,11), y = (v2,2) € R%;

(¢) O espago de sequéncia X = (>° definido como o cunjunto de todas as sequéncias
de numeros complexos limitadas. Ou seja, todo elemento de X € uma sequéncia
complezas v = (ou, az,---) tal que |oj] < k com k > 0 independente de j.
Com a métrica d(z,y) = sup |a; — Bj| onde y = (b1, B2, ) € X, tem-se

JjEN
que o par (2°,d) é um espago métrico;
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(d) O espago (P para p > 1 real € o cunjunto das sequéncias de nimeros com-

plexos © = (aq, aa,--+) tal que |a1P + |aglP + -+, converge. Ou seja,
o [o.¢]
> lajlP < 0o comp > 1 fizo. Com a métrica d(z,y) = (> |oy — ﬁj]p)l/p
j=1 J=1

o PP € espaco métrico;
(e) O conjunto C°([a,b]) das funcdes continuas definidas em [a,b] com valores

em R com a métrica d(f,g) = m[a%] |f(t) — g(t)] com f, g € C°[a,b]) €
€

)

espaco métrico.

Sequéncia de Cauchy e Espaco Métrico Completo

Definigao 4.3 Uma sequéncia (x,)neny em um espago métrico (X, d) € dita con-
vergente em X, se existir um x € X tal que lim d(x,,x) = 0. Assim, x € cha-
n—o0

mado de limite de (zp)nen € escreve-se lim x, = x ou x, — = quando n — oo.
n—o0

Para simplificar a notacao daqui em diante, X denotara o espago métrico (X, d).

Defini¢ao 4.4 (i) Uma sequéncia (xn)neny em um espago métrico X € cha-
mada Sequéncia de Cauchy se para € > 0 dado ezxiste N = N(e) € N tal
que d(Tm,xn) < € para todo m, n > N.

(ii) O espago métrico X € dito completo, se toda sequéncia de Cauchy em X €

convergente, isto €, existe x € X tal que x,, — x quando n — oco.

Exemplo 4.2 Alguns exemplos de espacos métricos completos.

(a) R e C com a métrica d(z,y) = |z —y|;

3

1/2
(b) R™ e C™ com a métrica euclidiana d(z,y) = ( (o; — ﬁi)2) , onde

i=1

T = (0517"' ,Oén) e y= (617"' 7Bn);
(¢) O espago P com 1 < p < oo € completo;

(d) O espago métrico das fungées continuas C°([a,b]) é completo com a métrica
do Exemplo 4.1 item (e).

Exemplo 4.3 Alguns exemplos de espagos métricos nao completos.

(a) O par (X,d) onde X =|0,1] e d(z,y) = |xr — y| ndo é um espago métrico
completo. De fato, primeiro note que (X,d) é um espago métrico. Todavia,
nao € completo, pois se (T )nen € tal que x, = 1/n entdo x, € X e (Tn)neN
€ uma sequéncia de Cauchy em X. Contudo, ela nao converge para um ponto
de X, haja vista que x, — 0 ¢ X;
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(b) X =R\ {zo} com a métrica usual d(z,y) = |x—y| nao é um espago métrico

completo, pois se x, = 1/n+xy € X entao x, — xo ¢ X;
(¢) R\I=Q com d(z,y) = |x — y|, também, nao é completo;

(d) O espaco métrico das fungées continuas C°([0,1]) com a métrica definida

por
1
d(f,g) = /0 () — g()ldt

néo é completo. (*)

Observe que no Exemplo 4.2 (e) e Exemplo 4.3 (d) o espaco vetorial é o mesmo
e um é completo e o outro ndo. Isto ocorre porque C([a,b]) ndo é um espaco
vetorial finitamente gerado, isto é, nao é de dimensao finita. Nos espacos de

dimensoes finitas todas as normas sdo equivalentes. ()

Contracao e Ponto Fixo

Considerando X um espaco métrico completo e T' : X — X uma funcao. A
meta agora é estabelecer condicoes sobre T' de modo que ela possua um tnico

ponto fixo.

Defini¢ao 4.5 (i) O ponto z¢p € X € um ponto fixo de T se, e somente se,
T(LI?()) = X0.

(ii) A funcio T : X — X € uma contragao se, e somente se, existe k €]0,1]
tal que d(T(z1),T(x2)) < kd(x1,x2) para todo z1, x5 € X.

Note que toda contracao é uma funcao continua. Alids, uniformemente continua

em seu dominio.

Teorema 4.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja X um espaco métrico

completo. Se T : X — X € uma contragao entdo T possui um dnico ponto fixo.

Demonstracao - Seja x € X um vetor qualquer. Serda mostrado que T'x = x. De

fato, considera-se a sequéncia (x,)nen com z, € X definida por
x1 =T (x0), xo =T(x1), 23 =T(22), ..., Tp =T (Tp-1), ...- (a)

Esta sequénica estd bem definida, pois 1" é continua. Mostra-se a seguir que ela

é convergente. De fato, basta mostrar que a sucessao (,)nen ¢ de Cauchy, pois

*Veja Erwin Kreyszig [6] pag. 38 ou Exercicio 4.4.
®Veja Wendell Fleming [4] pag. 72.
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X é um e. m. completo. Pela desigualdade triangular generalizada e para n > m

tem-se
d(Tm, Tn) < d(Tm, Tmt1) + ATt Tma2) + -+ d(Tn—1, ). (b)
Pela defini¢ao de (z,)nen € sendo T contracao obtém-se

(T(xm), T(xmy1)) < Kd(Tm, Tmy1)

(T(xm—i-l);T(xm—i—Q)) < Iid($m+1, xm+2) < /iQd(xm7xm+1)

d(Tmy1, Tmy2) = d
d(Tm42, Tmes) = d

d(@m4p—1, Tmtp) = AT (@map—2), T (@mp-1)) < R (2, T

Agora limita-se superiormente d(x,,_1,zy) em termos de d(zyp, Tm+1). Se 1 > m

entao existe p tal que n = m + p. Logo, pelo calculo anterior resulta

d(xn-1,2n) = d@mip-1,Zmip) = AT (Tmip-2), T(Tmp-1))

< KM@, 1) = KV (T, Tt

Dali, segue por (b) que
d(Tm,zn) < (14K + K2+ KD A T

Sendo « €]0, 1] tem-se

1
L+r+r> 4+ " =
11—k
Como
1
R e e S L G L
—K
entao p
(@, 20) < W (c)
— K
Repetindo o raciocinio anterior obtém-se
AT Trmg1) = A(@1 4 (mo1), Tma1) < K™ (@1, 22).
Substituindo em (c) resulta
ﬂm—l
d(XTm, xp) < = d(x1,x2). (d)

Km—l

Note que a,, = 1

é o termo geral de uma série geométrica convergente, pois

K
k €0, 1[. Logo, a,, — 0 quando m — co. Assim, de (d) tem-se que

d(m, xy) — 0 quando m, n — oo.
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Logo (xy,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Portanto converge em X, pois X é
completo. Consequentemente, existe z € X tal que x = hm T,. Este ponto limite
é um ponto fixo de T'. De fato, por (a) tem-se que x, = T(:cn 1). Entao quando

n — oo resulta que x = T'(x), pois T é continua em X.

A unicidade do ponto fixo x de T é obtida supondo que z é um outro ponto

fixo de T'. Assim, como
d(T'(z), T(x)) < kd(z, T)
entao
d(z,7) < kd(z,T).

Dai, (1 — k)d(z,z) < 0. Como k €]0,1[ resulta que d(x,7) = 0. Logo, x =2 m

Exemplo 4.4 (a) Seja f(x) = x2. Os 1inicos pontos fivos de f sio 0 e 1.

Observe que f nao € contragdo.

(b) A fungdo f(x) =1 tem o ponto x =1 como o inico ponto fizo. Observe que,

também, f nao € necessariamente contracao.

(¢) Todo ponto x é um ponto fixo da funcao f(x) = x. Note que, também, f nao

€ contracao.

(d) A fungdo f(x) = Inz para todo x > a > 1 tem um unico ponto fizo. De
fato, pelo teorema do valor médio para derivadas existe & entre x1 e xo tal
que |Inz; — Inxs| = %|a:1 — x3|. Como & > a > 1 entao % <11 Assim,
d(lnzi,Inze) < kd(z1,22) para k €]0,1] com d(z1,z2) = |r1 — x2|. Logo,

pelo teorema do ponto fixo de Banach tem-se o resultado.

Teorema 4.2 Sejam X um espago métrico completo e T : X — X uma aplicagdo
continua. Se alguma poténcia T™ de T € uma contracao entdo T possui um unico

ponto fizo.

Demonstragao - Suponha m € N tal que 7" é uma contragdo. Entao pelo

Teorema 4.1 existe xgp € X tal que
o — meo. (1)
Para p € N tem-se que (7T™)P ¢, também, uma contragao. Assim, (1T")Pxy = xg

e lim (T™)Pxy = xg. Sendo T continua resulta que
pP—00

lim (T")PTxo = Tao. (i)
p—00

Além disso, sendo (7™ )P uma contragao existe x €]0,1[ tal que

d ((T™)PTxo, (T™)Px0) < KPA(T™Tzo, T™z0). (i)
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Usando (i) tem-se que d(T™Txo, T"xo) = d(Txo,x0). Portanto, de (iii) resulta
d(T™)PTxo, (T™)Pxo) < kPd(Txo,x0).
De (ii) tem-se que
d(Txo, x0) = d( lim (T™)PTxo, lim (Tm)px(]).
pP—00 P—00
Das duas tltimas relagoes acima obtém-se d(T'xg, zg) < kPd(Txo,xo). Consequen-
temente, (1 — xP)d(Txg,z9) < 0. Como 1 — kP >0 entdo d(Txp,z9) =0. O que
acarreta Txg=xp =

Aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Mostrou-se no Teorema 2.1 que estudar o Problema de Cauchy (4.1) é equiva-

lente a estudar a equagao integral

y(z) =yo + /xf(t,y(t))dt.

O objetivo agora é mostrar por meio do Teorema do Ponto Fixo de Banach 4.1
que esta equagdo tem uma tnica solugao. Primeiro, estuda-se o PC (4.1) em
um retangulo fechado e limitado R C R? e em seguida em um aberto limitado
Q C R%

Aplicagao I Seja f: R =1, x J — R uma fungao onde

Io={z € R; [z —ao| < a}, a=min{a, b/M} e J ={y€R; |y—yol <b}.

Em C%,) (o espaco vetorial das funcdes continuas em I, com valores em R)

considera-se a métrica do supremo, isto é, se 1, @2 € CY(I,) entdo

d(p1,02) = |lo1 — @2/ = sup lp1(x) — pa()] .
rEln

Por C(I,) serd denotado o espago métrico completo (CO (Ia), d) . Assumindo as

condicoes precedentes mostra-se o seguinte teorema.

Teorema 4.3 Se f : R — R ¢ uma funcdo continua e Lipschtz na sequnda

varidvel entdo o Problema de Cauchy (4.1) tem uma unica solugao em C(I,).

Demonstragao - A aplicagao T': C(I,) — C(I,) definida por

(To)(x) =yo + /r f(t,o(t))dt para todo x € I, (4.2)
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tem um unico ponto fixo. De fato, inicialmente note que (7T'¢)(xo) = yo. Além

disso,
(To)(x) —yo| < / |f(t,0(t))|dt < Ma < b para todo x € I,.
o

Dai, tem-se pela definicao de R que o grafico (¢,T¢) de T pertence a R. Além

disso, T' é uma contracao em C(I,), pois se f é Lipschitz entao para = € I, que
[(To)(x) — (T¥)(x)] < / [f(t, (1)) — f(t,(t))|dt

<L / 16(8) — (0)ldt < Lallg— 9.
Assim,

IT¢ =Tyl = sup [(T))(x) — (TP)(z)| < Lol — .

€l
Ou seja, d(T¢,Tv) < Lad(p,v). Tomando La < 1 tem-se que T é uma con-
tragdo. Dai e do Teorema 4.1 existe um tnico ¢ € C(I,) tal que T¢p = ¢. Ou

seja, para x € I, o unico ponto fixo ¢ satisfaz por (%) a equagao

o(z) = yo + /I f(t, o(t))dt.

Para eliminar a condi¢ao La < 1 prova-se que aplicacao (4.2) satisfaz as condigoes
do Teorema 4.2. Ou seja, existe n € N tal que 7" é uma contracao C(I,). Portanto,

serd mostrado que
d(T"¢, T"Y) < kd(¢,7) para todo ¢, ¥ € C(la). (4.3)
Com efeito, com o auxilio de (4.2) constréi-se para todo x € I, a seguinte sucessao:

¢ = ¢1(x); i
bo(x) = (Tn)() = yo + / £t b (6))d;

b3(2) = (Téa)() = 9o + / " F(t b))t = (T1) (2); (4.4)

bu() = (Tn1)(x) = o + / " F (b bua(B)dt = (T 1) (2).

Sendo f Lipschitz tem-se

[Pn(2) — Pn(z)]| < L/x |pn—1(t) — Yn_1(t)|dt.

Repetindo o argumento, isto é

1 (£) — ns ()] < L / (Gn2(€) — thna(€)dE
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obtém-se
x t
6a(@) = ba(a)| < L2 [ [ [ 100-a€) ~ dua(©)lde]at.
Seja
t
6 (t) = / (Gna(€) — (€| dE.
Entao

|¢n(l') - wn(fﬂﬂ < L2 /m el(t)dt.

o

Integrando por partes a integral acima (com u = 01(t) e dv = dt) resulta

/ “oidr = (1) T - / s (t) — tn_a(t)]dt

~ ati(e) - [ *Hbn_a(t) — n_s(t)|dt, pois 01(xo) = 0.

Dai e da definigao de 6 (x) obtém-se

6a(a) = n(@)] < 22 [ (2= 0lgn-a®) — vaa(O)ar.

Usando novamente, na integral, o fato de f ser Lipschitz obtém-se

oula) = n@)] < 20 [ @=0[ [ lon(©) = vu-sl€)lde] .
Seja .
0u(t) = [ 16n-3(6) ~ vn-a(6)Ids.

Fazendo u = 05(t) e dv = (z — t)dt resulta que du = |pp—3(t) — Yn_3(t)] e

v=—(z —t)?/2. Assim, com fy(xg) =0 tem-se
T —$)? T
L3/xo(x—t)92(t)dt _ L3[—(”" 2” 0]
=0
T 12
+ /wo (x2t)|¢n—3(t) - 77b71—i’>(t)|dt
I3 T
= o | @=1)%én-s(t) = ¥ns(t)ldt

Ou seja,

3

oule) = vn@)] < 57 [ @ = 0%1605(0) — bua(O)a.

De modo andlogo verifica-se que

4

oule) —~ tn@)] < 57 [ @ = 0%1600(0) — Gua(0) .
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De um modo geral mostra-se pelo Principio de Inducao Matematica que

n—1 T
60(2) — n(2)] < (nL_z), [ =000 - aroat

Tomando o supremo em x € [, tem-se

Ln—l T )
6, =l < wgllor—wil] [ @=oar
! 0
Ln—l _
= m”éfh = Y1 & — o

(L()é)n_l

m”% — |-
Dal, obtém-se

La)"1
A(nrtn) < i (61,0).
Dai e de (4.3) tem-se que ¢ = ¢1 e ¢, = T" 1¢. Portanto,
a 3 Lo n—1
d (T” Lo, T 1111) < ((n—>1)'d (¢, 9).
(La)" ! N =
Observe que a, = m é o termo geral da série convergente > a,. Logo,
- . n=1

lim a, = 0. Portanto, existe N € N tal que
n—oo

L n—1

0<(a) <1 para n > N.

(n—1)!

Logo, (4.3) estd provado. Assim, existe uma poténcia 7" de T, a qual é uma
contragao em C(I,). Portanto, o Teorema 4.2 garante que a aplicagdo T definida

em (4.2) possui um unico ponto fixo T'¢ = ¢, o qual é solugdo em I, da equagao

y—yo+/ flt,y)dt =
x0

Aplicagao IT Estuda-se agora o Problema de Cauchy (4.1) supondo a fungao f
definida em um aberto e limitado © C R?. Como dito acima, aqui também, serd
feito uso do Teorema do Ponto Fixo de Banach 4.1. Inicia-se introduzindo alguns

conceitos de analise.

Definicao 4.6 Dados o € X e r € R, com r > 0, uma bola aberta e uma

bola fechada em X sao os conjuntos
B(xg,r) ={r € X; d(z,79) <r} e B(xo,r)={r € X; d(z,x0) <7}

respectivamente. O numero v é chamado de raio e xg de centro das bolas.

Para € > 0 uma vizinhanga, as vezes denotada por V' ou por V., € uma bola
aberta B(xg,€).
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Definicao 4.7 Um ponto xg € dito ponto interior do conjunto A C X se A €

uma vizinhanca de xg. O interior de A € o conjunto de todos 0s pontos interiores
de A.

Exemplo 4.5 (a) Todos os pontos de uma bola aberta sdo pontos interiores

dessa bola,

(b) O conjunto dos pontos interiores dos inteiros Z € vazio.

Definicao 4.8 Uma fung¢ao f : Q) — R € dita localmente Lipschitz se existe

uma vizinhanga de um ponto qualquer de Q na qual f € Lipschitz

Teorema 4.4 Sejam Q C R? uma regigo aberta e limitada com ponto interior
(xo,y0) e f: Q@ — R wma fungdo continua e localmente Lipschitz. Entdo o

Problema de Cauchy (4.1) tem uma tinica solu¢ao.

Demonstragao - Para uma melhor compreencao acompanhe a demonstracgao pela

figura a seguir

yl
yo + Ma
Yo
Yo — M«
0 To—a o To+a x

Inicialmente, note que a solugao do PC (4.1) deve passar pelo ponto (zo,yo).
Sendo (z0,v0) €2, f € C%Q) e localmente Lipschitz entdo para € > 0 pequeno

e fixo existe uma vizinhanca fechada

VE = {(Sl?,y) € d((x,y), ($07y0)) < 6}
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de (zo,yo) contida em 2 na qual f é limitada e Lipschitz. Considere os nimeros

finitos

M =sup|f(z,y)| e L =sup f(@.y2) = f(x.91) com yi # yo.

v V. Y2 — Y1

Seja R = {(z,y) € R%; |z — x| < a, |y — yo| < Ma} um retangulo fechado e
limitado contido em V.. Note que R tém as retas y — yo = =M (z — 2¢) como
diagonais. O intervalo I, é a projecao de R sobre a reta horizontal y = 0. Ou
seja,

I, =proj,R ={z € R; |z —xo| < a}.
A metade da amplitude de I, é denotada por «, isto é, a = |I,|/2. Observe que

I, C I,. A projecao de R sobre a reta vertical x =0 é o intervalo
[yo — Mo, yo + Ma] = proj, R = {y € R; [y —yo| < Ma}.

Considere o subespaco C*(1,) do espago métrico completo C(I,) constituido pelas
fungoes ¢ : I, — R tais que

P(xo) = yo; (i)

yo — Ma < ¢(z) < yp+ Ma para todo x € I,. (ii)

O espago C*(1,) é fechado e portanto completo. Finalmente considere a aplicagao
T :C*(1) — C*(I,) definida por

(To)(x) = yo + /x f(t,¢(t))dt para todo x € I,.
Dai tem-se que (T'¢)(zp) =yo €
(o)) =l < [ 1F(t.00)ldt < Mo — o] < Mo

Ou seja, o gréafico (x,(T'¢)(x)) de T pertence a R. Além disso, 1" é uma con-
tracao. De fato, a demonstracao é similar a do Teorema 4.3, isto é, se ¢, ¥ sao

duas fungoes quaisquer em C*(I,) entao
[(To)(x) — (T) ()| < L/ [6(t) — »(t)|dt < Lall¢ — .

Dai obtém-se || T'¢ —T| < La|l¢ —1|. Tomando « tal que La < 1 encontra-se
um intervalo com centro em xp no qual estd definida a solu¢ao do Problema de
Cauchy (4.1).

A hipoétese La < 1 pode ser eliminada provando a existéncia de n € N tal
que 1™ seja uma contracao. Para isto, basta repetir parte da demonstracao do

Teorema 4.3. Assim, segue que T é uma contragao sem a restricio La <1 m
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Exercicio da Licao 4

Exercicio 4.1 A classe das funcdes localmente Lipschiz contém a classe das Lips-
chiz. Para constatar esta afirmacdo cita-se a classe das fungoes polinomiais do
R2. Essas funcdes nao sio Lipschiz em todo R?, todavia em wma regido limi-
tado do plano elas sao Lipschiz. Portanto, localmente Lipschiz. Para exemplificar,
considere a funcio f:R? — R definida por f(x,y) = x*y3. Mostre que f nao
Lipschitz em R%. Porém, na bola B((0,0),1) ela a é. Para isto use o Proposicdo

2.1 e conclua que a constante de Lipschitz é L =3 em B((0,0),1).

Exercicio 4.2 Seja X um espagco métrico. Mostre que:
(a) Uma sequéncia convergente em X € limitada e seu limite € unico;

(b) Sex, = x ey, =y quando n — oo entdo d(zy,yn) — d(x,y).

Exercicio 4.3 A demonstracao do Teorema 4.4 pode ser feita utilizando os arqu-
mentos empregados na demonstracao do Teorema 2.3. Faca de modo adequado o0s

detalhes desta afirmacao.

Exercicio 4.4 Mostre que o espaco métrico das funcées continuas C°([0,1]) com

a métrica definida por )
dr)= [ 150 - g0l

nao € completo.

Exercicio 4.5 ---

Exercicio 4.6 ---
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Licao 5 — Método da Poligonal

Objetiva-se mostra que o roblema de Cauchy

Y (@) = flz,y(x)), ylzo) = yo (5.1)

tem solucao supondo f apenas continua. Este resultado é devido a Cauchy e
Peano. Sendo f apenas continua nao se conhece resultado de unicidade de solugoes
para o PC (5.1).

Teorema de Arzela-Ascoli

A existéncia de solugoes supondo f continua serd mostrada por meio do Te-
orema de Arzela-Ascoli. Como na Ligdo 4 denota-se por C(I) o espaco métrico
(C°(I),d), onde C°(I) é conjunto das fungoes reais continuas definidas no inter-

valo I = [a,b] e d é a métrica
d(p, ) = llo =¥l = Sup |p(x) = ().

Definicao 5.1 Um subconjunto A de C(I) € uniformemente limitado quando

existe uma constante r tal que ||| = sup |p(z)| < kK para toda ¢ € A.
zel

Lema 5.1 Seja A C C(I) uniformemente limitado. Entao para todo subconjunto
enumerdvel E de I existe uma sequéncia de funcgoes (on),cy contida em A

convergente em todos os pontos de E. Em outras palavras,

(i) (@n)nen ¢ uniformemente limitada;

(i) (on(T))peny € wma sequéncia numérica convergente Vx € E C I.

Demonstragao - Seja x1, x2, ..., elementos de E. Na verdade x;, para cada

1=1,2,..., pode ser considerado como um racional de I. O conjunto numérico
{p(x;) eR; pe Aep: E— R}

é limitado por hipétese. Portanto, aplicando o Teorema de Bolzano-Weierstrass (°)
pode-se extrair deste conjunto uma sequéncia convergente (p,1(x1)) paran € N.
Note que (¢n1) C A. Portanto limitada. Agora, considere a sequéncia numérica
(pn1(z2)). Entao pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass existe uma subsucessao

convergente (pp2(z2)) de (oni(z2)), sendo (¢n2) limitada, pois (pn2) C A.

5Toda sequéncia (aw)ren limitada contém uma subsequéncia (aw )ven convergente.
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Repete-se este argumento, agora, nos pontos s, 4, ... Assim, obtém-se uma

sucessao de subsucessoes decrescente, isto é

(pn1) 2 (pn2) 2 ... 2 (k) 2 -+,

sendo (pnk) convergente para k =1, 2, ...- Ou seja, tem-se as sucessoes
©11, P21y ---y Pn1, ... (definidas em xp)
©12, P22, ---y Pn2, ... (definidasem x9)
Olny, P2y -y Pnns ... (definidas em x)

A sequéncia diagonal

(Yn)peny  definida por vy, = pn, (%)

é convergente, pois (pnk (7)) é uma subsequéncia de uma sequéncia convergente
para cada k. Além disso, v, esta definida em todos os pontos zp € F. Logo,

(Yn)pen € a sucessao desejada m

Definicao 5.2 (Equicontinuidade) Um conjunto A C C(I) € equicontinuo
(ou uma familia de funcgoes € equicontinua) quando para cada € > 0 existe um
0 =19(e) >0 tal que, para todo xz,y € I e para toda ¢ € A se |z —y| < entao
lp(z) —o(y)| <e.

Exemplo 5.1 Cita-se duas classes importantes de funcoes equicontinuas:

(i) O conjunto A das fungoes Lipschitz em I € equicontinuo, pois dado € >0
existe § = €/L para L > 0 tal que, para todo x,y € I se |x —y| < § entdo
lo(x) —(y)| < Llz —y| < Lé =€ para todo ¢ € A.

(ii) A familia das fungoes uniformemente convergentes é equicontinuo. Veja o

FExercicio 5.1.

Teorema 5.1 (Teorema de Arzela-Ascoli) Seja A C CO(I) wm subconjunto

infinito satisfazendo as hipdtesis:

(i) A € uniformemente limitado,

(ii) A € equicontinuo.

Entao toda sequéncia de A possui uma subsequéncia uniformemente convergente.
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Note que o Teorema de Arzela-Ascoli “seria”uma adaptacao (uma versao) do

Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucessao de fungoes.

Demonstragao - A demonstracao serd feita em trés etapas, a saber:

Etapa 1: A contém uma sequéncia (¢,),cy convergente em [. De fato,
pelo Lema 5.1, para cada k =1, 2, ..., se ry é um racional de I = [a,b] entao A

contém uma sequéncia (¢, )nen, definida em (%), convergente em todo ry de I.

Seja t € I um irracional qualquer. Pela densidade dos irracionais em I e
equicontinuidade das funcoes de A entao para cada € > 0 existe um racional r € [
tal que |p(t)—p(r)| < €¢/3 paratodo ¢ € A. Em particular, vale para os elementos

da sucessao (¢, )nen definida em (x). Ou seja,
|thn () — n(r)| < €/3 para todo ¥, € A. (a)
Sendo (1, (r))nen convergente entao para cada e > 0 dado existe N € N tal que
|t (r) — Y (1) < €/3 para todo m, n > N. (b)
Pela desigualdade triangular tem-se

|wn(t) - wm(t” < |¢n(t) - wn(r)‘ + |wn(r) - wm(r” + |wm(r) - ¢m(t)|

Usando nesta desigualdade (a) e (b) tem-se para cada e > 0 dado a existéncia de
um N € N tal que |¢,(t) — ¥m(t)] < e para m,n > N. Portanto, (1 )nen é
uma sequéncia de Cauchy nos irracionais de I. Logo, (¢ )nen converge em todos

os pontos de I.

Etapa 2: A funcao ¢ : I — R definida por ¢(z) = lim ¢,(xz) é continua
n—oo
no intervalo I. De fato, pela equicontinuidade de A para cada ¢ > 0 existe um

6 > 0 tal que, para todo x1, 9 € I se
|z1 — 22| < entdo |p(z1) — p(z2)] <€ paratodo ¢ € A.

Sendo (1) C A entao [, (x1)—vYn(z2)| < € paratodo n € N. Tomando o limite,

n — oo, resulta pela definicao de 1 que
|(z1) — Y(x2)| < € desde que |z1 — x2| < ¢ para todo z1, z2 € 1.

Ou seja, ¥ é de fato continua em /. Dai, também tem-se que ¢ é uniformemente

limitada. Logo, ¥ é equicontinua em I.

Etapa 3: A sucessao (¢n)neny converge uniformemente para a fungao
¥ : I — R. Note que a sequéncia (1, — 1)pen € equicontinua. Entao para cada

e > 0 dado existe um 6 > 0 tal que, para todo x1, zo € I se |z — z2| < J entao

|(Yn, — ) (21) — (Yn, — V) (x2)| < % para todo n € N. (c)
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Para este ¢ considere ng € N tal que (b—a)/ng < . Assim, constrdi-se a seguinte

decomposicao de I = [a,b] :

b—a

b—a
D:¢{=a<é:=a+1 <---<§p::a—|—pT<---<fn0::b.
0

no

Note que se &; € D entao ¥(&;) = lim 9,(&;). Logo, existe Nj € N tal que
n—oo

[Yn(&5) — (&) < €/2 para todo n > Nj. (d)

Mostra-se, agora, que (d) é valida para todo z € I. De fato, se x € I entao existe
j€40,1,..., no} tal que

—Qa

lz; — x| < < 4.

no

Considere N = max {Ny, N1, ..., Ny, }. Assim, pela desigualdade triangular, (c)
e (d) obtém-se

[Yn(z) =9(2)] < | (Pn(z) = P(@)) = Wnl&s) = ©(&)) | + [(¥nl&5) = (&)

< %—i—%:e para todo x € I e para todo n > N.

Logo (%n)nen converge uniformemente em / m

Teorema de Cauchy-Peano

Teorema 5.2 (Teorema de Cauchy-Peano) Seja Q um conjunto aberto e li-
mitado do R? com (xg,y0) € Q. Se f:Q — R ¢ uma funcio continua entdio

existe pelo menos uma func¢dao continua ¢ : I — R solugdo do PC (5.1).

Observe, a seguir, que o Teorema de Cauchy-Peano foi de certa forma “inspi-
rado” no Método das Aproximacoes Sucessivas, cf. Seccao 1.2.2. Trata-se, por-

tanto, de um método construtivo de poligonais.

Demonstracao - A demonstragao sera feita em quatro etapas.

Etapa 1: Construgao de uma sucessao de poligonais (p,)ney. Inicia-se
denotando por V uma vizinhanga fechada centrada em (xo,yo) de raio € > 0

contida em ). Ou seja,

V = {(z,y) € R% d((z,y), (z0,40)) < €} C Q.

Seja M = sup |[f(z,y)| e
(z,y)eV

Ro={(z,y) € V; |z —2o| <, |[y—yo| < Ma} CV com a>0.

O Teorema sera demostrado para = € [xg, xo+ a], pois de modo similar prova-

se para x € [zg — a, zg]. Acompanhe pelo grafico
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0 l!o Il‘l .%IQ s J}In =Xy —|—x05
as defini¢oes a seguir. Por D denota-se a decomposicao de [zg,zo + o] dada por

D:ixg<x1 < <axp_1<xp =20+ 0.

Seja f(xi, ¢;) (note que f € CY()) a inclinacdo de uma solucio ¢ = ¢(x) de
y' = f(z,y) no ponto (z;,¢;) € Rp. Assim, a reta que passa por (zg,yo) tendo a

inclinacao de uma solugao em (xg,yo) € Ry ¢é dada por

ro : ¢ — do = f(x0,P0)(x — zp) onde ¢g = () =yo e x € [xg, 21]. (i)

Considera-se ¢ = ¢(z) definida por (i) como uma solucao aproximada em [xg, z1]
de ¥ = f(z,y). Sendo ¢1 = ¢(x1) obtém-se (z1,¢1) € Ry e a reta

r1:¢—¢1 = f(x1,01)(x — 1) com z € [x1,x9]. (ii)

Seja ¢ = ¢(x) dado por (ii) uma solucao aproximada de 3’ = f(z,y) em [y, x2).

Repetindo o processo acima em cada ponto de D obtém-se os pontos
(0, d0), (@1,01), -+ (Tis &3), -, (Tn, Pn) (iii)
em Ry e as solugoes aproximadas ¢ = ¢(z) dadas por
¢ —di—1 = f(wi—1,¢i—1)(x —x4—1) para i =1,2,...,n e x € [x;—1,x;.
Dali, considera-se P; : [zg, o + o] — R retas definidas
Pi(z) = ¢i—1 + f(@i-1, ¢i—1)(x — m—1) para i =1,2,...,n,
e x a funcdo caracteristica de [z;_1,z;]. Ou seja,

1 se xe[xi_l,xi],

X.’L‘i, s XLg (LU) =
S 0 se z¢[ri_1,x;].

Assim, para cada n € N considera-se a funcao ¢, : [xg, ¢ + @] — R definida por

en(@) = (Xwoan) P1) (@) + (Xper ) P2) (@) + -+ + (o120 Pn) (2)-
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Note que a fungao ¢, tem como vértices os pontos fixados em (iii). Por esta
razao, diz-se que ¢, ¢é uma poligonal de n lados. Portanto, pela defini¢ao de ¢,
obtém-se uma sucessao de poligonais (¢, )nen em Ry, a qual é derivavel exceto
em g, I1, ..., Tp, € nestes pontos tém-se as derivadas laterais. Além disso, go;l

é continua em |zg, o + af exceto em xg, 1, ..., Tp.

Sendo (p;l continua entao ela é integravel e pela Formula de Newton-Leibniz
obtém-se .

on(x) =yo + / gp,/l(t)dt para todo z € [z, zo + af, (iv)

Zo

onde por definicao de ¢,, tem-se que ¢, (zo) = Pi(x0) = ¢o(z0) = Yo.

Etapa 2: Convergéncia da sucessao de poligonais (¢,)nen. A suquéncia

(¢n)nen satisfaz as hipéteses do Teorema de Arzeld-Ascoli. De fato,

\%m—mmjﬁ@wsz/duwm. v)
x0

o
Ou seja, |pn(z)| < |yo|+Ma para todo z € [z, z0+a] e para todo n € N. Logo

(¢n)nen € uniformemente limitada.

Além disso, para todo x1, z2 € [zg, 20 +a] se |ra— x| < entao

T2 ,
|%mwwmw§/|%wWSMm—M<M& (vi)

xr1
Assim, para cada € > 0 escolhe-se § = ¢/M tais que |p,(x1) — @n(22)| < € para
todo n € N. Logo (pn)nen € um conjunto equicontinuo. Portanto, sendo (¢p)nen
uniformemente limitada e equicontinua tem-se pelo Teorema de Arzela-Ascoli que,
existe uma subsequéncia (¢, ),eny da sequéncia (g )pen uniformemente conver-

gente para uma fungao continua ¢ : [z, zo + o] — R.

Etapa 3: Limitagao do grafico (z,¢,(z)) de (¢,),en: Note que a desi-
gualdade (v) guarante que o gréfico (x,¢,(x)) de ¢, pertence a Ry. Além
disso, observa-se que as projecoes do grafico de ¢, sobre os eixos x e y sao

a/v e Ma/v, respectivamente. Portanto, quanto maior for v menor serao estas

projecoes, pois dado o > 0 considere p = max {%TO‘, 2];/[0‘}. Entao, para v > u
obtém-se que
a o« « o Mo Mo
f§f§ﬁ25<g e —< —<o.
voopo =2 v 1

Assim, o grafico de ¢, possui projegdes sobre os eixos = e y menores que o

quando v > u. Logo, o grafico de ¢, é um subconjunto de R,.

Etapa 4: A funcdo ¢ definida como limite de (y¢,) é solugao do PC
(5.1). Seja para cada v € N a funcao 1, : [xg,z¢ + ] — R definida por

Yu(T) = yo + / ' f(t, o (t))dt.




Licao 5

Meétodo da Poligonal

Mostra-se, a seguir, que (¢,) converge uniformemente para ¢ em [zg,zo + «].
Na verdade é suficiente provar que (¢, — ¢,) converge uniformemente para zero

em [zg,zo + a. Sendo ¢, dada por (iv) obtém-se

wla) = (o) = | [t on(®) — ol ()] dt (vil)

0
Note que ¢, (x) é o valor de f(z,p,(z)) no extremo esquerdo (menor extremo)
dos intervalos da decomposigao D. Logo, a fungao integrando de (vii) é a diferenca
de valores de f(z, ¢, (x)) em dois pontos. Como f é continua no compacto Ry
entao ela é uniformemente continua em Ry. Portanto, para cada € > 0 existe
o > 0 tal que a oscilacao de f é menor que € nos sub-retangulos de Ry de

diagonais menores do que o. Ou seja,

|f(xi,y5) — f(xim1,¥i—1)| < € para todo (wi—1,yi-1), (zs,¥:) € Ry,

onde Rp D R; = {(z,y) € V; |z —uzi| <o, |y—yi| <o} sdo retangulos com
lados paralelos aos eixos dos x e y tendo como diagonais o grafico de ¢,. Para
este ¢ > 0 considera-se v > i tal que ¢, seja coberta por tais retangulos. Pela
Etapa 3 tais retangulos possuem diagonais menores do que . Portanto, para os

pontos destes retangulos tem-se pela continuidade uniforme de f que
| f(t, () — @, (t)] < € para v > p=p(o) e o=oe). (viii)
De (vii) e (viii) segue que
|1y (z) — @u(2)] < €|z — x| < ea para todo x € [vo, 20+ a] e v > p.

Logo, ¥, — ¢ em [zg,x0+ «| quando v > p.

Resta mostrar que

x x
| rteetonde [ s
xo xo
converge uniformemente em [xg, zo+ «|. Nas condigoes fixadas para o e € tem-se
lou(t) —@(t)| <o em [xo,20+«a] quando v > pu,

pois ¢, — ¢ uniformemente. Como os pontos (x,¢,(z)) e (x,¢(x)) pertencem

ao retangulo R, e f é em R, uniformememente continua entao

|f(t,ou(t)) — f(t,p(t))| < e quando v > p.

Assim, para cada € > 0 dado e para todo z € [xg,z¢ + ] tem-se

}/; [f(tou(t) = f(t,go(t))]dt} < elz — 0| < ean

Portanto, quando v — co obtém-se a convergéncia

(@) = 9o + / " F (b pult))dt - o + / " 1t o()dt = ().

Logo ¢ é solugao do PC (5.1) m
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Exercicios da Licao 5

Exercicio 5.1 Mostre que o conjunto das funcoes uniformemente convergente é

equicontinuo.

Sug.: ...

Exercicio 5.2 Mostre que ...

Exercicio 5.3 Mostre que ...
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Licao 6 — Solucoes Analiticas

Objetiva-se estudar a existéncia e unicidade de solugoes analiticas para o pro-

blema de Cauchy
y' = f(2,9), y(xo) = yo. (6.1)

O método para obter as solugoes analiticas é devido a Cauchy e denomidado,
por ele, Método dos Limites. Também conhecido como Método das Fungoes

Majorantes.
Inicialmente relembra-se alguns conceitos do Cdlculo Diferencial.

Um intervalo aberto
I={zeR; |z —x9| <a, a>0}=(a—z9,a+z0) = Va(xo)

¢ também chamado de uma vizinhanca aberta de z¢ € R.

Uma funcao f : I — R pertence a classe C*°(I) se, e somente se, ela é
infinitamente derivavel e as derivadas de todas as ordem sao continuas em 1.
A série de Taylor de f em x( é dada por

i
ai(z — xo onde a; = — = -
— il ) Yl dx 7!
1=

@ (o). (%)

Ocorre uma das trés possibilidades para a série de poténcias (*):

e Converge em todo z € [;

e Converge somente em = = z;

e Existe 7 > 0 tal que (x) converge em |z — zg| < r e diverge em |x — xg| > 7.

Quando a série (%) converge a funcao soma s(z) ¢é uma fungao infinitamente
derivavel. Uma questao é saber se s(z) = f(x) para todo x € I. Isto nem sempre
ocorre. Por exemplo, a funcao f: R — R definida por

—1/2%2 ?é 0

e se x ,

fx) =

0 se x =0,

é continua em R, pois em = = 0 tem-se que liH(l) f(x) =0 e assim, f é continua
xrT—r

em 0. Além disso, tem-se que f € C®°(R) e f@(0)=0. Logo, a série de Taylor
na vizinhanca de zg = 0 é identicamente nula, enquanto f nao é uma funcao

nula nesta vizinhanca.

O leitor podera constatar, em livros de andlise, que ha funcoes reais infinita-
mente derivaveis cujas as séries de Taylor em um ponto xg, divergem.
Definigao 6.1 (Funcao Analitica) Uma funcio f: 1 — R € analitica em xg

se, e somente se, f € igual a sua série de Taylor na vizinhanca I de xy.
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Considera-se o PC (6.1) em um aberto limitado ©Q do R? com (zg,y0) € Q e
f:Q — R uma funcao analitica em uma vizinhanga V' de (z9,y9). Sendo f

analitica em (zg, ) tem-se, por definigao, que se (x,y) € V entao

> i 1 1 8i+jf($07y0)
flz,y) = i;()az‘j(w —20)"(y — y0)! onde ajj = Tﬂ&x’—agﬂ

Definicao 6.2 (Solugao Analitica) O problema (6.1) tem uma solugdo analitica
em I se, e somente se, existe uma fun¢do analitica ¢ = ¢(x) definida em I
satisfazendo (z,¢(x)) € Q para todo x € I e ¢'(x) = f(x,¢(x)), P(xo) =
Yo para todo = € I.

Teorema 6.1 (Teorema de Cauchy) Se f:Q — R € uma funcdo analitica em
uma vizinhanga de (xo,yo) entdo o problema (6.1) possui uma tunica solugdo em

I, ={z €eR; |z| < p} onde p € uma constante definida em (9).
Demonstragao - A demonstracao sera feita em cinco etapas.

Etapa 1: Construgao da solugao ¢ = ¢(x). Para facilitar a notacao o dado

inicial do PC (6.1) sera considerado nulo, isto é, o =0 e yg = 0. Ou seja,

y'=flxy), y0)=0. (1)
Assim, a série de poténcias (x) de f na vizinhanca (0,0) é dada por

flz,y) = Z a;jz'y’ onde a;; :T]'W

i,j=0

£(0,0). (2)

Sendo f dada por (2) é natural que a solugao procurada ¢ = ¢(x) de (1) deva
ser uma funcao analitica. Portanto, supoe-se que ¢ : seja dada por

1 d&
k! dxt

(x) = anm"“ para todo x € I, com b, = ¢(0), (3)
k=0

onde I, = {x € R; |z| <a, a > 0}. Os coeficientes b, sao calculados por meio
do PC (1) em funcao dos coeficientes b, e de suas derivadas sucessivas no ponto
z =0 como a seguir. Sendo ¢ uma solugao de (1) tem-se que ¢'(0) = f(0,0) e

por defini¢do de b, obtém-se (7)

bo = ¢(0);
b1 = ¢'(0) = £(0,0);
2lby = ¢"(0) = £2(0,0) + f,(0,0)¢'(0) = f.(0,0) + £,(0,0)by; (4)

313 = ¢ (0) = fuu(0,0) + 2£2y(0,0)b1 + f,,,(0,0)0% + 2£,(0,0)ba;

! %f(f&y(fﬂ)) = fa(z,y(@) + fu(z,y(2))y ().
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As questoes naturais que surgem sao:

(a) A série (3) com os coeficientes determinados indutivamente por (4) é con-
vergente?

(b) A série (3) é solugao de (1)?

Note que, se (a) é verdadeiro entao prova-se (b), pois substituindo a fungao
analitica ¢ = ¢(x) dada por (3) em (1) obtém-se a fungao ¢ : I, — R definida por
o(x) = ¢ (x)— f(z,¢(x)), aqual é nula em I,. Além disso, todas as suas derivadas
sao também nulas em [,. Portanto, ¢ ¢é a funcao analitica, nula e definida no
mesmo intervalo de convergéncia da série (3). Além disso, por defini¢ao o grafico
(z,p(x)) de ¢ pertence a uma vizinhanga de (0,0) contida em . Logo, tem-se
que ¢ é uma solugao de (1) no sentido da Defini¢ao 7.2. Isto responde (prova) a

questao (b).

Etapa 2: Método das Fungoes Majorantes. A meta aqui é estabelecer a
convergéncia da série (3) e assim responder a questao (a). Portanto, considera-se
o retangulo aberto centrado na origem Ro = {(z,u) € R?; |z| < a, |u| < b} e

F : Ry — R uma funcao analitica. Precisamente, suponha (z,u) € Rg e

0 P 1 §its
F(z,u) = i;OAija: w com |a;j| < A= rj!aTaij(O,O), (5)
com i, j=1,2,...- Para a funcdo F considera-se o seguinte PC
u' = F(z,u), u(0) = 0. (6)

O objetivo, agora, é encontrar uma solugao analitica para o problema Majorante
(6). Por um momento, suponha que o PC (6) tenha uma solucao analitica 1 dada

por
1 d~

o0
— R .
P(x) = chan para todo z €1, com c, = s

k=0

$(0). (7)

De modo andlogo ao desenvolvido para obter os coeficientes b, em (4), calcula-se
¢ em funcado dos coeficientes A;;. Assim, de (5) resulta que (7) é uma funcao
majorante de (3), pois os coeficientes b, e ¢, sao polinomios obtidos de a;; e
A;;, respectivamente. Ou seja, b, = p(a;;) e ¢, = P(A;;). Portanto, de (5)
resulta

lb| = |p(aij)| <|P(Aij)| =cx paratodo k€ N.

Logo, esta desigualdade assegura que, se (6) possui uma solucao analitica 1 dada
por (7) em uma vizinhanga do zero entdo ela é majorante da funcao ¢ dada em
(3). Ou seja, a série (3) serd convergente em uma vizinhanca da origem se a série
(7) for, também, convergente nesta vizinh¢a. Em outras palavras, as reduzidas s,
de ¢ sao majoradas pelas reduzidas S,, de 1. Era o que se desejava. Resta, porém,

mostrar que 1 existe e é analitica.
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Etapa 3: Escolha da funcao F. O sucesso do método consiste na escolha
conveniente da fungdo majorante F'(z,u) da funcdo f(x,y) de modo a obter-se
um problema de simples resolucao. Com efeito, suponha f analitica no retangulo
Ro = {(z,y) €R* |z|<a, |y

< b}. Assim, a série numérica
o
Z a;ja't’  converge para f(a,b).
i, j=0
Dai, a sucessao (aijaibj) é convergente. Logo, existe M > 0 tal que !aijaibj‘ <

M
M . O que equivale a |a; ;| < i para 1, j=0,1,2,...- Portanto,
a

o= 3 < 35 () (2)

i,j=0 i,j=0
A série majorante acima é uma série geométrica dupla cuja soma é dada por

M
(1 —=z/a)(1—y/b)

Nestas condicoes, tem-se que F'(x,y) é majorante de f(x,y) em Ry. Resta mos-

F(l‘,y) -

trar que o PC (6) tem uma solucao analitica para esta funcao F.

Etapa 4: Existéncia de solugdes analiticas de (6). Com a escolha acima
para F' o PC (6) é dado para todo (z,u) € Ry C Q por
du M

& A—a/ai—up "“O=0

Separando as varidveis resulta que (1 —u/b)du = M dz/(1 — x/a). Integrando de

0 a x, observando que u(0) =0 e In1 =0 obtém-se

2
u(z) — u(z) = —aM In (1 — f) para todo z € I,.
a
Assim, tem-se um polinémio de segundo grau em u dado por

u? — 2bu — 2abM In (1 - f) —0,

a

e uma solucao é, para todo x € I, = {z € R; |z| < p < a} dada por

u@) =b—b [14—2@%111 (1-%)}1/2, 8)

onde p é a constante definida em (9). Mostra-se agora que u ¢é analitica em I,.
Primeiro note que, se x € I, entao o logaritmo do radicando estd bem definido,

pois 1 —x/a > 0. Assim, a sulu¢do u se anula nos pontos

0 e pza(l—e_b/QaM). (9)
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Por outro lado, sendo |z| < p < a entao a série

N Lﬁzln(l_f)

a n a
n=0

converge uniformemente e absolutamente. (®) Portanto, para mostrar que o radi-

cando em (8) é positivo, basta mostrar que

2(1% In (1 — g)

é menor que 1. Isto é fato, pois

2aM x 2aM R 1 |z*  2aM X1 p"
‘ 2 ln(1**>‘ = Do < Do
n=1 n=1

a b a” n b a

_ 2aM1n(1_B>_
b a

|
—_

(por (9)).

Logo a funcao u dada por (8) e definida em I, é analitica. Ou seja, possui uma

série de poténcias convergente em I, e esta majora a série (3).

Etapa 5: Unicidade de solugées de (1). Suponha ¢, v duas solugdes de (1)
e seja p = ¢ — 1. Entao ¢ satisfaz

()0/ = f<17,¢> - f(x7¢)7 (p(O) =0.

A solugao (3) com os coeficientes (4) é a série com coeficientes nulos. Portanto, ¢

¢ a fungao nula definida em I,. Logo, ¢(x) =9 (x) para todo z €I, m

Exercicios da Licao 6

Exercicio 6.1 Mostre que a série

> (§>(%)j T 1- x/a)l(l —y/b)

t,7=0

em Ro={(z,y) € R?; |z| <a, |y| <b}.

Exercicio 6.2 Considere o problema
y = !
(1 —=/a)(1 —y/b)’

(i)  Determine uma solugao explicita para (a).

y(0) =0 com |z|<a, |yl <b. (a)

= Z(—l)"(m —1)" para |z —1| < 1. Integrando termo a termo, obtém-se

n=0

s 1 _ 1

z 1+(z—1)
e _1\n _ n+1
lna::z% para 0 <z < 2.

n=0
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(ii)  Mostre que esta solugao € analitica em |x| < a e que se anula em
x:p:a(l—efb/h).

Conclua, portanto, que a sulu¢ao y = y(x) determinada no item (1) é analitica na

bola B, centrada na origem.

(iii) Mostre que a sulugao é unica em I,.
Exercicio 6.3 ...
Exercicio 6.4 ....

Exercicio 6.5 .....
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Licao 7 — Teoremas de Unicidade de Solucoes

Serao mostrados quatro teoremas sobre unicidade de solugbes em contextos

mais gerais que os das licoes 3, 4 e 6 para o problema
y' = f(z,y), y(z0) = yo. (7.1)

Se f = f(z,y) nao tem as regularidades admitidas nas licoes 3, 4 e 6, isto
é, [ apenas continua como no Teorema de Cauchy-Peano - 5.2, nao se conhece

nenhum resultado de unicidade de solugoes para o PC (7.1).

Lema 7.1 (Lema de Hille) Se ¢ : [zg,a] — R com a > zp é uma fungdo

continua satisfazendo

) =0, ) =0 ¢ 0= < [ L (a)

entio g(x) =0 para todo = € [xo,al.

Demonstracgao - Considere a funcao ¢ : [xg,a] — R definida por

t
9(t) se t# xo,
%0(‘[:) =|t—xo
0 se t=xg.
Sendo g(zg) =0 e ¢ (xg) =0 tem-se
: o9 g —gleo)
tllgrlo SO(t) o tli}’ilo t— X0 o tli}’ilo t— oty -9 (330) =0= 90($0)

Assim, ¢ é continua no intervalo [z, a|. Portanto, a funcao

F(x) :/ @(t)dt para todo z € [xo,a] (b)
o
) o, B o _g(z)
estd bem definida, é derivavel em [zg,a], F(zo) =0 e F'(z) = ¢(x) =
—x
para x # xo. De (a) e (b) tem-se g(z) < F(x) em [xg,a]. Dai, obtém-se
F
F'(z) = 9(x) < (z) em (z9,al.
r — X0 r — X0
Portanto, para = € (z¢,a] tem-se
F(x) (z — z0) F'(x) — F(x)
F'(z) - <0 —20)F'(z) = F(z) <0 <0.
(@)= T, S0 @-n)F (@) - F@) <0 (@ — 20)? =
Ou seja,

} < 0 para todo x € (zo,al.
T — Tg
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Isto implica que a funcao

nao é crescente em (xo, al. (c)
T — Zo

Mostra-se agora que F'(z) =0 em (g, a]. Primeiro note que, se = € (xg,a] entao

lim F(z)

T—To T — X

= F'(z0) = ¢(z0) =0 e F(x)>0. (d)

Agora, se = € (xp,a] e x>€>xp entdo 0 < e —xp <z —x9 < a. De (d)z e (¢)

respectivamente, tem-se

0 < F(x) - F(e)

T x—xp €—Xp

F
De (d); resulta que lim (€)

€—=To € — I
x € (xp,a]. Assim, p(z) =0 e isto implica g(x) =0 em [zp,a] =

para todo x € (z9,al.

= ¢(xg) = 0. Portanto, F(x) = 0 para todo

Teorema 7.1 (Teorema de Naguno) Sejam Q C R? um aberto e f:Q — R

uma fungao continua. Para todo x € I = {x € R; 0 < |x —xo| < a} se supde que

|f(,y1) — fz,y2)] < ly1 — y2| para todo (z,y1), (z,y2) € Q. (%)

|z — x|

Entao o Problema de Cauchy (7.1) tem uma dnica solu¢ao em I.

Note que a regido aberta € C R? pode ser limitada ou pode ser uma faixa.
Além disso, as hipdteses sobre a funcdo f sdo menos restritivas do que as dos
Teoremas 3.2, 4.3 e 6.1.

Demonstracao - Como f é continua em [ entao o teorema 5.2 de Cauchy-Peano

garante que o PC (7.1) tem pelo menos uma solugao. Sejam

o(x) = o + / Ft o)t e b(a) =0+ / " At ()t

duas solugoes em I do PC (7.1). Dai e da hipdtese (x) obtém-se

Supondo = >z e g(z) = |¢(z) — ()| obtém-se

g(xo) =0 e Oﬁg(aﬁ)S/x 9(t) dt em 1.

zo = T0

Dai e do lema de Hille tem-se que ¢g(z) =0 em I. Logo, ¢(z) =(z) em I. A

demonstracao para x < xg ¢ similar m
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Definicao 7.1 (Fungodes Admissiveis) Uma fung¢io w : [xg,a] — R € ad-
missivel se, e somente se, w(x) > 0 para todo x €lxg,al, w € estritamente
crescente, w(xg) =0 e para € >x9 o0

. ¢ dx

lim

+
€TI0 Je w(x> B

Q.

Exemplo 7.1 A fungées reais definidas em [0,a] por w(z) = x" para k > 1 e

com a >0 sao admissiveis. Note que e* em [0,a] com a >0 ndo é admissivel.

Lema 7.2 Sejam xy < a e w : [xg,a] — R wuma fungdo admissivel.
Se g : [xo,a] — [xo,a] € uma fungdo continua e

0<g(z) < /mw(g(t))dt com z9g<z<a

o

entao g(z) =0 em [xo,al.

Demonstracao - A demonstragao serd feita por um argumento que leva a uma
contradigao. Assim, suponha que g(z) # 0 para todo x € [zg,a]. Considera-se a

fungao h : [xg,a] — [xo,a] definida por h(z) = sup g¢(t). Entao, g(x) < h(x)
ro<t<zx
para todo x € [xg,b] com b < a. Portanto, existe algum x; € [zg,z]| tal que

g(x1) = h(z). Assim, sendo w positiva e crescente, obtém-se

T x

wwmﬁg/wM@W.

zo

1

wwsmwzguos/

zo

wwmws/

zo

Usando novamente a monotocidade de w resulta

0<ww@»<w(/zMMMﬁ)

o

T

Dai, se p(§) = w(h(§)) entao p(z) < w(/: p(t)dt). Ou seja

0

Integrando de € a a resulta

a d
/ p(f#ga—e<a.

w(/xo p(t)dt)

xT

¢ dv

Dai, fazendo v := v(x) = / p(t)dt tem-se / W) < a. Isto contradiz o fato
70 e wv

de w ser uma funcao admissivel. Ou seja, a tltima integral deveria ser divergente

quando € — x{. Logo, g(x) =0 para todo = € [zg,a] m

61
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Teorema 7.2 (Teorema de Osgood) Sejam Q um aberto do R? e f:Q — R

uma funcao continua. Se

|f(z,91) — f(z,92)] S w(|yr —y2|) para todo (x,y1), (z,y2) €Q,  (¥)

onde w € uma fungao admissivel e x € I = {x € R; |z —x0| <a, a >0}, entdo

o PC (7.1) tem uma unica solugao em I.

Demonstracao - Novamente, como f é continua em [ entao o teorema 5.2 de

Cauchy-Peano garante que o PC (7.1) tem pelo menos uma solugao. Sejam

o(x) = o + / F o)t e b(a) =0+ / "1t vt

duas solugoes do PC (7.1) em I. Pela hipétese (*) obtém-se

|p(x) — ()] < /xw(\tﬁ(t) —(t)])dt para todo x € I.

o

Fazendo g(x) = |¢(x) — ¢(x)| resulta

xT

0<g(z) < / w(g(t))dt paratodo =z € I.

o
Portanto, pelo Lema 7.2 tem-se que g(xz) =0 em I. Logo, ¢(x) =¢(x) em I m

Os teoremas de Naguno e Osgood foram generalizados por L. A. Medeiros ()
para espacgos de dimensoes infinitas. Ou seja, foram provados no contexto dos

espacos de Hilbert.

E oportuno observar que o teorema 5.2 de Cauchy-Peano garante a existéncia
de solugoes para o PC (7.1) apenas em espagos euclidiano. Ou seja, em espagos
de dimensao finita como, por exemplo, no R"™ onde o Teorema de Arzela-Ascoli
faz sentido. Portanto, o método de Cauchy-Peano nao pode ser generalizado para

espacos de dimensdo infinita como foi provado em Dieudonné (!°) e em Browder.

(')
Espacos de Hilbert

A Teoria dos espacos com produto interno foi inicializada por D. Hilbert em

1912. Os espacos de Hilbert é a mais natural generalizacao dos espagos euclidiano.

Definicao 7.2 (Produto Interno) Seja E um espago vetorial real nao vazio. A
fungao <,>: Ex A — R definida por (z,y) —< z,y > tal que, para todo x, y € E

e a € R satisfaz

90n nonlinear differential equations in Hilbert spaces, American Mathmatical Monthly, Vol.
76, No. 9, November, 1960, pp. 1024-1027.

1 Deus exemples singuliers d’équations différentielles, Acta. Sci. Math., 1950, pp. 38-40.

1 Nonlinear equations of evulution, Ann. Math., 80, 1964, pp. 485-523.
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(PI1) x4y, z>=<z,y>+<y,z>;

(PI2) <oaz,y>=a<z,y>;

(P13) < z,y>=<y,z>;

(Pl}) <xz,x>>0 e <z,x>=0 se, somente se, x =0

¢ chamda de produto interno sobre FE.

Um produto interno sobre E define uma norma sobre £ dada por

|z|| = V/<z,2> paratodo z€FE (7.2)

e uma métrica dada por

dz,y)=|lz —yl]|=v<zx—y,x —y > paratodo z,y€E. (7.3)

Definicao 7.3 (Espaco de Hilbert) Um espaco de Hilbert H é todo espago
vetorial com produto interno completo com relagao a métrica definida pelo produto

interno, como em (7.3).

Note que em espacos com produto interno pode-se definir uma norma como
acima. Assim, espacos de Hilbert sdo espacos de Banach. Portanto, é comum dizer
que um espaco de Hilbert é uma espaco normado com a norma proveniente de um

produto interno.

Mostra-se que a norma de um espago de Hilbert (norma definida por um pro-

duto interno) satisfaz a identidade do paralelograma
lz +yl* + lz = ylI* = 2 (l«)* + [ly]I?) - (7.4)

Assim, se a norma nao satisfaz (7.4) ela ndo pode ser obtida de um produto interno
como em (7.2). Portanto, nem todos os espagos normado sao espagos com

produto interno.
Exemplo 7.2 Ezemplos de espacos de Hilbert e de espacos que ndao sao Hilbert.
(a) Espacgo Euclidiano R": com produto interno definido por
<X,y >=T1y1+ -+ Tpyn onde x = (x1,...,2n) €Y= (Y1, Yn)
e a métrica dada por
1/2 2 2 1/2
d(x,y) =[x =yl =< x —y,x =y >12= [(@1 =)+ + (20— )]
¢ um espago completo (Cf. Ezercicio (7.5) (a)), portanto é um espago de Hilbert.

(b) O espaco ¢* das sequéncias de niimeros compleros x = (x1, x2,...) com o

produto interno definido por

o0
<Xy >= sz‘yz‘ (%)

i=1




Ligoes de EDO

Teoremas de Unicidade de Solucées

¢ um espago métrico completo (Cf. Ezercicio (6.5) (b)), e assim Hilbert. A con-
vergéncia da série (x) € uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz. A

norma em ¢ é dada por

1/2

o
Joll =< x,x >12= (D Jaif?)
=1

(¢) O espago P para p # 2 ndao € um espago com produto interno, e assim nao é
Hilbert. Para constatar isto basta mostrar que a norma (veja Exemplo 4.1 (d)) nao
satisfaz a identidade do paralelograma (7.4). De fato, sejam x = (1,1,0,0,...) € /P
e x=(1,-1,0,0,...) € P. Entao

Izl = Nyl =27 e |z +yl* + ||z — yl* = 2.

Por outro lado, P para p > 1 é completo (Cf. Ezercicio (6.5) (a)). Portanto, (P

para p # 2 € um espaco de Banach que nao é Hilbert.

Os Teoremas de Unicidade de Medeiros

Como dito acima nesta seccao mostra-se dois resultados, devida o L. A. Medei-

ros, (12) os quais tém os teoremas de Naguno e Osgood como casos particulares.

O problema (7.1) serd considerado em um espago de Hilbert H. Assim, considera-
se a funcao vetorial f : RT™ x H — H de modo que, para cada (z,u) € RT x H os
valores f(x,u) de f sdo vetores de H. Assim, o PC (7.1) tem o que se chama de

uma formulagao abstrata dada por
u' = f(z,u), u(z) =uo. (%)

A existéncia de solugoes do PC (x) em espagao de Hilbert real é garantida pelo

seguinte teorema.

Teorema 7.3 (Teorema de Browder) Seja H um espaco de Hilbert e sopoe-
se que a aplicacao £ : RY x H — H ¢ fracamente continua. Entdao para cada
r > 0 eziste ar) > o tal que se ug € H com ||ug|| < r entdo existe uma fungdo
¢ : [xo,a(r)] — H solugio do PC (x).

Demonstracao - After.

205 teoremas de Medeiros tem esta desiguinacdo em livros de EDO como por exemplo no
livro: R. P. Agarwal & V. Lakshmikantham, Uniqueness and nonuniqueness criteria for Ordinary
Differential Equations, Word Scientific, 1977
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Teorema 7.4 (Teoremas de Medeiros) Considerando todas as hipdteses do

teorema (7.3) de Browder motra-se que:
1. Se a aplicacio £ : RT x H — H satisfaz, também, as condicoes

< f(x,u) —f(z,v),u—v >< |u— v (7.5)

~ 2(x — xp)

para todou, v € H e xy <z < «(r). Entao a solugao ¢ : [xo,a(r)] — H

de (x) é unica.
2. Se a aplicagio f : RT x H — H satisfaz, também, as condicoes
< f(z,u) — f(z,v),u — v >< w(||u—v|? (7.6)

onde w é uma fungdo admissivel, u, v € H e 9 < z < a(r). Entao a

solug¢ao @ : [xo,a(r)] — H de (x) é unica.

Demonstracao - 1. O primeiro resultado: Neste caso usa-se o lema 7.1 de

Hille. Sejam ¢, 1 duas solugoes de (x) em [zg, a(r)]. Ou seja,

¢/ = f(CC, (»b)a ¢($0) =Uup ¢ W = f(ZEa 'w)a ¢(~’UO) = Up. (a)

Seja ¢ = ¢ — . Entao
SOI = f($7¢) - f(iU,'l,b)

Tomando o produto interno de H de ambos os lados com ¢ tem-se

<@ p>=<f(x,¢) - f(z,),¢ >. (b)
Note que
li||<P||2:li<90<P>=1[<c,o’c,a>+<<,o<,a'>]:<<,a'<,o> (c)
2dx 2dx ’ 2 ’ ' ’ ’

e como ¢ = ¢ — 1 entao de (7.5) resulta
p=¢—1 (7.5)

< H(r.0) ~ £(r. ). >=< £(r.9) ~ H2.6).6 —16 >< g~ Y. ()

Inserindo (c) e (d) em (b) obtém-se

d 2 1 2
Lo - w12 < ——lo- vl
Dai, se 6(z) := ||¢ — v||? entdo
, 1
§(x) < . xoé(az)
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Integrando de x( ate x e como por (a) tem-se que §(xg) = ||p(x0) — ¥ (x0)|?> = 0

entao

0<d(x) < /x(s(t)dt.

Ot—l‘o

Dai e do lema 7.1 de Hille tem-se que d(z) = 0 para todo x € [zg,a(r)]. Logo,
¢(x) = ¢(x) para todo = € [zg,(r)] m

2. O segundo resultado: Neste caso usa-se o lema 7.2. Sejam ¢, @ duas
solugbes de (x) em [zg, a(r)] e procede-se de modo similar ao primeiro resultado.
Ou seja, repetindo os passos de (a) até (c) acima, o passo (d) é modificado pelo

uso da hipétese (7.6) para obter

< £(@,0) — £, ), 0 >=< £(@,0) — £, 9) p— ¥ > w (lo—p]?). (0
Inserindo (c) e (e) em (b) obtém-se
d
o —wl* <w(le -l
Dai, se §(x) := ||¢ — 1||* entao
§(z) < w(d(x)).

Note que, por (a) que §(xg) = ||p(w0) — ¥ (z0)||> = 0. Integrando de x até x

obtém-se

0<d(z) < /iw (8(¢)) dt.

o
Dai e do lema 7.2 resulta que §(z) = 0 para todo x € [zg, a(r)].
Logo, ¢(x) = (z)para todo = € [zg,a(r)] =

Exercicios da Licao 7

Exercicio 7.1 Determinar exemplos de fungoes que satisfazem as hipoteses do
Lema 7.1 de Hille.

Exercicio 7.2 Determinar exemplos de fungoes que satisfazem as hipoteses do
Lema 7.2.

Exercicio 7.3 Refaca o Lema de Hille para o caso xqg = 0. Ou seja, Suponha

g:(0,a] = R, com a >0, uma fun¢ao continua tal que

g(0)=0, ¢(0)=0 e 0<g(x) < /090 g(tt)dt.

Mostre que g(x) =0 para todo x € [0, al.
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Exercicio 7.4 Refaca a demonstragcao do Lema 7.2 para xg = 0. Ou seja, supo-
nha w = w(x) uma funcao real, admissivel em [0,a] e g : [0,a] — [0,a] uma
funcdo continua tal que

x

0<g(x) < / w(g(t))dt com 0<z<a.

0
Entao mostre que g(z) =0 em [0,al.
Exercicio 7.5 (a) Mostre que o espago euclidiano R™ é completo com a métrica

1/2
dx,y) =[x =yl =< x—y,x =y >2= [(@1 = y)* + -+ (w0 —pa)?] 5

(b) Mostre que (* é completo com a norma

Joll =< x,x >12= (3" [aif?)

i=1

(c) Mostre que P parap > 1 é completo com a norma

foll = (3 [ax) ™"
=1

Sug.: EK 35

Exercicio 7.6 ...
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Licao 8 — Sistema de Equacoes de Primeira Ordem e

Equacoes de Ordem n

Objetiva-se estabelecer existéncia de solucdes para uma classe de sistemas de

equacoes de primeira ordem e equagoes de ordem n.

O contetdo desta ligao e da licao 9 é parte do Capitulo 6 do livro [3].

Sistemas de Primeira Ordem e Equagoes de Ordem n

A maioria dos resultados obtidos nas licbes anteriores, sobretudo nas licbes 2
e 3 permanecem validos para uma classe de sistemas de equagoes e equagoes de

ordem n. Portanto, alguns resultados serao apenas enunciados sem demonstragao.

Um sistema de equacdes de primeira ordem é, em geral, representado por

/

yl = f1($, y17 sy yn)v

/

Yy = f2(x7 Yty oo -y yn)a (8]_)

y;z = fTL(xv Y, -y yn)7

onde y; = y;(x) para i =1,2, ..., n e as fungdes fi, fa, ..., fr sdo definidas em

um conjunto  C R"*! com valores reais.

Portanto, trata-se de um sistema com derivadas i, v5, ..., y,, dadas explici-

tamente.

Uma equacdo de ordem n é, de um modo geral, representada por

y(”) =f (aj,y,y/, e ,y(”_l)) . (8.2)

As equagoes ou sistemas de ordem superior podem, quando conveniente, ser
estudados por meio de sistema do tipo (8.1). Para isto, usa-se as mudangas de

variaveis:

(n—2) (n—1)

Y=y, y/ ='Y2, .., Y ='Yn-1, Y = Yn,
e derivando estas equacoes obtém-se o sistema
Y=Y2 Yo=Y - Y1 = Yno Yo = F(@91,52,- - ) (8.3)

o qual é do tipo (8.1). Portanto, a equacao (8.2) é equivalente ao sistema (8.3).

Definigao 8.1 Uma solu¢ao do sistema (8.1) € um conjunto com n fungoes de-
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rivaveis {¢1(x), ..., ¢pn(x)} definidas em I = {x € R; |r—x¢| < a} satisfazendo

(z, p1(x), ..., On(x)) € U
¢/1($) = 1(*737 (l’), i) ¢n($>)v
)

!
qbé(x) = ) QZ)N(LU))’

o1 -
2(z, ¢1(x), .

On(@) = ful@, d1(2), ..., dn(x)).

Como dito acima, as vezes por simplicidade, sistemas de equactes de ordem
superior podem ser transformados em sistema de equagoes do tipo (8.1), como

neste exemplo.

Exemplo 8.1 O movimento de uma particula com massa m considerada em co-
ordenadas retangulares ortogonais (x,y,z) € equacionada por meio da sequnda lei
de Newton (*3) por

mx// = fl(t7 ‘/'U) y? Z)7 my// = f2(t7 ./I/‘, y7 Z)? mz” = fg(t7 :1:7 y7 Z)? (a)

onde ' = %, e a aceleracao da particula na direcao x, y e z € dada, respectiva-
mente, por x”, y" e 2. As funcoes f1, fo e f3 representam as forcas atuando
na particula nas diregoes indicadas. Para representar (a) na forma do sistema

(8.1) faz-se as sequintes mudangas de varidveis

t=1o, x=1Y1, Yy=Y2, 2=:Y3, a’ = Ya, Y =y, 2 = Ye-

Assim, o sistema de ordem dois (a) é equivalente ao sistema de ordem um

Y1 = Y4,
Yh = Ys,
y{’, = VYs,

1
I:—
Yy mfl(x?y17y27"‘7y6)7
5= 1f(90 )
yS_m 20T, Y1,Y2,---5,Y6)5

1
/o
Yo = *mfs(w,yl,yz, e U6)-

Note que as seis equagoes deste sistema sao do tipo (8.1).

Aplicagoes a Equacgoes de Ordem 2

Para ilustrar a transformacao obtida em (8.3) considera-se trés casos especiais

de equagoes de segunda ordem.

13Segunda lei de Newton ou Principio Fundamental da Mecanica: A resultante das forcas de agem

num corpo € igual ao produto de sua massa pela aceleragdo adquirida.
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1. Equacao do tipo " = f(z,y') : Neste caso a fungdo f nao depende de y.

Esta equacao é equivalente ao seguinte sistema de equacoes de primeira ordem

y =2 2 =f(2). (%)

Assim, uma funcao ¢ é uma solugao de y” = f(x,y’) se, e somente se, ¢ e ¢’
satisfizem (x).
A resolugdo de (x): obtém-se uma solugdo ¢ para a equagao 2z’ = f(z,2) e

integrando ¢ encontra-se a solugao desejada ¢ de y"” = f(x,y/).

Exemplo 8.2 Considere a equacdo do tipo Euler: xy” —1y' =0 com x > 0. Se
Yy =z entao 2’ — z/x = 0. Esta é uma equagao linear de primeira ordem em z.
Uma solugao é dada por ¢(x) = ax com «a constante. Integrando ¢ obtém-se a

funcdo ¢(x) = ax?/2+b, sendo b constante, a qual é uma solugio de xy"—y' = 0.

2. Equacao do tipo y” = f(y,y’) : Neste caso a fun¢ao f nao depende de z.

A resolugao de 3" = f(y,y') : A estratégia de resolugdo é a seguinte: suponha

¢ uma solugao de 3" = f(y,y') e que exista uma fungao derivével 1 definida em
y = ¢(z) tal que
¢' () = Y(4(z)). (a)

De (a) tem-se que ¢ ¢é uma solugao de

Derivando (a), por meio de regra da cadeia, tem-se

() = & 2) L (0(@) L 0(6(2) P (01), (©)
Como ¢ é solucao de y” = f(y,y’) entao
¢"(z) = f(o(x), ¢ (x)) @ f(o(x),(o(x))). (d)

De (c), (d) e como y = ¢(z) entao

V)G 0) = F10) para todo y = 6(a).
Fazendo z := 1 (y) obtém-se
dz
z@—f(y,Z)- (e)

Logo, resolver a equagao y” = f(y,y’) consiste em solucionar o sistema (b), (e).
Assim, se 1 for uma solugao de (e) entdo qualquer solucao ¢ de (b) serd uma

solugao de y" = f(y,y').
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Exemplo 8.3 Para y # 0 considera-se o problema de valor inicial

A equacgdo (e) associada a yy" = (y')* € dada por

dz 22

iy Ty
a qual pode ser resolvida por separag¢do de variaveis. Assim, a solucdo geral €
a funcio ¥(y) = ky com k = e*. Dai, a equacio (b) torna-se y' = ry cuja
solugao é ¢(x) = e"*. Portanto, ¢ ¢é a solug¢ao geral da equacgdo (). Usando as
condigoes iniciais tem-se $(0) =1 e sendo ¢'(x) = ke™ resulta ¢'(0) = k = 1.

Logo, a solugao do problema (x) € ¢(x) = e”.

3. Equacao do tipo 3"’ = f(x,y): Como a funcao f depende das varidveis x
e y € natural proceder como nas licoes 2 e 3. Portanto, considera-se o problema

de valor inicial

y' = f(z,y), y(xo) =wo, ¥(x0)=m (8.4)

e determina-se uma equacao integral associada ao problema (8.4). Para isto
considera-se R = {(z,y) € R?; |z —x0| < a, |y—1yo| <b} esupde-se f: R — R
uma funcao continua. A tarefa é, portanto, encontrar uma funcao diferencidvel
¢ : I — R solu¢do do problema (8.4), a qual serd determinada por meio do
método das aproximacoes sucessivas para equacoes de ordem 2. Assim, integrando
(8.4); de zp a z, usando a férmula de Newton-Leibnitz e a condi¢ao inicial (8.4)3

obtém-se

y'(@) =91 + / f(ty)dt.

Dai, novamente por integracao de xg a =z, pela féormula de Newton-Leibnitz e

usando a condigao inicial (8.4)2 resulta
T t
y(z) =yo + (x — o)y1 +/ [/ f(s,y)ds} dt.
o zo

t
Fazendo u(t) = / f(s,y)ds e dv = dt obtém-se u'(t) = f(t,y), u(xo) =0 e
v = t. Portanto, o

T

y(x) =yo + (x — x0)y1 + x/w f(t,y)dt — / tf(t,y)dt.

0
Logo, o problema (8.4) é equivalente a equagao integral

xT

y= o+ (z — o)y + / (z — 1) (£, y)dt. (8.5)

Zo
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De modo anélogo as ligoes 2 e 3 tem-se os conceitos de solugoes para os problemas
(8.4) e (8.5) conforme definigoes 2.1 e 2.2. Além disso, se a funcao f for continua
entao a sucessao das aproximacoes sucessivas serd definida por

T

do(z) = yo, Pkr1(x) = yo + (* — 20)11 +/ (z — 1) f(t, P (t))dt, (8.6)

o
para k=0, 1,...- Procedendo de modo similar ao teorema 2.3 da licao 2, mostra-
se que a sucessao (¢), .y definida em (8.6) converge para uma funcao ¢ solucao
do problema (8.5) em I = {z € R; |z — 20| < a} com a = min{a, b/M;} e
M = |y1| + Ma/2.

Exemplo 8.4 Determinar a solucao do problema
y'+y=0, y0)=1, y(0)=0 (%)
pelo método das aproximacoes sucessivas.

Resolugao - Usando a sucessao definida em (8.6) tem-se que f(¢, ¢x(t)) = —or(t).

Dal a sucessao das aproximagoes sucessivas é dada por:

¢0<.’L‘) =1,
$2

$1(r) =1+ /Oz(x —t)[~o(t)]dt =1 — /Oz(x —t)dt =1 — o
2

bolx) = 1+ /Ox(x )= ())dt = 1+ /Ox(x - t)(% 1)

1 +/Ozx(§ - 1>dt+/0m(—t)(;2! - 1)dt
x2 1'4

Pelo principio de inducao matematica mostra-se que

:6'2 m4 xG (—l)kx%

¢k(.%‘):1—§+ﬂ—a+"'+w‘

Assim, ¢ é a k—ésima soma parcial da série de poténciais
o0
(_1)k ka

COSIE:ZW

k=0

para todo z € R.
Logo, ¢(x) = cosx ¢ a solu¢ao procurada do problema ().

Sistema Vetorial de Primeira Ordem

Nesta seccao © denotard uma regido limitada do R™*!. A notacdo em negrito

serd utilizada para representar um vetor ou uma funcao vetorial. Assim, um
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elemento de Q serd denotado pelo par (z,y) onde y := (y1, ..., yn). Em R”
seré, considerado tanto a norma euclidiana |y|| = (v? + -+ y2) 1/2 quanto a
norma da magnitude ||y| = |y1|+ -+ |yn]-

O objetivo agora é obter uma equacao vetorial de primeira ordem equiva-

lente ao sistema de equacOes de primeira ordem (8.1). No sistema (8.1) tem-

se y; = yi(x) para i = 1,2, ...,n e f; : @ — R sao funcdes com valores
file, y1, -, yn). Dai, se y = (y1, ..., yn) entdo fi(x,y1, - ,yn) =: fi(z,y).
Além disso, se f := (f1,...,fn) entdo f(z,y) := (fl(x,y),...,fn(x,y)). Por-
tanto, sendo y’ := (v}, -+, y,,) entdo o sistema (8.1) é equivalente a equagao
vetorial

y' =f(z,y). (8.7)

Exemplo 8.5 Considera-se o sistema de equacoes de primeira ordem
yi =22ty — Ty, Yh =Y+ Y2 — iy (i)

Se fi(z,y) = filz,y1,y2) = 2> +yi—zy2 e folz,y) = folz,y1,42) = yi+y2— 1102
entdo o sistema (i) € equivalente a equagao vetorial

y' =f(x,y) = (fi(z,y), fa(z,y)) = (2° + y1 — 2y2, 41 + y2 — Y102) -

Definicao 8.2 Uma solugcao do sistema (8.7) é uma fungdo com valores vetoriais
derivdvel ¢ : I C R — R"™ definida por ¢(z) = (¢1(x), ..., ¢pn(x)) e satisfazendo
(z, @(x)) €Q e ¢ =f(z,0).

Exemplo 8.6 O sistema de equagoes de primeira ordem yj = y2, yh = —y1 tem
como equac¢ao vetorial associada a equacao
yl - f($7y) = (fl(may)v f2(377}’)) - (y27 _yl)

Uma solugao € a funcgdao vetorial ¢(x) = (senx,cosx) para todo x € R.

Definicao 8.3 Diz-se que f € continua em ) quando cada func¢ao coordenada f;

for continua em €.

Uma fungao £ = f(x,y) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz na sequnda varidvel

quando

[£(z,y) —f(z,2)|| < Llly — 2| para todo (x,y), (z,2) €Q e L>0.

Exemplo 8.7 A funcdo f(z,y) = (x + y1,91 — y2) para todo (z,y) € R® é Lips-

chitz, pois usando a morma da magnitude tem-se

If(z,y) —f(z,2)|| = [(y1 — 21, (y1 — 21) — (y2 — 22))|| =
ly1 — 21 + [(y1 — 21) — (y2 — 22)| < |y1 — 21| + [y1 — 21| + |y2 — 22 -
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Dat, como |y; — zi| < ||y — 2| parai =1, 2 obtém-se
[f(z,y) — f(z,2)[ <3y — 2.

A Proposicao 2.1 para o caso escalar é equivalente & proposicao a seguir, para o

caso vetorial.

Proposigao 8.1 Seja Q@ = {(z,y) e R""i |z — 2| <a, ||y —yol < b} ou
Q = {(z,y) e R"" |z — 20| < a, |yl < oo}. Suponha f: Q C R*"™ — R™ com
Of /Oy, continuas em Q para k =1,...,n. Se existir L > 0 tal que

f
H;yk(:r,y)H <L para todo (z,y) € R", (%)

entao £ € uma funcao de Lipschitz.

Demonstracgao - A demonstracio é feita de modo similar ao caso escalar. Para
isto, considera-se (z,y), (z,z) € Q e define-se a funcao vetorial F' : [0,1] — R"

por
FO)=f(z,z+0(y —2)).

A funcao F estara bem definida se z 4 6(y —z) € §2 para todo 6 € [0, 1]. Mais isto

é fato, pois

e Se |y —yol <b entao

|z +60(y —2z) — yoll = |z — yo — 0z + Oyo + 0y — Oyo)| =
(1 =0)(z—yo) +0(y —yo)l| < (1 = 0) [z — yoll + 0 [ly — yol| (a)
< (1—0)b+0b=b.

e Se |ly| <oo, ||z]] < oo entao
Iz + 6y —2)[| < (1 =0) [zl + 0 llyll <[l + [lyll < oc. (b)

Portanto, de (a) e (b) tem-se que F' estd bem definida. Resta mostrar que f é

Lipschitz. Para isto, note que

Fi(6) = (1 — >§yf (2,24 8(y — )+ + (yn — )(fyf (2,2 +6(y — )).

Agora, usando a hipdtese (%) tem-se que ||F'(6)|| < L||y — z|| . Como

f(m,y)—f(x,z):F(l)—F(O):/0 F'(0)dt

entao [[f(z,y) —f(z,2)[| < Llly —z| =




Licao 8

Sistema de Equacées de Primeira Ordem e Equacdes de Ordem n

Observacao 8.1 No Exemplo 8.7 encontra-se

of of

g @) =11 e Zo(@y)=(0,-1).

Assim, usando a norma da amplitude tem-se
of of
—(z, =2 e ||[=—(=a, =1.
Hayl( y)H Hé’yz( y)H

Portanto, pela Proposicao 8.1 conclui-se que f € Lipschitz em Q. Como foi visto

no Fxemplo 8.7 a fun¢ao £ é Lipschitz com constante L = 3.

Existéncia e Unicidade de Solucgoes de Sistemas Vetoriais

Seja @ = {(z,y) e R"" |z — x| < a, ly —yol <b} ef:QcCR"™ - R,
com f = (f1, fa,..., fn), uma fungao vetorial continua. O objetivo é mostrar que

o problema vetorial

y/ - f(an)7 y($0) =Yo = (04170527 SR an)7 (88)

tem pelo menos uma solucao, e sob a hipétese de Lipschitz na varidvel dependente
y ela é unica.
Como o sistema (8.1) é equivalente a equacao vetorial (8.7) entao o problema

(8.8) é equivalente ao problema

yllzfl(x7 ?Jl, "'7y7’b)7 yl(l‘O):al;
y,2 = f2($a Yty -+, yn)v y2(x0) = a2, (8.9)
y;w:fn(xa U1, "'7yn)7 yn(l'()):Oén.

Se f é uma funcao continua em (2, procedendo como na licao 3, mostra-se
que o problema (8.8) tem pelo menos uma solu¢ao em I, o que implica dizer que
o problema (8.9) tem, também, pelo menos uma solu¢ao em I. Além disso, se f
satisfaz a condigao de Lipschitz em 2 mostra-se, por exemplo, por meio do método
das aproximagoes sucessivas que (8.8) tem uma tnica solu¢do em I, e isto implica

(8.9) ter, também, uma dnica solucao em I.

A sucessao das aproximagoes sucessivas para uma funcao vetorial f é definida

de modo similar a sucessao (2.6) da licao 2. Ou seja, para k =0, 1,..., define-se
T

Do(7) =y0, -+, Gpi1(T) = yo +/ £(t, ¢y (t))dt. (8.10)
0
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Exemplo 8.8 Considere o sistema do Exemplo 8.6, isto €, yy = ya2, yh = —11
com condi¢do inicial y(0) = (0,1). Assim, f(x,y) = (y2, —y1). Portanto, tem-se

¢0($) = (07 1)7
¢ (x) = (07 1) +

x

£(¢,(0,1))dt = (0,1) + (z,0) = (z, 1),

T

do(x) = (0,1) 4+ [ (1,—t)dt = (0,1) + (z, —2*/2) = (x,1 — x%/2!),

T

¢d3(x) = (0,1)+ [ (1 —1t%/2,—t)dt = (z — 23/3!,1 — 2% /2!).

—

Dai mostra-se, pelo principio indug¢do matemdtica, que

$3 :L‘5 (_1)k—1x2k—1 $2 $4 (_1)k:x2k:
rT——+ =t 1 — 4+ — ... — ],
315! (2k — 1)! 21 4l (2k)!

a qual existe para todo x € R e ¢p(x) — ¢p(v) = (senz,cosz) m

Em resumo, os resultados de existéncia de solucoes para sistemas de equacoes
de primeira ordem, ou equivalentemente, existéncia de solugoes para equacoes
vetorial de primeira ordem sao estabelecidos de modo similares aos Teoremas 2.3,
3.1 e Corolario 3.1 das ligdes 2 e 3. Portanto, anuncia-se a seguir os respectivos
resultados cuja demonstracao sao as mesmas trocando em todas as etapas da prova

y, f, @ pory, f, ¢, respectivamente e as métricas.

Teorema 8.1 (EXISTENCIA DE SOLUGOES LOCAIS) Seja f uma funcao vetorial
continua em 0 = {(x,y) eR" |z — 20| <a, |ly—yol < b} com valores em
R™ tal que || f(x,y)|| < M para todo (x,y) € Q. Além disso, suponha que f satis-
faz a condicao de Lipschitz estabelecida na Definicao 8.5. Entao a sucessao das

aprozimagoes sucessivas (P,)nen definidas em (8.10) convergem no intervalo
In={z€R; |z —x0| <a}, com a={a, b/M},

para uma fungao vetorial ¢ solugao do Problema de Cauchy (8.8) para todo x € I,.

Teorema 8.2 (EXISTENCIA DE SOLUGOES NAO LOCAIS) Seja £ uma fungdo veto-
rial continua definida em Q = {(z,y) € R%; |z —x0| < a, |yl < oo} com valores
em R™ e satisfazendo a condicdo de Lipschitz estabelecida na Definicdo 8.3. Entao
a sucessao das aprorimagoes sucessivas (@, )nen definidas em (8.10) convergem
no intervalo I, = {x € R; |z — x9| < a} para uma fun¢ao vetorial ¢ solu¢ao do
Problema de Cauchy (8.8) para todo x € I.

Corolario 8.1 (EXISTENCIA DE SOLUGOES GLOBAIS) Seja f satisfazendo todas as
hipéteses do Teorema 8.2 em Q = {(z,y) € R?; |z| < oo, |yl < co}. Entdo o

problema de Cauchy (8.8) tem pelo menos uma solug¢ao para todo x € R.
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Exercicios da Licao 8

Exercicio 8.1 Resolva pelo método das aproximacies sucessivas

y'+y=z, y0)=1, 3(0)=0.

Exercicio 8.2 ...
Exercicio 8.3 ...

Exercicio 8.4 Seja f satisfazendo todas as hipoteses do Teorema 8.1. Mostre que

M (L k+1
T & el para todo z € 1,,.

9lx) ~ dulo) < Ty

Sugestao: Repetir a Etapa 3 da demonstragao do Teorema 2.3 adaptando ao caso

vetorial.

Exercicio 8.5 Suponha f, g : Q C R*t — R” funcées continuas e lipschitziana
em Q = {(z,y) e R"™™; |z —z0| <a, [ly —yol <b}. Sejam ¢, : [ — R"

solugoes dos problemas de Cauchy

y' =f(zy), y(®o) =y,
y' =8g(z,y), y(o)=y2,
respectivamente. Se para € > 0 e para § > 0 tem-se

[£(z,y) — gz, y)ll <e paratodo (z,y) €Q e |y1 -yl <4,
entao mostre que
|p(x) — 3p(z)|| < dekle—zol 4 % <6L|x_x°‘ - 1) para todo x € I.
Em particular, o problema
y' =f(z,y), y(z0) =yo
tem uma unica solugao em I = {x € R; |z — z¢| < a}.

Sugestao: Proceda como no Exercicio 3.6 da licao 3.
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Licao 9 — Sistemas de Equacoes Lineares e

Equacoes Lineares de Ordem n

O objetivo é estabelecer um andlise qualitativo das solugoes de sistemas de

equacoes lineares e equagoes lineares de ordem superior.

Os sistemas de equacoes lineares e equacoes lineares de ordem superior sao casos
particulares dos considerados na licao 8. Portanto, toda a teoria sobre existéncia e
unicidade de solugoes desenvolvida na licao 8 é aplicavel aos sistemas de equagoes

lineares e equacoes lineares de ordem superior.
O contetdo desta licao é parte do Capitulo 6 do livro [5].

Sistemas Lineares

Um sistema de equacdes de primeira ordem é dito linear quando

y1 () = an(z)yr + ar2(x)y2 + - + arn(T)yn + b1 (),
Ys(7) = a21(z)y1 + ag2()y2 + - + agn(T)yn + ba(2), ©.1)
9.1
Yn () = an1(2)y1 + an2(2)y2 + -+ + @ ()Y + bn(z),
onde a;; e b; sao funcGes reais ou complexas definidas em R para ¢, j=1,...,n.

Sejam f: Q C R™™ — R™ com f = (f1, fo,---s fu)y ¥ = (Y1, Y2,---,Un) €

fi(z,y) = an(@)y1 + ar2(x)y2 + -+ + a1 (2)yn + b1 (),
fa(z,y) = a21(2)y1 + agz(2)y2 + -+ - + az2n(2)yn + b2(2),

fn(xa Y) = dnl (x)yl + anQ(x)y2 +- ann(m)yn + bn(x)v

entao (9.1) é equivalente & equagao vetorial

y' =f(z.y). (9-2)

Note que as componentes da funcao f podem, também, ser escritas por
n
filz,y) = Zaij(:c)yj +bi(x) para i=1,...,n. (9.3)
j=1

Além disso, (9.1) pode ser escrito, de modo equivalente, na seguinte forma matricial

y' = A(z)y + B(x) (9.4)
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onde
a1r(x) arp(x) -+ ap(x) by (x)
ag1(z) age(x) -+ ag(x) ba(z)
Ax) = ' ' . ‘ e B(z)= . (9.5)
an1(z) an2(z) - apn() bn(z)
Uma solugdo de (9.1) é o cojunto de fun¢des diferencidveis {¢1, ¢o, ..., ¢} de-

finidas em R com valores reais ou complexos. De modo equivalente uma solugio de

(9.2) é uma funcdo vetorial diferencidvel ¢ = (¢1, ¢2, ..., ¢y,) definidas em R.
Exemplo 9.1 Sejay = (y1,y2) e considere a equagao vetorial linear

y' =f(z,y) onde fi(z,y)=y1 e fa(z,y)=—yp2. (a)

Entao o sistema de equacoes lineares associado € dado por

Y=y e yh=—yo, (b)

cuja solugoes sao as fungoes ¢1(x) = Ki1e*, ¢o(x) = kee ™ definidas em todo
x € R com K1, ko constantes quaisquer. Logo, as solugdes da equagao vetorial (a)

sao fungoes vetoriais do tipo ¢(x) = (k1€*, kae ™).

Note que o sistema (b) pode ser escrito na forma matricial

<yi> _ (1 0 <y1>
Yy 0 —1 y2)
Proposicao 9.1 Seja 2 como nas hipdteses dos Teoremas 8.1 ou 8.2. Se as

fungoes coeficientes a;; sao continuas em I = [xg — a,x9 + a| entdo a fun¢dio

vetorial £ : Q0 — R™ € lipschitziana.

Demonstragao: Como a;; sdo fungoes continuas no compacto I = [rg — a, zo +a]
entao ela é limitada para todo 4, j = 1,...,n. Assim, se L > 0 é uma constante

qualquer tal que
n
Z la;j(x)] <L para j=1,...,n eparatodo z €I,
i=1

entao de (9.3) tem-se

df;
dy;

(xz,y) =a;j(x) para i=1,...,n.

Dali,
Haf

@) = lay@). o@Dl =l @)+ fans(a)
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Logo, pela Proposicao 8.1 tem-se que f é lipschitziana. Assim, como dito
acima, toda a teoria da licao 8 é aplicavel aos sistemas lineares. Portanto, o

seguinte teorema corresponde aos Teoremas 8.1 e 8.2.

Teorema 9.1 Seja ) como nos Teoremas 8.1, 8.2. Condiderando a equacao li-
near 'y’ = f(x,y) com as componentes de £ dadas em (9.3) e as fungoes ai;, b;
continuas em I = [xg — a,xo + a] entao existe uma Unica fungdo vetorial ¢ defi-

nida em I solucao do problema
y =f(z,y), y(zo) =yo paratodo x€l,
onde yo = (Yo1,Yo2, - - - s Yon) € R™.

No caso linear, aqui abordado, as solucoes sao definidas em toda reta R e todo

teoria acima aplica-se as equacgoes de ordem superior.

Equacoes Lineares de Ordem 2

Uma equacao linear de segunda ordem é, em geral, dada por

po(2)y" + pr(x)y + pa(x)y +q(z) =0 com po(x) # 0, (9.6)

onde p; e g sao fungoes continuas definidas R. A equagao (9.6) é dita normalizada
quando o coeficiente de y” é 1. Como py(z) # 0 para todo z € R a equacao (9.6)
pode ser sempre normalizada. Considera-se, aqui, o caso normalizado e ¢(z) = 0.

() O problema de valor inicial associadso & equacio (9.6) pode ser escrito por

2
V'Y pi@)y®) =0, ylxe) =y, ¥(z0) = 1. (9.7)
=1

Como visto na mudanga de varidveis (8.3), o problema (9.6) pode ser transformado,
fazendo y = (y1,%2), no problema de sistema de equagoes lineares de primeira

ordem

yi = Y2, yl(fvo):ym,

(9.8)
vy = —pi(@)y2 — p2(2)y1, y2(zo0) = yoo-

Portanto, sendo (9.7) e (9.8) equivalentes entdo uma fungao ¢ é solugao de (9.7)
em R se, e somente se, a fungao vetorial ¢ = (¢1, ¢2) é solucao de (9.8) em R e

reciprocamente.

Note que se y = (y1,y2)" entdao (9.8) é equivalente ao problema matricial

0 1

/
y =Ay onde A=
<—p2(90) —p1(z)

) e y(z0) =yo = (yo1,%02)" - (9.9)

Assim, os trés problemas (9.7), (9.8) e (9.9) s@o equivalentes. O corolério a seguir

é uma consequéncia imediata do Teorema 9.1.

' Quando ¢(z) = 0 a equagdo (9.6) é dita homogénea.
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Corolario 9.1 Se p1 e po sao fungdes continuas em R entdo existe uma unica

fungao real ¢ definida em R solu¢ao do problema (9.7).

Demonstracao: Sejam Q C R3 e f : Q — R? com componentes fi(z,y) = v

e fa(z,y) = —p1(z)y2 — p2(x)y1. Se'y = (y1,y2) entdao de (9.7) e (9.8) tem-se o
problema vetorial

y' =f(z,y), y(z0) =yo = (yo1,v02) € R* paratodo =€ I.

Como f é continua em {2 entao pelo Teorema 9.1 tem-se o resultado m

Recorde-se que uma solugio ¢ = ¢(x) definida em R da equacdo (9.7); ( 1?)
é, pelo principio de superposigao, dada pela combinagao linear das solugoes ¢
e ¢2. Ou seja, ¢(z) = K1¢1(x) + Kago(x) para todo = € R e k1 e ko constantes.

Mostra-se que

Proposicao 9.2 Se ¢(z) = (¢1(z), p2(x)) € solugao da equagio (9.9);, isto é€,

solucdo da equacao 'y’ = Ay entdo
1. ¢(x) =0 é sempre uma solugdo de (9.9)1. A chamada solugao trivial;
2. Se ¢(x9) = 0 para algum zy € R entdo ¢(x) = 0 para todo x € R;
3. ¢(x) = rk1¢1(x) + Ka2(x), onde k1 e Ky sdo constantes € uma solugdo para

todo x € R.

Para a demonstracao dos resultados desta proposicao consulte, por exemplo, Boyce-
DiPrima [1].
Dependéncia Linear: Equacgoes Lineares de Ordem 2

Proposigao 9.3 Se ¢1, ¢o sao solugoes da equagao (9.9); em R entio ¢1, ¢o

sio LD ('°) em R se, e somente se, para algum xo € R, os valores numéricos
o1(x0), ¢p2(zo) sao LD.

Demonstragao: (=) Sendo ¢1, ¢2 LD em R entao existem constantes ki, k2,

sendo pelo menos uma delas nao nula tais que

k1¢1(x) + Kaga(xz) =0 para todo x € R.

15 A notagdo indexada (9.1); refere-se & primeira identidade ou equagio de (9.1).

SFuncdes, fi,..., fn, definidas em R s3o ditas linearmente dependentes - LD se, e somente se,
existem constantes k1, ...,%n, € R ndo simultaneamente nulas tais que k1 f(z) + -+ + knfu(z) =0
para todo = € R. E, se k1 fi(xz) + -+ + knfn(x) = 0 para todo x € R implicar k1 = -+ =k, =0

ent3o f1,...fn sdo ditas linearmente independentes - LI.
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Em particular, esta combinacao linear é nula para algum zy € R. Logo, ¢1(xg) e
¢2(xp) sao LD.

(<) Sendo ¢1(x0), ¢2(zp) LD entao existem constantes r1, k2, sendo pelo me-

nos uma delas nao nula tais que

r101(x0) + Kada(xo) = 0. (a)

Seja ¢(z) = Kk1d1(x) + Kape(x). Entao, pela Proposigao 9.2 item 3, ¢ é solugao
de y' = Ay. Dai e de (a) tem-se que ¢(zg) = 0. Portanto, novamente, pela
Proposigao 9.2 item 2 resulta que 0 = ¢(x). Logo, ¢1, ¢2 sao LD em todo z € R
[

H&4 um teste que permite decidir se duas solugbes ¢ e ¢ do problema (9.7)
sao linearmente independentes ou nao. Para isto utiliza-se o conceito de o Wrons-

kiano.

Definicao 9.1 O Wronskiano de duas fungoes derivdveis f, g definidas em R € o

determinante

Definicao 9.2 As solugoes ¢1,¢2 de (9.7 formam um sistema fundamental de

solugoes se, e somente se, 0 W(¢p1(xo), p2(z0)) # 0 para algum z¢ € R.

Teorema 9.2 Se p1 e p2 sdo fungoes continuas em R entdo as solugoes ¢1 e pa
de (9.7)1 sao linearmente dependentes se, e somente se, W(p1(xg), p2(z0)) = 0
para algum zo € R.

O Teorema 9.2 caracteriza o sistema fundamental de solugoes de (9.7);. Ou
seja, o sistema fundamental de solug¢Bes de (9.7); € o conjunto formado pelas solugGes

linearmente indepentes.

Demonstracao do Teorema 9.2: (=) Sejam ¢ e ¢2 solucoes linearmente de-
pendente em R de (9.7). Entao por defini¢ao existem constantes k1, k2, sendo pelo

menos uma delas nao nula tais que
k101(x) + Kage(x) =0 para todo z € R. (i)
Derivando obtém-se

k197 (z) + Kady(r) =0 paratodo = € R. (ii)
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Supondo k1 # 0, caso contrario sopoe-se ko2 # 0 (j4 que um deles é nao nulo),
e multiplicando (i) por ¢4/k1, multiplicando (ii) por —¢2/k;1 e adicionando as
igualdades resultantes obtém-se
61(2)84(x) — 4 (2)62(x) =0 para todo @ € R.

Dai e da Definigao 9.1 tem-se W(¢1(z), p2(z)) =0 para todo = € R.

(<) Suponha que W (¢1(z0), p2(z0)) = 0 para algum xy € R. Considerando o
sistema de equagoes algébricas (i) e (ii) com incéginitas k1, k2, isto é
K191
K19

tem-se que (iii) é equivalente a

(G ) (9)-(0)

Como (iii) é um sistema homogéneo e seu wronskiano W(¢1, ¢2) é nulo em x

xo) + Kapa(xo) =

o) + Kadh(z0) (i)

( 0,
( 0,

entao (iii) possui solugoes k1, k2 nao necessariamente nulas. Dai define-se, para
estes K1, Ko, a funcao

o(x) = k1¢1(x) + kagpo(x) para todo x € R. (iv)
Assim, ¢ = ¢(x) é uma solugao de (9.7); e por (iii) a funcao ¢ satisfaz as condigoes
iniciais

d(xg) =0 e ¢'(xg) = 0.

Juntando estas condigoes iniciais (nulas) com (9.9); tem-se que ¢(z) = 0 para todo
x € R. Dai e da unicidade de solugoes, conforme Corolario 9.1, tem-se por (iv) que
k1¢1(x) = —kaga(x) para todo x € R. Supondo, por exemplo, k; # 0 tem-se que

o1(x) = —(ka/k1)p2(z) para todo = € R. Logo, por defini¢ao ¢; e ¢2 sdo LD em
R m

A Equacgoes Lineares de Ordem n

Os conceitos e resultados associados a equacao (9.7); sao, também, vélidos
para as equacoes lineares de ordem n. Portanto, faz-se apenas uma dissertacao
sem demonstracao dos fatos. Em geral, uma equacao linear de ordem n é uma

equacao da forma

po(2)y™ + pi(2)y™ Y + - 4 pa(x)y + g(x) = 0,

onde p;, ¢ sdo fungoes continuas em R e po(x) # 0. Portanto, se g(xz) = 0 para

todo z € R a equagao acima pode ser escrita na forma normalizada

g™+ pi(a)y™ =0 (9.10)
=1
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Como visto para equagoes de ordem 2, aqui também, obtém-se um sistema de

equagoes lineares de primeira ordem equivalente & equagao (9.10) dado por

yl - y27
) (9.11)
Yn—1 = Yn,
Yn = —P1Yn — DP2Yn—1— " — PaYI,
ou, também, de modo equivalente, para y = (y1,...,y,) tem-se a forma matricial
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
y' = Ay onde A= : : : : : (9.12)
0 0 0 ... 0 1
—Pn —Pn-1 —Pn-2 -.-. —P2 —P1

onde A = A(z) para z € R. Assim, o problema associado & eq. (9.10) é dado por
y 4D pia)y Y =0, ylwo) =0,y V(@) =yt (913)
i=1

o qual é equivalente ao problema matricial associado a (9.12). Ou seja,

y' =Ay, y(xo) =yo=(Yo1,---Yon)- (9.14)

Assim, a fungdo ¢ é solugdo de (9.13) se, e somente se, ¢ = (gb, qb’,...,d)(”_l))
é solugdo de (9.14) e reciprocamente. Uma versao similar do Corolario 8.1 e da

Proposicao 8.1 sao, respectivamente por:

Observacao 9.1 Sep;, parai=1,...,n, sdo funcoes continuas em R entao existe

uma unica fungdao real ¢ definida em R satisfazendo o problema (9.13).

Observacao 9.2 Se ¢(x) = (d1(x),...,0n(x)) € solugio apenas da equagao
(9.14)1 entdo

1. ¢(x) =0 € sempre uma solugao de (9.14)1. A chamada solugao trivial;
2. Se ¢p(xo) =0 para algum xo € R entdo ¢p(x) =0 em R;

3. ¢(x) := k1o1(x) + Roda(x)+- - -+ Kndn(x), para k; constantes ei =1, ...,n,

€ uma solucao.
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Dependéncia Linear: Equacgoes Lineares de Ordem n

Procedendo como no caso de ordem 2 a versao da Proposicao 9.2 é dada por:

Observagao 9.3 Sejam ¢1,..., ¢, solugoes de (9.13); em R. Entdo ¢1,..., o,
sao LD em R se, e somente se, os valores numéricos ¢1(xg),. .., on(x0) sio LD

para algum xo € R.

Portanto, a equivaléncia de (9.13); e (9.14); preserva a independéncia linear, isto
é, se ¢1,P2,...,¢, sao solugdes LI de (9.11); em R entdo as fungdes vetoriais
¢i(x) = (¢i(x), di(x),. .. ,¢§n_1(:):)) sao solugoes LI de (9.14); para todo x € R e

vice-versa.

Definicao 9.3 (Sistema Fundamental) Se ¢1,¢s, ..., ¢, sion solugdes quais-
quer de (9.13); em R entdo elas formam um sistema fundamental de solugoes se,
e somente se, o wronskiano das componentes de ¢ tomado em algum xo € ndo

nulo. Ou seja,

¢1(0) 2 (o) ¢n(0)
W(or(ao)oosuleoy | 00 ) S P
o ao) o5 (wo) o o (w0)
O resultado similar ao Teorema 9.2 tem o enunciado:
Teorema 9.3 Se pi,...,pn $Go fungoes continuas em R entdo as solugoes ¢1, ¢

oy On de (9.13)1 sao LI se, e somente se, W(p1(x0), ..., on(x0)) # 0 para algum
xg € R.

A demonstracao é feita de modo andloga a do Teorema 9.2.
Solugoes na Forma Matricial: Método das Aproximacoes Suces-
sivas

Analisa-se, agora, o sistema (9.1) utilizando a sua forma matricial (9.4). Desta

forma as solugoes sao, também, dadas na forma matricial.

Portanto, se y = (y1,...,yn) e bi(x) = 0 entao de (9.4) obtém-se o problema

de equacao matricial
y/ = A(x)y7 y(xO) =Yoo= (y()lv Yoz, - - - 73/077,) para T € Ra (915)

onde A(z) é a matriz definida em (9.5).
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Defini¢ao 9.4 Supondo as funcoes a;; = a;j(x) da matriz A continuas e de-
rivdveis em R entdo define-se novas matrizes quadradas de ordem n por integra¢ao

e por derivacdo dadas por

Blx) = /:A(t)dt _ (/ aij(t)dt) e Cla)= %A(m) _ (Cgiaij(mom.

0 0 nxn

Usando a linearidade dos operadores integragao e derivagao resulta
d d d

. [A1(z) + A (z)] = %Al(x) + @Ag(x);
11 (@) As(e)] = Ar(o) [ Ax(a)] + [ Ar ()] A (o)

/x (Al(t)+A2(t))dt—/xAl(t)dtJr/xAg(t)dt.

0 o o
Procedendo como na licao 2 e usando a Definicdo 9.4 tem-se por meio da
férmula de Newton-Leibniz que o problema (9.15) é equivalente ao problem integral
matricial

y(z) =yo+ /x A(t)y(t)dt. (9.16)

o

O Método das Aproximacgoes Sucessivas: Conforme a licao 2 a sucessao das
aproximagoes sucessivas (¢,,),,cy ¢ definida por

xT

$o(®) = Y0, bra(z) = yo+ / Ayr®dt em R (917)

o
Exemplo 9.2 Uma aplicagdo simples da construgdio da sucessio (¢,,), oy definida
em (9.17) é quando A é uma matriz constante. Assim, (9.16) é dado por
y(z) =yo+ A/ y(t)dt. (a)
o
Neste caso a matriz B da Defini¢ao 9.4 € dada por
Blx) = A/ dt = (2 — 20) A. (b)
o
Dat, de (9.17) e sendo I = I,, a matriz identidade de ordem n tem-se
¢o(z) = Yo
_ ‘ _ ®) .
$1(z) = yo+A [ &o(t)dt =yo+ (z—x0)Ayo = yoll + B(z)];
g
’ 2 (= 20)?
$a(x) = yot+A [ éi(t)dt =yo+ Al — z0)yo + A" ——¥0
x0 .

- yO[I+B(x)+%BQ(x).
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Mostra-se, por inducao matemdtica, que

1

k‘Bk(fv) para todo x € R.  (c)

1
bu(@) = yo |1+ B(x) + 5;B*(z) + -+ +
Procedento de modo similar ao Teorema 2.3 mostra-se quando k — oo que @y,
converge uniformemente em I, = {x € R; |z — xo| < a} para uma fun¢io ¢
solugdo de (a). De fato, fazendo o vetoryo =e; = (0,...,1,...,0) em (c), o lado

direito reduz-se a i-ésima linha da matriz

11y 2@ (d)

Dai, cada linha de (d) converge unifomemente em I, quando k — co. A matriz
assim definida € simbolicamente denotada por eB@) - Entdo a solugio de (a) pode

ser representada por

o(x) = PPyy = exp | / adt}yo. (©)

0

Observagao 9.4 A convergéncia da sucessio (¢ (x)) definida em (c¢) é vdlida
em todo I e ndo somente em I,. Para ver isto, suponha I um intervalo limitado
de comprimento h e que A(x) seja continua em I. Entdo existe M > 0 tal que
lasj(x)] < M para todo x € I. Portanto, de (b) resulta

}Bj(a:)‘R < (hM)? para cada j=1,...,n.

Dai, (d) converge uniformemente em I quando n — oo.

Exercicios da Licao 9

Exercicio 9.1 Um conjunto formado de funcgées fi(x), com i =1,...,m, € dit0

linearmente independente - LI se, e somente se, a identidade
m
Zaifi(x) =0 para todo =€l
i=1

implicar a; = 0 para todo i = 1,...,m. No caso de funcoes com valores vetoriais

a defini¢cao é andloga. Considere o problema

d
d—;’ =A(x)y com y(zo) =yo onde y= (Yi,---,Yn)- (%)

Sejam ¢1(x), ..., dr(x) solugoes de (x). Mostre que {¢1(x),...,dr(x)} € LI se, e

somente se, o conjunto de vetores constantes {¢1(xo), ..., px(x0)} € LI
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Exercicio 9.2 Mostre que nao existe conjunto de solugéoes de (x) com mais de k

elementos LI.

Exercicio 9.3 Sejam ¢1(x),...,¢m(x) solugoes LI de (x). Mostre que quaisquer

solugao ¢ = ¢(z) de (x) pode ser escrita na forma

k
o(z) = Z a;¢i(x) para todo x € 1. (%)
i=1

Por esta razao diz-se que {¢1, ..., ¢m} forma um sistema fundamental de solugoes

de (x).

Exercicio 9.4 Mostre que duas solugoes ¢1, ¢2 de (9.5) sao LI em I se, e somente
se, W(p1,¢2)(x) # 0 para todo x € 1.

Exercicio 9.5 Sejam ¢1,¢2 duas solugoes de (9.5) em I e xg € I. Mostre que
¢1,02 sao LI em I se, e somente se, W (p1,p2)(zo) # 0.

Exercicio 9.6 Sejam ¢1, ¢ duas solugoes de (9.5) em I. Mostre que toda solu¢ao
de (9.5) pode ser escrita de modo inico por ¢(x) = ki1 (x) + kaga(x) onde ki, ko

sao constantes

Exercicio 9.7 Se ¢1, ¢y sao duas solugoes de (9.5) em I entao mostre que

W1, ¢2)(x) = ekl(x*IO)W(qﬁl, ®2)(xo) para todo x € 1.
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Licao 10 — Sistemas Lineares com Coeficientes

Constantes

Objetiva-se estabelecer uma anélise qualitativo das solugoes de sistemas de
equacoes lineares e equacoes de ordem superiores com coeficientes constantes por
meio dos valores e dos vetores caracteristicos da matriz definida por sistemas de

equagoes lineares.

Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes

Considera-se o problema com n equagoes e com coeficientes a;; € R constantes
dado por
n
Yi = QAjjLj, yz(330) =1vyo; com 1=1,...,n,
Jj=1

o qual é equivalente a sua forma matricial

y = Ay, y(zo)=yo onde y = (y1,...,Yn)- (10.1)

O sistema (10.1); é um caso particular do sistema (9.1). Portanto, usando o
Teorema 9.1 conclui-se que a solugao do problema (10.1) existe e é tinica para
todo & € R e suas derivadas (derivadas de todas as ordens), também, existem em
R.

Observagao 10.1 A diferenca essencial entre o sistema (10.1) e o caso mais
geral considerado em (9.1) € que se ¢ = ¢(x) € uma solugao de (10.1) entao sua
derivada primeira ¢’ também é uma solugdo de (10.1), pois sendo A uma matriz

constante tem-se
(Ag) = Ad'. (*)

Sendo ¢ solugio de (10.1) resulta que ¢’ = A¢. Derivando esta identidade e usan-
do (x) obtém-se (qf)'), = A¢'. Repetindo este processo conclui-se que a derivada

de qualquer ordem ou qualquer combinacdo linear delas sdo, também, solucoes de
(10.1) =

Vetores Caracteristicos - Valores Caracteristicos

Seja A = (aij) uma matriz real. Recorde-se que um vetor caracteristico de

A é um vetor nao nulo y (real ou complexo) tal que

nxn

Ay =Xy ou (A—- A,y =0, (10.2)

onde A é um numero real ou complexo. O ntmero \ é chamado de valor carac-

teristico da matriz A e y é o vetor caracteristico correspondente a A. Em termos
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de componentes (10.2) é escrito por

(a11 - /\)y1 + ay2 + - -+ anyn = 0,
a21y1 + (a2 — Nya + -+ - + agpyn = 0,

(10.3)
an.1y1 + Gzn2y2. + -+ (ann —.)\)yn =0.
O sistema (10.3) admitird uma solugao nao nula ¢ = (¢4, ..., ¢,) somente para
os valores de A que anulam o polindmio
pa(A) =det(A — A1y,). (10.4)

O nimero X\ é um valor caracteristico de A se, e somente se, satisfaz a equacido
Py(N) =0.

Note que P4(A) = 0 é uma equagdo algébrica de ordem (grau) n. Assim sendo,
A n3o pode ter mais de n valores caracteristicos diferentes.

O Teorema Fundamental da Algebra garante que o polindmio P4()) tém todas as
raizes em C. O que n3o ocorre em R.

Proposicao 10.1 Sejam y1,...,ym vetores caracteristicos de A associados aos
distintos valores caracteristicos A1, ..., A\, respectivamente. Entdo y; é LI para
1=1,....,m.

Demonstragao - Usa-se o principio de inducao matemdtica. De fato, se m = 1
entao a proposicao é valida, pois ky; = 0 implica k = 0 ja que y; é um vetor
caracteristico de A e por definicdo y; # 0. Suponha a afirmacao valida para um

determinado m = n — 1. Ou seja,

n—1
ZF&M‘:O implica k; =0 para i=1,...,n— 1. (i)
i=1

Deseja-se mostrar que
n
Se Z/ﬂyi =0 entdo k; =0 paratodo i=1,...,n. (ii)
i=1

Aplicando A a ambos os lados da identidade (ii) e usando o fato de y; ser vetor

caracteristico tem-se
n
E lﬁiAZ’yZ‘ = 0. (iii)
i=1

Multiplicando (ii) por A, e subtraindo de (iii) resulta

n—1
S ki (= A)¥i + i (An = An) ¥n = 0.
=1
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Dai, como Ky, (A, — An) yn = 0 entao
n—1
Z Kq ()\n — >\z) Yy, = 0. (iV)
i=1

Como, por hipdtese A\, —\; #0 parai=1,...,n— 1 entdo os k; de (iv) sao todos
nulos pela hipétese de indugao (i). Assim, de (ii) tem que k,y, = 0. Portanto,

kn = 0. Logo, (ii) é verdade m

Observacgao 10.2 Em particular, suponha que existam n wvalores caracteristicos

distintos Ai,...,\n, (raizes simples, i. €, sem multiplicidade). Entdo o sistema
(10.3) admite essencialmente uma unica solu¢ao ¢; = (Pi1, ..., ¢in) para cada \;
e 0s n vetores ¢q, ..., ¢, assim definidos sao LI.

Solucoes Associadas a Valores Caracteristicos Simples

Mostra-se, a seguir, que o sistema fundamental de solugoes do problema (10.1)
pode ser obtido desde que as raizes do polinémio caracteristico sejam todas simples,

isto é, com multiplicidade 1.

Proposigao 10.2 Seja ¢ = ¢(x) uma solugao de (10.1) para todo x € I. Se para
algum valor § € I = {x € R; |z — xo| < a} a funcdo ¢(&) é um vetor caracteristico

de A associado a N, 1. ¢,
Ap(£) = Ag(¢) (a)
entao Agp(x) = A\ep(x) para todo x € 1.
Demonstragao - Sendo ¢ uma solucao de (10.1) entao pela Observagao 10.1
tem-se que a fungao () = ¢'(z) — A@(x) é, também, uma solugao de (10.1). Dai
e como ¢'(z) = A¢(x) entao
Y(z) = Ap(x) — Mno(z) = (A — Aly) @(x). (b)

Pela hipdtese (a) tem-se ¥ (§) = (A — A,) ¢(§) = 0 e como a solucao de (10.1) é
unica entao ¥ (x) = ¥(§) = 0. Dai e de (b) conclui-se que A¢p(z) = A\¢p(z) para
todox el m

Com base na Proposi¢ao 10.2 define-se: Uma solucdo ¢ de (10.1) é uma solugdo
caracteristica associada a A para algum £ € I se, e somente se, ¢(&) satisfaz a condicio
(a) da Proposicdo 10.2. Neste caso, ¢(§) é um vetor caracteristico associado a \.

Proposicao 10.3 Para cada valor caracteristico A de A existe uma solucdo ¢ em
I do problema (10.1) dada por

o(z) = (¢1em,¢2em, N .,qsneM) (%)

onde (¢1, P2, .., dn) € um vetor caracteristico de A associado a .
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Demonstragao - Seja ¢y =: (¢1(0),...,0,(0)) = (¢1,...,¢,) um vetor ca-
racteristico de A associado a A. Suponha ¢(z) = (é1(x),...,¢n(x)) a solugao
de (10.1) tal que ¢(0) = ¢,. Assim, pela Proposi¢ao 10.2 a funcdo ¢ satisfaz
@' () = Ap(z) = A\p(z) para todo z € I. Escrevendo esta tltima equagao em

termos de suas componentes tem-se
#i(x) = \p;(x) para todo x € [ com i =1,...,n.
Dai, tem-se que ¢;(x) = ¢;(0)e*. Logo, sendo ¢(0) = ¢, obtém-se (x) m

Em suma, provou-se:

Qualquer conjunto de fungdes caracteristicas de (10.1) associadas a diferentes
valores caracteristicos de A é LI. Se, em particular, a matriz A tem n valores carac-
teristicos distintos entdo o correspondente conjunto de solugdes caracteristicas formam
um sistema fundamental de solugGes de (10.1).

Solugoes Associadas a Valores Caracteristicos com Multiplici-
dade

Agora analisa-se o caso quando os valores caracteristicos de A nao sao simples.
Ou seja, valores caracteristicos com multiplicidade. Para facilitar a escrita adota-

se, nesta seccao, a seguinte notagao:

d o & L dF

dx Td? T T e

Pela Observagao 10.1, se ¢ é uma solugao de (10.1) entdo D¢ é também uma
solucao de (10.1), e sendo D¢ = A¢ resulta

D’¢ = D(D¢) = D (Ap) = AD$ = A%¢.
Dai mostra-se indutivamente que
DF¢p = A¥¢ para todo k€ N.

De um modo mais geral, se P é um polindmio com coeficientes constantes, obtém-

se para qualquer funcdo ¢ solugao do problema (10.1) que
P(D)p = P(A)g. (10.5)

Proposicao 10.4 Seja ¢ = ¢(x) uma solugao de (10.1) em I. Suponha para
algum & € I que d(§) é um vetor caracteristico de A associado a \ e que \ tenha

multiplicidade m. Ou seja,
(A= A)™" (€) = 0. (%)
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Entao
(A= ML,)" ¢p(x) =0 para todo z € 1. (%)

Tem-se, de (10.5) e (xx) que (D —X)"¢(x) =0 para todo z € I.
Demonstracgao - Usando a identidade (10.5) segue que
(A= ML,)" ¢p(x) = (D — \)" ¢p(x) paratodo z€l.

Note que 9 (z) = (D — \)™ ¢p(z) é uma combinacao linear de ¢ e de suas deriva-
das. Dai e da Observagao 10.1 tem-se que 1) é solugao de (10.1). Pela hipdtese (x)
segue

Y(§) =(D—-N"¢() =0.
Logo, pela unicidade de solugoes do problema (10.1) resulta que ¥ (x) = ¥ (§) = 0.
Portanto, sendo (D — )™ ¢p(z) = 0 tem-se (xx) m

Defini¢ao 10.1 Uma solu¢ao de (10.1) associada ao wvalar caracteristico \ de
multiplicidade m € dita solugao primitiva se ela é ndo nula e satisfaz (xx) da

Proposicao 10.4.

Portanto, pela Proposicao (10.4) a fungao ¢ = ¢(z) é uma solucao primitva de
(10.1) se, e somente se, existe algum £ € I para a qual ¢(&) é vetor caracteristico
de A associado A com multiplicidade m. As solugoes primitivas de (10.1) podem

ser escritas em uma forma bem simples como a seguir.

Proposigao 10.5 Se ¢ = ¢(z) € uma solugao primitva de (10.1) associada ao

valor caracteristico A\ com multiplicidade m, i. €,
(A= XL,)" ¢(x) =0 para todo z € 1.
Entao
o(z) = (Pl(x)e)‘x, . ,Pn(x)e)“r) (10.6)

onde Pi(z), parai=1,...,n, sdo polindmios com grau menor ou igual a m — 1.

Demonstragao - Pela Proposi¢ao (10.4) tem-se (D — \)™ ¢(x) = 0 para todo

x € I. Sendo ¢(z) = (¢1(x), ..., ¢n(x)) a identidade precedente na forma escalar,

torna-se (17)

(D—-XN)"¢i(x) =0 paratodo x€l com i=1,...,n. (a)

Mostra-se, agora, para qualquer funcao ¢ com derivadas continuas de ordem m,

que

(D—X\)"™ (emcp(x)) = M DMp(x) para todo z €1, (10.7)

"Tsto significa fazer ¢;(z) = (0,...,¢:(z),...,0).
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onde A é uma constante qualquer. A prova é feita por indugao sobre m. De fato,
para m = 0 é imediato, pois e’ (z) = e*p(x). Assume-se que (10.7) é vélida
para m = k — 1. Ou seja,

(D — k! (e)‘“’go(:v)> =MD lo(z) paratodo ze€l. (b)

Entao

(D =N (@)

(D= N (D =N (M)

= (D= (XD ()

(b)
= AMDFlo(x) 4+ M DFp(x) — N DELp(2)
= MDFp(x).

Logo, (10.7) é valido para todo m € N. Portanto, usando (10.7) e (a) resulta
0= (D=N)"6i(z) = (D= N (X(ei(x))) = D™ (e Ngi(x) )
Como e > 0 para todo z entdo D™ (e_’\xqbi(x)) = 0. Integrando, resulta
e Mpi(x) = Pi(z) para i=1,...,n,

onde P;(z) é um polindémio de grau menor ou igual a m — 1. Logo, tem-se (10.6)
[

Em resumo tem-se:

Um sistema fundamental de solug¢des de (10.1) na forma (10.6) sempre existe.
Além disso, se todos os valores caraceristicos \; da matriz A s3o conhecidos, este

sistema fundamental pode ser obtido por um niimero finito de operacdes elementares.

Equacao Homogénea de Ordem n

Considera-se a EDO de ordem n com coeficientes a; € R constantes dada por
n .
y ™ (z) + Zaiy("_’) (x) =0 paratodo z € I. (10.8)
i=1

A equacao (10.8) pode ser transformada, como visto em li¢oes anteriores, em
um sistema de equagOes lineares de primeira ordem. Como os coeficientes sao

constantes, é mais simples estudar (10.8) diretamente, pois a equagao (10.8) pode
ser escrita na forma

P(D)y(z) =0 paratodo =z €I, (10.9)
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onde P(D) é um polindémio com os coeficientes de (10.8) e grau igual a ordem de
(10.8). A equagao caracteristica de (10.9) é dada por P(\) = 0.

Sejam A1, ..., \; suas raizes caracteristicas tais que
k
P(A) = (A=X2)™A=X)™ (A= X\)™ onde Y m;=n,
i=1
e m; é a multiplicidade de cada A;. Nestas condicoes, aplica-se a mesma fatoragao
para P(D) e obetém-se de (10.9) que
(D= A)™ (D = Xg)™2 - (D = M) ™ y(x) = 0. (10.10)
E claro que qualquer fungao ¢; = ¢;(x) definida em I satisfazendo
(D= X)) di(z) =0 (10.11)

serd, também, solucao de (10.10). Portanto, basta resolver (10.11). Usando a
identidade (10.7) e (10.11) tem-see

0= (D=A)" dilw) = (D = 2)™ | (eMei(a) ) | = MD™ (e M76,(x))

para todo x € I. Dali, tem-se que a solucao geral de (10.11) é dada por

¢i(x) = Py, _1(x)eN® paratodo z €1, (10.12)
onde P,,, 1 é um polindomio. Em particular, se Py,,_1(z) =2/ L comj =1,....m;
entao as funcoes

¢ij(x) = 77N para i=1,....k e j=1,....m;

sao solugoes de (10.8).

Proposicao 10.6 As solugoes dadas em (10.12) formam um sistema fundamental
de solugoes de (10.8)

Demonstragao - Qualquer combinagao linear de (10.12) pode ser escrita na forma

k
>R
i=1
onde \; # A\; para ¢ # j e P; sao polinomios. Assim, deve-se mostrar que se
k
ZPZ-(x)eA”” =0 entao Pj(x)=0 para i=1,... k.
i=1

A demonstracao serd feita usando o principio de inducao matematica. Para k = 1

Ax

tem-se que Pi(z)e*” = 0 implica Pj(z) = 0 pois ¢M? > 0 para todo z. Suponha

que seja verdade para k = m — 1 e considera-se

ZPi(a?)e)‘ix =0 para N #N e iF#]. (%)
i=1
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Dividindo por e*»® resulta

> Bi(@)e T 4 Py () = 0
=1
Derivando obtém-se
m—1
> Qi(w)e AT 4 Pl (2) =0, (a)
i=1

onde Qi(x) = P/(z) + (A — Am)P;(z). Note que os polinémios @; tém o mesmo
grau dos P;. Apés um nimero adequado de derivacao P, serd nulo. Assim

m—1
R;(z)ePi—Am)T — ¢ (b)

i=1
onde os R; sdao polindmios com o mesmo grau que os P;. Como A; — A\, nao
sao nulos entao a hipdtese de indugao implica que R;(x) = 0 para todo = € I e
i=1,...,m—1. Dai, P(x) =0 parai =1,...,m — 1. Usando este fato em (x)

tem-se que P, (x) = 0 para todo z € I. Logo,
Pi(z) =0 paratodo z€l e i=1,....m =m

Exemplo 10.1 A equacdo caracteristica da equacio diferencial y”+2ky'+w?y = 0
¢ dada por \*> + 2kX + w? = 0. Dai, as raizes sdo

M=k+VE2—w?2 e d=k—VE2—w2

o Se k? > w? entio as raizes A\, \a sdo reais e distintas. As solucdes associadas
sd0 ¢1(x) = eMT, go(x) = 2% para todo x € R. Assim, a solugdo geral é dada por
d(2) = c1¢1(2) + cago(x). Como ¢y(x)/da(z) = eM =A% ngo é constante entdo

o1, @2 sao LI. Ou seja, tem-se um sistema fundamental de solugdes.

o Sek? < w? as raizes A1, A2 sao complexas. Assim, sendo M2 =k xiB com

B2 = w? — k% entdo a solucdo geral é do tipo

o(x) = e ¥ () cos Bz + casenfz) com ¢y, ca € R.

Exercicios da Licao 10

2

Exercicio 10.1 Mostre que, se > = w? — k? entdo

o(x) = ;/m: e P gen B(x — ) f(t)dt

€ solucao de
y' + 2ky +w'y = f(x).




Licao 10

Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes

Exercicio 10.2 ...

Exercicio 10.3 ...

Exercicio 10.4 ...

Exercicio 10.5 ...
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Licao 11 — Sistemas Autéonomos I

Objetivos: Estabelecer uma andlise da estabilidade e da instabilidade de

pontos criticos de sistemas autonomos.
Introducao

Um sistema fisico é dito autonémo quando sua equacao diferencial nao contém
explicitamente a sua variavel independente. No caso de sistemas fisicos de ordem

dois, em geral, a equagao de segunda ordem é da forma

F(y,y',y") =0, (*)

onde y é uma funcao que, por exemplo, pode depender da varidvel espacial x ou
da variavel temporal . Quando a variavel é interpretada como tempo é comum
referir-se a uma solugio ¢ de () como estado do sistema (%) no instante t. I,

também, mais comum usar ao invés da forma (x) a chamada forma normal

y' = f(y,y). ()

A resolugao de (x*) pode ser feita, por exemplo, reduzindo-se a ordem como feito
de modo similar na Ligdo 8. Assim, se y = y(¢) entao fazendo y’ =: v tem-se que

v =v(y(t)) e pela regra da cadeia obtém-se

" ;o dv

J = v _dvdy  dv

_dv_dvdy _dv 11.1
dt ~ dydt  dy. (11.1)

Assim, (xx) é equivalente ao sistema de equagoes de primeira ordem

Yy =0,

v = f(y,v).

Como a variavel independente da funcao v é y as solucoes deste sistema sao curvas
no plano (em coordenadas cartezianas ortogonais) yowv. Este plano é chamado de
Plano de Fase. O nome plano de fase é oriundo da Mecanica significando o plano

y o p sendo p = mv o momento e m a massa de uma particula em movimento.

Exemplo 11.1 Para exemplificar o diferen¢a entre o plano x oy, onde reside a
solugao de (xx), do plano de fase y o v considera-se o problema das oscilagdes

harmonicas de um sistema de vibracoes

y" +y=0, y(0)=0, y'(0)=1, (%)
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onde y = y(x) e cuja solu¢ao € a func¢ao ¢(x) = senxz. E seu grdfico no plano

x oy, como conhecido, € tracado por

Usando (11.1) em (%) obtém-se

d
éwy: 0, v(0)=y'(0)=1.

Dai, por separacao de varidveis resulta

vdv + ydy = 0.

Integrando de 0 a x tem-se

v* oyt 0*(0) | v*(0)
5"‘!‘?— + .

Como y(0) =0 e v(0) =1 entdo no plano de fase y o v das oscilagoes horménicas

¢ a circunferencia v> 4+ y? = 1.

v
r=0
1
Y
T=T

Cada x corresponde um ponto sobre a circunferencia de coordenadas (y(x),v(x)).

Estabilidade e Pontos criticos

Em geral, quando um sistema de equcoes diferenciais nao é linear, é deficil
estabelecer sua solucao em termo de funcoes elementares. Assim, o plano de fase é
utilizado para indicar o comportamento das solugoes de um sistema fisico, sem a
necessidade de resolvé-lo. Portanto, quanto mais complicado o sistema fisico, mais

importante se tornard o plano de fase.




Ligoes de EDO

Sistemas Auténomos |

Estabilidade - A estabilidade de um sistema significa que pequenas modi-
ficagoes ou perturbagoes em um sistema fisico num dado instante de tempo, impli-
carda em pequenas modificacoes no desempenho do sistema em todos os instantes
futuros. A teoria de estabilidade é, também, usada para investigar o comporta-

mento das solucoes de sistema de equagoes.
O interesse nesta e nas demais LicOes a seguir é discutir sistemas autonomos
planos (n = 2) da forma
o' = F(z,y),
y' = G(z,y),

onde z = z(t) e y = y(t) sdo fungdes definidas em algum intervalo ou em toda

(11.2)

a reta real. A varidvel independente ¢ nao necessariamente significa tempo e as

funcoes F, G sdo definidas em um dominio D € R? = {(x,%); z,y € R}.
Uma solugdo de (11.2) é um par de fungdes (¢(t),v(t)) que definem curvas,

representadas por C, no plano R? ou é um ponto. Neste caso dito degenerado.

As curvas C sao as vezes chamadas de: trajetdrias, caracteristicas, caminhos,
etc. As curvas C serdo daqui em diante chamadas de trajetérias. O sentido
crescente de t é chamado de sentido positivo de C e pode ser indicado por uma

seta conforme a figura:

\/

Uma trajetérias é uma curva definida no R?, a qual pode ser representada por
mais de um par de solugoes de (11.2). Ou seja, se (¢(t),1(t)) representa uma certa
trajetérias C entao para qualquer to € I o par (¢(t — o), ¥ (t — tp)) é uma solucao
de (11.2) diferente de (¢(t),1(t)) e também representa a mesma C.

Portanto, trajetorias e solugoes nao sao sindénimos. Os Exemplos 11.2 e 11.4

tornara esta diferenca mais clara.

Inclinagao de uma Trajetoria

A inclina¢do de uma trajetéria C ao passar por um ponto (z,y) é definida a
partir do sistema (11.2) por

dy dy/dt  G(z,y)

dr  dx/dt  F(x,y)

se F(x,y)#0. (11.3)
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A partir de (11.3) ha trés casos criticos a ser considerados:

1. Quando existe um ponto (zo,y0) € D tal que F(xo,y0) # 0 e G(x0,y0) =0

nao ha, é claro, inclinacao de C com o eixo z.

2. Quando F(xg,y0) =0 e G(x0,yo) # 0 trata-se no denominador de um caso
limite na vizinhanca de (xo,yo). Ou seja, (x,y) — (x0,y0). Assim, tem-se de

(11.3) que a tangente a curva C em (xo, o) ¢ uma reta vertical.

3. Quando G(zg,y0) = F(x0,y0) = 0. Nada pode ser afirmado sobre a incinacao
de C. Portanto, demanda cuidados quanto a respeito do comportamento das

trajetérias na vizinhanga de (xg, yo). Este caso serd objeto de estudo a seguir.

Definigao 11.1 Um ponto (xo,yo) do dominio de F' e G tal que
G(zo,y0) = F(20,90) =0 (11.4)

¢ chamado de ponto critico ou singularidade do sistema (11.2).

A solugao constante de (11.2), isto é ¢(t) = zg e ¥ (t) = yo para todo ¢, é uma
singularidade do problema (11.2), pois sendo ¢'(t) = 0 e ¢/(t) = 0 para todo ¢
entao o ponto (zg,yo) satisfaz (11.4).

Os pontos criticos representam o que se chama pontos de equilibrio dos
sistemas fisicos. Ha diferentes tipos de pontos criticos, os quais dependem do

comportamento das trajetérias C nas proximidades desses ponto de singularidade.

Para facilitar o entendimento geomético das trajetérias daqui em diante uma
solucao de (11.2) em I ou em R serd representada por (x(t),y(t)), ao invés da

notagao (¢(t),(t)) como foi utilizada até agora.

Proposicao 11.1 Se F e G sao fungées de Lipschitz em D C R? entdo por um
ponto qualquer do dominio D passa no mdzimo uma trajetoria definida pela solugao
do problema
¥ = F(x,y), =z(ty) = xo,
y'=G(z,y), y(to) = o

(a)

Demonstracao - Mostou-se, de um modo geral, na Ligoes 8 que, se ' e GG sao
funcoes de Lipschitz em ambas varidveis e y de D C R? entdo o problema de
valor inicial (a) tem uma unica solugdo em I C R ou em todo R.

Suponha que hé duas trajetérias C; e Co definidas pelas solugoes (z1(t), y1(t))
e (z2(t),y2(t)) do problema (a), respectivamente. Seja (g, yo) o ponto pertencente
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tanto a C; quanto a Co.

Sendo (xg,yo) um ponto comum a C; e a Co entao existem t1, to € I tais que

r1(t1) = x2(t2) = z0, y1(t1) = y2(t2) = vo- (b)

Considere o par de fungoes

(x1(t+t1 —t2), yi(t +t1 —t2)). (c)

Note que o par em (c) é também uma solucao de (a), pois F' e G nao tém expli-
citamente t. Suponha que o par em (c) também represente C;. Ora, de (b) e (c)

tem-se para t = t9 que

wi(t+ b —ta) = wo(t), yi(t -+t —ta) = ya(t), (d)
para todo t € I. Como a solugao de (a) é iinica entao as identidades em (d) ocorrem
para todo t € I. Como (c) representa C; entao C; e Co sao idénticas m

A Proposicao 11.1 nao é verdadeira em geral, isto sé ocorre se o sistema for
autonomo. Esta proposicao assegura que nenhuma trajetéria pode cruzar ela

mesma. Se existe uma solugao tal que
x(t) =z, y(t)=yo paratodo te€l, (%)

tem-se que nenhuma trajetéria passa por (zg,yo), pois sendo a solucao de (11.2)

constante a trajetéria é um ponto, o qual é chamado de trajetoria degenerada.

A condigao para que () seja uma solucao (constante) de (11.2) é que a condigao
(11.4) seja verificada. E contrariamente, se (11.4) ocorre para um ponto (xg,yo)

entao este ponto é uma singularidade do sistema (11.2).

Singularidade Isolada

Definicao 11.2 Um ponto (zo,yo) € uma singularidade isolada de (11.2) se existir

um circulo
(z —20)” + (y — y0)* < p

contendo a unica singularidade (xo,yo).
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Chama-se de tg-caracteristica ou meia-caracteristica ao conjunto dos pontos da
caracteristica C tal que para qualquer representagao (x(t),y(t)) de C tem-se t > tg
para algum tg € I.

Por simplicidade considera-se o ponto critico (zg,yo) como sendo (0,0). Além
disso, supoe-se que existe uma regiao fechada e limitada R contendo a tg-caracteristica
e que (0,0) seja ponto interior de R.

Diz-se que C se aproxima da singularidade (0,0) quando

lim z(t) =0 e lim y(¢t) =0. (11.5)

t—o00 t—o00

Ou equivalentemente se
lim [1:2(t) + yQ(t)] 12 _ .

t—o0
Em outras palavras, o conjunto de todo os pontos de acumulacdo de C tem apenas
o ponto isolado (0,0).

Diz-se que C se afasta da singularidade (0,0) quando

tlggo z(t) =+oc0 e tlgéloy(t) = +o0.

Ou equivalentemente se

1/2

lim [2%(t) + y*(t)] +00. (11.6)

t—00

Definicao 11.3 Um ponto critico (0,0) do sistema (11.2) é dito atrator ou (a
singularidade é atrativa) qundo ocorre (11.5). Ou seja, (0,0) atrai todas as
trajetdrias de (11.2) em um determinado instante. Quando ocorre (11.6) a sin-

gularidade nao é atrativa.

Exemplo 11.2 Considere o sistema autéonomo plano

7 = —ux,

y = —y.

E simples constatar que:

e (0,0) € o ponto critico do sistema;

o A solucio geral é: x(t) = k1e™t; y(t) = koe ™

e lim z(t) = lim y(t) = 0;

t—o00 t—o0

e Eliminando t na solu¢io acima ('8 ) tem-se que y = (ka/k1)x se K1 # 0
e © = (k1/k2)y se k2 # 0. Dai, as trajetorias sao “raios” que entram do

ponto critico (0,0) conforme a figura abaizo

80u seja, como e™! = 2(t)/k1 entdo substiui este valor em y(t) = ka2e".
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Logo, (0,0) é um atrator ou uma singularidade isolada e atrativa. Diz-se também,
neste caso, que (0,0) € um né préprio estavel.

Exemplo 11.3 Considere o sistema auténomo plano

. E, também, simples verificar que:

e (0,0) € a singularidade deste sistema;
o A solucio geral é dada por: x(t) = kie!, y(t) = roel;

¢ fim o) = Jim o) =
o y=(ka/k1)r se k1 #0 e x = (ki/k2)y se k2 # 0. Dai, vé-se que as

trajetorias sao “raios” que saem do ponto critico (0,0) conforme a figura a
baizo

Logo, (0,0) é o ponto critico € isolado e nao atrator. . Diz-se também, neste
caso, que (0,0) é um nd préprio instavel.

Singularidades de sistemas autonomos lineares planos

De um modo geral um sistema autonomo linear plano é dado por

' = ax + by,

11.7
Y = cx + dy, aL7)
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onde a, b, ¢, d € R. Observe que o sistema (11.7) é equivalente a equacgao matricial

()-(20)(0) s

O sistema (11.7) pode ser obtido a partir de uma equagao de segunda ordem
e vice-versa. De fato, derivando (11.7); e subtituindo " pelo seu valor dado em
(11.7)2 obtém-se =" = az’ + bex + bdy. Substituindo y pelo seu valor dado em

(11.7)1 encontra-se
1
2" = az’ + bex + bdg(a:’ —az) = (a + d)z’ + (bc — ad)x para b # 0.

Assim, as solugbes do sistema (11.7) podem ser analisadas em termos das raizes

caracteristicas da equacao
2" — (a+ d)2’ + (ad — be)z = 0.
Ou seja, em termos das raizes do polinomio

P(\) =\ — (a+d)X\+ (ad — be). (11.9)

Portanto, a equagao caracteristica do sistema (11.7) é dada por (11.9), pois

sendo A a matriz quadrada dada em (11.8) entao

a—\N b

Pa()) = det
A c d— )\

=\ — (a+d)\ + (ad — be).

Note que (11.7) tem sigularidade em (0,0) e se o det A = ad — bc # 0 entao
A = 0 nao pode ser valor caracteristico de A. Além disso, a singularidade (0,0) é
Unica.

Na Ligao 10 viu-se, de um modo mais geral do que o estudado aqui, como se
obtém as solugoes do sistema (11.7) a partir das raizes A, A2 do polinémio (11.9).
Usando a equacgao caracteristica (11.9) os exemplo 11.2 e 11.4 sao analisados como

segue.

e No Exemplo11.2 tem-se que

¥ = —ux, x’ -1 0 T
— = )
y = —y. Y 0 -1 Y

Assim, os valores caracteristicos sao Ay = A9 = —1, pois a equacao caracteristica

6 (=1 — \)2 = 0. A singularidade (0,0) ¢ tinica, pois

det((;l 0_1>750.
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Sendo \; = Ay = —1 tem-se as solugoes z(t) = wie ! e y(t) = koe . As

trajetérias C definidas por (me‘t,/{ge_t) tendem para a singularidade (0,0) ao
longo das retas y = (k2/k1)x se k1 #0 e x = (ki1/k2)y se ka # 0. Logo, a

singularidade é estavel e atrativo.

e No Exemplo11.4 tem-se que

=z, x! 10 x
= ) \o1 '
Yy =y Y Yy

Assim, os valores caracteristicos sao Ay = A9 = 1, pois a equagao caracteristica é
(1 —X)? = 0. A singularidade (0,0) é tinica, pois

() 1) 40

Sendo A1 = X2 = 1 tem-se que as solugoes z(t) = kie! e y(t) = koe!, as quais
se afastam da singularidade ao longo das retas y = (ko/k1)z se k1 # 0 e

x = (k1/Kk2)y se kg # 0. Logo, a singularidade é instavel.
Exemplo 11.4 Considere o sistema autonomo plano

= —x, x' -1 0 T
. = L] = .
Yy =2y Yy 0 -2 (0

Assim, os valores caracteristicos sao \1 = —1 e Ao = —2, pois a equacao ca-
racteristica é (—1 — A\)(—=2 — A) = 0. Note que 0 > N\ = =1 > =2 = \y. A

singularidade (0,0) € dnica, pois

-1 0
det =2#0.
t

Sendo \y = —1 e Ay = —2 tem-se as solugoes x(t) = kie™" e y(t) = koe™

2t

As trajetorias C definidas por (me*t, me*%) tendem para a singularidade (0,0)

ao longo das curvas: sendo

x(t N K K
et = z(t) e yt) =roe et entio y= %mQ com —g eR.
K1 %) K1

Portanto, as trajetorias se aprozimam da singularidade (0,0) ao longo de pardbolas,
a excessao das retas do sistema de eixos x oy. Logo, a singularidade é estdvel e

atrativa.

Figura a ser construida...

> T
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Exemplo 11.5 Considere o sistema auténomo plano

=, x! -1 0 x
) = L] = )
Yy =2y. Yy 0 -2 y

Assim, os valores caracteristicos sGo A\ = 1 e Ao = 2, pois a equacdo caracteristica
€(1—=XN)(2—=X) =0. Note que 0 < A\; =1 > 2 = Xa. A singularidade (0,0) é

unica, pois
-1 0
det =2#0.
2t

Sendo \y = 1 e X = 2 tem-se as solugdes z(t) = k1! e y(t) = roe?t. As

trajetorias C definidas por (met, /€2€2t) se afastam da singularidade (0,0) ao longo

das curvas: sendo

x(t K
et:(i) e y(t) = koe' - entio y=

2 K2
—21‘2 com e R.

wt
Portanto, as trajetorias se afastam da singularidade (0,0) ao longo de pardbolas,

a excessao das retas do sistema de eizos x o y. Logo, a singularidade € instdvel e

nao atrativa.

Figura a ser construida... LY

> T

A nocgao geométrica dos Exemplos 11.2-11.5 serd 1til para a analise da natureza
do ponto critico (0,0) do sistema linear plano na forma (geral) dada em (11.7).

Este anallise serd feito por meio dos valores caracteristicos A\ e As.

Considera-se A1 < Ay < 0. Portanto, dois valores caracteristicos reais e distin-
tos. O caso quando A1 e Ay sdo positivos é similar, pois como visto nos exemplos

precedentes, basta trocar —t por t nas solugoes.

Sendo A1 < Ao < 0 entao os pares

(z1(t),y1(t)) com x1(t) = AeMt,  yi(t) = BeMt;
(z2(t),y2(t)) com ma(t) = CeP2t,  yo(t) = DeP2t;
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A B
com A, B,C,D constantes tais que o det ( c D ) # 0, sao solugoes de (11.7)

e as trajetérias sao retas x; = (A/B)y; e o = (C/D)ya e se aproximando da

singualaridade (0,0), pois A\; e Ay s@o negativos.

Portanto, um solugao mais geral

Exercicios da Licao 11

Exercicio 11.1 Mostre que, ....
Exercicio 11.2 ...
Exercicio 11.3 ...

Exercicio 11.4 ...




Licao 12

Sistemas Auténomos |1

Licao 12 — Sistemas Autonomos II

Objetivos: Dar continuidade & andlise sobre estabilidade e da instabilidade

de pontos criticos de sistemas auténomos.

Exercicios da Licao 12

Exercicio

Exercicio

Exercicio

Exercicio

12.1 Mostre que, ....

12.2 ...

12.3 ...

124 ...

12.5 ...
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