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1. [2,0pts] Em cada item determine se a proposi¢ao é verdadeira ou falsa e justifique
com uma demonstracao ou um contra-exemplo.

a) Se Apxn € uma matriz quadrada, entdo A = [I]§ para algum par de bases o e 3
de R™. b) Se duas matrizes tém o mesmo determinante, entao elas sao semelhantes.
c¢) Se vy e vy 80 autovetores L.I. da matriz simétrica A, entao v; e vy s@o ortogonais.
d) Se A e B sdo matrizes simétricas, entdo AB é simétrica.

Solugao: a) FALSA, pois A pode nao ser invertivel. A matriz de mudanga de
coordenadas é sempre invertivel, pois leva base em base. Por outro lado, se det A #
0, entao tome o = { vetores colunas da matriz A } e 5 a base canoénica do R".

01 0 3
tem autovalores distintos, entao nao sao semelhantes.

b) FALSO, as matrizes I = [1 O] el = F/ 3 0} tem o mesmo determinante, mas

¢) FALSO, tome A = I que é simétrica, entao quaisquer dois vetores LI sao autove-
tores de A.

d) FALSO, tome A — [0 1
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30 e 10 3
} el = [0 2] que sao simétricas, mas AB = [2 0].

2. [2,5pts] Mostre que

1z 23 zp
1 @y 22 - !
det | . _ ] = H(xl — ;).
: ' : i>j
1 2, 22 - a7t

Solugao: No momento da prova diminui a exigéncia para apenas os caso n=2 e

n=3. Para n = 2 temos
1 =«
det [1 l’;:| = (1'2 — ZEl)



No caso n = 3 temos

1z, 23 1 T x?
det |1 xo 23| = det |0 zy—x 23— a?
2 2 _ 2
1 x3 x3 0 x3—x1 23— a7

Ty — T T —:c%]

B 1 2o+ 2

= (332 — .Z'l)(xg — 331) det 1 T3 + $11
1 =

= (ZEQ — Il)(]}g — ZEl) det 1 $§:|

= (zy — 1) (23 — 21) (T2 — T3).

obtivemos a 1* igualdade fazendo £y — ¢y — {1 e 3 — (35— {1; a 2% igualdade fazendo
a expansao de laplace na 1* coluna; na 3* igualdade colocamos em evidéncia xy — 1
na linha 1 e 3 — x; na linha 2; na 4* igualdade fizemos ¢ — ¢o — x1c1; na 5*
igualdade usamos o caso n = 2.

. [2, 5pts| Considere o espago V' gerado pelas fungoes 1,e*, e * e a fungdo T : V — V
definida por

a) Verifique que T' é um operador linear;
b) Determine a matriz de T' com respeito a base a = {1,¢e*, e *};
c¢) Este operador é diagonalizavel? Se o for encontre uma base de autovetores.

Solugao: a) Sejam f(x),g(z) duas fungdes e a € R, entao
T((f +ag)(x) = (f +ag)(—z) = f(=2) + ag(=z) = T(f(2)) + T (g(x)).

b) Veja que

T(1)=1 =1-140-e*4+0-e"
(e)=e"* =0-140-e"+1-¢*"
(e*)=¢e" =0-14+1-e"4+0-e7"

1 00
Portanto, A=[T|*= 10 0 1].
010

¢) Veja que

z—1 0 0
Ay(x) =det(xl —A)=det | 0 v —1|=@-1D@*-1)=(z—-1)*xz+1).

0 0 0 2 00 000
0 -1 1 01 1If=10 00
0 1 —-1]1]0 1 1 000



Portanto, A é diagonalizavel e os autovalores sao 1, —1. Os autovetores associados
ao autovalor 1 sao (1,0,0) — f(z) = 1 e (0,1,1) — e” + e ! = 2cosh(z) e o
autovetor associado a -1 é (0,1, —1) — 2senh(x).

Observacao - associado ao autovalor 1 temos o espaco das fungoes pares e associado

aos autovalor -1 temos o espaco das funcoes impares. Isto varia de acordo com o
espaco de fungoes V' considerado.

. [1, 5pts| Defina (u,v) = 2x129 — x1Y2 — Toy1 + 2Y1Y2, para u = (x1,41) € v = (T2, Y2).
Verifique que esse é um produto interno em R2.

Solugao: Considere w = (x3,y3) e o € R, entao

(u+aw,v) = 2(z1 + awg)rs — (1 + aw3)ys — T2(y1 + ayz) + 2(y1 + ays)ye
= 22129 — T1Y2 — oY1 + 2y1Y2 + (22372 — T3yo — Tays + 2y3Yo)
= (u,v) + a{w,v).

A bilinearidade segue de:
(u,v) = 20179 — T1Y2 — ToY1 + 2y1Y2 = 20271 — oy — T1Y2 + 2y2y1 = (v, u) .

Para a positividade veja que:

(uu) = 2(2] —z1y1) + 247
= 22} —zayn + 1) — oyt + 208
= 2(x1—3m)* + ui > 0

Pois é a soma de dois numeros ao quadrado. No caso que (u,u) = 0 temos que
0.

T = %yl e y; = 0 e portanto u = 0. Se u = 0 é claro que (u,u) =

Isto prova que o regra é realmente um produto interno em R2.

. [1,5pts| Ache a,b,c € R de forma a minimizar o valor da integral

1
/ |2° — ax® — bx — c|* du.

1

Solugao: A observagao crucial é que se (f,g) = f_ll f(x)g(x)dx, é um produto in-
terno entao a distancia do vetor 2® ao subespaco gerado por 22, z, 1 serd dado pela
integral acima. Entao, para minimizar esta distancia precisamos projetar ortogonal-
mente o vetor f(z) = x® sobre o espago gerado pelos vetores 1, z, z2. Recordando da
questao 4 da P2, calculamos uma base ortonormal para o espaco gerado por 1, z, 2
e obtivemos 1, z, 2% — 3.

Basta fazermos a projecao ortonormal de f(z) = z® sobre o espago F' gerado por
1,2z, 2% — 1 que nos dd

(1,2%) 4 (x,23) (2% —1/3,23)

X
<171> <I’,ZL‘> <$2—%,(L’2—%

proj (f(x)) = (2> = 1/3) = g

3

¢ € ¢ = 0. Para minimizar a integral acima.

Entao basta tomarmos a =0, b =




