Parte 2

Polinomios sobre dominios e

COrpos

Pressupomos que o estudante tenha familiaridade com os anéis comu-

tativos com unidade, em particular com dominios e corpos.

Alguns exemplos importantes sao Z C Q C R C C, Z,, onde n é um

natural e n > 2, e, em particular, os corpos Z,, onde p ¢ um natural primo.

Faremos o estudo dos anéis de polinomios com coeficientes em anéis
comutativos com unidade, com énfase nos dominios dos polinémios com co-

eficientes em dominios e corpos.

O objetivo principal é estudar a fatoracao de polinomios em produto
de poténcias de polinomios irredutiveis e chegar ao Teorema Fundamental da
Algebra.

O estudante deve estar familiarizado com os conceitos de anéis comu-
tativos com unidade e de divisibilidade em dominios, tendo visto o Teorema

Fundamental da Aritmética.

Relembraremos os conceitos de ideais, ideais principais, ideais primos
e dominios principais, onde vale a fatoracao unica. Mostraremos que vale
a divisao euclidiana no dominio A[x], onde A é um dominio, quando a di-
visao ¢é feita por polindmios com coeficiente lider invertivel em A. Como
conseqiiéncia obteremos que K[x] é um dominio principal. Vamos estudar os

polinomios irredutiveis em K[x], processo que depende do corpo K.

Vamos relacionar a existéncia de raizes complexas para polinomios f(x)
de coeficientes reais com a sua divisibilidade por polinomios quadraticos da
forma x? + bx 4 ¢, com b? —4c < 0, ou da forma x — 3, com p € R. Com

isso, obteremos o Teorema Fundamental da Algebra, que da a fatoragao de
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f(x) € R[x] num produto de poténcias de fatores como descritos acima.
Estudaremos alguns critérios de irredutibilidade de polinomios em Q[x]
e em ZJ[x].
Finalizaremos resolvendo por meio de radicais equagoes do segundo,

terceiro e quarto graus, isto é, determinando as suas raizes por meio de

radicais de funcoes algébricas racionais dos seus coeficientes.
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O anel de polinémios

PARTE 2 - SECAO 1

O anel de polinémios

Nesta secao definiremos o anel dos polindomios com coeficientes em um
anel comutativo com unidade. Veremos que as propriedades das operacoes
dos polinomios estao relacionadas diretamente com as propriedades da adicao

e multiplicacao do anel, e aprenderemos a efetua-las na pratica.

Vocés estao familiarizados com expressdes do tipo ax? + bx + ¢ e
ax + b, sendo a, b e ¢ nimeros reais fixados e a # 0, sob o ponto de vista
geométrico. Estas expressoes sao polinomios com coeficientes reais e vao ser
estudadas agora sob o ponto de vista algébrico, isto é, essas expressoes serao

manipuladas, usando operacoes de adicao e multiplicacao.
Seja A um anel comutativo com unidade 14. Seja x um simbolo nao

pertencente ao anel A, chamado uma ndeterminada ou varidvel sobre A.

Para cada nimero natural j > 1, designamos a j-ésima poténcia de x

por Xj € escrevernos X1 = X.

Definicdo 1

Um polinomio com coeficientes em A é uma expressao do tipo

n O simbolo ) lé-se como
f(x) = Qo + arx + azxz + .-+ aan — E an], somato.rlo ou soma e
convencionamos escrever
j=0 anx® —
0X" = Q.
onde m é um numero natural e a; € A, para 0 <j <n.

Para 0 < j < m, os elementos a; sao chamados de coeficientes, as
parcelas a;x) de termos e os termos a;x’ tais que a; # 0 de mondmios de

grau j do polindémio f(x). O coeficiente ap é chamado de termo constante.

Convencionamos:

(a) Para cada niimero natural n, chamar 0(x) = 0+0x+- - -+0x™ de polinémio
identicamente nulo e escrever 0(x) = 0.

(b) Chamar f(x) = ao de polinémio constante.

(c) Escrever o polinémio f(x) com as j-ésimas poténcias de x em ordem
crescente ou em ordem decrescente, a saber, f(x) = ap+ai;x+a x>+ - -Fa,x™
ou f(x) = anx™+ - - - + axx* + a;x + ay.

(d) Nao escrever o termo ajx) sempre que a; = 0, quando houver algum

termo nao-nulo no polinémio.
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O anel de polinémios

Exemplo 1

, . 3
(a) Dados os ntimeros reais ay = 7 41 = —1, a; = V2 e a3 = 1, temos

f(x) = % —x+V2x2 +x3 € Rx].

(b) Dados os ntimeros reais ap = 2, a3 = —v5, a; =0, a3 = —m, ag = 0
e as = —2,4, temos g(x) = 2 — v5x — x> — 2,4x° € R[x].
(c) Dados os ntimeros reais ap = 0, a1 = —1, a2 =3, a3 =0 e ag = —3,

temos h(x) = —x + 3x? — 3x* € R[x].

(d) Dados os numeros reais ap = 5, a; = —1 e a; = 3, temos r(x) =
5—x 4+ 3x? € R[x].

(e) Dados os ntimeros reais ap = 2, a1 = —1, a; =3, a3 =0 e ag = —3,
temos s(x) =2 —x + 3x? — 3x* € R[x].

(f) Dados os nimeros reais ap = 2, a1 = —1, a; =3, a3 = 0, ag = —3
e as = ag =0, temos t(x) =2 —x + 3x? — 3x* € R[x].

(g) As expressdes  u(x) =x24+3/x+x> e v(x) =6Vx3 —4x?+5
nao sao polinémios porque nem todos os expoentes da indeterminada x

sao numeros naturais.

O polinémio f(x) = ag+ ax + - -+ + ax™ € Alx] pode também ser
escrito como f(x) = ag+ax+- - -+ anx™+0x" 1 4 0x"2 4. . . 0x™™, para
todo ntimero natural m > 1. Portanto, quando comparamos dois polindmios
f(x), g(x) € Alx], é possivel assumir que os termos de ambos tém as mesmas

poténcias de x.

Definicdo 2 (lgualdade de polindmios)

Os polinémios f(x) = ap + aix' + axx? + -+ + a.x™ € Alx] e
g(x) = by +bix! +bx? + -+ +bx™ € Alx] sdo iguais se, e somente
se, a; = bj para todo j, tal que 0 <j <n. Escrevemos f(x) = g(x).

Isto é, f(x) e g(x) sdo iguais apenas quando todos os coeficientes das

correspondentes poténcias de x em f(x) e g(x) sdo iguais.

Observe que, se f(x) e g(x) nao sdo iguais, entao existe algum nimero
natural j, com 0 <j <m e aj # b;. Nesse caso, dizemos que f(x) e g(x) sdo
diferentes e escrevemos f(x) # g(x).

No Exemplo 1, os coeficientes dos termos constantes dos polinomios
h(x) = —x + 3x? — 3x* e t(x) = 2 — x + 3x? — 3x* sao diferentes; logo
h(x) # t(x). Enquanto s(x) = t(x), pois todos os coeficientes das mesmas

poténcias de x em s(x) e t(x) sdo iguais.
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O anel de polinémios

Exemplo 2

Os polinomios f(x) = x*—x>+4x?+3—2x e g(x) =3 +4x*>—2x — x> +x*
sao iguais, porque os seus coeficientes a; da j-ésima poténcia X sdo: ag = 3,
aj :—2, 02:4, 0320, a4:1 (S 052—1.

Escrevendo os polinomios com as poténcias de x em ordem crescente, visua-

lizamos imediatamente a igualdade dos polindmios. Temos
f(x) = g(x) =3 — 2x + 4x> + x* — x°.

Em todo polinémio nao identicamente nulo, f(x) # 0, algum coeficiente
deve ser diferente de zero, entao ha um maior ntimero natural n, tal que
an # 0. Definimos o grau de f(x) por grau(f(x)) = n e, nesse caso, a, é

chamado de coeficiente lider de f(x).

Os polinomios de grau n com coeficiente lider a,, = 1 sao chamados de

polindmios maonicos.

Importante: Nao definimos o grau do polinomio identicamente nulo, 0(x) = 0.

Exemplo 3

O polinémio constante w(x) = 5 nao é identicamente nulo e grau(w(x)) =
0. Volte ao Exemplo 1 e observe que grau(f(x)) = 3, grau(g(x)) = 5,
grau(h(x)) = 4, grau(r(x)) = 2, grau(s(x)) = 4, grau(t(x)) = 4 e que

f(x) é o tinico polindmio monico.

Note que:

grau(f(x)) = 0 se, e somente se, f(x) =a #0, a € A.

Denotamos o conjunto de todos os polinomios na varidvel x com coefi-

cientes no anel comutativo com unidade 1 por A[x].

Al ={f(x)=a+aix+ - F+ax" | neN geA 0<j<n}

No conjunto A[x] estdao definidas as operagoes de adi¢ao e multiplicacao

de polinomios.

Definicdo 3 (Adigcdo de polindmios) n n
Definimos a adicdo dos polinomios f(x) = Z ax) e g(x) = Zb,-xj de
=0 j=0

Alx] por

f(x) +g(x) = chxj, onde ¢; = a; + bj, para 0 <j < n.
=0
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O simbolo # 1é-se como nao

¢é idéntico.

O simbolo grau(f(x)) lé-se
como grau de f de x.

O resultado da adigao de
dois polinémios é chamado

de soma.
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DOMINIOS E CORPOS

Lembre que

a—b=a+ (—b),
para quaisquer a e b no anel
A.

O simbolo max significa o
maior ou o méximo dos

numeros.

Lembre que

a adi¢ao no anel A é
associativa (Al) e
comutativa (A2).

Lembre que no anel A
0 é o elemento neutro
aditivo.

urF

O anel de polinémios

Exemplo 4

Sejam f(x) = 4x

em Z[x]. Entao,
f(x) + g(x)

= 4x3—x*—

f(x) +h(x) =

= O3+ 2x*+x+6
= 2X*+x+6¢€Z[x].

No exemplo anterior, observamos que

grau(f(x)) = grau(h(x)) = 3 e grau(f(x)+h(x)) = 2, enquanto grau(g(x))

3_3x24+4x+5,g(x) =2x*—5x—2 e h(x) =

—4x3 + 5x?

(4+ 03+ (=3 +2)x*>+ (4+ (—5))x + (5+ (=2))
x+ 3 € Z[x],
(4 -3+ (-3+5)x*+(4—-3)x+(5+1)

2 e grau(f(x) + g(x)) = 3 = méximo{ grau(f(x)), grau(g(x)) }.

Na adicao de polindmios vale a seguinte propriedade do grau.

Propriedade do grau: (Adi¢do de polindmios)

Sejam f(x :Zax com a, # 0, e g(x

j=

Se f(x) +g(x)

0, entao

be’ com by, # 0.

=0

grau(f(x) + g(x)) < max{grau(f(x)), grau(g(x)) } = max{n, m}]

valendo a igualdade sempre que grau(f(x)) =n # m = grau(g(x)).

—3x+1

A adicao de polinomios tem diversas propriedades, que sao conseqiién-

cia das propriedades da adi¢ao no anel A, conforme veremos a seguir.

Propriedades da adigdo:

Za,

Sejam f(x

(A1) Associativa: (f(x)+ g(x)) + h(x)

(A2) Comutativa: f(x) + g(x)
pois para quaisquer aj,b; € A e 0 <j <mn, temos aj + b;

bel e h(x

= g(x) + f(x),

(A3) Existéncia de elemento neutro:

=f(x)+

Z ¢ em Alx
(9(x) +Nh(x)),

pois para quaisquer aj, bj,¢c; € A e 0 <j <n, temos que
(aj+bj)—|—cj :aj+(b]~+cj).

n

:b]-—i—aj.

Como o polinémio identicamente nulo 0 = Z 0x), entdo f(x) = 0+f(x),

j=0

pois para qualquer a; € A, 0 <j <mn, temos a; =0 + aj.

(A4) Existéncia de simétrico:

M. L. T. Villela
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PARTE 2 - SECAO 1

n

Dado f(x Z aX), o polindmio —f(x) = Z(—aj)xj é o simétrico de

j=0 j=0
f(x), sendo
n
fx) + =) 0%
=0
pois a; + (—a;) = 0 para qualquer a; € A, 0<j<n Lembre que no arziel A
—a é o simétrico de a.
Exemplo 5

Consideremos os polindmios f(x) = 4x3 — 3x? +4x + 5, g(x) = 2x*> —5x — 2
e h(x) = —4x3 +5x? — 3x + 1 em Z[x] do Exemplo 4.

(a) No Exemplo 4 determinamos f(x) + g(x) = 4x3 — x> — x + 3.
Assim, (f(x) +g(x)) + h(x) = (4x3 —x2 —x +3) + (—4x> +5x? — 3x + 1)
= (4—4)3+(=145)x*+(—1-3)x+(3+1) = x> +4x* —4x+4 = 4x*—4x+4.

(b) A adicao de polinémios pode ser feita facilmente se escrevemos os po-
linobmios numa tabela, onde nas primeiras linhas estao cada um dos po-
lindmios com as poténcias X’ em ordem decrescente, e na ultima linha o
resultado da adicao, de maneira similar a adicdo de niimeros reais. Calcula-

remos ¢g(x) + h(x) desse modo.

(+) — 4 + 5x* — 3x +
— 43 4+ X — 8 —

2x2 — 5x — 2
1
1

Nesse caso, g(x) +h(x) = —4x3 +7x* — 8x — 1.

(c) Podemos usar este processo para calcular a soma de m polindmios,
construindo uma tabela com m + 1 linhas e tantas colunas quantas forem
necessarias. Por exemplo, para calcular f(x) + g(x) + h(x) a tabela tera

quatro linhas

43 — 3 + 4x + 5

2% — 5x — 2

(+) — 43 + 5% — 3x + 1
x> + 4x* — 4x + 4

Logo, f(x) + g(x) + h(x) = 4x? — 4x + 4.

Definicdo 4 (Multiplicagdo de polindmios)
Definimos a multiplica¢ao dos polinomios f(x Z aj X e g(x Z b; x)

em Al[x] por

UFF
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O resultado da multiplicagao
de dois polinémios é

chamado de produto.

Lembre que
em um dominio
a-b=0& a=00ub=0.

Lembre que

no anel A a multiplicagao é

associativa e comutativa.

urF

O anel de polinémios

n+m

x) =) o
=0

sendo
Co :ao-bo
C1 :ao'b1+a1'bo
C; =ap-bo+a;-b;+ay-by
C; :ao-bj+a1~b]-,1+~-~+a]--bo:Zay\~b
Atu=j
Cntm :an'bm-

Propriedade do grau: (Multiplicagdo de polin6mios)

Zax com a, # 0, e g(x be’

Sejam A um dominio e f(x

com by, # 0. Entao,

grau(f(x) - g(x)) =n+m

pois o coeficiente lider de f(x)-g(x) é Cnim=an-bm #0.

A multiplicacao de polinomios tem as seguintes propriedades.

Propriedades da multiplicac;éo:

ZCIX

T
Sejam  f(x ) = chxj elementos

j=0

= Z ijj e
j=0

de Alx].

(M1) Associativa: (f(x) - g(x)) - h(x) = f(x) - (g(x) - h(x)).

(M2) Comutativa: f(x) - g(x) = g(x) - f(x),

pois para todo j com 0 <j <n+ m, vale a identidade
Z aub;\ = Z b;\au.
Atu=j Atp=j

Note que, em vista da definicio das operacdes:

e Para quaisquer j, k € N, vale a identidade: %) - x* =x*k,

e Sef(x)=a e g(x)=by+bx+---4+bx™ entao
f(x)-g(x) =a- =a- <Zbkxk> :Z(a-bk)xk
k=0 k=0
=(a-bo)+ (a-by)x+ -+ (a by)x™

M. L. T. Villela
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pois, nesse caso, ap=a, N =0, e ¢j=ap-bj=a-b;, paratodojec N.

Em particular, A[x] tem a propriedade M3: Chamamos o elemento
b
neutro multiplicativo de
(M3) Existéncia de elemento neutro multiplicativo : unidade.

1A - f(x) = f(x), para qualquer f(x) € Alx] e Tapg = 1a.

o Sef(x)=ax) comj>1, e g(x)=by+byx+ -+ bx™, entao

f(x) - g(x) = (ax)-g(x) = (ax)) (Zbkx ) = (a-by)x*?
k=0
= (a-bo)¥) + (@ - by 4+ (a- by ™™,
pois, nesse caso, temos ap =0,...,a;.1 =0 a;=a, n=j, n+m=j+m,
Co = 0,...,Cj_1 = O, Cj = Clj 'bo = Cl'bo, Cj+1 = Clj 'b] = Cl'b], ce e

Ciym =0aj by =a-by

Combinando as trés observagoes anteriores com o fato da adicao de
polinémios corresponder a adicionar os coeficientes das poténcias de x de
mesmo expoente em ambos os polinomios, obtemos mais uma propriedade,

que envolve as duas operacoes.

Propriedade da adicdo e multiplicagao:

Lembre que

Sejam f(x) = Z Z b¥) e h(x Z cid. loui?gii;jiiéio; ¢
=0 propriedade distributiva:
(AM) Distributiva: ( (x) + g(x)) - h(x) — f(x) - h(x) + g(x) - h(x) . alb+c) = abt ac.

Com as propriedades acima da adicao e multiplicacdo de polinémios

em A[x], obtivemos a seguinte proposicao.

Proposicao 1
Seja A um anel comutativo com unidade 1. Entao, A[x] é um anel comu-

tativo com unidade.

Proposicao 2

Se A é um dominio, entao A[x] ¢ um dominio. Em particular, se K é um
corpo, entao K[x] é um dominio.

Demonstracdo: Suponhamos que A seja um dominio e sejam f(x), g(x) € A[x]
nao-nulos. Digamos que grau(f(x)) = m, com coeficiente lider a,, # Oa, e
grau(g(x)) = n, com coeficiente lider b, # 0. Entdo, o coeficiente lider
de f(x) - g(x) é Cmyn = Qm - by # 0a. Logo, grau(f(x) - g(x)) =m+ne
f(x)-g(x)#0. W

UFF

Instituto de Matemadtica



POLINOMIOS SOBRE
DOMINIOS E CORPOS

urF

O anel de polinémios

Exemplo 6
Sao anéis de polindomios muito importantes: Z[x], Q[x], R[x] e C[x]. Assim

como Zn[x], n > 2, e em particular Z,[x], onde p é primo.

Agora podemos fazer exemplos da multiplicacao de polinomios.

Exemplo 7
Consideremos os polinomios f(x) = 4x3 — 3x? +4x + 5, g(x) = 2x*> —5x — 2
e h(x) = —4x> —3x+ 1 em Z[x].

(a) Vamos calcular f(x) - g(x).

Usando a propriedade distributiva da multiplicacao de polinomios, temos

f(x) - g(x) = (4x3 — 3x? +4x +5) - (2x* — 5x — 2)

Q) 43, (2x*—5x—2)+(—3%x?)- (2x2—5x—2) +4x- (2x2—5x—2)+5-(2x*—5x—2)
2 (8x5—20x* —8x3)+(—6x* + 1553 +6x2) + (8x3—20x2—8x) + (10x>—25%—10)
B) 8x5 4 (20 — 6)x* + (—8+ 15+ 8)x3 + (6 — 20 + 10)x2 + (—8 — 25)x — 10
B 8x5 — 26x* + 15%3 — 4x2 — 33x — 10 € Z[x].

Observe que as igualdades acima foram obtidas:

(1) distribuindo as parcelas de f(x) na multiplicacdo por g(x);

(2) distribuindo cada multiplicagdo com respeito as parcelas de g(x);
(3) usando a defini¢ao da adigao de polinomios;
(4)

4) fazendo a adicao dos coeficientes das poténcias de x de mesmo expoente.

(b) Vamos calcular h(x) - g(x).

Construiremos uma tabela, escrevendo h(x) na primeira linha e g(x) na se-
gunda, com as poténcias de x em ordem decrescente. Fazemos a multiplicacao
usando a propriedade distributiva e calculando a multiplicacao dos termos
do polinémio g(x) por h(x), em ordem crescente das poténcias de x e orga-
nizando na tabela os resultados parciais em ordem decrescente das poténcias

de x. A ultima linha da tabela serd a adicao das multiplicagoes parciais.

— 43 4+ 0xF - 3x + 1
(%) X2 — 5x — 2
&3 + O0x2 + 6x — 2 L2 (43 —3x+ 1)
20+ 0x3 + 15x% — b5x —5x - (—4x3 —3x+ 1)
—8x°> 4+ Ox* — & + 2x? 2x2 - (—4x3 —3x+1)
8> + 20x* + 23 + 17X 4+ x - 2 adigio das 3 parcelas

Temos grau(h(x) - g(x)) =5 =3+ 2 = grau(h(x)) + grau(g(x)).

M. L. T. Villela
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Exemplo 8
Sejam f(x) =2x + 1 e g(x) = 2x + 3 em Zy4[x]. Entéo,
f(x)-gx) = (2x+1)(2x+3) =4x2 + 6x + 2x + 3 = 3 € Z4[x].

Observe que f(x)? = 1.

Exercicios

1. Sejam f(x) = 2x> —5x2 + 1, g(x) = x> —x* + x> — 2x — 3,
h(x) = 2x3—2x?—x+2, r(x) = —=2x3+3x2+5x—3 e s(x) = —x*+x—3
em Z[x]. Efetue a operacao e dé o grau dos resultados nao identica-
mente nulos:

(a) f(x) +g(x) (b) x

() g(x) + (3 —2x%) - h(x) (d) 9(X)+h x) +1(x) + s(x)

(e) h(x) + r(x) (f) h

(8) (2x—=1) - 7(x) —(3x+2)-s(x) (

2. Determine em Z[x]:
(a) (x* —3x% 4+ 5)(2x + 3) + (x* + 3x)(4x> — 6x).
(b) 9x2(2x? + 3) + 4x(3x> — 2).

3. Considere o anel Q[x]. Determine:
(a) (x* +2)(x* - 2) (b) (x=2)* (c) (x—1)2(x+1)?
(d) (x+3)(x+)(x=4) (e) (x+2)* (f) (3x—4)
(g) (Ix+3)°

4. Determine os numeros reais a, b, ¢ e d para que as identidades de

polinémios sejam verdadeiras em R[x]:
(a) (a+5x3+(1—-b)x*+ (2c—T)x+(d+2)=0.
(b) 3ax” —2bx® +3cx* + (d+3) =x>—x* + 3.
(c) ax* +bx+c = (ax—d)%
) |

(d) (b+d)x*+ (d+ a)x®+ (a—c)x?+ (c + b)x = 4x* + 2x2.

5. Determine ntimeros reais a, b, ¢ e d tais que
f(x) +2g(x) — 3h(x) = —3x* +5x3 — 3x2 + x + 2,
sabendo que f(x) = ax® +2x2 —x +d, g(x) = x> +bx>? —2x — 4 ¢
h(x) = x* 4 2x3 + dx? + cx + ¢ estdo em R[x].

6. Dado o polinomio g(x) € R[x], determine, em cada item, o polindémio

f(x) € R[x], tendo a condicao indicada:

Instituto de Matemadtica

PARTE 2 - SECAO 1

Se f(x) é um polinémio em
Alx], onde A é um anel
comutativo com unidade e
n > 1 é um nimero natural,
entao

(Fx)™ = F(x) - Fx) - F(x)
N— ——

n fatores

Convencionamos nao
escrever o sinal da operagao
de multiplicagao de
polinémios. Assim,

f(x)g(x) =f(x) - g(x).

Lembre da férmula do

binémio de Newton em Q

b =3 (Ve

k=0

UFF
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a € A é invertivel se, e
somente se, existe b € A tal
que a-b=b-a=14.
Mais ainda,

A*={a€A

tal que a é invertivel }.

urF

O anel de polinémios

10.

11.

(a) f(x)+g(x) =0, g(x) =x*>—x+3.

(b) 2f(x)+3g(x) = 4> +x3+x*—x+1, g(x) = 2x*—x3 —x?+3x+5.

(c) 3f(x)—2g(x)+5x—3 = 6x3+5x*—3x—2, g(x) = 5ax3—bx?+2x+c.
Discuta, para a € R, o grau do polinomio f(x) € R[x]:

(a) f(x) = (a?—=1)"3+ (a®>—-3a+2)x+a+3

(b) f(x) = ax? + 2ax + 9

(c) f(x) = (a®*—a)x*+ala—1)x*+a>—1
Sejam f(x) =3x + 1, g(x) = 2x + 5 € Zg[x].

(a) Determine f(x) - g(x).

(b) Compare grau(f(x) - g(x)) com grau(f(x)) + grau(g(x)).

. Dé exemplo de um polinomio de grau 1 em Z4[x] que tenha inverso em

Z4 [X] .

Dados os polinémios f(x) = 2x2 +3x — 1, g(x) = x> + 2x*> + 4 € Zs[x],
determine:

(a) —f(x) +2g(x).

(b) 3f(x)*- g(x).

Seja A um anel comutativo com unidade 1. Mostre que:

(a) A é um subanel de A[x].

(b) A , se A é um dominio.

(c) Se A é um corpo, entao Alx]* = A\{0}.
)

(d) Dé exemplo de um anel A comutativo com unidade tal que

A* C AR
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Polinomios sobre dominios

Vamos olhar com mais atencao para polinomios com coeficientes em

dominios.
Sabemos que se A é um dominio, entao A[x] ¢ um dominio, A* = A[x]*

e a funcao grau tem a propriedade de

grau(f(x)g(x)) = grau(f(x)) + grau(g(x)),

para quaisquer f(x), g(x) em A[x] ndo-nulos.

Como conseqiiéncia da propriedade acima temos:

Corolario 1

Seja A um dominio. Se f(x),g(x) € A[x]\{0} e g(x) divide f(x), entdo
grau(g(x)) < grau(f(x)).

Demonstracdo: Como g(x) divide f(x) e ambos sdo nao-nulos, entao existe
h(x) € A[x]\{0} tal que f(x) = g(x)h(x). Pela propriedade do grau temos,

grau(f(x)) = grau(g(x)h(x)) = grau(g(x)) + grau(h(x)) > grau(g(x)),

mostrando o resultado. [ |

Quando A ¢é um dominio, podemos fazer a divisao por polindmio em
Alx] cujo coeficiente lider é invertivel em A e com resto controlado, chamada

divisao euclidiana.

Teorema 1 (Divisdo euclidiana)
Seja A um dominio. Sejam f(x), g(x) € Alx], com g(x) # 0 e coeficiente
lider invertivel em A. Entdo, existem q(x) e r(x) em A[x], unicamente de-

terminados, tais que

onde 1(x) = 0 ou grau(r(x)) < grau(g(x)).

Demonstracdo: Seja g(x) = bo+bix+---+b, x™ b, € A*, m = grau(g(x)).
Primeiramente, vamos mostrar a existéncia.

(Existéncia) Se f(x) = 0, entdo tome q(x) = r(x) = 0. Suponhamos que
f(x) # 0. Seja n = grau(f(x)) e escreva f(x) = ap+ a;x + - - - + a,x", com
a, #0.

Se n < m, entdao tome q(x) =0 e r(x) = f(x).

Instituto de Matemadtica
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Podemos supor n > m. A demonstracao é por inducao sobre n =
grau(f(x)).

Sen =0, entao 0 =n > m = grau(g(x)), logo m =0, f(x) = ag # 0,
g(x) =bo € A*. Assim, f(x) = aobglg(x), com q(x) = aobg] er(x)=0.

Suponhamos o resultado valido para polinomios com grau menor do

que n = grau(f(x)). Vamos mostrar que vale para f(x).

O polinomio Seja f1(x) o polindomio definido por f1(x) = f(x) — a,b]x™ ™g(x).
an by, X" ™Mg(x) tem grau
n e coeficiente lider an. Observe que grau(fi(x)) < grau(f(x)). Por hipdtese de inducao, exis-
tem qi(x) e r1(x) em A[x] tais que
f1(x) = d1(x)g(x) + r1(x),
com 11(x) = 0 ou grau(r;(x)) < grau(g(x)). Logo,
Em (1) substituimos a f(X) = f] (X) + anb;]xm’“g(x)
expressao de fq(x) e em (2) m _ .
usamos a comulatividade da = (q1 (X)g(X) + T (X)) + Clann]Xm ng (X)

—
—

adigdo (A2) e a
distributividade (AM) em
Alx].

= (qi1(x) + anb ] x™ ™M) g(x) + 11(x).

Tomamos ¢(x) = q1(x) + anb ] x™ ™ e r(x) = r1(x).

(Unicidade) Sejam q1(x), T1(x), q2(x), r2(x) tais que

=

f(x) = q1(x)g(x) +11(x) = qa2(x)g(x) + T2(x), onde

(%) T1(x) = 0 ou grau(ry(x)) < grau(g(x)) e
12(x) = 0 ou grau(ry(x)) < grau(g(x)).
(x))g(x) = T2(x) — 11 (x).

2
Se q1(x) # q2(x), entao qq1(x) — qa2(x) # 0, logo r2(x) —7r1(x) # 0 e, do

Corolario 1, obtemos

De (x) segue que (q7(x) —
(

(%)

grau(g(x)) < grau(ra(x) —ri(x)) < grau(g(x)),
—~

divisor

uma contradicao.

Portanto, q1(x) = q2(x), logo m1(x) = 12(x). |

Definicdo 5 (Quociente e resto)
Sejam f(x), g(x), q(x) e r(x) como no Teorema anterior. Chamamos f(x) de

dividendo, g(x) de divisor, q(x) de quociente e r(x) de resto.

UFF |
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Voce deve ter observado que a determinacao do monomio de maior
grau do quociente s6 depende dos monomios de maior grau do dividendo e
do divisor. Na divisao de polinomios devemos prestar atencao aos graus do

dividendo, do divisor e do resto. Agora vamos armar a divisao.

Vejamos como determinar o quociente q(x) e o resto r(x) da divisao
euclidiana do polinomio f(x) por g(x) # 0. Elaboramos uma tabela, ilus-
trando os calculos passo a passo. Na tabela armamos a divisao para calcular
o quociente e o resto, resultados da divisao euclidiana. Os seguintes exemplos

consistem de armar e efetuar, conforme o modelo.

Exemplo 9

ZF = {11},
Sejam f(x) =4x +3 e g(x) =x?+3x + 1 em Z[x].

(1) Temos grau(f(x)) =1 < 2 = grau(g(x)). Nada a fazer.
(2) O quociente é q(x) =0 e o resto é r(x) = f(x) = 4x + 3.

4x + 3 ‘ x> + 3x + 1
— 0 0
4x + 3
Exemplo 10 Sempre que 1 = T + 1M, com
Sejam f(x) = 2x2 +4x +3 e g(x) =x* +3x + 1 em Q[x]. “;m’rre N;n femos m = m,
(1) O monémio de maior grau de f(x) é 2x? e 0 mondmio de maior grau de )é(eqji:afezte a
g(x) é x2. O quociente da divisao de 2x? por x? é q1(x) = 2. x™ divide .

(2) Fazemos o calculo:

(x) =f(x) — q1(x)g(x) = (2x® +4x +3) —2x*> —6x — 2 = —2x + 1.

22+ 4x + 3 | X+ 3x + 1
— X} - 6x — 2 2
— 2x + 1
(3) Como 1 = grau(ri(x)) < grau(g(x)) = 2, ndo podemos continuar a

divisao, paramos os calculos.

(4) Obtemos q(x) = qi(x) =2 e r(x) =71(x) = —2x + 1.

Exemplo 11
Faca a divisao euclidiana de f(x) = 3x*4+5x3+x?+2x—3 por g(x) = x*+3x+1
em ZI[x].

UFF
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(1) O monoémio de maior grau de f(x) é 3x* e 0 monémio de maior grau de
g(x) é x?. O quociente da divisao de 3x* por x? é q;(x) = 3x°.

(2) Fazemos o calculo:

T1(x) = f(x) — q1(x)g(x) = (3x* +5x3 +x% + 2x — 3) — 3x* — 9x3 — 3x? =
—4x3 — 2x* + 2x — 3.

3x* + 5% 4+ x2 4+ 2x — 3 ‘ x2 4+ 3x + 1
— 3x* 9x3 3x2 3x2
— 43 2% 4+ 2x — 3

(3) Como 3 = grau(ry(x)) > grau(g(x)) = 2 devemos continuar, dividindo

r1(x) por g(x), pois r1(x) nao é o resto da divisao euclidiana.

(4) O monémio de maior grau de 11(x) é —4x> e 0 mondomio de maior grau
de g(x) é x2. O quociente da divisdo de —4x3 por x? é q2(x) = —4x.

(5) Fazemos o célculo:

r2(x) = 11(x) — q2(x)g(x) = (—4x> — 2x* + 2x — 3) + 4> 4+ 12x* 4 4x =
10x% + 6x — 3.

x4+ 5+ X+ 2x — 3 x2 4+ 3x + 1
— 3 9x3 —  3x? 3?2 — 4x
— 43 - X2+ 2x — 3
43+ 12x% 4+ 4x
10> + 6x — 3

(6) Como 2 = grau(rz(x)) = grau(g(x)) = 2, podemos continuar, calculando

a divisao de 12(x) por g(x), pois r3(x) nao é o resto da divisao euclidiana.
(7) O mondémio de maior grau de 12(x) é 10x*> e 0 monoémio de maior grau
de g(x) é x2. O quociente da divisao de 10x? por x? é g3(x) = 10.

(8) Fazemos o célculo:

T3(x) = 12(x) — q3(x)g(x) = (10x2 4+ 6x — 3) — 10x? — 30x — 10 = —24x — 13.

X+ 5%+ x2 + 2x — 3 x> + 3x + 1
— 3 9x3 3x? 3x? 4x + 10
— 4> - 2xX* + 2x — 3
43 + 12x* 4+ 4x
102 + 6x — 3
— 10x2 — 30x — 10
— 24x — 13

(9) Como 1 = grau(rs(x)) < grau(g(x)) = 2, terminamos o algoritmo, pois

r3(x) é o resto da divisao euclidiana.
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(10) Obtemos
q(x) = 3x* —4x 410 = qi(x) + q2(x) + g3(x) e r(x) = r3(x) = —24x — 13.

Exemplo 12
Vamos fazer a divisdo euclidiana em Z3[x] de x> + x% + 2 por xZ + 2x + 1.

Nl

Ox + | X2 + 2x + T

PARTE 2 - SECAO 2

2x x + 2 -
2x +

N

x

N
+ o+ +
— NI

5

=

2

|

2x +
X

Logo, o quociente é x + 2 e o resto é x.

Observagdo: Sejam A um anel comutativo com unidade e f € A. A avaliacao
de f(x) = ap+ ax+ -+ -+ apx™ € Alx] em 3 é definida por

f(B)=ao+aip+---+af" €A,
Defini¢do 6 (Raiz)
Sejam A um anel comutativo com unidade e 3 € A. Dizemos que 3 é uma
raiz de f(x) se, e somente se, f(f) = 0.
Exemplo 13
2 € Z¢ é uma raiz de f(x) = x% + x € Zg[x], pois f(2) = (2)2+2 =0.
Verifique que os elementos de Zg 5, 3 e 0 também sao raizes de f(x).
Proposicao 3
Seja A um dominio e seja f(x) € Alx]\{0}. Entao, f € A é uma raiz de f(x)

se, e somente se, x — 3 divide f(x).
Demonstracdo: Suponhamos que f() = 0. Pela divisao euclidiana de f(x)

por x — 3, existem q(x),r(x) € A[x] tais que

f(x) = a(x)(x = B) + r(x),

onde r(x) = 0 ou grau(r(x)) < grau(x — ) = 1. Assim, r(x) =1 € A e

f(x) = q(x)(x — B) + r. Avaliando f(x) em 3, temos
0="1(B)=alB)B—B)+T=r,

mostrando que x — 3 divide f(x).

Reciprocamente, suponhamos que x — 3 divida f(x). Entao, existe

q(x) € Alx] tal que f(x) = q(x)(x — ). Logo, f(B) = q(B)(p —B) =
q(p)-0=0. W

UFF
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No Exemplo 13, o polinémio
de grau 2 tinha 4 raizes no
anel dos coeficientes. Nesse

caso, Zg nao é um dominio.

Observamos que a é o

coeficiente lider de f(x).
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Proposicao 4
Seja A um dominio e seja f(x) € A[x]\{0}. Se f(x) tem grau n, entao f(x)
tem no maximo n raizes em A.

Demonstracdo: A demonstracao é por inducao sobre n = grau(f(x)).

Se n = 0, entao f(x) = a # 0 nao tem raizes em A e o resultado é
valido.

Suponhamos o resultado verdadeiro para polinomios de grau m, onde
n > 0, e seja f(x) um polinémio com grau(f(x)) =n+1.

Se f(x) nao tem raizes em A, nada hé a demonstrar. Digamos que f(x)
tenha uma raiz 3 € A. Pela Proposicao anterior, x — 3 divide f(x) em Alx],
logo existe q(x) € Alx] tal que f(x) = q(x)(x—p), com grau(q(x)) =n. Por

hipétese de indugao, q(x) tem no méaximo n raizes em A. Observe que

x€Adéraizde f(x) < 0=f(a)=q(a)(x—p)
A dominio

gla) =0ouax—p =0
— « é raiz de q(x) ou o = f3.

Logo, f(x) tem no méximo n + 1 raizes em A. |

Corolario 2

Se f(x) € K[x], n = grau(f(x)) > 1 e K é um corpo, entao f(x) tem no
maximo m raizes em K.

Defini¢do 7 (Corpo algebricamente fechado)

Um corpo K é um corpo algebricamente fechado se, e somente se, todo po-

lindémio nao-constante em K[x] tem pelo menos uma raiz em K.

Exemplo 14
(1) Q e R nio sao algebricamente fechados. O polinémio x*+1 € Q[x] < R[x]

tem grau 2 e nao tem raizes em R, logo nao tem raizes em Q.

(2) C é um corpo algebricamente fechado. Esse fato nao sera demonstrado

aqui, mas sera utilizado.

A importancia dos corpos algebricamente fechados sera entendida na

préxima proposicao.

Proposicdo 5 (Propriedade dos corpos algebricamente fechados)
Sejam K um corpo algebricamente fechado e f(x) € K[x] um polinémio nao-
constante. Se grau(f(x)) = n > 1, entao existem P1,...,Pn € K, ndo

necessariamente distintos, e a € K\{0} tais que

f(x) =alx—=B1) ... [x = Bn).
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Demonstracdo: A demonstracao é por indugao sobre n = grau(f(x)). Se
grau(f(x)) = 1, entao f(x) = ax + b, com a,b € Ke a # 0, logo

f(x) = a(x + a7 'd) e B; = —a~'b. Suponhamos o resultado valido para
n,onde n > 1, e seja f(x) em K[x] com grau(f(x)) = n+ 1. Por hipdtese,
f(x) tem uma raiz f € K. Pela Proposicao 3, f(x) = q(x)(x — ), para
algum q(x) € K[x] e grau(q(x)) = n. Por hipdtese de indugao, existem
a,B1,...,Pn € K, com a # 0 tais que

q(x) = alx = B1) ... (x = Bn).
Logo,

fix)=alx—=PB1)-...- (x = Bn)(x = B).

Tomando B..1 = 3, obtemos o resultado. ]

Proposicao 6
Todo corpo algebricamente fechado ¢ infinito.
Demonstracdo: Seja K um corpo algebricamente fechado e suponhamos, por

absurdo, que K seja finito. Entao,
K={a; =0k, a,=1x,...,a,}, onde n > 2.

Seja f(x) = (x —ay) ...  (x — an) + 1x. Entao, f(a;) = 1« # Ok, para todo
j =1,...,n. Portanto, esse polindbmio nao-constante nao tem raizes em K,

contradizendo a hipdtese de K ser algebricamente fechado. |

Exemplo 15
Zy, com p natural primo, nao é algebricamente fechado.

O seguinte Teorema nao pode ser demonstrado nesse contexto, mas é

muito importante.

Teorema 2
Para todo corpo K existe um corpo K, tal que K € K e K é algebricamente
fechado.

Moral da histdria:

_ Bi,..., Bn € K nio sio,
Se f(X) = aan +---t+axt+ap € K[X], com Qan 7& Oen > ], entao em K[X] necessariamente, distintos.
temos f(x) = an(x —PB1) ... - (x — Pn).
ER orF

Instituto de Matemadtica



Polinémios sobre dominios

POLINOMIOS SOBRE |
DOMINIOS E CORPOS

Br,..., Bn € C nao sao,

necessariamente, distintos.
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Corolério 3
Se f(x) € K[x] é um polinémio de grau n > 1, entao f(x) tem no maximo n

raizes em qualquer corpo L tal que K C L.

Observacdo: Se A é um subanel de C, entao A[x] C C[x] e o polindémio

f(x) € Alx], com grau(f(x)) =n > 1, tem exatamente n raizes em C e

f(x) =alx—=B1) ... (x = Bn),

ondeac Aefpq,---,pneC.

Em particular, esse resultado é valido nos anéis Z[x], Q[x], R[x] e C[x].

Exercicios

1. Calcule a soma e produto dos polindémios f(x) e g(x):
(a) f(x) =2x3+4x? +3x +3 e g(x) = 3x* + 2x + 4 em Zs[x].
(b) f(x) =2x3 +4x* +3x + 3 e g(x) = 3x* + 2x + 4 em Z;[x].
2. Use o método dos coeficientes a determinar para:

(a) Escrever x* +4 € Z[x] como o produto de dois polinémios do

segundo grau com coeficientes inteiros.

(b) Determinar a,b € Z; de modo que x*+4x3+ ax?>—4x+b € Z;[x]

seja o quadrado de um polind6mio moénico em Zz[x].

(c) Determinar a de modo que x* — ax> + 8x? — 8x + a € Z[x] seja o

quadrado de um polinémio moénico em Z[x].

3. Calcule todas as raizes em Zs do polinémio f(x) = x> + 3x3 + x? + 2x
de Zs[x].

4. Mostre que o polinomio f(x) = x> — 1 € Zis[x] tem 4 rafzes no anel
Zs.

5. Sejam A um dominio, f € A e f(x) € Alx]. Mostre que o resto da
divisao euclidiana de f(x) por x — 3 em Al[x] é f(p).

6. Determine o resto da divisao euclidiana de f(x) por x — f3:

(a) f(x) =x—1,x+2¢€Z[x],
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(b) f(x) =x"°+3,x+5 € Z[x].
7. Sejam K um corpo, p(x) € K[x] e a,b € K com a # b. Mostre que o
resto r(x) da divisao de p(x) por (x —a)(x —b) é
r(x) = pla) —p(b) , ap(b) —bp(a)
a—D> a—D>b
8. Determine o quociente g(x) e o resto r(x) da divisao euclidiana de f(x)
por g(x):
(a) f(x) =x>+x—1eg(x) =x*+1 em R[x].
(b) f(x) =x>—1Teg(x) =x—1em R[]
(¢) f(x) =x>—3eg(x) =x— V2 em R[x].
(d) f(x) =x3+2x* +x+3 e g(x) =x*+4x + 3 em Zs[x].
(e) f(x) =x*+x>+x*+x+Teg(x) =x'—x>+x>—x+1em Q[x].
() f(x) =x*+x*+x*+x+1eg(x) =x*—x3+x*—x+1 em Z[x].
Atencdo: se D é um dominio e o coeficiente lider do divisor g(x) é
um elemento de D*, ent3o a divisdo euclidiana vale em D][x]. D* —{a € D:aé invertivel }
UFF
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Comecamos relembrando o conceito de ideal em anéis comutativos com
unidade.
Defini¢do 8 (ldeal)
Seja A um anel comutativo com unidade. Um subconjunto I de A é um ideal

de A se, e somente se,

(i) 04 € 1;

(ii) se a,b € I, entdo a+b € [;

(iii)seacAebel entioa-bel

Exemplo 16

Seja A um anel comutativo com unidade. Sao exemplos de ideais:
(1) [ ={0a} e I = A, chamados de ideais triviais.

(2) Fixe a € A. O conjunto
I[(a)={a-A; A€ A}

dos elementos de A que sao multiplos de a é um ideal de A, chamado de

1deal principal gerado por a.

(3) Fixe a,b € A. O conjunto
[(a,b)={a-A+b-0; A0 A}

¢ um ideal de A, chamado de ideal gerado por a e b.

Defini¢do 9 (Dominio Principal)
Seja A um dominio. A é um dominio principal se, e somente se, todo ideal

de A é principal.

SECAO 3

Exemplo 17 A demonstragdo usa a

7, ¢ um dominio principal. divisdo euclidiana e o
Principio da Boa Ordenacao

Os ideais de Z sao da forma I(n) = nZ, para algum n > 0. (todo subconjunto de Z
limitado inferiormente tem

Exem plo 18 menor elemento).

Z[x], o dominio dos polindmios com coeficientes em Z, nao é principal.

De fato, consideremos o ideal I = I(2,x). Suponhamos, por absurdo, que I
seja principal. Entao, existe p(x) € Z[x] tal que I = I(p(x)). Como 2,x € I,
entao existem f(x) e g(x) em Z[x] tais que 2 = p(x)f(x) e x = p(x)g(x).

Instituto de Matemadtica
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s(x) =so +s1x 4+ + s X",
com 8 € Z.

Reveja a demonstragao de
que Z é um dominio

principal.

urF

Polinbmios sobre corpos

Calculando o grau nas duas igualdades, concluimos que

grau(f(x)) = grau(p(x)) =0, 1 = grau(p(x)) + grau(g(x)) e grau(g(x)) = 1.
Logo, p(x) = a #0, f(x) =b #0, a,b € Z e ab = 2, além de g(x) = cx,
x = a-cx dando que ac = 1. Logo, a =1 ou a = —1. Entao, em qualquer
dos casos, I(p(x)) = Z[x]. Como 1 € Z[x] = I(p(x)) = 1(2,x), entao existem
s(x), r(x) € Z[x] tais que

1 =2s(x) + xr(x).

Avaliando em x = 0, obtemos 1 = 2s(0) = 2sy, com sy € Z, contradizendo o

fato de 2 nao ser invertivel em Z. Portanto, Z[x] nao é dominio principal.

O resultado a seguir é muito importante! Teremos agora muitos exem-

plos de dominios principais.

Teorema 3
Seja K um corpo. K[x] é um dominio principal.
Demonstracdo: Vamos mostrar que todo ideal de K[x] é principal. Se I = {0},

entao é claro que I = I(0) é principal. Seja I # {0} um ideal de K[x]. Seja
S = {grau(f(x)); f(x) #0ef(x) € I}.

Entao, S é um subconjunto nao-vazio de N. Pelo principio da Boa Or-
denacao, S tem menor elemento, digamos ng. Seja p(x) € I, p(x) # 0,
com grau(p(x)) = no.

Afirmamos que I = I(p(x)) ={p(x)g(x); g(x) € K[x] }.

De fato, como p(x) € I e I é um ideal de K[x], entdo para qualquer
g(x) € K[x] temos que p(x)g(x) € I. Logo, I(p(x)) C L

Consideremos agora f(x) € I. Pela divisao euclidiana de f(x) por p(x),
existem q(x), r(x) € K[x] tais que

onde 1(x) = 0 ou grau(r(x)) < grau(p(x)) = no.

Logo, r(x) = f(x) —p(x) q(x) € L.
~— =~
el el
—_———
€l

Portanto, a segunda possibilidade nao ocorre, temos r(x) = 0,

f(x) =p(x)a(x) € I(p(x)) e IC I(p(x)) M
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Observagao:
(1) Na demonstragao acima temos que o polinémio gerador de um ideal nao-
nulo de K[x] é um polinémio ndo-nulo de menor grau que tem a propriedade

de estar no ideal.

(2) Os elementos invertiveis de K[x] sdo os elementos invertiveis de K, isto é,
K[x]* = K* = K\{0}.

(3) Sejam A um dominio e a € A nao-nulo. Entao, I(a) = I(ua), para
qualquer u invertivel em A.

(4) Seja p(x) = anX™+ an_1x™ '+ -+ a;x+ ap € K[x], onde K é um corpo
e a, # 0. Entao,

p(x) = anX™+an x4 a4 ag
= Cln\(Xn +an X" e an Tagx + an 'ag)
9(x)

Das observagoes (2) e (3), temos que I(p(x)) = I(ap(x)), para qualquer
a € K, com a # 0. Em particular, tomando a = a, ™', obtemos

I(p(x)) =1(g(x)), onde g(x) é monico.
Corolario 4
Se I é um ideal nao-nulo de K[x], entao existe um tnico gerador monico de

I, a saber, o polindmio moénico de menor grau que esta em I.

Exemplo 19
Seja I = {f(x) € R[x]; f(v/2) =0}. I é um ideal de R[x], pois

(i) 0(v2) = 0.

(i) Sejam f(x) = Z ap, g(x) = Z b € 1. Entdo,
j=0

j=0
h(x) =f(x)+g(x) =Y (aj+b)x e
j=0

I
M=
£}
+
F
>

n(v?2)

=

hE
Py
2
5

=
o
5
—

>
M=
g
5
T
M
o
5

Il
—h

=

-+ o
o

I

o
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Verifique.

Em (1) usamos a
propriedade distributiva da
adig¢do e multiplicacdo de
numeros reais; em (2), as
propriedades comutativa e
associativa da adi¢ao de
numeros reais; em (3), a
definicdo de avaliagdo e, em
(4) o fato de f(x),g(x) € L
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Logo, h(x) = f(x) + g(x) € L.

m n
(iii) Sejam f(x) = Z apd € Rx] e g(x) = Zbkxk € 1. Entao,
=0

k=0

m+n

h(x) = f(x)g(x) = Z ¢}, onde ¢; = Z axb, e
j=0 Ap=j
h(v2) = ) (vV2)
j=0
m+n
¥ ( 5 b) Vay
j=0 \A+u=j

Calculando f(v/2)g(v/2) temos

f(v2)g(v2)

I
VS
M=
g
S
~
VRS
M=
lop
.
S
\_T_‘/

Em (1) usamos a

distributividade da adigao e

0
multiplicagdo de ndmeros (:) i (i (Cl)\ ( \/E) 7\b LL( \/i) H) )

reais; em (2) usamos a

comutatividade da 7\;10 H:O
multiplicagdo em R; em (3), (2) A+
P |23
a comutatividade e a _ Z Z Cl)\b (\/i)
associatividade da adi¢do em A=0 u=0
R e definimos j = A + . (3) min
e »  anby | (V2)
=0 \A+p=j

Comparando os resultados vemos que h(v/2) = f(v/2)g(v2) = f(v/2)-0 = 0.

Logo, h(x) € .

O polinémio ménico p(x) € R[x] de menor grau que estd em I é x—+/2.

Logo, I =1I(x —v/2).

Exemplo 20

Agora vocé deve mostrar que I = {f(x) € Q[x] ; f(v2) = 0} é um ideal
de Q[x]. Os calculos sao analogos ao anterior, observando que para todo
g(x) € Q[x], como v2 € R e Q é um subcorpo de R, entdo g(v/2) € R.

Nesse caso, I = I(x? — 2). Justifique!

Sejam A 1€ A com U Defini¢do 10 (Maximo divisor comum)

invertivel. Seja A um dominio. Sejam aj,...,a, € A. Um elemento d € A\{0} é

d é um mdc se, e somente se,

ud é um mdc.
seguintes propriedades:

UFF |

chamado um maéaximo divisor comum de aq,..., a, se, e somente se, tem as
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(i) d é divisor comum de aq, ..., an, isto é, d divide ay, ..., d divide ay;

(i) se ¢ € A\{0} é um divisor comum de ay, ..., a,, entdo ¢ divide d.

Em dominios principais temos a existéncia de maximos divisores co-

muns. A seguir a versao no dominio principal K[x].

Teorema 4 (Existéncia de mdc)

Seja K um corpo. Sejam fq(x),...,fn(x) € K[x] nem todos nulos e seja
I = I(fi(x),...,fu(x)). Entao, existe d(x) em K[x] tal que I = I(d(x)) e
d(x) tem as propriedades:

(i) existem qq(x), ..., dn(x) € K[x] tais que

d(x) = q1(x)f1(x) + - - + gn(x)fu(x).

(ii) d(x) é um divisor comum de f1(x),..., fn(x);
(iii) se c(x) é um divisor comum de fq(x), ..., f,(x), entao c(x) divide d(x).
Demonstracao:

(i) Pelo Teorema 3, existe d(x) € K[x], tal que
[(d(x)) = I =KxIf1(x) +-- - + K[x]fn(x),
entao existem qi(x),..., qn(x) € K[x] tais que
d(x) = qi(x)f1(x) + - -+ dn(x)fn(x).
(ii) Como f1(x),...,fn(x) € I =1(d(x)), entao existem g;(x),..., gn(x) em
K[x] tais que fi(x) = g1(x)d(x), ..., fu(x) = gn(x)d(x) e d(x) # 0, pois
[ #{0}. Logo, d(x) | f1(x), ..., d(x) [ fn(x).

(iii) Seja ¢(x) um divisor comum de f;(x), ..., f,(x). Entao, existem {;(x),

oy In(x) em K[x] tais que f;(x) = {;(x)c(x), paracadaj=1,...,ne

—

dx) = q1()F1(x) + - + qu(x)Fn(x)

1
2 g1 () (Gx)e(x) + - -+ Gnlx) (Ea(x)e(x))
2 (@106 elx) + - + (u(x)a(x))e(x)
D (@10 X) 4+ gn(x)a(x))e(x)

Logo, c(x) divide d(x). [ |
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As propriedades (ii) e (iii)

dizem que d(x) é um mdc de

Para algum j=1,..., n,
temos fj (x) # 0, logo I # {0}.

Em (1) usamos o item (i);
em (2), fj(x) =& (x)c(x),
paraj=1,..., n;em (3), a
associatividade da
multiplicacdo em K[x]; em
(4), a distributividade da
adig¢do e multiplicacdo em
K[x].
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Observacdo: d(x) é um méximo divisor comum de fq(x), ..., fa(x) se, e
somente se, ad(x), com a € K e a # 0 é um mdc. Portanto, existe um tnico
polinomio monico (coeficiente lider igual a Tx) que é um maximo divisor

comum de fq(x), ...f(x). Denotaremos o maximo divisor comum monico
por mdec (f1(x), ..., fn(x)).

Sejam f(x), g(x) € K[x]. Se f(x) = 0 e g(x) # 0, entdao g(x) é um
maximo divisor comum de f(x) e g(x). Tomando o coeficiente lider de g(x),
digamos a, entdo a~'g(x) é monico e mde (f(x), g(x)) = mdec (0,g(x)) =
aTg(x).

Definicdo 11 (Primos entre si)

Os polinomios fi(x),...,f.(x) sdo ditos primos entre si se, e somente se,
mdec (f1(x), ..., fa(x)) = 1.

Exemplo 21
Os polinomios x — 1 e x — 3 em R[x] sdo primos entre si.
2=x—1)—(x—3)= 1= (x—l) ——(x 3) = 1 =mde(x—1,x—3).
A divisao euclidiana em K[x], feita sucessivamente, permite determinar
um méaximo divisor comum para dois polindmios nao-nulos.
Usaremos as seguintes propriedades de ideais:
- I(a,0) =I(a), para todo a € A.

- a substituicao de um dos geradores do ideal por ele menos qualquer

multiplo de outro gerador nao altera o ideal, a saber,
I(a,b) =1I(b,a— bc), para todo ¢ € A,

Sejam f(x), g(x) € K[x] ndo-nulos, com grau(f(x)) > grau(g(x)). Pela
divisao euclidiana de f(x) por g(x), existem polinomios q(x), r(x) € K[x] tais

que

onde 1(x) = 0 ou grau(r(x)) < grau(g(x)).
Definimos r_1(x) = f(x), ro(x) =
Temos que I(f(x), g(x)) = I(ro(x)

g(x), do(x) = a(x) e r1(x) = r(x).

, F(x) —To(x)go(x)) = I(ro(x), T1(x)).
Se T1(x) = 0, entdao r9(x) = g(x) é um mdc de f(x) e g(x), pois

I(f(x), g(x)) = I(ro(x),0) = I(ro(x)).

Se r1(x) # 0, temos grau(ri(x)) < grau(ro(x)) e fazemos a divisao

euclidiana de 1o(x) por r1(x), obtendo q1(x) e r(x) tais que

M. L. T. Villela
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To(x) = g1 (x)T1(x) + T2(%),

onde 13(x) = 0 ou grau(ra(x)) < grau(rq(x)).
Nesse caso, I(f(x), g(x)) = I(ro(x), T1(x)) = L(r1(x), T2(x)).
Se 13(x) = 0, terminamos, pois I(r1(x), r2(x)) = I(r1(x),0) = I(r1(x)).

Se 13(x) # 0, fazemos a divisao euclidiana de 11(x) por 12(x), obtendo

quociente gz(x) e resto r3(x) tais que

T1(x) = q2(x)T2(x) + 13(x),

onde 13(x) = 0 ou grau(rsz(x)) < grau(ra(x)).
Continuamos esse processo, até que para algum n > 0 temos 1,,(x) # 0,

mas Tn1(x) = 0. Entao, ry(x) é um maximo divisor comum de f(x) e g(x).

De fato, se 1j(x) # 0 para todo j > 0, entao

grau(ro(x)) > grau(ri(x)) > --- > grau(rj(x)) > --- >0,

é uma seqiiéncia de inteiros positivos limitada inferiormente sem menor ele-

mento, contradizendo o Principio da Boa Ordenacao.

Portanto, existe um n > 0 tal que r,,(x) # 0 com 1,,11(x) = 0.

Nesse caso,
I(f(x), g(x)) I(ro(x),T1(x)) =
- I(rn(x)» Tr41 (X )
= I(ra(x),0)
= I(ra(x)),
mostrando que r,(x) é um maximo divisor comum de f(x) e g(x). Cuidado: n (x) € Klx] pode

nao ser um polinémio

monico.

Algoritmo euclidiano

Sejam f(x), g(x) € K[x]\{0} com grau(f(x)) > grau(g(x)).

UFF
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(1) Faga r_q(x) =f(x), ro(x) = g(x). Fagaj =0.

(2) Faca a divisao de 15_1(x) por 1j(x), determinando
q;(x) e Tj1(x) tais que 1j1(x) = q;(x)15(x) + T531(xX).

(3) Semj11(x) =0, entdo 1j(x) é um mdc. V4 para (5)

(4) Serjpi(x) #0, fagaj =j+ 1 e vé para (2).

(5) Faca um mdc de f(x) e g(x) igual a rj(x). Pare.

Podemos guardar, organizadamente, os calculos do algoritmo euclidiano

na tabela
qo(x) | g1(x) dn2(x) | dna(x) | gn(x)
f(x) | gx) | milx) |- | Ta2(x) | Thoa(x) | Ta(x)
Ti(x) | T2(x) | T3(x) Tn(X) | Tny1(x)=0
um mdc
Exemplo 22

Sejam f(x) = 2x3+4x?+2x e g(x) = x>+ 3x+2 em Q[x]. Vamos determinar
o seu mdc. Temos 3 = grau(f(x)) > grau(g(x)) = 2.

Fazendo as divisoes euclidianas e transportando para a tabela, obtemos:

1 1
2x — 2 ZX+§

23 +4x2+2x | X2 +3x+2 | 4x + 4

4x +4 0

4x + 4 é um mdc de f(x) e g(x). Logo, mde(f(x),g(x)) =x+ 1.

Exemplo 23

3 x2—x—2eg(x) =x3—3x—2em Q[x]. Vamos determinar

Sejam f(x) = x
o seu mdc. Nesse caso, grau(f(x)) = grau(g(x)) = 3.

Fazendo as divisoes euclidianas e transportando para a tabela, obtemos:

1 —x—2 —X

B—x2—x—=2|x>=3x—-2| x*+2x | x—2

—x?% + 2x x—2 0

urF
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Nesse caso, mdc(f(x), g(x)) =x — 2.

Exemplo 24
Sejam f(x) = x> +x* —x —1 e g(x) = x> —2x> —x + 2 em Q[x]. Vamos
determinar o seu mdec. Nesse caso, 5 = grau(f(x)) > grau(g(x)) = 3.

Fazendo as divisoes euclidianas e transportando para a tabela, obtemos:

x2+3x+7 %x—%

Hxt—x—1|x>=2x2—x+2|15x2—15

15x2 —15 0

15x%2 — 15 = 15(x> — 1) é um mdc. Logo, mdc(f(x), g(x)) = x> — 1.

Exemplo 25
Podemos escrever um mde de f(x) e g(x) em K[x] como uma soma de um

multiplo de f(x) e de um multiplo de g(x), a partir do algoritmo euclidiano.

Voltamos ao Exemplo 23, onde f(x), g(x) € QI[x].

1 —x —2 —X

flx)=x>—x2—x—2|gx)=x3—3x—2| —x2+2x |x—2

—x? 4 2x x—2 0
(1) (2)

Escrevemos as igualdades obtidas em cada passo do algoritmo, desta-

cando os polindomios f(x) e g(x) dados, além dos restos nao-nulos encontrados.
(1) f(x) =T-9g(x) + (—x* + 2x)
—_———

(2) g(x) = (x> +2x)(—x—2) + (x = 2).
W_/

um mdc

Na ultima igualdade temos um mdc. Destacamos esse polindomio e

substituimos, de tras para frente, apenas os valores dos restos obtidos.

x—2 = g(x)—(—x*+2x)(—x —2)

g(x) — (f(x) — g(x)) (—x —2)
(24 x)f(x) + (—x — 1)g(x)

—_

Como K[x] é um dominio principal, vale a fatoragao uinica de elementos

nao-nulos e nao-invertiveis em produto de elementos irredutiveis.

Vamos relembrar esses conceitos.

Instituto de Matemadtica
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Os divisores de a irredutivel
sao invertiveis ou u- a, onde
u é invertivel.

E bom dividir um produto
por um primo: se um primo
divide um produto ele tem

que dividir um dos fatores.

Polinbmios sobre corpos

Temos A* = A[x]*.

urF

Definicdo 12 (Elemento irredutivel)

Seja A um dominio. Seja a € A\{0} um elemento nao-invertivel.
a é dito irredutivel se, e somente se,
sea=Db-c,comb,c €A, entao b ou c é invertivel.
Caso contrario, a é dito redutivel, isto é,
a é dito redutivel se, e somente se,
existem b, c em A nao-invertiveis tais que a =b - c.

a é dito primo se, e somente se,
seb,cecAeal|b-c,entafoa|boualc.

Antes dos exemplos uma propriedade muito importante.

Proposicao 7
Sejam A um dominio e a € A. Se a é um elemento primo, entao a é

irredutivel.

Demonstracdo: Sejam a primo e b,c € A tais que a = b - ¢. Vamos mostrar

que b ou c ¢ invertivel em A.

Como a divide a = b -c e a é primo, entao a divide b ou a divide c.

Suponhamos que a divida b. Entao, b = a - d, para algum d € A e logo,
a=b-c=(a-d)-c=a-(d-c).

Como A é um dominio e a # 0, pela lei do cancelamento, temos 1o =d - c,

logo ¢ é invertivel. [ |

Agora exemplos de elementos irredutiveis.

Exemplo 26
Em Z temos Z* = {1,—1}. Todo p € P ={2,3,5,7,11,13,...} é irredutivel,
poisp=1-poup=(—1)-(—p) sao as fatoracoes possiveis.

Os irredutiveis de Z sao P U (—P).

Exemplo 27

Se A é um dominio, entdao x — a, onde a € A, é irredutivel em Al[x].

De fato, escrevendo x — a = f(x)g(x), com f(x),g(x) € Alx] temos que
ambos os fatores sao nao-nulos e 1 = grau(x — a) = grau(f(x)) + grau(g(x)).
Logo, grau(f(x)) = 0 e grau(g(x)) = 1 ou grau(f(x)) = 1 e grau(g(x)) = 0.
Suponhamos valido o primeiro caso. Entao, f(x) = a # 0, g(x) = bx + c,
comb#0,ea-b=1T4. Assim, f(x) = a é invertivel em A, logo é invertivel
em Alx].
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Exemplo 28
Em Z[x] temos Z[x|* = 7Z* ={1,—1}.

Os polinomios do tipo x — a, onde a € Z sao irredutiveis. Cuidado! H4 polinomios de

2x + 3 é irredutivel, entretanto 6x + 9 = 3(2x + 3) nao é irredutivel. grau 1 que ndo sao
irredutiveis em Al[x], quando
o dominio A nao é um corpo.

Exemplo 29

Seja K um corpo qualquer. Temos K[x]* = K*.
Os polinémios x — « , com « € K, sdo irredutiveis em K[x].
Os polinomios ax + b, onde a,b € K e a # 0, também sao irredutiveis.

De fato, escrevendo ax + b = f(x)g(x), com f(x), g(x) € K[x] temos que
ambos os fatores sao nao-nulos e 1 = grau(ax+b) = grau(f(x))+grau(g(x)).
Logo, grau(f(x)) = 0 e grau(g(x)) = 1 ou grau(f(x)) = 1 e grau(g(x)) = 0.
Em ambos os casos f(x) = ¢ # 0 ou g(x) = d # 0. Logo, f(x) ou g(x) é

invertivel em K[x].

Traduzindo o conceito de irredutivel em K[x]:
(1) Todo polinomio f(x) € K[x] com grau(f(x)) =1 é irredutivel.
(2) f(x) € K[x], com grau(f(x)) > 2, é irredutivel em K[x] se, e somente se,
se f(x) = g(x)h(x), com g(x),h(x) € K[x], entao g(x) = a € K\{0} ou
h(x) = b € K\{0}.

Exemplo 30

Se K é um corpo algebricamente fechado, entao os polinomios de grau 1 sao

0s tnicos polinomios irredutiveis de K[x]. Verifique!

Proposicao 8

Sejam A um dominio e a € A. As seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) a é irredutivel;

(i) para todo invertivel w € A, u - a ¢ irredutivel;

(ili) existe um invertivel u € A, tal que u - a ¢ irredutivel.

Demonstracao:

(i) = (ii)) Seja u invertivel em A e escreva ua = b - c. Entao,
a=(u"'-b)-c. Como a éirredutivel u='-b é invertivel ou c é invertivel. Se
u~'-b =v é invertivel, entdo b = u-v é invertivel. Logo, b ou ¢ é invertivel.
((ii) = (iii)) E 6bvio.

((ili) = (i)) Seja u invertivel em A tal que ua seja irredutivel. Todo divisor

de a é um divisor de ua e logo sé pode ser um invertivel ou v(ua) = (vu)a, vu é invertivel.

com Vv invertivel. Assim, a é irredutivel. |

UFF
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Defini¢do 13 (Associado)
Seja A um dominio. Sejam a,b € A. Dizemos que b é associado de a se, e

somente se, existe u € A invertivel tal que b =u- a.

A relacao b ~ a se, e somente se, b é associado de a é uma relagao de

equivaléncia em A (Verifique).

Exemplo 31
Em Z temos Z* = {1, —1}.

O tnico associado de 0 é 0.
Os associados de a # 0 s@o a e —a

Exemplo 32

Em K[x] temos K[x]* = K*.

Os associados de f(x) # 0 sao af(x), onde a € K* = K\{0}.

Traduzindo os conceitos de irredutivel e associado em K[x]:

se f(x) € K[x], com grau(f(x)) > 1, é irredutivel em K[x], existe um polinoémio

monico irredutivel associado a f(x), a saber, g(x) = b~ 'f(x), onde b é o

coeficiente lider de f(x).

Exemplo 33
Se K é um corpo algebricamente fechado os tinicos polinomios monicos irre-

dutiveis em K[x] sdo x — «, onde « € K.

Em particular, os tnicos polindmios monicos irredutiveis em C[x] sdo x — «,
onde « € C.

Qual a importancia dos elementos irredutiveis?

Proposicao 9
Seja A um dominio principal. Se a € A é irredutivel, entao a é um elemento

primo.

Demonstracdo: Seja a irredutivel em A e suponhamos que a divida b-c e

a{b. Vamos mostrar que a divide c.

Seja I o ideal de A gerado por a e b, isto é, I = I(a,b). Como
a € I(a,b) =Tea#0, entao I # {0}. Como A é um dominio principal,
entao existe d € A tal que I = 1(d) e d # 0. Como a,b € I = I(d), entao
d|aed]|b. Osdivisores de a sao invertiveis ou associados de a. Logo,
d = uinvertivel em A ou d =v-a, com v invertivel em A. Pelo fato de a 1 b,
concluimos que a tnica possibilidade é d = u. Assim, [ = I(d) = [(u) = A.
Logo, 1o € A = I(a,b). Portanto, existem «, 3 € A taisque 1o = «x-a+p-b

e
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c=la-c=(x-a+p-b)-c=x-a-c+p-b-c.

~— ~~
a divide a divide
a divide

Das propriedades da divisibilidade segue que a divide c. |

Corolério 5
Sejam A um dominio principal e a € A. O elemento a ¢ irredutivel se, e

somente se, a é primo.

Teorema 5 (Fatoragdo dnica)
Seja K um corpo e seja f(x) € K[x] com grau(f(x)) > 1. Entado, existem
polinémios monicos irredutiveis py(x), ..., ps(x) distintos; naturais ny; > 1,

..., ng>1eae K" tais que

Note que a é o coeficiente

f(x) = api(x)™ - ... - ps(x)™. lider de f(x).

Essa expressao é unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstracdo: Vamos mostrar que existem polindmios monicos irredutiveis,

nao necessariamente distintos, pi(x), ..., pm(x) tais que

f(x) = api(x) - ... pm(x) €

essa expressao € Unica a menos da ordem dos fatores. Obtemos a expressao
do enunciado, supondo que os fatores distintos sao pi(x), ..., ps(x), com
s < m (apds uma reenumeracao, caso necessario), trocando a ordem dos

fatores e associando os fatores iguais.
(Existéncia) A demonstracao é por indugao sobre n = grau(f(x)).

Se grau(f(x)) = 1, entdo f(x) = ax+b=a(x+a"'b),coma,be Ke
a#0.

Suponhamos que grau(f(x)) = n > 2 e o teorema valido para po-
linémios em K[x] nao-constantes com grau menor do que n. Vamos mostrar
que vale para f(x). Seja f(x) = apnx™+ -+ a1x + ap. Se f(x) é irredutivel,
entdo f(x) = an (X" +---+ a;'arx + a;'ap), e p1(x) é irredutivel pela Pro-

J/

VT
P1 (x) modnico

posicao 8. Portanto, podemos supor que f(x) seja redutivel. Entao, existem

g(x) e h(x) em K[x] ndo-constantes tais que

f(x) = g(x)h(x), com 1 < grau(g(x)), grau(h(x)) < n = grau(f(x)).

UFF
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Por hipétese de inducao,

g(x) = bpi(x) - ... - px), b € K e py(x),...,p:(x) monicos e
irredutiveis.
h(x) = cpra(x) - ... - pryelx), ¢ € K* e prya(x), ..., Prye(x) monicos e
irredutiveis.
Logo,
f(x) = b-pilx)-...opelx)coprpa(x) o Prge(X)

= a-pi(x) .. pe(X) Prpr(x) (%),

ondea=b-ceK*epi(x),...,prre(x) sdo monicos irredutiveis.

(Unicidade) Suponhamos que

f(x) = @ pr(x)- - Pmlx) =b-a1(x) - arlx), ()

com a,b € K* e p1(x),...,pm(x),q1(x),..., d:(x) monicos e irredutiveis.

Como a =coeficiente lider de f(x) = b, cancelando em (x) obtemos

Como pq(x) divide a esquerda, temos que pi(x) divide q1(x) - - - q+(x)
e pi1(x) é primo, entdo pi(x) divide q;(x) para algum j = 1,... 1. Pela
Proposigao 8, q;(x) = upi(x) para algum u € K*. Comparando os coeficien-
tes lideres, obtemos u = T e qgj(x) = p1(x). Reenumerando os polindmios
gi1(x), ..., qr(x) se necessario, podemos supor p1(x) = q1(x)

Faremos inducao sobre m. Se m = 1, entao r = 1. Se m > 1, cancela-
mos p1(x), obtendo

p2(x) - pml(x) = d2(x) - - - qr(x)
e, por hipdtese de inducao, m—1 =1 —1, que é equivalente a m = r, e cada
p;j(x) é igual a q;(x). |
Usando a fatoracao tnica em K[x] temos expressoes para o mdc e o
mmc de polindbmios nao-nulos.
Lembramos o conceito de mmc.

Definicdo 14 (Menor miltiplo comum)
Seja A um dominio. Sejam ai,...,a, elementos nao-nulos. Um elemento

m € A é dito um menor multiplo comum de aq, ..., a, se, e somente se,
(i) m € A é um miltiplo comum de ay, ..., ay;

(ii) se ¢ € A é um multiplo de ay, ..., a,, entdo ¢ é multiplo de m.

M. L. T. Villela



Polinbmios sobre corpos

Em geral, m é um mmc de aq, ..., a, se, e somente se, UM ¢ um mmc
de aq, ..., an, para todo u invertivel em A.
Exemplo 34
Em Z vimos que: m é um mmc dos inteiros nao-nulos aj, ..., a, se, e

somente se, —m também é um mmc.

Em Z denotamos por mmec(ay, ..., d,) o inico mmec que é positivo. Assim,
mmc(2?-3%.5,-2.34.52.7)=2%2.3*.52.7.

Exemplo 35

Sejam aj(x), ..., an(x) polindmios nao-nulos em Kix].

m(x) é um mmec de a;(x), ..., an(x) se, e somente se, a - m(x) é um mmc
de aj(x), ..., an(x), para todo a € K*.

Denotaremos por mmc (a1 (%), ..., an(x)) 0 Unico mmec monico.

Observacdo: Sejam f(x), g(x) em K[x] polinomios nao-nulos. Vamos deter-
minar o mdc e o mmc, usando a fatoracao unica.

Fazemos a fatoragao de f(x) e de g(x) em produto de poténcias de
polinémios monicos irredutiveis em Kx].

Sejam p1(x), ..., ps(x) os irredutiveis que ocorrem na fatoragao de f(x)
ou de g(x). Entao,

f(x) =a-pi(x)™ ---ps(x)™, com m; >0, ..., mg > 0.

gx)=b-pi(x)™ - -ps(x)™, comny; >0, ..., ng > 0.

Definindo y; = min{m;, n;} e 8; = max{m;, n;}, obtemos que

mde (f(x), g(x)) =p1(x)7" - ps(x)*

51 . 55

mme (f(x), g(x)) = p1(x)® -+ ps(x)

Exemplo 36

Sejam f(x) = (x—1)(x?+1)3(x?—2)(x—3)%2 e g(x) = (x—1)%(x?+1)%(x?—2)?
em Q[x]

mdcgpg (f(x), g(x)) = (x—=1)(x2+1)2(x?=2) (x—3)% = (x—1) (x?+1)*(x*—2)

mmcgp (f(x), g(x)) = (x — 1)2(x2 +1)3(x? — 2)%(x — 3)2.

Exemplo 37

Qual o maximo divisor comum e qual o menor multiplo comum dos po-

linémios f(x) = (x* —4)(x2 +2) e g(x) = 2(x* —4x2 4+ 4)(x + v2) em R[x]?

PARTE 2 - SECAO 3

Os polinémios x — 1, x* + 1,
x2 —2 e x— 3 séo irredutiveis
em Q[x]. Verifique.

Instituto de Matemadtica
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Os polinémios x% + 2,
x—v2e x+V2sdo

irredutiveis em R[x].
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Primeiramente, fatoramos f(x) e g(x) em produto de monicos irredutiveis
em R[x].

f(x) = (x* = 2)(x*+2)(x* +2) = (x —V2)(x + V2)(x* + 2)% e

g(x) =2(x* = 2)2(x + v2) = 2(x — V2)*(x + v2)?

mdegpg (f(x), g(x)) = (x = vV2)(x + v2)(x* + 2)° = (x — V2)(x + V2)
mmegpg (f(x), g(x)) = (x — vV2)2(x + V2)3(x* + 2)2

O problema fundamental é determinar quais sao os polinomios monicos

irredutiveis em K[x].
A resposta depende do corpo K.

Nas proximas secoes vamos estudar esse problema, primeiramente, em
R[x] e depois em Q[x].

Encerramos lembrando o conceito de ideal primo.

Defini¢do 15 (ldeal primo)
Seja A um dominio. Um ideal P C A ¢é dito um ideal primo se, e somente se,
a,beAea-beP,entaoaePoubeP.

Exemplo 38

Em Z os ideais primos sao {0} ou I(p), para algum p primo.

Exemplo 39
Em K[x] um ideal P # {0} é primo se, e somente se, P = I(p(x)), para algum

polindbmio monico irredutivel.
De fato, em qualquer dominio I = {0} é um ideal primo.

Consideremos P um ideal primo nao-nulo em K[x]. Entao, existe um tnico
polinomio moénico p(x) € K[xJ\K tal que P = I(p(x)), pois P C K[x] e todo
ideal de K[x] é principal. Afirmamos que p(x) é irredutivel.

De fato, suponhamos que p(x) = f(x) - g(x). Entao, f(x)-g(x) =p(x) € Pe
P é um ideal primo implica que f(x) € P ou g(x) € P. Logo, f(x) é multiplo
de p(x) ou g(x) é miltiplo de p(x). No primeiro caso, existe h(x) tal que
f(x) =p(x) - h{x). Logo,

Cancelando p(x), obtemos 1 = h(x)-g(x). Logo, g(x) é invertivel, mostrando

que p(x) é irredutivel.

Reciprocamente, suponhamos que P = I(p(x)), onde p(x) é monico irre-

dutivel. Vamos mostrar que P é um ideal primo. Sejam f(x), g(x) em K|x]
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tais que f(x) - g(x) € P. Entao, p(x) divide f(x) - g(x). Como p(x) é um
elemento primo, temos p(x) divide f(x) ou p(x) divide g(x). Logo, f(x) € P
ou g(x) € P.

Exemplo 40
I={f(x) € Qx]; f(v/3) =0} é um ideal de Q[x] e I = I(x%— 3), pois xZ — 3

é o polinémio moénico em Q[x] de menor grau com a propriedade de estar em

1. Seja f(x) € K[x] com
grau(f(x)) € {2,3}.

Como x? — 3 é irredutivel em Q[x], temos que I é um ideal primo de Q[x]. f(x) & irredutivel em K[x] se,
e somente se, f(x) nao tem

Exemplo 41 raiz em K.

Seja I o ideal de R[x] gerado por x* — 3. Entdo, I = I(x? — 3) € R[x] ndo é
um ideal primo em R[x], pois x2 — 3 = (x — v/3)(x + v/3) néo é irredutivel

em R[x].
Exemplo 42
I ={f(x) € Rx]; f(v/3) =0} é um ideal de R[x], I = I(x —v/3) C R[x] e

esse ideal é primo.

Encerramos essa secao com o conceito de multiplicidade de uma raiz.

Definicdo 16 (Multiplicidade)
Sejam K e L corpos, com K C L, f(x) € K[x] com grau(f(x)) > 1Tep €L
uma raiz de f(x). Dizemos que  é uma raiz de f(x) de multiplicidade m se,

e somente se, em L[x], (x — B)™ divide f(x) e (x — )™ nao divide f(x).

1 , o N
Quando m = 1 dizemos que 3 é uma raiz simples de f(x) e quando m > 2 2 8 rain ¢ dupla, m—3

dizemos que B é uma raiz multipla de f(x). a raiz é tripla, . ..

Contamos as raizes de um polinomio com as suas multiplicidades, isto

é, se 3 tem multiplicidade m contamos como m raizes, a saber, 1 =0, ...,
Bm =08

Exemplo 43

Seja f(x) = (x2 —2x + 1)(x* — 1) € Q[x]. Entao, f(x) se escreve em Q[x]
como f(x) = (x = 1)2(x2 = 1)(x2+ 1) = (x + 1)(x — 1)3(x? + 1). Portanto,

B =1 € Q é uma raiz de multiplicidade 3 e p = —1 € Q é uma raiz simples
de f(x).
Exemplo 44
Seja f(x) = (x> —2x + 1)(x* — 1) € Q[x] C Clx]. Entdo, em C[x] temos que Qe
flx) = (x =122 =1)(x*+1) = (x +1)(x — 1)3(x +1)(x — i) e agora f(x)
tem mais duas raizes simples em C, além das duas raizes ja mencionadas.
UFF
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Observagdo: Seja K um subcorpo de L. Note que f € L é uma raiz de
f(x) € K[x] de multiplicidade m se, e somente se, existe q(x) € L[x], tal que
em L[x]

f(x) = (x = B)™q(x), com q(B) # 0.

Vejamos no exemplo a seguir como determinar a multiplicidade de uma

raiz de um polinomio.

Exemplo 45
Seja f(x) = x" —x® +x> —x* = x> +x2—x+1 € Q[x]. Verificamos que
f(1) = 0. Vamos determinar a multiplicidade da raiz = 1. Primeiramente,

x — 1 divide f(x) em Q[x]. Fazemos a divisao e obtemos:
f(x) = (x —1)(x®+x*—x>—1).

Substituindo B = 1 em g(x) = x°+x*—x2—1, obtemos g(1) = 0. Logo, x—1
divide g(x) em Q[x]. Escrevemos g(x) = (x — 1) (x> +x* +2x3 4+ 2x? +x +1).
Logo,

f(x) = (x =12+ x* + 23+ 2x* + x + 1).

O polinémio q(x) = x> +x* +2x3 + 2x2 + x + 1 é tal que q(1) # 0. Logo,
B = 1 tem multiplicidade 2 em f(x).

Verifique que f(x) s6 tem mais uma raiz em Q e a sua fatoracdo em monicos

irredutiveis é

f(x) = (x —1)%(x + 1) (x? 4+ 1)?, em Q[x]
f(x) = (x—1)2(x + 1) (x —1)%(x +1)?, em C[x].

Em C, f(x) tem mais duas raizes, ambas com multiplicidade 2.

Exercicios

1. Calcule o mdc(f(x), g(x)) dos seguintes polinomios em Q[x]:
(a) f(x) =x>—6x* +x+4eg(x) =x>—6x+1.
(b) f(x) =x*+Tegx)=xt+x3+x+1.

2. Determine quais dos conjuntos I C Q[x] sao ideais de Q[x] e, no caso

afirmativo, calcule p(x) € I monico tal que I = p(x)QIx]:

M. L. T. Villela



Polinbmios sobre corpos

PARTE 2 -

(a) IT={f(x) € QIx]; f(1) =f(7) =0}

(b) I={f(x) € Qx| ; f(2) =0 e f(5) #0}

(c) I={f(x) € QIx]; f(v2) =0}

(d) I={f(x) € Qx| ; f(4) =0 e f(0) = (1)}

3. No Exercicio anterior, mostre que o ideal do item (a) néo é primo e o
do item (c) é primo.

4. (a) Mostre que I = {f(x) € R[x] ; f(v/2) = 0} é um ideal primo de

R[x] e dé o polinomio ménico de menor grau em I.

(b) Mostre que I = {f(x) € R[x] ; f(v/2) = f(—v2) = 0} é um ideal
de R[x], nao é ideal primo e dé o polindmio moénico de menor grau
em [.

5. Sejam D um dominio e a € D, a # 0.

(a) Mostre que x — a divide x™ — a™ em D[x].

(b) Quais as condigoes para que x + a divida x™+ a™ em DI[x] ?

(¢) Quais as condigoes para que x + a divida x™ — a™ em DI[x] ?

6. Sem efetuar a divisao, mostre que:

(a) x4+ 1 divide 2x® + 2x5 + x* + 2x3 + x? + 2 em Z[x].

(b) x?+x+ 1 divide x® +4x5 + 3x* + 2x3 + x + 1 em Z[x].

(c) x*+x3 +x%+x + 1 divide x** + x33 +x%2 +x"" +1 em Z[x].

(d) Paran > 1, (x+1)2—x?"—2x—1 é divisivel por x(x+1)(2x+1)
em Q[x].

7. Sejam pq(x),...,ps(x) em K[x], onde K é um corpo. Sejam, respec-
tivamente, T1(x), ..., Trs(x) os restos da divisdo desses polinomios por
t(x) # 0. Sejam aqy,...,as € K. Mostre que o resto da divisdo de

S S
p(x) = Z a;p;(x) por t(x) é o polinoémio r(x) = Z a;Tj(x).
j=1 i=1

8. Determine o mdc dos polinomios em Q[x]:

(a) x> +43+ 3% +x+Texd+2x*+x+ 1.

(b) x5+ 10x* + 40x3 + 80x? + 80x + 32 e x> + 6x? + 12x + 8.

(c) x*+x3+2x> +x+ 1 ex* +3x3 +5x% + 3x + 4.
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(d) x> —x*—x—2ex>—3x—2.
9. Seja K um subcorpo de F. Sejam f(x) e g(x) em K[x] e p € F.
Mostre que 3 é raiz comum de f(x) e g(x) se, e somente se, 3 é raiz de
mdc(f(x), g(x)).
10. Ache as raizes comuns em C dos pares de polinomios do Exercicio 8.

11. Seja K um corpo.

(a) Mostre que todo polinomio de grau 1 é irredutivel em K[x].
b) Sejam a,b € K com a # b. Mostre que para todos n, m > 1 os
)
polinémios (x —a)™ e (x — b)™ sdo primos entre si.

(c) Mostre que se K é algebricamente fechado, entdo os tnicos po-

linomios irredutiveis em K[x] s@o os polinémios de grau 1.
12. Sejam K um corpo e f(x) € K[x].

(a) Seja grau(f(x)) > 1. Mostre que se f(x) tem uma raiz em K, entao
f(x) é redutivel em K[x].

Dé um exemplo mostrando que nao vale a reciproca.

(b) Seja f(x) de grau 2 ou 3. Mostre que f(x) é redutivel em K[x] se,

e somente se, tem raiz em K.

Vale esse resultado para polindmio de grau maior do que 3 7

(c) Dé exemplos de um corpo K e um polinémio f(x) € K[x] com
grau(f(x)) = 4, tal que f(x) nao é irredutivel em K[x] e f(x) nao
tem raizes em K. Conclua que nao vale a reciproca do item (a) e

o item (b) é falso para polinomio de grau maior do que 3.

13. Determine todos os polindmios monicos irredutiveis de grau menor ou

igual a 4 em Z5[x].

14. Determine todos os polindmios monicos irredutiveis de grau menor ou

igual a 3 em Z3[x].

15. Decomponha os seguintes polinomios como produto de polinémios mo-
nicos irredutiveis em Zjz[x]:
(a) f(x) =x*+x+1 (b) f(x) =x3+x+2
(c) f(x) =2x3 +2x* +x+1 (d) f(x) =x*+x3+x+1

urF
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Fatoracao em C[x| e R[x]

Como conseqiiéncia do corpo dos ntumeros complexos ser algebrica-
mente fechado, temos o Teorema Fundamental da Algebra, demonstrado por

Gauss e conhecido hoje na Franca como Teorema de D’Alembert.

Teorema 6 (Teorema Fundamental da Algebra)
Todo polinémio f(x) de grau n > 1 com coeficientes complexos se escreve de

modo tnico, a menos da ordem dos fatores, como:
fx) = alx — B1)" -+ (x— B, ondery 4+ 7 =7,

com a, 31,...

BteC,a#0e Bj#Px, sej#k.

As raizes distintas de f(x) sdo B1,...Pt, e o natural rj,j =1,...,t é a

multiplicidade da raiz f3;.
Como grau(f(x)) = r1+- -+ 714, segue que todo polinomio f(x) de grau
n > 1 com coeficientes complexos tem exatamente n raizes em C, contadas

com as suas multiplicidades.

Note que a é o coeficiente lider de f(x).

Nosso objetivo é obter a decomposicao de f(x) € R[x] em produto de

fatores monicos irredutiveis em R[x], a partir da sua fatoracao em Clx].

Vamos aprender algumas propriedades de polinomios com coeficientes

complexos.

Defini¢do 17 (Polindmio conjugado)
Seja f(x) = anx™+ -+ a1x + ao € Clx]. O polinomio conjugado de f(x) é
f(x) =Tx™ + -+ TOx + T,

onde @j é o conjugado de a;,j =0,...,n.

Proposi¢do 10 (Propriedades da conjugacdo)

Sejam f(x), g(x), h(x) € C[x]. Valem as seguintes propriedades:
(i) se f(x) = g(x) + h(x), entdo f(x) = g(x) + h(x);

(ii) se f(x) = g(x) - h(x), entdo f(x) = g(x) - h(x);

(iii) f(x) = f(x) se, e somente se, f(x) € R[x];

(iv) se p € C, entdo f(B) = f(B).

Demonstracao:
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Na Francga, o Teorema
Fundamental da Algebra é
conhecido como Teorema de
D’Alembert, pois ele
dispendeu muito tempo e
esforgo tentando

demonstra-lo.

Em linguagem matematica,
a expressao a menos de é
largamente utilizada.
Exprime a idéia de: salvo ou
excetuada.

Curiosidades sobre a vida e
trabalhos de Jean le Rond
D’Alembert:

era filho ilegitimo de uma
aristocrata e foi por ela
abandonado nos degraus da
Igreja St. Jean Le Rond (daf
a origem de seu nome), mas
seu pai conseguiu que uma
familia humilde o acolhesse,
deu apoio a sua educagio e
deixou, com a sua morte em
1726, dinheiro suficiente
para a sua instrucao.

D’Alembert e Euler
trocaram correspondéncia
sobre tépicos de interesse
mutuo, entre 1750 e 1760, e
D’Alembert publicava seus
trabalhos na Academia de
Berlim. Foi convidado para
a presidéncia da Academia e
recusou, em respeito a Euler.
De 1761 a 1780, época em
que esteve estremecido com
Euler, publicou seus
trabalhos em 8 volumes
como Opuscules
Mathématiques.
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POLINOMIOS SOBRE |
DOMINIOS E CORPOS

(i) Sejam f(x Za]x g(x be’eh Zcx’em@ x], com

f(x) = g(x)+h(x ) Da definicao de adl(;ao de pohnomlos temos a; = bj+c;,
paraj =0,...,n. Logo @ =b;+cj= b +¢j. Da deﬁmcao de conjugado,

segue que f(x Z ax, g(x Z bX e h(x Z ¢x). Usando a

definicao da adlcao em C[x], temos g( ) + h(x) = f(x).

(ii) Sejam f(x Z ap, Zb]x] e h(x Z ¢} em C[x], com

f(x) = g(x) -h(x]. Da definicao de multiplicacao de polinémios, temos
Z bacy, para j = 0,...,s. Logo, aj = Z bacy = Z b_Aﬁ,
A=) Atp=] ?\+u—1

paraj = 0,...,s. Da definicio de conjugado, segue que f(x Z ax’

Q|

n m
(x) = Z_jxj e h(x) = Zc_jxj. Usando a definicao da multiplicacao em

(iii) Seja f(x Z apx). Entdo, f(x Z x). Assim,

j=0 =

f(x) =f(x) & a;=aj, paratodoj=0,...,n
& a;€R, paratodoj=0,...,n
— f(x) € R[x].

n n
(iv) Seja f(x E a;x). Entao, f(x E J. Seja B € C, assim
j=0 j=0
Usamos na segunda o n —
igualdade que o produto dos f( B) = E EB
conjugados é o conjugado do =0

produto; na terceira, que a

n
soma dos conjugados é o _ j
jug E aj BJ

conjugado da soma e na

ultima, a definicao de

avaliagao de f(x) em f3. i

Corolario 6
Seja B € C uma raiz de f(x) € C[x] de multiplicidade m. Entdo, p é uma
raiz de f(x) com multiplicidade m.

urF
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Fatoracdo em C[x] e R[x]

Demonstracdo: Seja f € C uma raiz de f(x) € C[x] de multiplicidade m.
Entao, f(x) = (x — )™q(x) com q(p) # 0. De (ii) na Proposigao anterior,
segue que f(x) = (x — B)™q(x) e de (iv), G(B) = q(B) # 0 = 0, mostrando
que B é raiz de f(x) de multiplicidade m.

Proposicao 11
Seja f(x) € R[x]. Se B € C é uma raiz de f(x) com multiplicidade m, entao
B também é raiz de f(x) de multiplicidade m.

Demonstracdo: Se f(x) € R[x], temos em C[x]

f(x) = (x = B)™q(x), com q(B) # 0.

Entdo, f(x) = f(x) = (x — B)™q(x) com q(B) = q(B) # 0 = 0, mostrando
que B também é raiz de f(x) de multiplicidade m. |

Corolério 7

As raizes complexas nao-reais de f(x) € R[x] ocorrem aos pares. Todo po-
linomio de grau fmpar em R[x] tem pelo menos uma raiz real.
Demonstracdo: Seja f(x) € R[x] e seja p € C, B € R, tal que f(p) = 0.
Entdo, B # B e f(B) = 0 se, e somente se, f(f) = 0, ambas com a mesma
multiplicidade. Portanto, se o polinomio tem grau impar, tem de ter pelo

menos uma raiz real. |

Proposicao 12
Os polinémios monicos irredutiveis em R[x] sdo da forma x — a, a € R, ou
x?+bx+c, com b2—4c < 0. Todo polinémio f(x) € R[x], com grau(f(x)) > 2,
é redutivel em RI[x].
Demonstracdo: Ja sabemos que os polinomios x — a, onde a € K, sao irre-
dutiveis em qualquer corpo K.

Um polinémio de grau 2 com coeficientes em qualquer corpo K é irre-

dutivel em K[x] se, e somente se, ndo tem raizes em K.

Seja f(x) = x2 + bx + ¢ € R[x]. Existe p € C uma raiz de f(x).

f(x) é irredutivel em R[x] se, e somente se, P Cef &R
se, e somente se, [ # B sdo as rafzes de f(x)
se, e somente se, A =b%—4c<0.

Nesse caso, X2 +bx+c=(x—B)(x—B)=x>— (B+B)x+ PP e
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Jean Le Rond
D’Alembert
1717 - 1783,

Francga.

D’Alembert tinha instrugao
nas dreas de Direito,
Medicina, Ciéncia e
Matemaédtica. Com apenas 24
anos, foi eleito para a
Académie de Sciences da
Francga. Entre 1751 e 1772,
colaborou com Diderot na
edigao da primeira
enciclopédia: Encyclopédie
raisonné des sciences, des
arts et des métiers, onde
publicou diversos trabalhos
de Matematica. Em 1744,
publicou Traité de I’equilibre
et du mouvement des fluides
e, em 1747, seu trabalho em
vibracao de cordas, onde
aparece pela primeira vez a
equagado da onda. Deu
importantes contribuigoes a
Matemadtica: foi o primeiro a
entender a importancia das
fungoes e da teoria dos
limites; a definir a derivada
como o limite de um
quociente de incrementos; e
pioneiro no estudo de
equagoes diferenciais

parciais.

UFF



POLINOMIOS SOBRE
DOMINIOS E CORPOS

Seja B € C.
B ZR & Im(p) #0.

Quer saber mais sobre Gauss?

A habilidade de Gauss com
a Matemética foi percebida
por seu professor quando ele
tinha sete anos. Ao ser
perguntado qual a soma dos
nimeros naturais de 1 a 100,
Gauss imediatamente
respondeu: sao 50 pares de
nimeros somando 101!

Gauss publicou, dois anos
ap0s a obtengao do seu
doutorado, um dos classicos
da literatura matematica,
Disquisitiones Arithmeticae
e contribuiu em diversas
areas: Geometria Diferencial
(no estudo das superficies
com suas idéias sobre
curvatura e seu interesse
sobre as geodésicas); Teoria
dos Numeros; Analise
Matemadtica (apresentou
critérios de convergéncia de
séries) e Astronomia.

Por que o Disquisitiones
Arithmeticae é um dos
classicos da literatura
matematica?

Nessa obra aparecem: os
conceitos de congruéncia de
inteiros e classe de restos;
uma demonstracao do
Teorema Fundamental da
Aritmética e nimeros da

forma
Zil ={a+bila,beZ},

hoje conhecidos como os

inteiros de Gauss.

urF
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A = (B+B)—4Bp
— B2+2BB+B —4BB

— B2—2BB+PB
= (B—PB)?
= (2Im(p)i)?

— —4(Im(p))* <o.

Para demonstrar a ltima afirmagao seja f(x) € R[x] tal que grau(f(x)) > 2.
Entao, existe p € C uma raiz de f(x). Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Se B € R, entao x— B divide f(x) em R[x]. Logo, f(x) = (x—p)q(x),
com q(x) € R[x], e f(x) é redutivel em R[x].

Caso 2: Se B € Ce P &R, entdo p # B e B também é raiz de f(x). Logo,

(x — B)(x — B) divide f(x) em C[x]. Entretanto,

(x=B)x—B) = x*—(B+P)x+BB
= x*—2Re(p)x+ | B > € R[x],

logo (x — B)(x — B) divide f(x) em R[x]. |

Agora, estamos prontos para apresentar o Teorema Fundamental da
Algebra, ou o Teorema de D’Alembert, demonstrado por Gauss de quatro

maneiras diferentes.

Vejamos algumas conseqiiéncias do Teorema 6.

Estamos interessados nos polindmios com coeficientes reais. Vamos
enunciar o Teorema Fundamental da Algebra para os polinomios com coefi-

cientes reais.

Teorema 7 (Teorema Fundamental da Algebra em R[x])
Todo polinémio f(x) de grau n > 1 com coeficientes reais se escreve de modo

unico, a menos da ordem dos fatores, como:

f(x)=alx—B1)" - (x— B (x> +bix+c))™ -+ (xF 4+ bex + ¢c)™,

onde a € R, a # 0, é o coeficiente lider de f(x); B1,...
distintas de f(x); x2 4+ bix + c1, ..
com coeficientes reais tais que b]'z —4c; < 0, paratodoj =1,...,s, e
T 4 T+ 2+ -+ 2ng =n.

, Pt sao as raizes reais

., X? + bgx + ¢4 sdo polindmios distintos

M. L. T. Villela
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Exemplo 46
Vamos determinar a decomposicao de f(x) = 3x8—3 em produto de poténcias

de fatores monicos irredutiveis em R[x].

Lembrando do produto notavel a? —b? = (a — b)(a + b), temos
x—1=x"=1Dx*+1),x* =1 =x>-1)(x*+1)

x2—1=(x—1)(x+1).
Combinando essas decomposigoes, obtemos:
f(x) =3(x3=1)=3(x—1)(x+1)x*+1)(x*+1).
Agora devemos fatorar x* + 1 (Veja a observacao na margem).
As raizes 3 € C desse polindomio sao as raizes complexas quartas de —1, pois

BY+1 =0 se, e somente se, B* = —1. Vamos determina-las. O argumento

de —1 é . Assim, as raizes complexas quartas de —1 tém argumentos
by = T2k — mz‘f”,k =0,1,2,3 e médulo p = /] — 1| = V1 = 1. Logo,

4
Po=4 = zozcos%—i—isen%:%z—i—%zi
c|)1:377T —= z1:cos3f+isen3f:—§z+§zi
c])zz%7T — Zzzcos%‘—i—isen%‘:—?—@i
c|)3:777T — Zgzcos%ﬂ—i—isen%ﬂ: %2_%217 entao

XY+ 1= (x—2z0)(x —21)(x — 22)(x — z3) em Clx].
Note que zg = z3 e Z7 = z,. Portanto, zo e 2z3 sao raizes do polinomio
(x —zo)(x —Zg) = x2—V2x+1 e z; e 2z, sdo raizes do polindémio
(x —21)(x —Z7) = x* + v/2x + 1. Logo,
X+ 1=+ V2x+1)(x*—V2x +1) em R[x].
Como x? + 1 = (x —1i)(x +1i) em C[x], entdo
-3 =3(x—D(x+1)(x—1)(x+1)(x — z0) (x — z1) (x — z2) (x — 23),
em C[x] e
3x8 =3 =3(x— 1) (x+ N>+ 1 (x*+ vV2x + 1) (x* = V2x + 1), em R[x].
Exemplo 47
Seja f(x) = x* — 2 € R[x].
Observamos que s6 hd dois nimeros reais cuja quarta poténcia é 2: v/2

e —+v/2. Esses ntimeros reais sio raizes de f(x), o que é equivalente a
(x — v2)(x 4+ v/2) dividir f(x). Fazendo a divisdo, obtemos:

f(x) =x* =2 = (x = V2)(x + V2) (x* + V2).

Entretanto, no conjunto dos numeros complexos ha quatro nimeros cuja
~ . 7 4 4 4 . 4 . ~ ’
quarta poténcia é 2: —\/Z, \/Z —v2i e \/21, que sao as raizes complexas
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N3o esquega:

Se f(x) € R[x] e seu grau é
maijor ou igual a 2, entao
f(x) é divisivel por algum
polinémio do tipo x —a ou
x2 +bx+c com

b2 —4c <.

Obtemos a fatoragao em
irredutiveis monicos em R[x]
a partir da fatoracdo em

irredutiveis ménicos em C[x].

. . 4
Trace o circulo de raio v/2 e
visualize as raizes complexas

quartas de 2.
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Lembre que ...
Geometricamente, as raizes
complexas n—ésimas de um

numero real v > 0 dividem o
circulo de raio ¥/rem n

partes iguais.

Nao esqueca que:
Se a,b € R, entao
a-b=0& a=0o0ub=0.

Se z,w € C, entao
z-w=0&=z=0o0uw=0.

Lembre dos produtos

notaveis:
(a+b)? =a? +2ab + b?,
(a—b)2 =a? —2ab + b2.
a? — b2 =(a—b)(a+Db).

urF
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quartas de 2.

Para determiné-los, tomamos os argumentos ¢ = Z"T'k ,k=20,1,2,3, obtendo
(I)OZO, d)1 :%[7 (I)ZZTC € d)3:3?7t

Escrevendo o médulo p = v/2 das raizes complexas quartas de 2, temos as

quatro raizes complexas quartas de 2 dadas por:

20:\4/2, Z1 :\4/21, 22:—\4/2 (& Zgz—wi.
Os numeros complexos conjugados v2i e —+v/2i sdo as raizes em C do
polinémio do 22 grau x? ++/2 com coeficientes reais.

Em C a equacao x* — 2 = 0 tem quatro solucoes, enquanto em R hé apenas

duas solucoes.

Exemplo 48
Seja f(x) = —2x7 + 32x® — 128x3 € R[x]. Quais sdo as raizes de f(x)?
Colocando —2 em evidéncia, temos f(x) = —2(x’ — 16x®+ 64x3) e vemos que

f(x) é divisivel por x3. Portanto,
f(x) = —2x3(x® — 16x3 + 64).
O nimero a = 0 é uma raiz de f(x) com multiplicidade 3. As outras raizes
de f(x), forcosamente, sio raizes de x® — 16x> 4 64, pois
fla) = 23(a® — 16>+ 64) =0 = o> =0oua®—160>+64=0
— a=0oua®—16a>+64=0.

Para continuar a pesquisa das raizes de f(x), devemos buscar agora as raizes
do fator x® — 16x> + 64. Observando as poténcias de x e os coeficientes,
lembramos de um produto notavel e escrevemos

x® —16x3 + 64 = (x> — 8)2.
Portanto, as raizes de x® — 16x3 4 64 sao as raizes de (x> —8)2. Assim, basta
determinar as rafzes de x> — 8, sem esquecer que a multiplicidade delas no
polinomio x® — 16x3 + 64 & 2.
O polindmio x> — 8 tem trés raizes em C, as raizes complexas ciibicas de 8.
Apenas uma delas é um ntmero real e as outras duas sao ntimeros comple-
xos nao-reais. Para determind-las, calculamos o médulo p = v/8 = 2 e os
argumentos ¢y = z%k, com k =0,1,2. Obtemos, ¢o=0, ¢ = 2?” e
b2=.

Assim, zo = 2, z1 = Z(COS%” +isen &) = 2(—% —i—i@) = —1+V3i e

3
22:2((308%"+isen 4?") :2(—%—i§) =—1—31
Note que
22221,21—1—22:2]—1—21:—2 (& Z1-22:Z]'Z]:|Z1|2:4.
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Logo, z; e z; sdo raizes do polinomio do 2° grau x? + 2x +4 € R[x].
Fazendo a divisao euclidiana de x> — 8 por x — 2, temos

x3—8=(x—2)x?+2x+4) e (x3—8)?=(x—2)2(x*+2x +4)%.
Portanto,

—2x7 4+ 32x% — 128x3 = —2x3(x3 — 8)% = —2x3(x — 2)%(x* + 2x + 4)2.
Esse polinomio de grau 9 tem duas raizes reais: a raiz 0 com multiplicidade 3
e a raiz 2 com multiplicidade 2. No conjunto dos ntimeros complexos temos,
além dessas, as raizes —1 4+ v/31 e —1 — /31, ambas com multiplicidade 2,
porque (x%2+2x+4)? divide f(x), mas (x?+2x+4)3 nao divide f(x). Contando
as raizes com as suas multiplicidades, temos 3+ 2+ 2+ 2 = 9 = grau(f(x))

raizes complexas.

Exemplo 49
O polinomio f(x) = x™ — a € C[x] é facil de ser decomposto em produto de

fatores lineares em C[x]. Basta conhecer uma de suas raizes para determinar

todas elas.
Seja 3 € C uma raiz de f(x). Tomando w = cos zf + isen zf, raiz primitiva
n-ésima da unidade, temos que w’, com j =0,1,...,n — 1, sdo as N raizes
complexas da unidade. Assim,
(Bw!)"™ = prwn = a(u)“)j =a-V=a.
Logo, B, Bw, ..., Rw™ " sdo as n rafzes complexas de x™—a e em C[x] temos
n—1
X' —a= H(x— Bw) =(x—P)x—PBw)-...-(x—Pw™ ).
=0

Exemplo 50
Vamos fatorar f(x) = x® —2 em C[x] e em R[x].

v/2 é uma raiz real de f(x). As rafzes complexas de f(x) sdo V2w, com

j =20,1,...,5 onde w = cos%‘ +isen%” = cos3 + isen S é uma raiz
primitiva 6-ésima da unidade. Como w estd na forma polar, determinamos

suas poténcias facilmente. Temos que
w =cosF +isen?, j=0,...5,

cujos valores sao

0_ — 14 :V3 2 14 5V3
w’ =1 w=5+15 w 5 15
wi=-1 w'=-]- i? w’=1_— i?
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Lembre que:
(x—a)(x—Db) =
x2 — (a+b)x + ab.

f(R)=Pp"—a=0
" =a.

Visualize no circulo
trigonométrico, fazendo a
divisao em 6 partes iguais,
no sentido positivo das
rotagoes, a partir de

A =(1,0).
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As raizes complexas de f(x) sao

Bo=VZ Bi=V2(3+1F) B2=VZ(-1+i%)
02 B 2(-3-15) Bs- V2(3-14).

Entao,

Xe—2=(x—Bo)(x — B1)(x — B2)(x — B3)(x — Ba)(x — P5), em C[x].

Seja ¢ = v/2. Observando que 7 = Cw = cw’® = Ps, B2 = cw? = cw? = Pa,
obtemos os fatores irredutiveis monicos em R[x] do segundo grau

(x —cw)(x —cw’®) =x* —c(w+ w3 )x+c?=x>*—cx+c’e

(x — cw?)(x — cw?) = x? — c(w? + wHx + c? = x? + cx + c2.

Logo,

X6 —2=(x— V2)(x+ V2)(x* = V2x + V2)(x* + V2x + V2), em RIx]
Exemplo 51
Vamos determinar a fatoracao em polindmios monicos e irredutiveis em R[x]
e em C[x] de f(x) =x*+ 16.
As raizes complexas de f(x) sao as raizes quartas de —16. Escrevendo —16 na

forma polar, obtemos —16 = 16(cost+1isen ), com v = 16 e arg(—16) =

Portanto, as raizes complexas de f(x) tém p = /T = V16 = 2 e argumento
Py = ZETE — (ZKZ”” para k = 0,1,2,3. Assim, as rafzes complexas de

f(x) sdo Bx =2 (cos (ZKH +1is kanﬂ >, com k=0,1,2,3. Temos

Bo=2 (cos—+1sen ) V2 4+1iV2
[31—2(008——1—156117) —V2+12
B=2 (cos—+lsen577‘):—f—1fe
Bs=2 (c 7”—|—1sen%”):\/§—i\/§.

Logo, a fatoragao em produto de polinomios monicos irredutiveis em C[x] é

Xt 416 = (x — Bo) (x — B1)(x — B2) (x — B3).
Como B3 = Bo, B2 = B1 temos
(x = Bo)(x = Bo) =x* = 2vV2x +4 e (x = B1)(x — B1) =%+ 2V2x +4.

Portanto, a fatoragao em produto de polinomios monicos irredutiveis em R[x]

é
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x* 16 = (x2 = 2V2x + 4)(x2 + 2V2x + 4).

Observagdo: A estratégia para decompor polindomios f(x) em R[x] é obter as
raizes complexas nao-reais {3, caso existam, e combina-las com a sua conju-
gada B, de modo a determinar os divisores de f(x) do tipo x> + bx + ¢ com
b2 —4c < 0.

Exercicios

1. Faca o que se pede:

(a) Determine o polinémio f(x) de grau 3 com coeficientes reais e

coeficiente lider 2, tal que —1 e T+ 1 sao raizes de f(x).

(b) Determine o polinémio g(x) de grau 4 com coeficientes reais e

coeficiente lider —1, tal que i e 3 — 41 sdo raizes de f(x).

(¢) Determine a decomposigao do polinémio f(x) do item (a) em pro-
duto de poténcias de fatores monicos irredutiveis em R[x] e em

Clx].

(d) Determine a decomposigao do polinémio g(x) do item (b) em pro-
duto de poténcias de fatores monicos irredutiveis em R[x] e em

Clx].

2. Decomponha em produto de polinomios monicos irredutiveis em C[x]

e em R[x]:

Instituto de Matemadtica
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POLINOMIOS SOBRE |
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4. 141 é uma raiz multipla de f(x) = x® — 3x° + 5x* — 4x3 4+ 4x? — 4x + 4.
Determine a sua multiplicidade, as outras raizes complexas de f(x) e dé
a decomposicao de f(x) em produto de poténcias de polinomios ménicos

irredutiveis em R[x].

5. Mostre que se n > 1, entao

n—I1
(a) X" —1= (x—1)(x+1)H <x2—2xcos <%T) +1> em R[x].
k=1
(b) x#™1 —1 = (x—1)f[ <x2—2xcos< 2kn )—H) em R[x].
2n+1

k=1

6. Fatore em R[x] os seguintes polinomios:

urF
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Polinomios em Z[x] e em Q[x]

Os dominios de fatoragao tinica tém a seguinte propriedade: o elemento
a é primo se, e somente se, a é irredutivel. Portanto, em dominios de fa-
toracao unica quando um irredutivel divide um produto tem que dividir um
dos fatores. Temos o seguinte Teorema, que nao sera demonstrado aqui.
Teorema 8
Se A é um dominio de fatoracao tinica, entao A[x] é um dominio de fatoracao
Unica.
Como conseqiiéncia desse Teorema temos que: Z[x], Z[x,y] = Z[x][y] e
Kx,y] = K[x][y], onde K é um corpo, sdo dominios de fatoracao tnica.
Vamos estudar com mais cuidado a fatoracao em irredutiveis em Z[x]
e em Q[x].
Seja f(x) € Q[x] um polinémio nao-constante. Entao,
f(x) = g2+ g-x+- -+ £2x™, onde aj, b; € Z, b; # 0, para todo j =0,...,n,
a,#0en>1.
Sabemos que
f(x) é irredutivel em Q[x] <= a-f(x) é irredutivel em Q[x],
para todo a € Q, a # 0.
Em particular, tomando m = mmc(by,...,b,) temos:
f(x) é irredutivel em Q[x] <= m-f(x) € Z[x] é irredutivel em Q[x].

Observe que grau(m - f(x)) = grau(f(x)).

Lema 1 (Lema de Gauss)

Seja f(x) € Z[x], com grau(f(x)) > 1, tal que f(x) é irredutivel em Z[x].
Entao, f(x) é irredutivel em Q[x].

Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que f(x) seja irredutivel em Z[x],
mas f(x) = g(x) - h(x), onde 1 < grau(g(x)), grau(h(x)) < grau(f(x)) e
g(x), h(x) € Q[x].

Existe m > 0 tal que
m-f(x) =gi(x) - hi(x), (1)

com gi(x),hi(x) € Zlx], grau(gi(x)) = grau(g(x)) e grau(hi(x)) = grau(h(x)).

Assim,

gi(x) =ap+ ayx+---+ a,x", com a; € Z, para todo j =0,...,1r e a, #0;

Instituto de Matemadtica
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plao,...,plai-1e

plbo, ..., plbj_1.
grau(g*(x)) = grau(g(x))
grau(h*(x)) = grau(h(x))

Isto é muito util para
resolver problemas.

urF

Polinémios em Z[x] e em Q[x]

hi(x) =bo+bix + -+ bex® com b; € Z, para todoj =0,...,s e bg #0.
Seja agora p um natural primo tal que p divide m. Vamos mostrar que
p | aj, para todoj =0,...,7, oup |b;, para todoj=0,...,s.
De fato, suponhamos, por absurdo, que existam 1 € {0,...,r} e
j € {0,...,s} tais que p { a; e p 1 b;. Consideremos i e j os menores
possiveis com essa propriedade. Como p | m, entao p divide todos os coefi-
cientes de g1(x)hi(x) e, em particular, p divide ci,j, o coeficiente de x**7 em

g1(x)hy(x). Temos

Ciyj = Qobiy+arbiy 1+ +ai b +@+ai+1bjf1 +---+aiybo, com

p dividindo ci45, p dividindo cada parcela a esquerda de x e p dividindo cada

parcela a direita de , contradizendo o fato de que p nao divide a;b;.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que p divide a;, para todo
1=0,...,7. Entdo, g1(x) = p - g2(x), com g2(x) € Z[x] e m = p - m; com
my >0 e my € Z. Substituindo em (1), obtemos

p-my-f(x) =p - g2(x)hi(x).

Cancelando p, temos my - f(x) = g2(x)h;(x). Continuamos o processo
com cada fator primo positivo de m; (que é em numero finito). Ao final,
obtemos f(x) = g*(x)h*(x), com 1 < grau(g*(x)), grau(h*(x)) < grau(f(x))
e g*(x), h*(x) € Z[x], contradizendo o fato de f(x) ser irredutivel em Z[x].
|

Observacdo: Seja f(x) = ap + aix + -+ + ax™ € Z[x]\Z tal que
mdc(ag,...,a,) = 1. Segue do Lema de Gauss que para mostrar a irre-

dutibilidade de f(x) em Q[x] basta mostrar que f(x) é irredutivel em Z[x].

Como conseqiiéncia do Lema de Gauss temos o seguinte critério de

irredutibilidade em QIx].

Teorema 9 (Critério de Eisenstein)
Seja f(x) = ap+ a1x + - - - + apx™ € Z[x]. Suponhamos que existe p primo
tal que pf an, plao, ..., p | an ep?fao Entdo, f(x) é irredutivel em
QIx].
Demonstracdo: Pelo Lema de Gauss, basta provar que f(x) é irredutivel em
Z[x].

Suponhamos, por absurdo, que f(x) = g(x)h(x), com g(x), h(x) € Z[x]
e 1 < grau(g(x)), grau(h(x)) < n = grau(f(x)). Sejam

g(x) =bo+bix+ -+ bx", com b; € Z, para todo j =0,...,1,e

M. L. T. Villela
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h(x) = co+ c1x + -+ -+ cgx®, com ¢; € Z, para todo j =0, ...,s.
Como ag = by - ¢o, p | ap, entdo p | by ou p | co. Entretanto, p? { ao,

logo p divide apenas um deles, isto é,

plboepico
ou
piboep|co.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que p | bg e p 1 co.
Como a, = by-cs e p{ an, entdo p 1 b,. Seja { o menor natural
1 <{¢<rtal que ptbe Entdo, p|bg,...,plbeqe
ag=Dboce+---+beici+  becg
=~

vV
p divide p nao divide

Logo, p 1 a, e, por hipétese, { =n = grau(f(x)) > v, uma contradigao. M

Exemplo 52

f(x) = x> +4x + 2 € Z[x] é irredutivel em Q[x].

Temos as =1 a3 =a3 =a>, =0, a; =4 e ap = 2. Valem as hipoteses do
Teorema anterior para o primo p = 2: 2| ap, 2| ay, 2| az, 2] az, 2| ag,
2tasedqao.

Exemplo 53

Ha polinémios irredutiveis em Q[x] de grau n, para todon > 1.

A saber, f(x) = x™ — p, onde p é um natural primo, é irredutivel em Q[x],
para todon > 1.

De fato, o cason = 1 é trivial. Paran > 2, aplicamos o critério de Eisenstein,

com o primo p. Nesse caso, ap=p, a1 =---=dadp_1=0ea,=1.

Exemplo 54
f(x) = 5x* — 24x3 + 3x% + 12x — 6 é irredutivel em Q[x].
Nesse caso, ag =5, a3 = —24, a, =3, a; = 12 e ap = —6. Aplique o critério

de Eisenstein com o primo p = 3.

Exemplo 55
O polinémio f(x) =xP' +xP24 ... +x+ 1, onde p é primo, é irredutivel

As raizes em C de f(x) séo
em Q[X] . as rafzes p-ésimas da

xP —1 unidade diferentes de 1.
De fato, f(x) =

(S

x—1

UFF
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Usamos a férmula do
binémio de Newton.

Fez o Exercicio 87

vrr I

Polinémios em Z[x] e em Q[x]

(x+1)P—1

(x+1)—1

X (T 44 () ()
X

fix+1) =

= 0 (O (P ()

Como p divide (?), paral <j<p-—1e (DE]) = p, podemos aplicar o
critério de Eisenstein ao polinémio f(x 4+ 1) com o primo p. Assim, f(x + 1)

é irredutivel em Q[x], seguindo que f(x) é irredutivel em Q[x].

Sabemos que a existéncia de fator de grau 1 na fatoracao de um poli-
nomio f(x) em K[x] é equivalente & existéncia em K de uma de raiz de f(x).

O seguinte resultado é muito importante.

Proposicao 13

Seja f(x) = ap+ arx+ - -+ anx™ € ZIx]\Z. Seja B € Q, B # 0, uma raiz de
f(x). Escrevendo B = ¢, com 1,5 € Z\{0}, entdo r| ape s | an.
Demonstracdo: Podemos supor que mdc(r,s) = 1. Temos

n—1 m

ot T Gn

T T
O:f(g) :ao+a1-g+~-~+an,1
Multiplicando essa igualdade por s™, obtemos:

O=ap-s"+a; - r-s" "4+ dang T s+a,-m
vV

b
Como s |0es|b,entdo s | a,-r", mas mde(r,s) =1, logo s | an.

Analogamente, definindo a =a;-1-s™" '+ 4+ an1- ™ s+ an- 1"
temos 0 = ag-s™+a. Comor|0er|a,entdo r| ap-s™ mas mde(r,s) =1,
logo 1| ao. [ |
Exemplo 56
Seja f(x) = 4x3 + 11x% +45x — 12 € Z[x].

0 nao é raiz de f(x), pois f(0) = —12.
Se B = ; # 0 é uma raiz de f(x) e s > 0, entdao v | =12 e s | 4, logo
re{£l,£2,+3,+4, +£6,£12} e s €{1,2,4}.

Portanto, as possiveis raizes racionais de f(x) sao tais que
1 13 41 43
B e {+1,+2,+3,+4, 46,412, 4+, 43, +3,+3}.

Como f(0) = —12 e f(1) = 48, com o0s nossos conhecimentos de Calculo,

sabemos que f(x) tem uma raiz real no intervalo (0,1). Se esta raiz for

. ~ 11 3
racional, entao tem que ser 73 0u 3

0. Assim, x — % divide f(x) em Q[x]. Fazendo a divisao em Q[x], obtemos:

. Por avaliacao, verificamos que f (411) =

M. L. T. Villela
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_h

=
®

\ad
|

(x — 1) (4x* + 12x + 48) em Q[x]
(4x — 1)(x? + 3x + 12), com ambos irredutiveis em Q[x].

Observamos que f(x) = (4x—1)(x*+3x+12) é uma fatoracdo em polindémios
irredutiveis em Z[x].

Para apresentarmos mais um critério de irredutibilidade em Q[x], vamos

introduzir um novo conceito.

Lema 2
Seja p um primo fixo. A fungao @ é um homomorfismo sobrejetor de anéis,
onde

onde f(x) = ap+ ax+ -+ apx™e f(x) = Qo+ aQyx + - - - + Aux™ € Zy[xl,
com @; = a; mod p.
Demonstragao: Sejam
f(x) = ap+ ax+ -+ ax™ € Z[xl, f(x) = aQ + ayx + - - + Aux™ € Zp[x] e
g(x) =bo+bix+---+bx™e Zlx], g(x) =bo+byx+- - +bx™ € Z,[x]

Entao,
max{m,n}

fx)+ax)= ) (a+b)¥ ()
j=0

max{m,n} Em (1) usamos (%) e a

(p(f(x) + Q(X)) (:) Z (Clj + bj)Xj definicdo de @; em (2), a

soma médulo p; em (3), as

mai{:é)l,n} definicdes de f(x) e g(x) e a
(2) Ty soma em Zyp, [x]; e em (4), a
- Z (aj + b]‘)X] definigao de .
j=0
3) = —
= f(x) +9(x)

= @(f(x)) + @(g(x))

f(x) - g(x) =) ( > a)\-bu> 2 (%)

=0 \A+p=j

UFF

Instituto de Matemadtica



POLINOMIOS SOBRE
DOMINIOS E CORPOS

Em (1) usamos (x*) e a
defini¢do de @; em (2), a
soma médulo p; em (3), o
produto médulo p; em (4),
as definicdes de f(x) e g(x) e
a multiplicagdo em Zp, [x]; e

em (5), a definicdo de .

vrr IE

Polinémios em Z[x] e em Q[x]

<
=
2
«Q
2
1=

Z ar- b, |¥

j=0 \A+u=

2y (e
=0 \A+p=j

253w
=0 \A+p=j

= F(x)3(x)

(5)

= @(f(x)) - o(g(x)).

E claro que @ é sobrejetora. |

Proposicao 14
Seja f(x) = ap + a1x + -+ + ax™ € Z[x]\Z. Seja p um primo tal que
an Z0 mod p. Se f(x) = @+ @x + -+ + Aux™ € Zp[x] é irredutivel em
Zy[x], entdo f(x) é irredutivel em Q[x].
Demonstracdo: Suponhamos que f(x) seja redutivel em Q[x]. Pelo Lema de
Gauss, existem polindmios g(x) e h(x) € Z[x] tais que f(x) = g(x) - h(x) e
1 < grau(g(x)), grau(h(x)) < grau(f(x)). Escrevemos

g(x) =bo+bix+---+bx", comb; € Z, paraj=0,...,Te

h(x) =co+cix+---+cex*, com ¢c; € Z, paraj =0,...,s.

Passando médulo p, pelo Lema anterior, obtemos f(x) = g(x)h(x) em
Zylx], onde

9(x) =bo+bix+---+bx"eh(x) =Ty +Trx + - - + Cex®.

Logo, b, - T; = @, # 0. Como Z, é um corpo, entdo b, # 0 e T, # 0,
logo grau(g(x)) = grau(g(x)) > 1 e grau(h(x)) = grau(h(x)) > 1 e f(x) é
redutivel em Zj[x]. [ |

Exercicios

1. Determine, caso existam, todas as raizes racionais de f(x) e dé a sua
decomposicao em produto de poténcias de fatores monicos irredutiveis
em R[x]:

(a) f(x) =2x* —5x3 +x? +4x — 4.
(b) f(x) = 2x° 4 5%° + x* + 10x> — 4x? + 5x — 3.

M. L. T. Villela
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2. Seja f(x) = X"+ an_1Xx" ' +---+a;x+ag € Z[x]. Mostre que se x € Q

é uma raiz de f(x), entao « € Z.

3. (a) Mostre que p = /2 ++/3 é raiz de x* — 10x* + 1 e prove que B é

irracional.
(b) Mostre que v/5 + /7 é irracional.
(¢) Mostre que v/2 — /3 é irracional.

4. Ache as raizes racionais dos seguintes polinomios:

5. Determine todas as raizes reais e complexas nao-reais, suas multiplici-
dades e dé a decomposi¢ao do polinomio em produto de poténcias de

fatores monicos irredutiveis em Clx] e em R[x]:

6. Decomponha o polinémio x*—5x?+6 em produto de polindmios monicos
irredutiveis em Q[x], Q(v/2)[x] e R[x].

7. Mostre que os polinémios sao irredutiveis em Q[x]:

(a) x*+1
(b) x>+ x*+1

PARTE 2 -

SECAO 5
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Seja

f(x) =ap +arx+---+anx™
em Z[x]\Z com

mdc(ap,..., an) =1. Para
mostrar que f(x) é
irredutivel em QI[x], pelo
Lema de Gauss, basta
mostrar que f(x) é
irredutivel em Z[x].
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8. Sejam K um corpo e a € K.
(a) Mostre que a fungao

@ :Klx] — K[x]
f(x) — f(x+a)

é um isomorfismo de anéis comutativos com unidade.

(b) Mostre que f(x) é irredutivel em K[x] se, e somente se, f(x + a) é

irredutivel em K[x].

9. Determine quais dos seguintes polinomios sao irredutiveis em Q[x]:

10. Determine todos os polinémios monicos irredutiveis de Z,[x] de graus
1,2,3e4.

11. Mostre que x> + x? + 1 ¢ irredutivel em Z;[x].

12. Determine todos os polindomios monicos irredutiveis de Zs[x] de graus

1,2e3.

13. Mostre que x* + x + 2 é irredutivel em Zs[x].

vrr I
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PARTE 2 -

Resolucao por radicais

Vamos mostrar que as equagoes de graus 2, 3 e 4 com coeficientes
complexos tém as suas raizes expressas por radicais de fungoes algébricas

racionais dos seus coeficientes.

A equacdo do 22 grau em Cl[x]

Vamos resolver por radicais a equacdo x>+ ax+ =0, onde o, B € C.

Para isto, consideramos, primeiramente, um caso particular.

Seja x? = «, onde & € C e ov # 0. Sabemos resolver em C esta equacio,
usando a forma polar do niimero complexo «, que inclui o caso x = a € R.
Vamos dar uma outra solucao, obtida diretamente da expressao de o« = a+Dbi,
onde a,b € R.

Consideremos o« = a + bi, onde b # 0. Vamos determinar um niimero
complexo ¢ + di tal que a + bi = (¢ + di)? = c? — d? + 2cdi.
Pela igualdade de niimeros complexos, temos que
a=c2_q42 a2 = (c2— d?)?
— 2 232
— a?+b?=c*+d*+2c%d* = (c* + d?)?
Portanto, ¢? + d? = Va2 + b2. Como c? — d? = a, somando e subtraindo

essas equacoes, obtemos, respectivamente,
, Va*+bi+ta , Va*+bi—a
cC=——75F—"— e d"'=——7-——"7".
2 2
Logo,

[d|=

lc|= \/—vaz—kzbz—ka (%)

\/ vaZz+b?2—a
—
Como b # 0 e b = 2cd, devemos escolher os niimeros reais ¢ e d, com a
propriedade (%), de modo que o sinal do seu produto seja 0 mesmo sinal de
b. Assim, quando b > 0, tomamos ¢ > 0ed > 0,ouc < 0ed < 0
quando b < 0, tomamos ¢ > 0e d < 0,ouc < 0ed > 0. Dessa maneira
temos exatamente dois nimeros complexos da forma ¢ + di cujo quadrado é
x=a-+ bi [ |

Exemplo 57
Vamos resolver a equacao x? = —i.
Nesse caso, a =0 e b = —1. Temos a?+ b? =1 e, pelas equacdes (%),
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e [Vito 1 d - VI40 1
B 2 2 N 2 V2

1
Como b < 0, as solugoes da equagao sao — —

1 . 1 1.
\/E ﬁle \/24—%1.

Exemplo 58

Vamos resolver a equacio x2 =1+ 1.

Nesse caso, a =1e b =1. Temos a? + b? = 2 e, pelas equacoes (%),

o= /ﬁ2+1 e ldl- /\/22—1.

Como b > 0, as solugoes da equagao sao

\/\/2;1 “\/\/zz_1 ¢ _\/ﬁzH _i\/ﬁz_ .

Agora podemos resolver por radicais a equacdo x? + ax + = 0, onde
«, 3 € C. Temos:

X*+ox+p = (x+%)2—o§+ﬁ
(o

Seja A = o2 — 4 € C. Pelas consideracoes anteriores, existem & e —8
em C, tais que 8% = A. Escrevendo 6 = VA, temos —5 = —V/A ¢ a equacio
a2 & —4p o VA
proposta (X + —) —

> 1 = 0 é equivalente ax—i—z ::I:T.

As solugoes da equacao proposta sao

ot a? 4P —0x— /% —4p
B 2

X1 e X2 =

onde /o2 — 4B é uma das raizes de x> = «? — 4p.

Exemplo 59

Vamos resolver a equacao x? + 2ix + (—2 —1i) = 0.

Nesse caso, A = (2i)? —4(—2 — 1) = 4 + 4i. Devemos determinar nimeros
complexos cujo quadrado é 4 +4i. Temos a =4, b =4 e a’?+b? = 32. Pelas

férmulas (x), temos

2v2 42

cle \/\/3_22+4:\/4\/22+4:

M. L. T. Villela
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rd|:\/@:\/m%:\/m_z.

Tomamos VA = V/2v2 + 2 +ivV2vV2 — 2.

As solucoes da equacao proposta sao

~2i+ VA —2i— VA
X1 :f exz:f.

A equacdo do 32 grau em Cl[x]
Consideremos a equacao

X3+ axx? + a;x + ap =0, com a; € C. (1)

Substituindo x por y + b, temos:

0 = (Y+b)2P+a(y+b)2+a;(y+b)+ao
Y3+ (3b+ az)y? + (3b2 + 2a5b + aq)y + (b3 + azb? + arb + ap)

Tomando b = —%, temos

¥+ ax?+ax+a=y>+py+aq,

— ap
X_U_Z? 2 2
onde § p =2 — 2 4 ay =a;— 4,

_ 2a° ajay
q=57—"3 T0o

Determinar as raizes de (1) é equivalente a determinar as raizes de

y>+py—+q=0. (2)

e somar —%.

Consideremos y = u+v, onde u e v sdo variaveis que vamos relacionar.
Substituindo na equagao (2), obtemos:
0 = (ut+v)P+plut+v)+gqg
= WH+uv+3uwr+vi+Hplu+v) +q
= (W+v+q)+3wu+v) +pu+v)
= (W+v+4q)+ (u+v)3uv+yp)

UFF
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(W+vd+q)+ (u+v)3uv+p) =0. (3)

Cada solugao (u,v) do sistema (4),
w+vi+q=0
(4) B
Juw+p =0
nos déd uma solucao (u,v) de (3) e uma solucdo y = u+v de (2).

Como (4) é equivalente a (5),

34,3 w3
u+v=— V= —
(5) { * . d , entao { ; —L— 3 a
uyv = -3 uv = = 5.
Logo, u? e v3 sdo raizes em C da equacao
224 qz— 5 =0. (6)

4p3
. 2 4pd - Aty a?+F-
Seja A = q° + 5. Entao, z = —5—*- =
@ Py 1 at
\/ & T 5 ¢ uma das raizes quadradas complexas de - + 5.

’ ~ 2 3 2 3
As raizes de (6) sao z1 = —J + /LT + 55 ez, =—9 —/ T + 5.

Escrevemos u? =z; e v =2z,.

Reveja na Segio 4, no Escolha uma das raizes cubicas de z; e escreva-a com /z7. As solugoes

Exemplo 49, a solugdo da de LL3 = 71 S30
equagao X" —a =0, !

onde a € C.
W = 27, U = WYz e uz = w2z,
onde w = cos &~ 5+ isen %" ¢ uma raiz primitiva cibica da unidade.
Lembre que 71.s
w=-E. Seja agora /z; a raiz cubica de z,, tal que ¥/z7 - ¥z, = —%.
As solugoes de (5) s@o
- Ur = /21 V1= v/Z2
WV =—3, _ 3 _ 23
comj=1,2,3 U2 = Wyz V2= Wry/22
Uz = w2z V3= w<zs
As solugoes de (2) sao
a | P’ 3/ _q a | p’
Yir=u+vy = \/__ —+f+ -5 74‘?
3 2 3
2
Uz—uz—i—\)z:w\/—%—i— T—i—ﬁ—i—w \/—%— T+ 5%
23 2 3 2 3
ys=uz+vi=w \/—%—i— qT—i—%—i—w\/—%— T+ 5,
-
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conhecidas como Formulas de Cardan.

As férmulas que resolvem a equagao (1) sdo obtidas das Férmulas de

Cardan fazendo x =y — 3.
Observagao: Os calculos acima sao validos em corpos K algebricamente
fechados, desde que car(K) # 2 e car(K) # 3.
Exemplo 60
Vamos resolver a equacao y> + 3y +4 = 0.
Nesse caso, p = 3, q =4 e temos as equagoes

wWH+vi=—q=-4 w+vi=—4
<5>{ ’ :{ )

_ P _
uv = 5 = 1

Devemos resolver a equacao z>+4z —1=0. (6)

Como A =16—4-(—1) = 20, temos
2+VBezy =0 = ) /5

_ —A+V20 _
Z] = =T =

As solucoes de u® = z; sdio ug = vV—2+15¢ R, uz = ww e uz = ujw?,

onde w = cos & +1sen%”——%+1\?ew = cos A7 +1sen%”——%—i§_
Como u;v; = —1, as solugdes de v? = z; sdo vy = V=2 —5€R, v, = vw?
e vy =VviWw.

As raizes da equacgao dada sao:
Y = u1+v1:i/—2+\/5+i/—2—
= V2+v5-V2+5€eR

S

Y2 = w+vy=uww+viw? =uy %—1—1 )—i—w (—%—i@)
= ——(u1—|—v1)—|—1*/_(u1—v1

-
= ——(\/ 24 V5= V2+5) +i8 (V=24 V5 + V2+15)
-

Us = W3+vi=ww?+viw =1 %— 23>+V1 (—%—f—i?)
= —1(u1—|—v)—1§(u1—v1)

——(\/ 2+4+5— \/2+f)—1 (\/ 2+f+\/2+f)

As raizes estao escritas de uma maneira complicada.

E facil verificar que —1 é uma raiz de y3 + 3y + 4. Fazendo a divisdo do
polinémio y3+ 3y +4 por y + 1, obtemos y> +3y +4 = (y +1)(y?> —y +4).

1+v/-15 _ 1£i/15
2 - 2

As raizes de y> —y + 4 sdo

Logo, as raizes da equacao dada sao

\/_e _1 :%—iéx/g.

_‘l’ 1+1\/_ 2+1
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Nao decore as férmulas,
entenda o procedimento.
Depois da translagao, caso
necessario, s6 precisamos das
férmulas (5) e (6), para

determinar as raizes.

As equactes u? =z e

v =z, com 21,z € R, tém
uma tdnica solugao real.
Como u € Rewyvy =—1,
entao vi € R.

UFF



POLINOMIOS SOBRE
DOMINIOS E CORPOS

Na segunda igualdade,
usamos a relagdo em (x).

vrr I

Resolucdo por radicais

Comparando com as raizes obtidas pelas formulas de Cardan, temos as se-

guintes relacoes muito interessantes:

V21V V24 V=-1e V2154 V2+5=105.

Somando essas igualdades e subtraindo a primeira igualdade da segunda,

obtemos:

2(3 —2+¢5):—1+¢5e2(€/2+¢5)=1+¢5.

Concluimos que v/ —2 45 = 7142\/3 e V2+5 = 1+2\/g.
A equagdo do 4° grau em CIx]

Sabemos resolver por radicais as equagoes de graus 2 e 3. A resolucao
da equacao do 42 grau pelo método de Ferrari consiste em resolver uma
equagao do 32 grau e duas equagoes do 22 grau.

Consideremos x* + a3x3 + axx? + a;x + ap = 0, com a; € C.

3

Escrevemos x* + azx® = —ayx? — a;x — ay.
3

Completando o quadrado a esquerda, temos
(x*+ %x)z = (x*+ a3x3) + %sz.

Logo,
2 w2 (sl 2 _ qax — (%)

(x* 4+ %x)" = (8- —ay) x* —a;x — ao.

Se o membro a direita da igualdade acima for um quadrado perfeito,
entao teremos que resolver duas equagoes do 22 grau. Precisamos transformar
o lado direito num quadrado, sem alterar o quadrado do lado esquerdo. Para
isto, introduzimos no lado esquerdo uma nova variavel y a ser determinada

de modo que o lado direito seja um quadrado.

(4 Sx+y)’ = P+ %% +y?+2 (% + Lx)y
= %2—az)xz—am—ao—i—yz—l—Z(xz—l—%x)y

= (y+9° —az) x? + (azy — as)x + (y* — ao)
Logo,

(X + Lx+y)’ = (Zy + 45— a2) x? + (azy — ar)x + (y* — ao) - (%)
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Vamos determinar y de modo que o lado direito de (%) seja um qua-
drado. Basta fazermos o discriminante A do polinomio em x do lado direito

igual a zero. Temos

A = (ay—an?—4(2y+% —az) Y2 —ao)
= GBZUZ —2a1a3y + ar?+ (—8y — Cl32 + 4(12)U2 + ao(8y + (132 —4ay)
—8y> + 4axy? + (—2a1a3 + 8ag)y + (a1? + apaz? —4apay)

Escolhemos y € C como uma raiz da equacgao
—8y3 +4ay? + (—2aja3 + 8ap)y + (a:? + apaz® —4apas) = 0. (5 % %)
Substituindo esse valor em (%*), temos que
(x? + Lx + y)z = (ox + B)?,
com « e [3 convenientes. Portanto,
X+ Sx+y=ax+ B oux?+ Lx+y=—(ax+p)

A resolucao da equacao do 42 grau recai na resolucao de uma equacao

- . Atengao: precisamos apenas
do 32 e das duas equagoes acima do 22 grau. .

b de uma das raizes da
equagao do 32 grau.

Exemplo 61

Vamos resolver a equacao x*—2x%+4x? —2x+3 = 0. A férmula (x*%) nio é
para ser memorizada. Seguimos o raciocinio utilizado na demonstracao, com

o polinomio dado.
x*—2x3 = —4x? +2x -3
(x? —x)? = (—4x? + 2x — 3) + x> = =3x* + 2x — 3
(x2—x+y)? = (-3x+2x—3)+2(x* —x)y +y?
= (=3+2y)*+(2-2y)x+ (y*—3) (%)

A = (2-2y)—4-3+2y)(y*—3)

= 48y +4y*+ (12— 8y)(y* - 3)

= 4 -8y +4y*+12y* — 36— 8y’ + 24y

= —8y3+16y%+16y—32
Portanto, —8y3 + 16y? + 16y — 32 = 0 é equivalente a y> —2y? —2y +4 = 0.
Vemos, facilmente, que y = 2 é uma raiz da equagao do 32 grau.
Substituindo y = 2 em (%), obtemos:

(x2—x+2)P=(34+4)x*+2—-Mx+4-3)=x>—2x+1=(x—1)2

| UFF

Instituto de Matemadtica



Resolucdo por radicais

POLINOMIOS SOBRE |
DOMINIOS E CORPOS

Portanto,
x> —x+2=x—1 ou xX*—x+2=—(x—1)
x> —2x+3=0 ou x*+1=0

x:&i‘/j_ﬁzliﬁi ou x==1
As raizes da equacio dada sio 14+ v21, 1 — /21, 1 e —i.
Exemplo 62
Vamos resolver x* — 12x% + 24x — 5 = 0.
x*=12x? —24x +5
(x?)? =12x*> —24x +5
(x> +y)? = (12x*—24x+5) + 2x%y +v?
(12 + 2y)x? — 24x + (y% +5) (%)
A = (24)2—4(12+2y)(y*>+5)
= (24)% —48y? — 240 — 8y — 40y
= —8(y>+6y>+5y—72+30)
Portanto, y3 4+ 6y% + 5y — 42 = 0.
Vemos que y = 2 ¢ uma raiz da equacao acima.
Substituindo esse valor em (%), obtemos:
(x242)2=16x>—24x + 9 = (4x — 3)?
x> +2=4x—3 ou x?242=—(4x—-23)

x> —4x+5=0 ou x> +4x—1=0
x =260 _ 94§ ou x="28 )45

As rafzes da equacio dada sdo 241, 2—1, —2++v5 e —2 — /5.

Exercicios

1. Determine em C as solugoes das equagoes:

(a) z2=5—12i.
(b) z2 =8+ 6i

2. Resolva em C as equacoes:

vrr IR
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2n

3. Mostre que as rafzes em C da equacio x> — 3x +1 = 0 s@o 2 cos o

Zcos%” e Zcos%".

4. Mostre que

(a) ¥/7+ 50+ V/7—+/50 = 2.
(b) V108 +10 — +/+/108 — 10 = 2.
(c) V243 +242 — /243 — V242 = 2/2

5. Resolva em C usando o método de Ferrari:
x*—15x2 —12x — 2 =0.
b

(c
(d) x*+2x3 +x*+4x—2=0.

(a) x*
(b) x* 4 2x* —4x + 8.
4

)
)
) X =23+ 5% —2x +4 = 0.
)

UFF

Instituto de Matemadtica



