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1. [2,0pts] Em cada item determine se a proposi¢ao é verdadeira ou falsa e justifique
com uma demonstracao ou um contra-exemplo.

a) Se o conjunto {vy, ve, v3} é L.D., entao algum dos trés vetores é miltiplo de algum
outro.

b) Se A e B sao matrizes invertiveis, entao A + B também é invertivel.

¢) Seja B = {vy, vy, ...,v,} uma base do subespago V' de R". Se w € R" é ortogonal
a cada vetor da base B, entdo w € V= (isto é, w é ortogonal a qualquer vetor de
V).

d) Se Ajx4 é uma matriz ortogonal, entdao 4A também é uma matriz ortogonal.

Solugao: a) FALSA, veja (1,2,0) = 1(1,0,0) + 2(0, 1,0).
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b) FALSA, veja que [O 1] + { 0 J = [0 1}.
¢) VERDADEIRA, pois se v € V devem existir escalares a; tais que v = ajv; +
AoV2 + + -+ + ApVy, €
(v,w) = (agvy + agvy + -+ - + ARV, W)

= a1 (v1,w) + az (Vg, W) + - -+ + ay, (U, w) = 0.

d) FALSA, pois se A é ortogonal, entdo se v é um vetor unitario (4Av,4Av) =
16 (Av, Av) = 16 (v, v) = 16.

2. [2,0pts] Encontre a mudanga de coordenadas na qual a quadratica abaixo se torna
uma soma/subtragao de quadrados. Além disso, faga um esbogo dos novos eixos e
da quadrica

162% + 24zy + 9y* + 60z — 80y + 100 = 0.

Solugao: Reescrevendo o sistema na forma matricial obtemos

ER) Eg 192] m +[60 —80] m + [100] = [0] .
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é Ay(x) =2? — 252 = (x — 0)(z — 25) = 0. Logo os autovalores sdo 0 e 25.

Logo precisamos estudar o operador A = O seu polinomio caracteristico
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Associado ao autovalor 0 — (—3,4) e ao autovalor 25 — (4,3). Considere a base

o= {l {4} ,% {_3] } e 3 a base canonica do R2. Seja P = [1]5, entdo
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Logo no sistema de coordenadas (z’,y') a equagao matricial se torna

(7 o] [205 8] m + [0 —100] m + [100] = [0] .

y/
e temos a equacgao a qual completamos o quadrado

2527 — 100y’ 4+ 100 = 0 < 2 = 4(y — 1).

Logo o esboco desta parabola fica

T

3. [2,0pts] Considere a fungao T': Py — P, definida por
T(p(x)) = p(1 —z)

a) Verifique que 7' é um operador linear;
b) Determine a matriz de T’ com respeito a base § = {1, z, 2%};

c¢) Este operador é diagonalizavel? Se o for encontre uma base de autovetores e a
matriz de mudanca de coordenadas.

Solugao: a) Claramente a imagem de um vetor de grau menor ou igual a 2, por T,
é novamente um polinémio de grau menor ou igual a 2. Além disso, f(z), g(x) € P
e a é um escalar

T((f+ag)(x)) = (f+ag)(l —z) = f(1 —2) + ag(l —z) = T(f(x)) + aT(g())



b) Fazendo os calculos necessarios para obter a matriz deste operador com respeito
da base 3

T1)=1=1-1+0-2+0-2?
T(x)=1—z=1-1+(=1)-240-2?
T(a*)=1-22+2"=1-1+(-2) -2+ 127
e portanto,
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A=[T]j=[0 -1 —2
0 0 1

c¢) O polinémio caracteristico é Aa(x) = (z — 1)%(z + 1) os autovalores sao —1 e
1. Associado ao autovalor 1 — (1,0,0),(0,—1,1) e ao autovalor —1 — (1,—2,0).
Portanto, o operador é diagonalizdvel e a base de autovalores é {1, —x + 2%, 1 — 2z}.

. [2,5pts| Seja V' um espago vetorial de dimensao finita com produto interno e P :
V' — V o operador de projecao ortogonal de V' sobre o subespaco W. Mostre que
o operador I — P é idempotente e que é operador de projecao ortogonal de V' sobre
W,

Solugao: Precisamos provar dois fatos: 1* (I — P)> =1 — P e 2* N(I — P) =
IM(I — P)*, vamos a eles:
(I-P?=I-PI-IP+P*=][-P-P+P=1-P.

Sabemos que P ¢ autoadjunto e v € N(I — P) & Pv =v < v € IM(P).
Seja v € N(I — P) e w € V qualquer, logo

(v,({ = P)(w)) = (v,w) — (v, Pw) = (Pv,w) — (v, Pw) = 0.
Logo, v € IM(I — P)*. Seja u € IM(I — P)* | portanto

(u,(I — P)(w)) =0, Yw € V & (u,w) — (u, Pw) =0, Yw € V.

Mas, por P ser autoadjunto temos (u', Pv'y = (Pu/,v"), Yu/,v' € V| temos que a
ultima igualdade acima pode ser substituida por

(u,w) — (Pu,w) =0, Yw €V & u= Pu<< u e IM(P).

Portanto, u € N(I — P). Provando assim a igualdade de conjuntos.

. [1, 5pts] Encontre uma base ortogonal do subespago vetorial W C C?* gerado por
v = (1,4,0) e v = (1,2,1 —3).
Solugao: Pelo processo de Gram-Schmidt temos

uy = (1,4,0)
14+ 2

) .
(L@m=(§+@1—%J—@.

Portanto {(1, ,0), (3 +i,1—%,1— z)} ¢ uma base ortogonal procurada.

uy = (1,2,1 — i) —




