Parte 2

Autovalores e autovetores

Introduziremos os espagos vetoriais sobre C e generalizaremos os re-
sultados obtidos para espagos vetoriais reais finitamente gerados. Vamos
trabalhar, daqui por diante, com espacos vetorias reais ou complexos fini-
tamente gerados. Trabalharemos com K-espacos vetoriais, onde K = R ou
K=C.

Apresentaremos os conceitos de subespaco invariante por meio de um
operador K-linear e daremos énfase a um tipo especial de subespaco invari-
ante, a saber, os subespacos caracteristicos, que sao subespacos gerados por

autovetores associados a um autovalor de um operador K-linear.

Ensinaremos como determinar, caso existam, os autovalores e os au-
tovetores de um operador K-linear em um espaco vetorial de dimensao fi-
nita. Apresentaremos os conceitos de polindomio caracteristico e polinémio
minimo de um operador K-linear, multiplicidade algébrica e multiplicidade
geométrica de um autovalor. Introduziremos o conceito de operadores dia-
gonalizdveis e daremos condigoes necessarias e suficientes para um opera-
dor K-linear em um espacgo vetorial de dimensao n > 1 ser diagonalizavel,
em termos do polindmio caracteristico e dos subespagos caracteristicos, mas

também do polinomio minimo.
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PARTE 2 - SECAO 1
Espacos vetoriais sobre C

Na primeira disciplina de Algebra Linear voceés estudaram espagos ve-
toriais sobre R finitamente gerados. Vamos generalizar os conceitos 14 apren-
didos para espagcos vetoriais sobre C.

Sabemos que C = {a +bi; a,b € R e i? = —1} estd munido com as
operacoes de adicao e multiplicagao, respectivamente:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)ie
(a+bi)-(c+di) = (ac—bd) + (ad + be)i.

Com essas operacoes C é um corpo.

Definicdo 1 (Espago vetorial sobre C)
Um C-espaco vetorial é um conjunto nao vazio V, munido com as operagoes
de adicao e multiplicacao por escalar:
+: VxV — V -t CxV — V
e
(u,v) — u+v (a,v) +— a-v
tendo as seguintes propriedades, para quaisquer u,v,w € Ve a,b € C:
(1) Comutativa: u+v=v+u.
(2) Associativa: (W+v)+w=u+ (v+w).
(3) Existéncia de elemento neutro: Existe Oy, tal que v 4+ 0y = v, para todo
vev.
(4) Existéncia de simétrico: Para cadav € V, existe u € V tal que u+v = Oy.
B)T-v=w.
(6) Associativa: (a-b)-v=a-(b-v).
(7) Distributiva: (a+b)-v=a-v+b-v.
(8) Distributiva: a- (u+v) =a-u+a-v.
Exemplo 1 Verifique!
C é um C-espaco vetorial com as operagoes de adicao e multiplicagao usuais
de niimeros complexos.
Exemplo 2
Seja m > 1 um numero natural. Definimos
Cr={(x1,...,xn); x; € C, paratodoj=1,...,n}
C™ é um C-espago vetorial com as seguintes operacoes de adicao e multi-
plicacao por escalar definidas a seguir, chamadas de operacoes usuais:
UFF
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Verifique as outras
propriedades. Todas elas sao
consequéncia das
propriedades das operagoes
do corpo dos ntumeros

complexos.

Verifique as outras
propriedades.

Em (1) usamos a
associatividade e a
comutatividade da adigao
em Ceem (2), que u,ve W.

UFF |

(X1, oyXn) + (U1,...,Un) = (X1 +U1,...,Xn +Yn), onde x;,y; € C, para
j=1,...,ne

a-(x1,...,xn) =(a-xq,...,a-x,),ondeac Cex; € C,paraj=1,...,n.
Observamos que (0,0,...,0) é o elemento neutro de C™ e o simétrico de
v=(X1,...,Xn) ECT"éu=(—%1,...,—Xn).

Exemplo 3

Sejam m > 1,n > 1 nimeros naturais. O conjunto M,x(C) é um C-espaco
vetorial com as operacoes usuais de adicao de matrizes e multiplicacao de um
escalar por uma matriz. A saber, sejam A = (ay), B = (by) € Muxn(C) e
a € C. Definimos:

A+B:(aij+bij)ea-B:(a-bﬁ),

para quaisquer i=1,... mej=1,...,n.
Observamos que 0 = (ay;), onde ay; = 0, para quaisquer i = 1,...,m e
j=1,...,1, é o elemento neutro e o simétrico de A = (ay) é B = (—ay).

Definicdo 2 (Subespaco vetorial)
Um subespago vetorial de um C-espago vetorial V é um subconjunto nao vazio
W de V, que com as operacoes de adicao e multiplicacao por escalares de V

¢ um C-espago vetorial.

Equivalentemente, um subconjunto W de um C-espaco vetorial V é um

subespaco de V se, e somente se, tem as seguintes propriedades:
(a) Ov € W;
(b) se u,w € W, entao u+w € W,
(c)seaceCewe W, entaoa-weW.

Exemplo 4

Seja V um C-espago vetorial. Entao, {Oy} e V sdo subespagos de V.

Exemplo 5

Consideremos W = {(x,y) € C?; x + 2y = 0}. W ¢é um subespaco vetorial
de C?. De fato,

(a) 0+2-0=0= (0,0) € C%

(b) se u = (x,y),v=(x,y) e W,entao x+2y =0,x +2y =0, u+v =
(x+x y+u) e (x+x)+2y+y) L (x+2u)+ (K +2y) Z0+2-0=0,
logo u+v e W;
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(c)sew = (x,y) e WeaecC,entaiox+2y=0,a-w=(a-x,a-y)e
a-x—i—Z(a-y)(i)a-(x—l—Zy)(i)a-O, logo a-weW.

As nocgoes de dependéncia e independéncia linear em um C-espaco ve-

torial sao andlogas as de um R-espaco vetorial.

Definicdo 3 (Dependéncia e independéncia linear)
Seja V um C-espago vetorial. Os vetores vq,...,v, € V sao linearmente

independentes se, e somente se,

sear,...,an, € Ceayvi+---+apvn=0,entao a; =---=a, =0.
Caso contrario, v, ..., Vv, sao ditos linearmente dependentes, ou seja,

existem ai, ..., a, € C, nem todos nulos, tais que a;vi+- - -+a,v, = 0.
Exemplo 6

Os vetores vi = (1,0),v, = (i,0) sao linearmente dependentes no C-espaco
vetorial C?, pois v, = iv; é equivalente a iv; — v, = (0,0), que é uma
combinacao linear nula de vq e v, com escalares em C nem todos nulos.
Entretanto, com a,b € R, temos:

(0,0) = avi+bvy, =a(1,0)+b(i,0) = (a+bi,0) se, e somente se, a+bi =0
se, e somente se, a =b = 0.

Portanto, v; e v, sdo linearmente independentes no R-espaco vetorial C2.

Exemplo 7
Os vetores u; = (1,0),u, = (0,1) sao linearmente independentes no C-
espaco vetorial C?, poisse aj,a> € Ce (0,0) = a;(1,0)+ax(0,1) = (a;, as),

entdao a; = ap; = 0.

Defini¢do 4 (Conjunto gerador)
Seja V um C-espaco vetorial. Dizemos que V é um C-espaco vetorial fini-
tamente gerado se, e somente se, existe {vy,...,vn} C V, tal que para todo
v €V, existem ay,...,a, € C tais que
V=ajvy+ -+ QuVn.
Nesse caso, dizemos que {vy,...,v,} é um conjunto gerador de V, V é

o C-espaco vetorial gerado por {vq,...,v,} e escrevemos V = [vy,..., V]

Definicdo 5 (Base e dimens&o)

Seja V # {0} um C-espaco vetorial finitamente gerado. Dizemos que o sub-
conjunto  ={vq,...,vn} de V é uma base de V se, e somente se, 3 gera V
e é linearmente independente sobre C. Nesse caso, dizemos que a dimensao

de V é n e escrevemos dimcV = n.

PARTE 2 - SECAO 1

Em (3) usamos a
comutatividade da
multiplicagdo e a
distributividade em C e em
(4), que we W.
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Observagao:

(1) A defini¢ao de dimensao esta bem posta, pois todas as bases tém o mesmo
ntumero de elementos. O numero de elementos de uma base é o nimero
maximo de vetores linearmente independentes e o nimero minimo de gera-

dores.
(2) Quando V = {0y} definimos dim¢V = 0.
Exemplo 8

Temos que dimc C™ = n. De fato, se v € C™, entao existem x1,...,x, € C
tais que
v=(X1,...,Xn) = (x1,0,...,0) 4+ (0,%x2,...,0)+---+(0,0,...,%xn)

= x1(1,0,...,0) +x2(0,1,0,...,0) +-- - +x,(0,0,...,1),
logo B = {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,0,...,1)} gera
c™
Como (0,0,...,0) =xje1+x2e2+- -+ xnen = (X1,X2,...,Xn) S, € somente
se, X1 =X2 = --- =Xn, =0, entao 3 é C-linearmente independente.

Logo,  é uma base de C™ como C-espaco vetorial.

Exemplo 9
Temos que dime My 2(C) = 4.

10 1
De fato, tomando Eq; = , BEip = 0 , B = 00 )
00 00 10

00 -
E»n= 01 ) temos que se x,y,z,w € C, entao

() - Go)(ee)(50)(60)
z W 00 00 z 0 0 w
_ X<1 o)ﬂ(o 1>+Z<o o>+w<o o)
00 00 10 0 1
= xEn +yki2 +zEx +WE,
logo {E11, E12, E21, B2} gera My, 2(C).

Além disso,

00
= xE11 + yE2 + zE21 + WEp = * Y se, e somente se,
00 z W

x =y =z =w = 0, mostrando que {Eq1, E12, Eo1, En} é C-linearmente
independente.
Definicdo 6 (Transformagdo C-linear)

Sejam V e W C-espagos vetoriais. Uma funcao T : V — W ¢é chamada uma

transformagao C-linear se, e somente se,
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(i) T(u+v) =T(u) 4+ T(v), para quaisquer u,v € V;

(ii)) T(av) = aT(v), para quaisquer a € Cev € V.

Exemplo 10

Seja T : C> — C defnida por T(x,y) = 2ix + (1 +1)y.
Seu=(x,y)ev=(x,y),entaio u+v=(x+x,y+y)e

T(uw+v) 0 Tx+x,y+y)

Em (1) usamos a defini¢ao

= 2ilx+x)+(1+1)(y+vY) da adicdo em C2; em (2), a
(3) . ., . o definicdo de T; em (3), a
= 2ix + 2ix + (1 + l)y + (1 + 1)y distributividade em C; em

(4), a comutatividade e

= (2ix+ (1 +1)y) + 2+ (1 +1i)y) associatividade da adigdo em

- T(u) + T(V) C; em (5), novamente, a
definigao de T.

Observacdo: Continuam véalidas as seguintes propriedades, onde V e W sao

C-espagos vetoriais, que deixamos como exercicio.

(1) Toda T : V — W transformacao C-linear estd perfeitamente determi-

nada se é conhecida numa base de V.
(2) Se T:V — W ¢ C-linear, entao
Nicleo(T) ={v e V; T(v) = 0w}

é um subespaco de V.

Além disso, T é injetora se, e somente se, Ntcleo(T) = {Ov}.
(3) Se T:V — W é C-linear com dimcV = n e dim¢W = m, entao
dim¢ V = dimg¢ Ncleo(T) + dime Imagem(T).
(4) Seja T : V — W C-linear bijetora. Entdo, a funcdo T~ : W — V ¢
C-linear.

(5) Seja T : V. — W C-linear com dim¢cV = n e dim¢W = m. Sejam

o ={vi,...,vn} e B ={wq,...,w,} bases de V e W, respectivamente. Seja
A € Muxn(C) definida por A = T]‘é‘ = (Tvi)lgT(v2)lg - -~ T(vn)lg). Se
aq
Vv =aivi+azva+- - -+apvn, entao vl = : eT(v)lp :Av]“:T]‘gv]“.
an
Exercicios

1. Seja V um C-espaco vetorial. Mostre que:

(a) O elemento neutro de V é tnico.

(b) a-0y =0y, para todo a € C.

UFF
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(¢) 0-v =0y, para todov € V.
(d) Para cada v € V, o simétrico de v é tinico.

(e) Para cadav eV, (—1)-v é o simétrico de v.

2. Consideremos o C-espaco vetorial C3 e seja
W={(x,y,2) € C°; x+y =0,x+z =0}

(a) Mostre que W é um subespaco de C3.
(b) Determine uma base e a dimensao de W.
3. Descreva todos os subespacos do C-espaco vetorial C?.
4. Mostre que dime M pun(C) = m - n.
5. Considere V = Mpxn(C) como C-espaco vetorial.
SejaW={AeV; A=A
(a) Mostre que W é um subespaco de V.
(b) Determine a dimensao de W.

6. Considere C como R-espaco vetorial.

(a) Mostre que dimg C = 2.
(b) Mostre que dimg C™* =2 - n.
(c) Mostre que dimg M 1xn(C) =2-m-n.
7. Verifique que a funcao T ¢ uma transformagao C-linear:
(a) T:C? — C3 definida por
T(x,y) = (x+1iy, (1 +1)x — iy, (2 —1)x — 2y).
(b) T:C? — C definida por T(x,y) = (1 +2i)x + (1 — 1)y.
(c) T:C? — C? definida por T(x,y) = (x + iy, 2ix — 2y)

8. No Exercicio anterior, determine o ntcleo e a imagem de cada T. Ve-

rifique o teorema do ntcleo e da imagem.
9. Sejam U, V e W C-espacos vetoriais. Mostre que:
(a) Se T:V — W é C-linear, entao

i. Nucleo(T) é um subespago de V.

urF
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ii. T é injetora se, e somente se, Nicleo(T) = {0y}

(by SeS: U — VeT:V — W sao C-lineares, entao a funcao
ToS:U— W ¢ C-linear.

(¢) Se T:V — W é C-linear e bijetora, entao a funcao inversa de T,
T:W —V, é C-linear.

(d) Se {vq,...,vy} é uma base de V, {wq,...,w,} CWev=av+
-+« 4 apVn, definindo T(v) = ayw; + - - - + a,w,, entdo temos que
T(v;) =wj, paracadaj=1,...,n,eT:V — W é C-linear.

Instituto de Matemadtica
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PARTE 2 - SECAO 2

Subespacos invariantes e autovetores

Vamos, daqui por diante, trabalhar com K-espacos vetoriais, onde K =

RouK=C.

Introduzimos agora um tipo especial de subespago que sera muito im-
portante para entendermos, geometricamente, um operador linear num es-
paco vetorial.

Definicdo 7 (Subespago invariante)
Sejam V um K-espaco vetorial e T : V. — V um operador K-linear. Um

subespaco W de V é chamado subespaco invariante por T se, e somente se,
T(W)cWw.

Exemplo 11
Sejam V um K-espaco vetorial e T : V — V um operador K-linear. Entao,
{Ov} e V sa@o invariantes por T.

Exemplo 12

Seja T : R® — R definida por T(x,y,z) = (x, 2y — 2z, 3y — 3z).

Consideremos o plano TT com equacao x = 0.
> Planos que passam pela

Esse plano é um subespaco invariante por T. De fato, se v = (0,y,z) € TI, Orsigem séo subespagos do
R3.
entao

T(V) - T(O,y,Z) - (0) %U - %Z) %U - %Z) € ﬂ)
logo T(TT) C TI.
Consideremos agora o subespaco W = [(1,0,0)]. Esse subespaco do R3

também é invariante por T. De fato, se w € W, entao existe a € R tal que
w=a(1,0,0) = (a,0,0). Logo, T(w) =T(a,0,0) = (a,0,0) =w e W.

H& um tipo de subespaco invariante muito interessante, conforme vere-

Mos a seguir.

Definicdo 8 (Autovalor e autovetor)
Sejam V um K-espaco vetorial e T : V. — V um operador K-linear. Um
elemento A € K é chamado um autovalor de T e v € V, v # 0y, é chamado

um autovetor associado ao autovalor A se, e somente se, T(v) = Av.

Exemplo 13
No Exemplo anterior, v = (a,0,0), com a # 0, a € R, é um autovetor de T

associado ao autovalor 1.

Observacdo: O vetor Oy foi excluido da definicao de autovetor. Por qué?

Como T é K-linear, temos que T(0y) = 0y = A - Oy, para qualquer A € K.

UFF
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t é uma indeterminada e R[t]
é o conjunto dos polinémios
com coeficientes reais com as
operagoes usuais de adigao
de polinémios e
multiplicagdo de um nimero
real por um polinémio.
Temos que dimg R[t] =00 e
{1,t,12, ...} é uma base de
R[t].
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Subespacos invariantes e autovetores

Exemplo 14
Se V # 0y é um K-espago vetorial e Iy : V — V é definido por Iy(v) = v,
para qualquer v € V., entao A = 1 é um autovalor do operador linear Iy e

qualquer v € V, v # 0y, é um autovetor associado ao autovalor 1.

Exemplo 15
Sejam n > 0 um natural e P,,(R), subespago vetorial do espaco vetorial real
R[t], definido por

Po(R) ={ao+ ait+---+ ant™; a; € R, paratodoj=0,...,n}

Seja D : P(R) — PL(R) o operador R-linear derivacdo. Para cada a € R
temos que D(a) = 0 = 0-a. Logo, todo a € R, a # 0, é um autovetor
associado ao autovalor A = 0.

Exemplo 16

Seja C* = {f : R — R fungoes com derivadas de todas as ordens }.
Consideremos os operadores lineares D : C*® — C*, operador linear de-
rivacdo, e D?: C® — C*, operador linear derivacao de segunda ordem.
Como D(e®) = ae®, entdo todo a € R ¢ autovalor de D e f(t) = e ¢
autovetor de D associado ao autovalor a.

Como D?(cost) = —cost e D?(sent) = —sent, entdo —1 é um autovalor de
D?ef(t) = coste g(t) = sent sdo autovetores de D? associados ao autovalor
—1.

Mais ainda, D?(et) = et e D?(e™t) = e, logo e' e et sdo autovetores de
D? associados ao autovalor 1.

Para todo real a > 0, temos que eV e eV s3o autovetores de D? associ-

ados ao autovalor a.

Exemplo 17
Seja T : R? — R? o operador linear definido por T(x,y) = (y,x).

Observamos que

T1L,1)=(1,1)=1-(1,1)e

T(—=1,1)=(1,-1)=(=1) - (=1,1).

Portanto, 1 e —1 sao autovalores de T e (1,1) é autovetor associado ao

autovalor 1, enquanto (—1,1) é autovetor associado ao autovalor —1.

Como B = {vi = (1,1),v, = (—=1,1)} é uma base de R?, todo v € R?
se escreve como uma combinagao linear Unica dessa base, assim, existem

a,b € R, unicamente determinados, tais que

M. L. T. Villela
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Vv = avy + bv,.
Como qualquer transformacao linear esta perfeitamente determinada pelos
seus valores numa base, temos que

T(v) = aT(vy) +bT(vy)

= avy +b(—vy)

= avy—bv,.
T tem a propriedade de fixar a componente de v na direcao de vy e mandar
no seu simétrico a componente de v na direcao de v,. Geometricamente, T
¢ a simetria com respeito a reta y = x, que ¢é a reta que passa pela origem

gerada por vy.

Y Yy=Xx
v =avy +bv;
b\)z
avq; \—bv,
v, T(v) =av; —bv,
Vi
X
1 0
Nesse caso, T]S =
0 —1
Exemplo 18
Seja T : R3 — R3 definida por T(x,y,z) = (ZX_;_Z, _X+§U_Z, —x—31;4+21 ).

’

Quem é esse operador R-linear? A férmula acima nao dd4 nenhuma in-
formacao, apenas permite determinar os seus valores em cada ponto.
Sejam vy = (1,1,1), v, = (1,—1,0) e v3 = (1,1,-2).
Observamos que T(vy) = (0,0,0) =0-vq, T(v2) = (1,—1,0) =vy e T(v3) =
(1,1,—2) = v3. Portanto, v; é autovetor de T associado ao autovalor 0 e v,
e v3 sao autovetores de T associados ao autovalor 1.
Geometricamente, T é a projecao sobre o plano gerado por v, e vz segundo
a direcao da reta gerada por v;. Por qué?
O conjunto B = {vy,Vv,,v3} é uma base do R3. Cadav € R3 se escreve de uma
unica maneira como combinacao linear de (3. Assim, existem aj, az, az € R,
unicamente determinados tais que

Vv = ajvy + azvz + azvs.

Portanto,

Instituto de Matemadtica
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Faga um desenho ilustrativo
com v e T(v), como no
Exemplo anterior.
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Lembramos que se
u=(x1,%2,x3) e
v =(y1,Y2,Y3), entdo o
produto interno usual do R3
é definido por
3

u-v= Z XjYj.

j=1
Vale que u L v, se e somente

se, u-v=0.

Em (1) usamos (x); em (2),
que T é linear; em (3), que
T(vj) =Avj; em (4), que a
multiplicagdo por escalar é
comutativa e distributiva;

em (5), (%).
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Tv) = aiT(vi) + axT(v2) + asT(vs)
ai.(0,0,0) + av, + azvs
= apvy+ aszvs

vV =avy +axvz +azvs

avi

V3

/=

azvz V2

Vi

Tv) =azv2 +azvs

Geometricamente, T fixa as componentes de v nas diregoes de v, e vs, logo
fixa a componente de v sobre o plano gerado por v; e v3, e manda em (0,0, 0)
a componente de v na direcao de v;. Portanto, T projeta cada v € R3 sobre
o plano gerado por v; e v3, segundo a direcao de v;. Como v; é ortogonal a

v, e avs, entao T é a projegao ortogonal sobre o plano x+y+2z = 0. Nesse

0 00
caso, T]E =1 010
0 0 1

O Exemplo anterior motiva a seguinte Proposicao.

Proposicao 1

Sejam V um K-espago vetorial e vy, ..., vs autovetores associados ao autovalor
A do operador K-linear T em V. Entao, W = [vq,..., v é invariante por T.
Demonstracao: Seja w € W. Entao, existem ay,...,as € K tais que
W= ajv; +---+ agvs. (%)
Logo,
T(w) & T(avi+ -+ asvs)

= @ T 4+ aT(v)

sl ai(Avy) 4 -+ ag(Avs)

4)

Alavy + -+ agvs)
= AweW I

—
=

Exemplo 19
Seja Rg : R? — R? o operador R-linear rotacio de 8 radianos, no sentido

positivo das rotacoes, onde 0 < 0 < 27t. Lembramos que
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Ro(x,y) = (xcos® —ysenB,xsen 0 +y cos 0).

Ro (V)

x
No momento essa férmula nao tem interesse. Geometricamente, a rotagao
muda a diregao do vetor v #£ (0,0), sempre que 6 # 0 e 8 # 7. Portanto,
Re(v) = av, com v # (0,0), se e somente se, 0 = 0 rd ou 8 = 7 rd, isto é,
Ro = Iz2 ou Ry = —Iz2. Em ambos os casos, todo v # (0,0) é autovetor,

sendo 1 o autovalor de Ry e —1 o autovalor de R.

Além disso, Rg, com 0 # 0 e 0 # 71, é um operador R-linear sem autovalores

e autovetores.

Os Exemplos 17 e 18 mostram que o conceito de autovalores e au-
tovetores permite compreender geometricamente esses operadores lineares,
enquanto o Exemplo 19 mostra que pode nao haver autovalores e autoveto-
res. A pergunta natural é: como determinar, caso existam, os autovalores e

autovetores de um operador linear?

Vamos a seguir desenvolver um método para responder a questao no

caso dos espacos vetoriais de dimensao finita.

Para os nossos propésitos precisamos do conceito a seguir.

Definicdo 9 (Determinante de um operador)
Sejam V um K-espaco vetorial, dimg(V) =n > 1 e T um operador K-linear
em V. Definimos det(T) = det (T]%), onde o« é qualquer base de V.

Devemos mostrar que a definicao acima esta bem posta. De fato, sejam

x e 3 bases de V, entao

TR = 171

Logo,
det (TIf) = det

= det ((1] )1> det (T]%) - det (118)
= (det (IB)) " det- (TI%) - det (I]&) det(A~T) = (det(A)) ! e a
= det (T] &) , multiplicagdo em K é

comutativa.

UFF
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mostrando que o valor det(T) nao depende da base escolhida.

Proposicao 2

Sejam V um K-espago vetorial, dimxV =mn > 1 e T um operador K-linear
em V. T é invertivel se, e somente se, det(T) # 0.

Demonstracdo: Seja T : V. — V um operador K-linear. Pelo Teorema do
nucleo e da imagem, T é injetor se, e somente se, T é sobrejetor. Assim,

T é invertivel se, e somente se, T ¢ bijetor

se, e somente se, existe S:V — V. K-linear
Lembramos que ’ ? ’ ’

Iy : V — V é definida por tal que Iv=SoTely=ToS
Iyv(v)=v,Vve V.

-~ se, e somente se, para qualquer base 3 de V,
Nesse caso, a expressao para

qualquer base é equivalente a [ = S]g . T]E el = T]E : S] E’
para alguma base.

onde I = IV]E

se, e somente se, 1 =det(S) -det(T)
se, e somente se, det(T) # Ok. |

Agora estamos prontos para desenvolver o método para determinacao
de autovalores e autovetores de operadores lineares em espacos vetoriais de

dimensao finita, caso existam.

Teorema 1
Sejam V um K-espago vetorial, dimxV = mn > 1 e T um operador K-linear

em V. As seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) A € K é autovalor de T.
(b) O operador K-linear Al — T néo é invertivel.
(c) det(AI—=T) =0.
Demonstracao:
A € K é autovalor de T se, e somente se, existe v € V, v #£ 0y, tal que
T(v) =Av = Aly(v)
se, e somente se, existe v € V, v # Oy, tal que
(Aly = T)(v) =0v
se, e somente se, Aly — T nao é invertivel
se, e somente se, det(Aly—T)=0. N

Com as notagoes do Teorema acima, seja &« uma base qualquer de V,
seja A = TI% € Muun(K). Entao, (AIy — T)IS = (ALy)]$ — TS = Al — A.

Logo,

A € K é autovalor de T se, e somente se, det(Aly—T) = det(AI—A) = 0.

Escrevendo A = (ay;), com i,j = 1,...,n, temos que

urF
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A—an —ap -+ —Qn
—an A—axp -+ —anm
AN—A =
—0an1 —an2 e A= Qnn

Assim, p(A) = det(AI — A) é um polinémio monico de grau n com Um polinémio nao nulo cujo
coeficientes em K, chamado de polinomio caracteristico de T. coeficiente lider (coeficiente
do termo de mais alto grau)
A € K é autovalor de T se, e somente se, p(A) =0 é 1 6 chamado de polindmio

maonico.

se, e somente se, A € K é raiz do polinomio

caracteristico de T.
Quem sao os autovetores de T, caso existam autovalores?

Escrevendo o« = {vq,...,vn}, temos que para cada v € V, existem
X1,...,Xn em K, tais que v =x1vi + -+ 4+ XpVn.
X1
Seja X = : =Vl
Xn

Lembramos que v # Oy se, e somente se, X = V], # 0.
Denotaremos v € V., v # Oy, autovetor de T associado ao autovalor A
por v <+ A. Portanto,
v & A se, e somente se,  (Aly —T)(v) =0y, com v # Oy
se, e somente se, (Aly —T)ISvly =0ylx =0, com V], # 0
se, e somente se, (Al—A)X =0, com X # 0.
Para determinar os autovetores de T, resolvemos o sistema linear ho-
mogéneo, cuja matriz associada é Al — A. Cada solucao X # 0 desse sistema

corresponde ao autovetor v =xjvy + - - - + xpvy, de T, pois v]4 = X.

Exemplo 20

Vamos determinar, caso existam, os autovalores e autovetores do operador
R-linear T : R? — R? definido por T(x,y) = (—y, x).

Tomamos « = {(1,0), (0, 1)}, a base canénica do R?.

N 0 —1 A e
Entao, A = TIS = 10 eANl—A = oA ) Logo, o polindmio
carateristico de T é p(A) = det(AI—-A) = A?+1 € R[A]. Como esse polindmio
nao tem raizes reais, T nao tem autovalores, consequentemente, nao tem

autovetores. Observamos que T = Rz.

Antes de mais um exemplo, introduzimos uma terminologia.

UFF
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Verifique que Vy, é um
subespaco de V.

Para fatorar p(A)
pesquisamos, primeiramente,
as possiveis raizes racionais.
Lembramos que se p(A) tem
coeficientes inteiros e a
fragdo irredutivel ¢ é sua
raiz, entdao a divide o termo
constante e b divide o
coeficiente lider.
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Definicdo 10 (Subespago caracteristico)
Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao n > 1, T um operador K-linear
em Ve A € K. O conjunto

Va={veV; T(v)=2A}

é chamado de subespaco caracteristico de T.

Observagao:
(1) Vi #{0v} se, e somente se, A é autovalor de T.

(2) V) ={0v}U{v € V; v é autovetor associado ao autovalor A}.

Exemplo 21
Consideremos T : R3 — R3 definida por

T(x,y,z) = (5x — 6y — 62, —x + 4y + 2z,3x — 6y — 4z).
Tomamos « ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base candnica do R3.

5 —6 —6 A—5 6 6
Entdo, TI%=| -1 4 2 |eAN—A=| 1 A—4 -2
3 —6 —4 3 6 A+4

O polinomio caracteristico de T é
PA) =det AT —A) =A3—5A2+8A—4=(A—1)(A—2)? € R[AL
Temos os autovalores reais 1 e 2.

Vamos determinar os autovetores, resolvendo os sistemas lineares homoge-

neos correspondentes.

A=1
—4 6 6 0 —6 -2 0 0 0
I-A = 1 -3 2|~ |1 3 =2|~[1 0
-3 6 5 0 =3 -1 0 -3 -1
00 0
~3 | 10 —1
o1 3

Usamos a seguinte sequéncia de operacoes elementares:
em~q: Ly = L1 +4L,e 3 — L3+ 3L,;
em~y L1 L1 —2l3el, > L,—Ls;
em ~3: L3 & —%Lg.
A solucao do sistema é o subespaco caracteristico
Vacr ={(x,y,2) ER?*; x —z2=0,y + 32 =0} ={(z,—3z,2) ; z€ R}
Logo, A =1 <—>v=z(1,—%,1), com z # 0.
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A=2
-3 6 6 0O 0 0
2 -A = 1T -2 =2 |~ |1 =2 =2
-3 6 6 0O 0 O

Usamos a seguinte sequéncia de operagoes elementares em ~1: L1 — L1431,
e L3 — L3+ 3L,
A solucao do sistema é o subespaco caracteristico
Voo ={(x,y,z) €R3; x — 2y — 2z = 0}.
Logo, todo vetor nao nulo do plano acima ¢ autovetor de T associado ao

autovalor A = 2.

Nesse caso, existe uma base B do R3 formada por autovetores de T, por
exemplo B ={v; =(3,-1,3),v2=(0,1,—1),v3 = (2,0,1)}, onde vy estd na
reta Va—1 e v, e v3 foram escolhidos no plano Vi_;.

100
Observamos que T]E =1020

0 0 2

Agora, entendemos geometricamente o operador linear T. Quem é T?

Exemplo 22
Consideremos V = {( x Y ) P X, Y,Z € R} eseja T :V — V definida

z 0
2x — 2z 3
por T < x ?) ) = < ; +y4—i— +Z (;c ) Vamos determinar os autovalo-
z —eXTAay Ttz

res e autovetores de T.

Primeiramente, V é um espago vetorial real, pois é um subespago de My, >(RR)
e T é linear. Precisamos de uma base de V. Afirmamos que dimgV = 3. De

fato, dado v € V temos que

xy)
v =
z 0
B x 0 n 0y n 00
~\oo 00 z 0
= x 1o + 01 +z 00 € [vq,vs,v3]
- OO Yy 00 ]O 1y V2, V3l,
1 0 0 1 00
onde v = , V= e vy = )
00 00 10

Como esses vetores sao linearmente independentes, entao « = {vy,v,,v3} é

| UFF
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X
uma base de Vevly=1 vy |.
z
0
1

2 -1 2 A—2 1 =2
Seja A =TIS = 3 0 . Entao, Al - A = -3 A 0
-2 4 2 -4 A-1

Temos p(A) = det(Al = A) = A3 —3A2+ 9N —27 = NM°(A—=3) +9(A—3) =
(A2 +9)(A—3).
Portanto, A = 3 é o tunico autovalor de T. Para determinar os autovetores

associados devemos resolver o sistema linear (31— A)X =0, onde X = v],.

T 1 =2
Como 3l—A=1| -3 3 0 |, reduzindo por linhas, temos
2 -4 2
1T 1 =2 1T 1 =2 10 —1
A~ | 0O 6 6 |~|O0 1T =1 |~|01 =1,
0 -6 6 0 -6 6 00 0

com a seguinte sequéncia de operagoes elementares:
em ~1: L, —» L4+ 3L, L3 — L5—2Ly;
em ~y: Ly & 161_2 e
em~3: L1 = Li—Lels— L3+ 6L,.
O conjunto solugao do sistema é
{(x,y,2) ER3; x—2z=0,y—2z=0}={(2,2,2) ; z€ R}

Logo, o subespago caracteristico é

11
Vaiz=<VveV,;,v=zvi+2zvy+2zv3 = zz =z .
z 0 1 0

. . - 11
Assim, os autovetores de T associados a A = 3 sao v = z < , com

10
z # 0.
Nesse caso, temos dimg V = 3 e o subespaco caracteristico Vy—3 tem dimen-

sao 1. Nao é possivel construir uma base de V formada por autovetores de
T.

Exemplo 23
Vamos determinar os autovalores e autovetores de T : R3 — R3 definida por

T(x,y,z) = (2z,x + z,y — 2z).

M. L. T. Villela
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00 2
Seja « ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}esejaA=TIS=| 1 0 1 |. Entao,
01 =2
A0 —2
Al-A=1| -1 A —1 | epA)=ANA+2)—2—-A=A+2)(A2-1).
0 -1 A+2
T tem trés autovalores distintos: 1, —1 e —2.
A=—1
-1 0 =2 10 2
—I-A=1 -1 -1 —1 ~ | 0 1 —1 |. Logo, o subespaco carac-
0 —1 1 00 0
teristico é
Ve ={(xy,2) eER3; x+2z2=0ey—2z=0={(—22,2,2); z€ R}
e
v A =—1 se, e somente se, v=12(—2,1,1), com z € Re z#0.
A=-2
-2 0 =2 1 01
2l -A=| -1 =2 -1 ~ | 0 1 0 |. Logo, o subespaco carac-
o -1 0 000

teristico é
Vico={xuy,2) eR*; x+z=0ey =0} ={(—2,0,2); ze R}

e
v A =—2se, e somente se, v=12(—1,0,1), comz € Rez#0.
A=1
1T 0 =2 10 -2
I-A = —1 1 —1 ~ 0 1 —3 |. Logo, o subespaco carac-
0O -1 3 00 0

teristico é
Vot ={(x,y,z2) ER3; x—2z=0ey —32=0}={(22,32,2) ; z€ R}
e

v A =1 se, e somente se, v=2(2,3,1),com z € R e z#0.

Nesse caso, existe uma base 3 do R? formada por autovetores de T, digamos -
Por que {vy,v2,v3} é

f.)) = {V1 = (—2, 1 , 1 ),Vz = (—1 s O, 1 ),Vg = (2, 3, 1)}, onde escolhemos os linearmente independente
sobre R?
vrr
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—1 00
vetores vi € Va1, V2 € Vi s e v3 € V1. Temos T]g = 0 -2 0
0 01

Exercicios

1. Seja V um K-espago vetorial com dimgV > 1, onde K=R ou K =C.

(a) Seja Iy o operador identidade em V. Mostre que todo subespago

W de V ¢ invariante por Iy.

(b) Mostre que W = {0y} é um subespaco invariante por T, para todo

operador K-linear T.
(c¢) Seja T:V — V um operador K-linear.

i. Mostre que Ntcleo(T) é invariante por T.

ii. Sejam f(x) = ap+ a;x + --- + a,x"™ em K[x] e o operador
definido por f(T) = aplv + a1T + -+ + a,T™ Mostre que

Nucleo(f(T)) é invariante por T.
iii. Se T nao é injetor mostre A = 0 é um autovalor de T.
2. Sejam V um K-espago vetorial, K = R ou K = C, vy,...,vs au-
tovetores do operador K-linear T em V associados ao autovalor A e

W = [vq,...,Vvs]. Mostre que todo w € W, w # 0, é autovetor de T

associado ao autovalor A.

3. Sejam V um K-espago vetorial de dimensao n > 1, T um operador
linear em V e A € K. Mostre que Vo = {v € V;T(v) = Av} é um
subespaco de V.

4. Seja T : C? — C? definida por T(x,y) = (—y, x).

(a) Mostre que T tem dois autovalores distintos.
(b) Determine os autovetores associados a cada um dos autovalores.
(c) Construa uma base B de C? formada por autovetores de T e dé

B
TIE.

5. Interprete geometricamente o operador R-linear do Exemplo 21.

UFF |
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6. Seja T:R3 — R3 a transformacao linear definida por
T(x,y,z) = (x — 3y + 3z,3x — 5y + 3z,6x — 6y + 4z).
Mostre que W ={(x,y,z) ; x —y + z = 0} é um subespaco invariante
por T.

7. Sejam A € M un(R) e To : R™ — R™ a transformacao linear, tal que

TalS = A, onde « é a base canonica do R™.

Mostre que os escalares indicados sao autovalores de Tp, justificando
sua resposta, e determine uma base para o subespaco caracteristico do

R™ associado a cada autovalor.

10 _o 4 00
(a)A:<4 2),7\:4 b)A=] =2 1 0 |,Ae{1,4}
5 3 4
4 0 1
(c)A=| =2 1 0 [ ere{1,2,3}
-2 0 1
3020
1310
(d) A= eA=4
0110
0004
8. Seja A € M, xn(K). Determine os autovalores de A, para K = R e
K=C.
12 3 -1 0 0
(a) A=101 2 (b) A = 2 3 0
0 01 1T -1 =2
1T 11 2 -1 2
(c)A=| 1 11 (d) A= 3 00
1T 11 -2 41
12 3 555
9. Sejam A= 1 2 3 | eB=| 5 5 5 | matrizes em M3,3(R).
12 3 555

Determine, sem fazer calculos e justifique sua resposta:

(a) Um autovalor de A.

(b) Um autovalor e dois autovetores de B linearmente independentes

associados a esse autovalor.

Instituto de Matemadtica
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Os autovalores e autovetores
de A € Mu xn (K) sdo os
autovalores e autovetores de
Ta : K™ — K™, tal que

A =TI%, onde « é a base
canénica de K™.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja A € M «n(K), onde K =R ou K = C. Mostre que:
(a) Se A é matriz diagonal, entao os autovalores de A sao os elementos
da sua diagonal principal.
(b) A =0 é autovalor de A se, e somente se, A nao é invertivel.
(¢) A e At tém os mesmos autovalores.

Seja T : V — V uma transformacao K-linear, onde K=R ou K=C e
dimxV =n > 1. Mostre que:

(a) Se T éinvertivel e A é autovalor de T, entdo A # 0 e A~! é autovalor
de T

(b) Se T? ¢ o operador nulo, entdo A é autovalor de T se, e somente
se, A =0.

Seja T:V — V um operador K-linear, onde K=R ou K =C.

(a) Mostre que se A € K é um autovalor de T, entdo A™ é um autovalor

de T™, para todo inteiro m > 1.

(b) Seja f(t) = ant™ + an 1t™ '+ -+ art + ap um polinémio com
coeficientes em K. Mostre que se A € K é um autovalor de T, entao
f(A) é um autovalor de S = an,T™+ an 1T 4+ + aiT + aolv,
onde Iy(v) = v, para todov € V.

Sejam S e T operadores K-lineares e W um subespacgo de V invariante

por T e por S. Mostre que W é invariante por S+ T e por So T.

Sejam S e T operadores K-lineares, tais que SoT =ToS. Sejam A € K

um autovalor de T e W o subespaco caracteristico associado a A.

Mostre que W é um subespaco invariante por S.

Seja V um espago vetorial real de dimensao impar n > 3. Mostre que
para todo operador linear T : V — V existe W subespaco de V, tal
que W £V, W #£ {0} e W é invariante por T.

Seja V um espago vetorial complexo de dimensao n > 2. Mostre que
para todo operador linear T : V — V existe W subespago de V, tal
que W £V, W #£ {0} e W é invariante por T.

M. L. T. Villela
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Operadores diagonalizaveis

Os diversos exemplos da Se¢ao anterior mostram que nem sempre existe
uma base do espaco vetorial V formada por autovetores do operador linear
em V. Vamos dar condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de

uma base de autovetores.
Definicdo 11 (Operador diagonalizavel)
Sejam V um K-espago vetorial com dimg V =n > 1. Dizemos que o operador

K-linear T em V é diagonalizavel se, e somente se, existe [3 base de V formada

por autovetores de T.

A definicao acima equivale a existéncia de uma base 3 de V tal que T]g

é uma matriz diagonal. De fato, digamos que f = {vi,...,v,} é uma base N A mao sio
de V formada por autovetores de T e v; é autovetor associado ao autovalor necessariamente distintos.
A7 O -0 0
: -~ B 0 Ay - 0 [ :
Aj, para cada j = 1,...,n. Entao, T]B = L ) ¢ matriz
0 0 - A,
diagonal.
Reciprocamente, se existe uma base f = {vi,...,v.} de V tal que

T]g = (ay;) é uma matriz diagonal, entdo ay = 0, para todo 1 <i#j <n.
0

Portanto, T(v;)lg = | a;; |, T(vj) = ajvj, paracada j =1,...,n,e B ¢

0
uma base de V formada por autovetores de T.

Se « é qualquer base de V, tomando a matriz de mudanca de base
P = I]g, temos P! = I]%‘ e
TR =1% - TI$- 18 = P T]%P.
Logo, para cada base « de V, existe uma matriz invertivel P € My «n(K)

tal que P71 TI*P é uma matriz diagonal. Dizemos que P diagonaliza T.

Exemplo 24
O operador R-linear do Exemplo 23 é diagonalizavel, assim como, os opera-
dores R-lineares dos Exemplos 17, 18 e 21. Enquanto, a rotagdao Rg no plano,

com 0 # 0 e 8 # 7 nao é diagonalizavel.
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Proposicao 3

Sejam V um K-espaco vetorial, T um operador K-linear em V, A1, ..., A au-
tovalores distintos de T e vy, ..., vs autovetores associados, respectivamente,
a A1, ..., As. Entao, {vy,...,vs} é K-linearmente independente.

Demonstracdo: Faremos inducao sobre s. Seja v autovetor de T associado
ao autovalor A;. Como vy # Oy, entdao {v;} é linearmente independente e a

afirmagao vale para s = 1.

Seja s > 1 e suponhamos a afirmacao vélida para s.

Sejam v, ..., Vs, Vg1 autovetores de T associados, respectivamente, aos
autovalores distintos A1, ..., Ag, Agy1. Consideremos ai, ..., asyq € K tais
que

Ov=avi+ -+ avs+ Qspivsir. (%)
Aplicando T, obtemos
Ov=T(00v) = aiT(vi)+ -+ asT(vs) + ass1T(vsi1)
= @A Vi + -+ QAVs + Ao 1Ag 1 Ver1. (k)
Multiplicando a igualdade (%) por Agyq, obtemos
Ov = aiAgvi + - + AAsp1Vs + Qo 1Ag 1 Vst (% * *)

Subtraindo (x x x) de (xx), obtemos

Ov=ai(A1 = A1)V + - 4 ag(As — Ag 1) Vs

Pela hipétese de inducgao, temos que {vq,...,v} é K-linearmente indepen-

dente, logo a;(Aj —Agy1) = 0, com Aj # Agyq, para j = 1,...,s. Portanto,

a;j=0,paraj=1,...,s.

Substituindo em (x), temos asy1vsy1 = 0y. Como vgyq # Oy, entdo
asr1 = 0. Assim, {vq,...,ve1} é K-linearmente independente. |
Exemplo 25

Seja T : P2(R) — P,(R) definido por
T(a+bt+ct?) = (a+2b+ 3c) + (2b + 3c)t + 3ct?.

Esse operador é diagonalizdvel. De fato, tomando o = {1, t, t?} temos

123 A—1 -2 =3
A=TI$=]10 2 3 |,AI-A= 0O A—2 =3 e o polinémio
0 0 3 0 0 A=3

caracteristico é p(A) = (A —T1)(A—2)(A —3).

Como dimg P2(R) = 3 e T tem trés autovalores distintos, pela Proposicao
anterior, antes de determinarmos os autovetores, ja sabemos que é possivel
construir uma base de P,(R) formada por autovetores de T. Por exemplo,

escolhendo em P,(IR), v autovetor associado a A1 = 1, v, autovetor associado

M. L. T. Villela
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a Ay = 2 e v3 autovetor associado a Az = 3 entdo, {vi, vz, v3} é R-linearmente

independente e é uma base de P,(R) formada por autovetores de T.

Quando a € K é autovalor de um operador K-linear T em V, entao a é

uma raiz do polinomio caracteristico p(A) € K[A]. Entao, A — a divide p(A).

Definicdo 12 (Multiplicidade algébrica)

Seja V um K-espago vetorial com dimg V =n > 1 e seja a € K um autovalor
do operador K-linear T em V. Dizemos que o natural m > 1 é a multiplicidade
algébrica do autovalor a se, e somente se, (A — a)™ divide p(A), o polinémio

caracteristico de T, e (A — a)™! nao divide p(A).

Exemplo 26
No Exemplo anterior temos p(A) = (A — 1)(A — 2)(A — 3) e a multiplicidade

algébrica de cada autovalor é 1.

No Exemplo 17 temos p(A) = (A — 1)(A+ 1) e a multiplicidade algébrica de

cada autovalor é 1.

No Exemplo 18 temos p(A) = A(A — 1)? e a multiplicidade algébrica do

autovalor A =0 é 1 e do autovalor A =1 é 2.

No Exemplo 21 temos p(A) = (A —1)(A —2)? e a multiplicidade algébrica do

autovalor A =1 é 1 e do autovalor A =2 é 2.

No Exemplo 22 temos p(A) = (A% +9)(A — 3) e a multiplicidade algébrica do
unico autovalor é 1. Nesse caso, o polinomio caracteristico nao se decompoe

em produto de fatores lineares em R[A].

Definicdo 13 (Multiplicidade geométrica)
Seja V um K-espago vetorial com dimg V =n > 1 seja a € K um autovalor
do operador K-linear T : V — V. Dizemos que o natural m > 1 é a multi-

plicidade geométrica do autovalor a € K se, e somente se, m = dimg Vy—q.

Exemplo 27

No Exemplo 17 temos p(A) = (A—=T1)(A+1), dimg Vg = 1 edimg Vo1 = 1.
Nesse caso, a multiplicidade geométrica de cada autovalor ¢ igual a multipli-
cidade algébrica.

No Exemplo 18 temos p(A) = A(A — 1)?, dimg Vap = 1 e dimg Va1 = 2.
Nesse caso, a multiplicidade geométrica de cada autovalor ¢ igual a multipli-
cidade algébrica de cada autovalor.

No Exemplo 21 temos p(A) = (A—1)(A—=2)?, dimg Va1 = 1 e dimg Voo = 2.
Nesse caso, a multiplicidade geométrica de cada autovalor é igual a multipli-

cidade algébrica.

PARTE 2 - SECAO 3

Instituto de Matemadtica

Determine uma base (3 de
P, (R) formada por
autovetores de T e uma
matriz P = I]g que
diagonaliza T .

Determine o polinémio
caracteristico dos operadores
R-lineares dos Exemplos 17 e
18.
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Podemos escrever a matriz

identidade de ordem n como
Ir 01' Xs

, onde

Osxr Is
Orxs, Osxr S80 matrizes
nulas e I; e Iy sao as
matrizes identidades de
ordens T e s,

respectivamente.

A multiplicidade geométrica
de cada autovalor coincide
com a multiplicidade
algébrica.
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No Exemplo 22 temos p(A) = (A% + 9)(A — 3) e a multiplicidade geométrica

do tnico autovalor coincide com a sua multiplicidade algébrica.

Proposicao 4

Seja V um K-espago vetorial com dimg V =n > 1 e seja a € K um autovalor
do operador K-linear T : V — V com multiplicidade algébrica m. Entao,
dimg Va—q < m..

Demonstragdo: Seja r a multiplicidade geométrica do autovalor a de T, isto é,
r = dimg Va—a. Seja {vq,...,v,} uma base do subespaco caracteristico Va—q.
Sejam uq,...,us vetores de V, tais que o« = {vy,..., vy, Uy, ..., U} sS€ja uma

base de V. Seja A =TI,
Entao, n = r 4+ s e existem matrizes B € M,s(K) e C € Mgy (K) tais

al, B
que A = ( 0 ' ), onde I, é a matriz identidade de ordem 7 e Og«, € a
SXT

matriz nula s por 7.

O polinémio caracteristico de T é

p(A) = det(Al—A)

AL, —al, —B
= det
Os><1‘ }\Is —C

= det((A — @)I,) det(AI — C)
(A — a)"det (AL, — C).

Portanto, (A — a)" divide p(A). Assim, r < m. |

Vamos agora dar condicoes necessarias e suficientes para um operador

K-linear em V ser diagonalizavel.

Teorema 2
Seja V um K-espaco vetorial com dimg V = n > 1. O operador K-linear

T:V — V é diagonalizavel se, e somente se,

(a) o polindémio caracteristico de T tem todas as suas raizes em K;

(b) a multiplicidade algébrica de cada autovalor A de T é igual a dimg V.
Demonstracao:

(=) Suponhamos que o operador K-linear T em V seja diagonalizdvel. Se-
jam Aq, ..., A; em K os autovalores distintos de T e seja 3 uma base de V
formada por autovetores de T, ordenada de modo que = 1U...Us, onde
; é o subconjunto da base dos n; autovetores de T associados ao autovalor A;,

paracadaj =1,...,s. Entao, é claro que n =dimx V=g =n;+---+n,.

M. L. T. Villela
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A 0
Seja Bj = o € My, xn; (K) matriz diagonal.
0 A
B 0
Entao, T]E = o ¢ matriz diagonal em blocos de ordem
0 ... Bg
n.
Escrevendo a matriz identidade de ordem n como uma matriz em blocos
L ... 0
I = : ..t |, onde Ij é a matriz identidade de ordem mj, para
0 ... I
cadaj =1,...,s, temos que B; = A;];, paracadaj=1,... s, e
ALy ... 0 By ... 0
Ay =Tl = AWIE-TI§ = A N :
0 ... Al 0 B,
AL — AN 0
0 Al — Al
A=A 0
0 (A —Ag) I

¢ matriz diagonal em blocos. Portanto,
p(A) = det (AI—T)If)
= det((A—=A)I1) - ... det((A— Ag)Ls)
A=A (A=A,
mostrando o item (a) e que a multiplicidade algébrica do autovalor A; é n;,
paracadaj=1,...,s.

Consideremos Wj o subespaco de V de dimensao n; gerado pelo sub-
conjunto linearmente independente B; = {vji,...,Vjn,}. Para mostramos o
item (b) basta mostrarmos que Wj = Vj,, para cada j =1,...,s.

De fato, se v.€ Wj, entao v = a;1vj1 + - - - + Qjn;Vin;, com aj € K, para
cadal=1,... nje

TV) = anT(vj1) + -+ ajn; T(Viny)
= apAjvirt o+ Qi Ajvin
Ai(ajivir + -+ - + Qjny Vin, )
Ajv,
Logo, v € V), mostrando que Wj C V), paracada j =1,...,s.

UFF

Instituto de Matemadtica



A//gebra Linear Il

urF

Operadores diagonalizdveis

Consideremos agora v € V. Entao, T(v) = Ajv. Escrevendo v como

S Ty
combinagao linear da base 3 = 37U---Ufs, temos que v = Z (Z akgvu)
=1

k=1
s s

eTv) =) (Z akeT(Vke)> => (Z Qg 7\kae>-
=1 1

k=1 k=1
S 1159 S 1159
Portanto, 7\]'\) = E E 7\]' QeVre | = E E Akakg\)kg .
k=1 \ (=T k=1 \ (=T
Assim, Ajay = Axayg, para quaisquer k=1,...,;sel=1,... n.

Logo, (Aj — A)ake = 0, para quaisquer k = 1,...;s e { = 1,... 1y

Entao, se k # j, temos ay, =0, para todo { =1,... ,ny.
m

Portanto, v = Z ajvje € Wj, mostrando que V), C Wj. Concluimos

0=1
entao que Wj =V, , para todo k =1,...,s.

(&:) Suponhamos que sejam validas as propriedades (a) e (b). Entéao,
existem Aq,...,As € K distintos tais que o polinomio caracteristico de T é da
forma
PAA)=A=A)™ - (A=A,
onde n; = dimg V.
Consideremos o subespago de V definido por Wy = V), +--- 4+ V,_.
Afirmamos que a soma é uma soma direta.
Sabendo que W =V, @ --- @ V,,, temos que
dimyg W, = i dimy Vy, = i n; = grau(p(A)) = dimg V.
=1 =1
Como W, C V conclu]imos que Wi :] V. Tomando 3; uma base de Vj,, para
cadaj=1,...,s, temos que B =P;U---UBs é uma base de V formada por

autovetores de T. Logo, T é diagonalizavel.

A demonstracao da afirmacao é por inducao sobre s.

Para j # k, temos que se v € V), NVj,, entao T(v) = Ajv = Ay, que
é equivalente a (A; — A )v = Oy, com Aj — A # 0, logo v = Oy. Assim,
Vi, N Vi, ={0v}

Portanto, se s =2, entao W, =V,, @ V,,.

Seja s > 2 e suponhamos que Wy = V), @---®V,,. Sejav € V,_ , NW;s.

Entao, existem v; € Vi, para j = 1,...,s, unicamente determinados, tais

s+ 1

que v =v7 + - -+ + v, Logo,
Tv)=Tv) 4+ -+ T(vs) =Avi+ -+ -+ Agvs. (1)

M. L. T. Villela
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PARTE 2 -
Por outro lado,
T(V) =Asiv =Aspivi+ -+ vs) = Agpavi+ -+ Agavs. (2)
Subtraindo (2) de (1), obtemos
(A1 = Asp)vi+ -+ (As — Asp)vs = Ov.

Como em Wj a soma é uma soma direta, temos que (Aj—Agt1)v; = Oy,
paraj = 1,...,s, com A\j — Agy1 # 0. Portanto, v = Oy, paraj =1,...,s,
e v = Oy. Isto mostra que a soma Wy = W, + V, ,, é uma soma direta.
Logo, W1 = Vi, @---® V), ®V,,,, eoresultado é vélido para s +1. |
Exemplo 28
Seja T : R?> — R? definido por T(x,y,z) = (4x + 2y, —x +y,y + 2z).
Afirmamos que esse operador R-linear nao é diagonalizavel.

4 20
De fato, tomando o a base canonica do R3 temos A =T|*=| -1 1 0 [,
01 2

A—4 =2 0

Al—A = 1 A—1 0 ep(A) =det(AI —A) = (A —2)%(A—3).
0 -1 A=2
Assim, o autovalor A = 2 tem multiplicidade algébrica 2. Vamos determinar
o subespago caracteristico V—,.
A=2

-2 =20 -2 00 100

2 -A = T 1T 0 |~ 1 00| ~10T10
0 -1 0 0 -1 0 000

Logo, Vaea = {(x,y,2z) €R3; x =0,y = 0} ={(0,0,2) ; z € R}
Nesse caso, dimg Vy—» = 1 < 2 =multiplicidade algébrica do autovalor A = 2.
Portanto, T nao é diagonalizavel.
Exemplo 29
Volte aos Exemplos 17, 18 e 21 e verifique a validade dos itens (a) e (b) do
Teorema anterior.
Exemplo 30
O operador C-linear T : C> — C? definido por T(x,y) = (—y, x) é diagona-
lizavel. De fato, p(A) =A%+ 1= (A —1i)(A +1i). Nesse caso,
1 < dime Va—y < 1 =multiplicidade algébrica do autovalor A = i, assim
como,
1 < dim¢ Va—_; < 1 =multiplicidade algébrica do autovalor A = —i.
Portanto, dimc Va—; = 1 e dim¢ Vo = 1.

Instituto de Matemadtica
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Faga a demonstracao da
dltima igualdade por
indugao sobre m.
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Podemos usar o conceito de diagonalizagao de operadores para deter-

minar poténcias de niimeros naturais de operadores ou matrizes.

Aplicacao da diagonalizagdo: Célculo de poténcias
Seja T : K" — K™ um operador K-linear diagonalizdvel. Sejam « a

base canonica do K™ e 3 uma base do K™ formada por autovetores de T.

Sejam A = T|& e a matriz diagonal D = T]E. Tomando a matriz de
mudanga de base P =1]5 e P~ = I]§ temos
D =TI} =1TI1)E = P'AP.
Para cada natural m > 1, temos que
D™= (P'AP)™ =P TA™P.
Portanto, T™% = (T|¥)™ = A™ = PD™P .
Dessa maneira, podemos determinar o operador T™ ou a matriz A™,

para todo natural m > 1. W

Vejamos agora um exemplo.

10
-1 2
Consideramos o operador R-linear do R?, cuja matriz com respeito & base
canodnica do R? 6 T|S = A,

Entao, p(A) = det }\; 1 N 0 , )= (A—T1)(A—2) é o polinémio carac-

teristico de T. O operador T ¢é diagonalizdvel, pois 2 = dimg R? é igual ao

Vamos determinar A'®, onde A =

Exemplo 31
< ) S MZXZ(R)'

numero de autovalores distintos.

A=1

[-A= 0 0 .
1 -1
Logo, Vaoy ={(x,y) € R?; x =y =0} ={(x,x) ; x € R} e

A=T1Teov=x(1,1),x#0.
A=2

A 10 ~ 1 0 _

10 00
Logo, Vama ={(x,y) € R*; x =0} ={(0,y); y e R} e
A=2ev=y(0,1),y #0.

Portanto, p = {(1,1),(0,1)} é uma base do R? formada por autovetores do

operador T.

M. L. T. Villela
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T P=1F = Pl =% = .
€IMnos que ](X (] 1 ) € ]B ( 11 )

Como D = T]B = = P7'AP, entao D'° = =
0 2 0 210
o =P TATP. Assim,
0 1024

Ao _ppropt _ (1O (1 0 10
11 ) 01024 )\ —1 1
10 10
11024 )\ —1 1

B 1 0

-\ —1023 1024 )

Podemos determinar agora o operador T'°. Temos que A0 =T"0]% ¢
T (x,y) = (x, —1023x + 1024y).

Exercicios

1. Seja T : V — V um operador K-linear, onde K = R ou K = C e
dimgV =n > 1. Diga quais das afirmacoes sao falsas ou verdadeiras,
justificando a sua resposta.

(a) Se T(v) = Av, para algum v € V, entao A é autovetor de T.

(b) T é operador linear invertivel se, e somente se, zero nao é autovalor

de T.
(¢c) Zero é autovalor de T se, e somente se, ntcleo de T é nao nulo.

(d) c € K é autovalor de T se, e somente se, existe v € V, v # Oy, tal
que (T —cI)(v) =0y.

(e) Se T(v) = Av, para algum escalar A € K, entao v é autovetor de T.

(f) Se vy e v; sdo autovetores de T linearmente independentes, entao
correspondem a autovalores distintos.

(g) Se a dimensao de V é 2, entdo T pode ter 3 autovalores.
(h) O ntmero maximo de autovalores de T é a dimensao de V.

(i) Todo operador linear T tem autovalores e autovetores.

UFF
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2. Seja V = {(X g) ;X,y,ZGC} eseja T :V — V definida por
z

2x — 2z 3
T Y XTyhozo ox . Mostre que T é diagonalizavel.
z 0 —2x+4y+z O
B

Construa uma base 3 de V formada por autovetores de T e dé T] B

3. Determine, caso exista, um autovalor do operador linear T e o subes-

Nio oncontre wma formula paco caracteristico, sem descrever T explicitamente.

para T. Facga 5 5, . . » .
(a) T:R* — R” é a simetria com rela¢ao a uma reta pela origem. T

geometricamente.

¢é diagonalizavel?

(b) T:R? — R? ¢ a projecio ortogonal sobre uma reta passando na
origem. T é diagonalizavel?

(c) T:R? — R? é a rotacdo de 0 € [0,27). T é diagonalizavel?

(d) T:R?> — R3¢ arotacdao de 0 em torno de uma reta pela origem.
T é diagonalizavel?

(e) T:R3 — R3¢ a projecao ortogonal sobre um plano passando
pela origem. T é diagonalizavel?

(f) T: R3> — R3¢ a projecdo ortogonal sobre uma reta passando
pela origem. T é diagonalizavel?

(g) T:R3 — R3 é a simetria com respeito a um plano passando pela
origem. T é diagonalizavel?

(h) T:R3 — R3 é a simetria com respeito a um reta passando pela

origem. T é diagonalizavel?

4. Determine, caso existam, uma matriz invertivel P e uma matriz diago-
nal D em My ,n(R), tais que D = P7'AP, para cada A € M, n(R):

19 -9 —6 1 4 22
a) A=| 25 —11 -9 b) A=| -3 4 o0
17 -9 —4 31 3
50 0 000
) A=| 150 d A=]00 0
015 301
2 000 2 00 0
@ a—| 0200 M a-| ¢ 255
0 030 0 03 0
0 01 3 0 00 3

urF
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5. Determine, caso existam, uma matriz invertivel P e uma matriz diago-
nal D em M, ,n(C), tais que D = P7TAP, para cada A € Myyn(C):

(a) A:(?‘é) (b) A= g_éi
—2 41

6. Sejam P,(R) = {a+ bt +ct?; a,b,c € R} e T : P,(R) — P,(R)
definida por
T(a+ bt +ct?) = (5a+6b+2c)— (b +8c)t+ (a—2c)t?

(a) Determine o polindmio caracteristico, os autovalores e os subes-
pagos caracteristicos de T.
(b) T é diagonalizdvel?
7. Para cada T : V — V R-linear, determine uma base (3 de V, tal que
T]g seja matriz diagonal D. Dé a matriz diagonal D.
(a) V=R2%e T(x,y) = 3x +4y,2x +y).
(b) V=Pi;(R) ={a+bt; a,beR}e T(a+bt)=a+ (6a—Db)t.

a b 2c a+c
<c>v=MzXz(R)eT<c d>:<b_ZC ' )

8. Sejam K=R ou K=C, A,P € Mpxn(K) com P invertivel.

Mostre que (PTAP)™ = P~TA™P, para todo inteiro m > 1.

9. Usando o exercicio anterior, calcule:

(a) A% onde A = b :
0 —1

(b) AZ% onde A = ( ? _:) )

10. O trago de uma matriz A = (ay) € Muxn(K), onde K=R ou K =C,
é definido por
tI‘(A) =an+ax+---+ ann-

Mostre que se n = 2, entao o polinomio caracteristico de A é

P(A) = A2 —tr(A)A + det(A).

UFF
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b
11. Seja A = < ¢ d ) € My 2(R). Mostre que:
C

(a) Se (a— d)?+4bc > 0, entdo A é diagonalizavel.
(b) Se (a— d)?+4bc < 0, entdo A nao é diagonalizavel.

vrr I
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Teorema de Hamilton-Cayley e polindmio

minimo

Relembramos algumas propriedades relevantes da algebra dos operado-

res lineares antes de apresentar o Teorema de Hamilton-Cayley.

Seja V um K-espago vetorial com dimgV = n > 1 . Lembramos
que L(V,V) ={T:V — V; T éK-linear } é um K-espaco vetorial com
dimg £(V, V) =n?. De fato, fixada « uma base de V a funcao

9a: LIVVV) — Muan(K)
T — TIS
¢ um isomorfismo de K-espacos vetoriais.

Logo, dimk £(V, V) = dimg Mxn(K) =n?.

Também, T = 0 se, e somente se, TIS =0 € My.n(K).

Seja V um K-espaco vetorial com dimgV=n>1lesejaT:V —V

um operador K-linear.

Temos T' = T e, para cada ntimero natural m > 1, definimos o operador
T =T™ "o T. Entdo, T™:V — V é um operador K-linear.

Para cada polinomio f(x) = bo+byx+-- -+ b, x™ com coeficientes em
K definimos o operador K-linear f(T) = boly + by T+ -+ b, T™

SECAO 4

Fixemos « uma base de V. Seja A = T|§ € M, 1«n(K).

A matriz da composicao de

Para cada ntimero natural £ > 1, temos que A' = (T]9)" = T! % e operadores lincares € o
produto das matrizes.
assim,
f(MIE = (bolv+biT+---+ by, T™)IS
= bo(Iv]§) +b1(TIg) + - - - + b (T™S)
= bol+bjA+---4+b ,A™
- f(A) L(V,V) é isomorfo a
Observamos que fixado um operador K-linear T em V, tal que dimg V = Mo sxn (K) e em qualquer
5 5 . > 5 espago vetorial de dimensao
n > 1, entdao os n= + 1 operadores lineares Iy, T,..., T de L(V,V) sdo finita, todo subconjunto com
linearmente dependentes sobre K. Portanto, existem ao,...,a,2 em K, nem mais elementos do que a
. dimensao do espago vetorial
todos nulos, tais que é linearmente dependente.

aolv + a;T+ -+ a2 TV =0,
onde 0 é o operador identicamente nulo de £(V, V).

. PPN . ~ 2
Logo, existe um polinémio nao nulo g(x) = ap+ ayx + -+ + a2x™

com coeficientes em K, tal que g(T) = 0.

O Teorema de Hamilton-Cayley afirma que é possivel construir um

Instituto de Matemadtica
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polinémio de grau igual a dimensao de V, a saber, p(x), o polinomio carac-
teristico de T, tal que p(T) = 0.

Exemplo 32

Consideremos o operador linear T em R? definido por T(x,y) = (x +y,y).

T 1
Tomando « = {(1,0), (0, 1)}, temos que A =T]§ = ( 0 1 ) '

O polinémio caracteristico de T é

p(A):olet(M—A):det(7\_1 a ) =(A—1)%

0 A—1
01 : 00
Verifi facilment A)=(A-1)?= = .
erificamos facilmente que p(A) = ( ) <O O) <O O)

Isto é equivalente a p(T) = (T—1y)? =T? - 2T+ 1, = 0.
Como consequéncia temos que Iy = —T?+2T = To (=T +2Iy). Portanto, T

é um operador invertivel e o seu inverso é o operador T~! = —T +2Iy. Logo,
T (x,y) = =Tl y) + 2Iv(x,y) = (—x =y, —y) + (2%, 2y) = (x —y, ).

Para a compreensao da demonstracao do Teorema de Hamilton-Cayley

a seguinte observacao ¢ muito importante.

Observacdo: Toda matriz quadrada de ordem mn cujos coeficientes sao po-
linomios em K[A] de grau no méximo m ou o polinémio nulo pode ser escrita
como

A=A +A A+ -+ AT,
onde Ag, A1, ..., Am € Muxn(K).

Vejamos o procedimento com um exemplo.

Exemplo 33 41302 A3 24A A2 A3
Consid A = B N € Moo (R[A]).
onsidaeremnos ( 2+37\ +27\2 \/§+2)\2+57\3 ) 2><2( [ ])
Temos
A 2 N oA A N 3N2 A2 N A3 A3
B V3 30 OA A2 2\2 OA3 5A3

N BN

2 0 1 3 1 11
+ A+ A2+ A3
V3 30) (2 z) <o 5)

Teorema 3 (Hamilton-Cayley)
Sejam V um K-espaco vetorial com dimgV =n > 1, T um operador linear

em V e p(A) o polinomio caracteristico de T. Entao, p(T) = 0.
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Demonstragdo: Seja o uma base qualquer de V e seja A = T|S. Mostraremos
que p(T)%E =p(A) =0 € My xn(K), concluindo que p(T) =0.

Seja p(A) = det(AI — A). Seja B = adj(AI — A). Temos que B é uma
matriz n por n cujos coeficientes sao polinomios na indeterminada A com

coeficientes em K e de grau no maximo n — 1.
Escrevemos B = Bg+ BjA+ -+ 4+ B, 1A™ !, com B; € M,un(K),  (I)
Da propriedade da adjunta clédssica, segue que:
B(AI-A) =det(A\I - A)I=p(N)T (1)
Escrevemos
PAA) =ao+ aA+ -+ an AMT+ AT (ID0)
coma; € K,paraj=1,..., n—1.
Substituindo (I) e (III) em (II), temos:
(Bo+BiA+ - +B A" Al —A) = (ap+ aA+ -+ an A + AN L
Esta é uma igualdade de matrizes polinomiais. Comparando as matrizes
dos coeficientes dos termos de mesmo grau, temos que:
(0) —BoA = apl (coeficiente de A°)
(1) By — B;A a1 (coeficiente de A)
(2) By —B,A = ayl (coeficiente de A?)

() B;1 —BA = ql (coeficiente de N)

(m—1) Bno—Bn 1A = anl (coeficiente de A™)
(n) B = 1 (coeficiente de A™)
Para cada j = 1,...,n multiplicamos a equagao (j) por AJ, obtendo:
(0) —BoA = aol
(1) BoA —B/A? = 0;A
(2) B1A?2 —B,A3 = aA?

o

—_— —

())/ Bj_1Aj — Bin-H = Clej

(m—1) BproA™ ' —B, A" = a, A™!
(n) B, A" = A™
Somando membro a membro, obtemos:
0=aol+a1A+ aA?+ -+ a, AV T+ AT =p(A).

Quem sao os polinomios f(x) € K[x] tais que f(T) = 0, onde T é um
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operador linear em um K-espaco vetorial de dimensao n > 1?7 A Proposicao

a seguir responde essa questao.

Proposicao 5

Seja V um K-espago vetorial de dimensao n > T eseja T :V — V um
operador linear. Seja I = {f(x) € K[x] ; f(T) = 0}. Entao, existe um tnico
polinémio moénico m(x) € K[x]\K tal que I = {g(x)m(x) ; g(x) € K[x]}. Em
particular, m(x) divide f(x) e m(x) é o polindmio monico de menor grau que

se anula em T.

Demonstracdao: Vamos mostrar, primeiramente, que existe um polinémio
m(x) € K[x]\K tal que I ={g(x)m(x); g(x) € K[x]}.

Observamos que I # {0} pois, pelo Teorema de Hamilton-Cayley, o
polinémio caracteristico de T p(x) € L.

Consideremos S = {grau(f(x)) ; f(x) € I e f(x) # 0}. Temos que S # ()
e S C N. Pelo principio da boa ordenacao, S tem menor elemento, digamos
s. Entao, existe polinomio m(x) € K[x], m(x) # 0, com grau(m(x)) = s e
m(T) =0.

Afirmamos que I ={ g(x)m(x); g(x) € K[x] }.

De fato, sejam | = { g(x)m(x) ; g(x) € K[x] }, « uma base de V e
A =TI

Seja f(x) € J. Entao existe g(x) € K[x] tal que f(x) = g(x)m(x).
Como m(x) € I, entao m(A) =0e f(A) = g(A)m(A) =g(A)-0=0, que é
equivalente, a f(T) = g(T)m(T) =0, logo f(x) = g(x)m(x) el e ] C L

Consideremos agora f(x) € 1. Pela divisao euclidiana de f(x) por m(x),
existem polinomios unicamente determinados q(x) e r(x) tais que

f(x) = q(x)m(x) + r(x),

onde 1(x) =0 ou 0 < grau(r(x)) < grau(m(x)) = s.

Assim,
r(x) =f(x) — q(x)m(x) e r(A) = f(A) — q(A)m(A) =0—q(A)-0=0.
Portanto, r(T) = 0. O caso r(x) # 0 nao pode ocorrer, em virtude de
contradizer a escolha de m(x), logo concluimos que r(x) = 0. Portanto,

f(x) = q(x)m(x) € J, mostrando que I C J.
Seja as # 0 o coeficiente lider de m(x). Escrevemos
m(x) = ax®+as x>+ -+ aix+ ao
= a; (X +a;'ag x4+ +a; ax+a;'ao)

NV
my (x) é modnico

= asmq(x), as # 0 e mq(x) monico.
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Como f(A) = 0 se, e somente se, af(A) = 0, para todo a € K, a # 0. Entao,
my(A) = 0, com grau(m;(x)) = s e mq(x) monico. Logo, existe um tnico

polindomio moénico de menor grau que se anula em T. ]

Definicdo 14 (Polindmio minimo de um operador)

Seja V um K-espago vetorial de dimensao n > T eseja T : V — V um
operador linear. O polinomio minimo de T é m(x), o polinbmio moénico de
menor grau no conjunto

I={f(x) eKx]; f(T) =0} ={gx)m(x); g(x) € K[x] }.

Em particular,
f(x) € K[x] e f(T) = 0 se, e somente se, m(x) divide f(x).

Corolério 1

Sejam V um K-espaco vetorial de dimensaon > 1, T:V — V um operador
linear, p(x) e m(x), respectivamente, os polinémios caracteristico e minimo
de T. Entao, m(x) divide p(x).

Demonstracdo: Como p(T) = 0, pela Proposicao anterior, temos que existe
g(x) € K[x] tal que p(x) = g(x)m(x). Logo, m(x) divide p(x). [ |

Podemos dar uma caracterizacao dos operadores diagonalizaveis em

termos do polinomio minimo. Para isto, precisamos do seguinte resultado.

Lema 1

Sejam V um K-espaco vetorial de dimensaon > 1, T:V — V um operador
linear, p(x) e m(x), respectivamente, os polindmios caracteristico e minimo
de T. Entao, p(x) divide m(x)™

Demonstragdo: Seja o« uma base de Ve A =TI$.

Suponhamos que m(x) = t* 4+ c; x5 + .-+ + cs_1X + Cg, com ¢; € K,

paraj=1,...,s. Consideremos as matrizes
By = 1
B] = A+ C1I

Bz = A2+C1A+C21

Bsfz - AS_Z + CVAS_3 + -+ Csng + CS,21
Bs 1 = AsTT 4 C1/AS_2 +--+cs2A + ol

Entao,
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By = 1
B] — ABO = C]I
Bz — AB] = CzI

Bsf1_ABsz - Csf1I

Além disso,

~AB,; = —(AS+ AT+ 4 ce4A)
= —(AS+ AT+ e 1A +col) + ¢l
= —m(A)+cl
c.l.

Definimos a matriz polinomial
B(x) =Box* "+ Bix>2+---+Bsox+ B .
Entao,
(xI—A)B(x) = (xI —A)(Box* "+ B x*?4--- 4+ Bgox+ Bs1)
(Box® +Byx* "+ -+ + Bg_1x)+
—(ABox* T+ AB1x* 2+ -+ + ABs_ox + AB, 1)
= Box®+ (By — ABo)x* '+ -+ + (Bs_1 — AB_o)x+
—AB;
IS + IS "+ oIS 2 + -+ co1Ix + ¢l
(xS + x5 T+ x5 24 -+ eix + ¢l
m(x)I
Calculando o determinante em ambos os lados da igualdade acima,
obtemos:
det(xI — A) det(B(x)) = det(m(x)I) = m(x)™
Como det(B(x)) é um polinémio com coeficientes em K e o polindémio
caracteristico de T é p(x) = det(xI — A), entao p(x) - det(B(x)) = m(x)™,
que é equivalente a p(x) divide m(x)™ [ |

Proposicao 6
Sejam V um K-espaco vetorial de dimensaon > 1, T: V — V um operador
linear, p(x) e m(x), respectivamente, os polinomios caracteristico e minimo

de T. Entao, m(x) e p(x) tém os mesmos fatores irredutiveis em K[x].

Demonstracdo: Seja q(x) um fator irredutivel de m(x). Como q(x) divide

m(x) e m(x) divide p(x) , entao existem f(x) e g(x) em K[x] tais que
m(x) = q(x)f(x) e p(x) = m(x)g(x),
logo p(x) = (q(x)f(x))g(x). Assim, q(x) divide p(x).

Reciprocamente, suponhamos que ¢(x) seja um fator irredutivel de

vrr I
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p(x), entao q(x) divide p(x). Pelo Lema anterior, p(x) divide m(x)™. Logo,

existem f(x) e g(x) em K[x] tais que

Lembramos que

p(x) - f(X)q(X) S m(x)n = g(X)p(X), se d(x) é irredutivel em K[x]

logo m(x)™ = g(x)(f(x)q(x)). Assim, q(x) divide m(x)™ Como q(x) é e divide um produto de

fatores em K[x], entao q(x)

irredutivel, entao q(x) divide m(x). [ | divide um dos fatores.
Exemplo 34
Vamos determinar os polinomios caracteristicos e minimos das seguintes ma-

) 3 110 2 00
trizes:A:<02>,B: 020 1],C=1022

0 0 1 0 01
A—2 =3 N ) .

Como AI—-A = o A2 | entao p(A) = (A—2)~. Pela Proposicao 6 e

pelo Corolario 1, as possibilidades para o polinémio minimo sao: f(A) =A—2
ou g(A) = (A—2)% Em virtude de f(A) = A —2I # 0, temos m(A) = g(A) =
(A —2)2

Como AI — B = 0O A=2 0 ,entdo p(A) = (A —1)2(A = 2).
0 0 A—1

Pela Proposicao 6 e pelo Corolario 1, as possibilidades para o polinémio

minimo sao: f(t) = (A — 1)(A —2) ou g(T) = (A — 1)*(A — 2). Temos Determine B—1Te B— 2l e
f(B) = (B—1I)(B—2I) =0, logo m(A) =f(A) = (A —1)(A—2). calcule (B —1)(B —21).

A—2 0 0
Como AI-C = 0o A=2 =2 ,entdo p(A) = (A—1)(A—2)2. Pela
0 0 A—1

Proposicao 6 e pelo Corolario 1, as possibilidades para o polinomio minimo

sao: f(A) = A —=1)(A=2) ou g(A) = (A — 1)(A = 2)% Verificamos que Determine C —Te C—2le
f(C) = (C—I)(C—2I) =0, logo m(A) = f(A) = (A—T)(A—2). caleule (C=1IE=2D.

Vamos dar condicoes necessarias e suficientes para um operador linear
em um espaco vetorial de dimensao finita ser diagonalizavel em termos do

polindomio minimo. Para isto, precisamos do seguinte resultado.

Lema 2

Seja V um K-espago vetorial de dimensao n > T eseja T : V — V um
operador linear. Se f(x), g(x), h(x) € K[x] sdo polinémios monicos tais que
f(x) = g(x)h(x), mdegp(g(x), h(x)) =1 e f(T) =0, entéo

(a) V=UdW, onde U = Niicleo(g(T)) e W = Ntcleo(h(T)) e os subespagos

U e W sao invariantes por T.

UFF
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(b) Se f(x) é o polindmio minimo de T, entao g(x) é o polinémio minimo de

T, = Tly, a restricao de T a U, e h(x) é o polindmio minimo de T, = Tlw, a

Vale a reciproca do item (b). restricao de T a W.

Demonstracao:
(a) Como mdckp(g(x), h(x)) =1, existem a(x), b(x) € K[x] tais que
1 =a(x)h(x) + b(x)g(x).
Entao, Iv = a(T)h(T) + b(T)g(T). Aplicando em v € V temos
v=1Iy(v) = (a(Dh(T))(v) + (b(Mg(T)(v). (%)
Sejam u = (a(T)h(T))(V) ew = (b(T)g(T))(v).
Afirmamos que u € U = Nucleo(g(T)) e w € W = Ntcleo(h(T)).

De fato,

e oMW = 9M(aMhMB) e k(M) = hT)(bTg(T)(V)
composicao de fungoes; que - (Q(T)G(T)h(T)) (V) - (h(T)b(T)g(T)) (V)
olinomini om T comton: = (aMg(Mh(T))() = (bMg(Mh(T))(v)

que 1(T) = g(TIh(T) e = a(T)(g(Mh(T)(v)) b(T) (g(MN(T)(v))

1)) — v, povs e = aMm(fMv) = b(T)(FT)(v)
veE V;eque a(T) e b(T) sdo = a(T) (OV) — b(T) (OV)
lineares. _ OV OV

Portanto, v=u+w, onde u e Uew & W. Logo, V=U+W.
Para que a soma seja uma soma direta, falta apenas mostrarmos que
Uunw ={0y}.

Seja v € Nucleo(g(T) N Nucleo(h(T

)
)

v = ( )(v —I—( T)) V)
= a(T ( (T)Y(v)) +b(T)(g(T)(v))
= a(T)(0v) +b(T)(0 )
= Ov+0y
= Ov.

Vamos mostrar que U = Ntcleo(g(T)) e W = Ntcleo(h(T)) sao invari-

antes por T.
Seja u € U = Nucleo(g(T)). Temos ¢g(T)(u) =0y e
g(T)(T(w) = (g(T) o T)(u) = (Tog(T))(u) = T(g(T)(u)) = T(Ov) = Ov.
Portanto, T(u) € U = Ntcleo(g(T)) e U é invariante por T.
Seja w € W = Nucleo(h(T)). Temos h(T)(w) =0y e
hT)(T(w)) = (R(T) o T)(w) = (To h(T))(w) = T(h(T)(w)) = T(0y) = Ov.
Portanto, T(w) € W = Ntcleo(h(T)) e W ¢ invariante por T.

vrr IEE
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(b) Sabemos que V = U ® W. Como U e W sao invariantes por T, entao
T, =Ty e T, = Tlw definem operadores lineares em U e W, a saber,
T:U — U e TL:W — W
u — T(u) w — T(w).
Sejam [3 e y bases, respectivamente, de U e W. Entao, o« = BUvy é uma
B Oixs
Oy C )

onde B e C sao matrizes quadradas de ordens, respectivamente, v = dimy U

base de V. Sejam A =TI, B = Tﬂg eC = T2]¥' Entao, A =

e s =dimgW, com r+ s = dimg V = n, e as matrizes O,ys, Osxr S0 nulas.
Observamos, primeiramente, que como A é uma matriz diagonal em

B 0

0 C

blocos, entao Al = , para todo j > 1, também é uma matriz

m

diagonal em blocos; assim como q;A), a; € K, e ZajAj = {(A), onde

j=0
m

£(x) = E a;x’, com blocos de ordens 1 e s, as mesmas ordens dos blocos de A.
j=0

(B
Logo, para qualquer polinomio £(x) € K[x] temos {(A) = ( (0 ) E(()C) )

Suponhamos que f(x) seja o polinémio minimo de T e sejam mq(x) e
m;(x) os polindmios minimos de Ty e T,, respectivamente.

Como m;(B) =0 e my(C) =0, entao

mq(B) 0 m;(B) 0
0  m(Q) 0 my(C)

~{ mi(B)my(B) 0 )

mi(A)ma(A) =

0 m;(C)m,(C)
. Omz(B) 0
B 0 m(C)-0

B 00
- \oo
é a matriz nula de ordem mn. Logo, f(x), o polinémio minimo de T, divide
my (x)ma(x).
Observamos que como o subespaco U é invariante por T e T; = Ty,
entao (aT)jy = aT1j, para todo j > 1 e para todo a € K. Assim, dado
m
(x) = Z ax) temos que {(T)[y = €(T;). Analogamente, W ¢ invariante
=0
por T, T, =Tlwe (aD)lw = aT;, para todo j > 1 e para todo a € K, logo
UT)lw = UT2).
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Verifique essa propriedade.
Faga o Exercicio 10.

Veja o Exercicio 11.
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Se q(x) € K[x] é irredutivel e
divide m; (x), entao q(x)
divide h(x) e ¢(x) nao divide
g(x), pois

mdcg [x] (g(x), h(x)) = 1.

Em (1) usamos a definicéo
do operador f(T); em (2),
que operadores polinomiais
em T comutam; em (3), a
definicdo de composicao de
fungoes; em (4), que

vk € Vi, ; eem (5), que a
composicao de operadores
lineares € linear.

vrr I
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Como U = Nucleo(g(T)) e W = Nucleo(h(T)), entdo obtemos que
0 = g(Tu = g(T1) e 0 = h(T)lw = h(T2). Assim, g(B) =0 e h(C) =0,
portanto mq(x) divide g(x) e my(x) divide h(x). Logo, m;(x)m;(x) divide
g(x)h(x) = f(x).

Portanto, f(x) = am;(x)ma(x), para algum a € K. Como f(x), m(x)
e my(x) sdo monicos, entao a = 1. Assim, g(x)h(x) = m;(x)ma(x).

Como g(x) divide mq(x)m;,(x) e mdekpg(g(x), ma(x)) = 1, entdo g(x)
divide mq(x). Assim, g(x) = amy(x), para algum a € K. Sendo ambos os
polinémios monicos, concluimos que a = 1 e g(x) = m;(x).

Portanto, my(x)h(x) = my(x)ma(x). Cancelando my(x), obtemos
h(x) = my(x). [ |

Agora estamos prontos para a caracterizacao de operadores diagona-

lizaveis pelo polindomio minimo.

Proposicdo 7 (Operador diagonalizavel e o polinémio minimo)

Sejam V um K-espaco vetorial com dimg(V)=mn>1eT:V — V um ope-
rador K-linear. O operador T ¢ diagonalizavel se, e somente se, o polinomio
minimo de T é m(x) = (x — A7) - ... - (x — Ag), onde Ay, ..., Ag € K 830 os
seus autovalores distintos.

Demonstracdo: Suponhamos que T seja diagonalizavel. Pelo Teorema 2, o
polinomio caracteristico de T é da forma p(x) = (x —A7)™ - ... (x — A",
onde Aq,...,Ag sao os autovalores distintos de T, n = dimg V =nq+- - -+n,
n; =dimg Vy, paraj=1,...,5,e V=V & - D V,,.

Pela Proposi¢ao 6, o polindomio minimo e o polinomio caracteristico tém
os mesmos fatores irredutiveis em K[x]. Logo, f(x) = (x — A7) - ... (x — Ag)
divide m(x).

Afirmamos que f(T) = 0.

De fato, dado v € V, existe v € V),  unicamente determinado, para

S
todok=1,...,s, tal que v = ka. Temos que
k=1

HT)w) 2 (H (T- A,-Iv)) (v
=1
2 (< [T - Ajlv)) (T Aklv)) (vid)
1<j#k<s
2 0TI (- 7\].1\,)) <(T — Adly) (vk))
1<j#k<s
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=

& < 1 (T—Ajlv))(ov)@ov.

1<j£k<s

Logo, f(T)(v) = f(T)(ka) = Y f(T)w) = 3 Oy = Ov, para
k=1 k=1 k=1
todo v € V, que é equivalente a f(T) = 0.

Pela Proposicao 5, m(x) divide f(x). Como f(x) e m(x) sdo monicos,
obtemos m(x) = f(x).

Reciprocamente, suponhamos que o polindmio minimo do operador T
seja m(x) = (x—A7)-...-(x—Ag), onde Aq, ..., As sdo os autovalores distintos
de T. Pela Proposicao 6, os fatores irredutiveis do polinomio caracteristico
de T s@o os mesmos de m(x), portanto p(x) = (x — A;)™ - ...« (x — Ag)™s.
Sabemos que dimg V = grau(p(x)) =n; +--- +ns. A demonstracao é por
inducao sobre s, o numero de autovalores distintos de T.

Se s =1em(x) =x—Aq, entdo p(x) = (x —A;)™, onde n = dimyg V.
Como m(T) =T—MI=0,entdao T = Al e todov € V, v # Oy é autovetor
de T, isto é, V =V,, e T é diagonalizavel.

Suponhamos o resultado valido para operradores lineares com autovalo-
res distintos Aq, ..., A, e polindmio minimo H(x —Aj),onde 1 <r<s.

j=1
Seja T:V — V um operador linear com autovalores distintos Aq, ...,

As € polinomio minimo m(x) = (x — A7) -...- (x —Ag), onde s > 1.
s—1
Definimos g(x) = | J(x—2;) e h(x) =x—A,. Entio, m(x) = g(x)h(x)
j=1
e mdegp(g(x), h(x)) = 1. Pelo Lema anterior, item (a), V = U @& W, onde

U = Nucleo(g(T)) e W = Nucleo(h(T)) = Ncleo(T — Agly) sdo subespacos
de V invariantes por T.

Pelo Lema anterior item (b), g(x) e h(x) s@o os polinémios minimos de

Ty e Ty, respectivamente.

Por hipétese de inducao, T; e T, sao diagonalizaveis. Tomando uma base

Para todo u € U, temos
Ty (1) = T(u) e, para todo

A1, ..., As_1 de Ty, e uma base &, de W formada por autovetores de T, w e W, temos
T (w) =T(w).

01 de U formada por autovetores de Ty, associados aos autovalores distintos

associados ao autovalor Ag de T, temos que & = d; U b, é uma base de V

formada por autovetores de T. [
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Operadores polinomiais em

T comutam.

urF

Exercicios

. Seja T : R? — R? definida por T(x,y) = (2x + vy, 2y).

(a) Determine os polinémios caracteristico e minimo de T.
(b) T é diagonalizavel?

(c) Determine T~' como um polinémio em T com coeficientes reais.

. Seja T : R® — R3 definida por T(x,y,z) = (x +y, v, z).

(a) Determine os polindmios caracteristico e minimo de T.
(b) T é diagonalizavel?
(c) Determine T~! como um operador polinomial em T.

Seja T : R? — R? definida por T(x,y) = (2x,x +y). Determine o
operador f(T), onde f(x) = x? —x + 3.

Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao n > 1 e T um operador
linear. Sejam f(x) = agx*+---+a;x+age g(x) = bypyx™+---+bix+bg
em K[x]. Mostre que f(T)g(T) = g(T)f(T).

. Dada A = T]%, onde & é a base canonica do R, determine os polinomios

caracteristico e minimo de T : R> — R,

52000 20000 2000 0
34000 12000 02000
00700 ®m|loo200] (©]o0o0200
000 20 00120 00020
0001 2 00012 00002

Seja D : P5(R) — Ps5(R) o operador derivacao. Determine os po-

linodmios caracteristico e minimo de D.

Seja D? : Ps(R) — P5(R) o operador derivacdao de segunda ordem.

Determine os polinémios caracteristico e minimo de D?.

Seja D3 : P5(R) — P5(R) o operador derivacio de terceira ordem.

Determine os polindmios caracteristico e minimo de D3.

Sejam V um K-espago vetorial de dimensaon >1eT:V — V um

operador linear tal que T2 =T.

(a) Mostre que T é diagonalizavel.

M. L. T. Villela
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(b) Mostre que se T # 0, entdo existe uma base $ de V tal que

I, O
T]E = 0 0 ) onde I, é a matriz identidade de ordem r =

dimg Imagem(T).

10. Sejam B € M«+(K), C € Mgy s(K), m =1+se A € M xn(K) a matriz

em blocos definida por A = ( ];) 2 ) )

B™ 0
(a) Mostre, por indugao sobre m > 1, que A™ = ( 0 cm )

(b) Seja £(x) = anx™+ -+ a;x + ap € K[x]. Mostre que {(A) =
¢(B) O
0 ¢C) )

11. Seja T : V — V um operador linear K-linear, onde V é um K-espago
vetorial de dimensao n > 1. Seja U um subespago de V invariante por

T e Ty = T|y o operador linear definido por
T,:Uu — u
u — T(u)

(a) Mostre que T|y = T), para todo j > 1.

(b) Mostre que (aT')|y = aT1j, para todo j > 1 e para todo a € K.

(c) Seja €(x Z a;x) € K[x]. Mostre que £(T)|y = £(Tq).

UFF

Instituto de Matemadtica



Teorema de Hamilton-Cayley e polinémio minimo

A//gebra Linear Il |

urF

M. L. T. Villela



