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T+ 2y + z+ 2w
r+y+2z
T+ z—2w
3y — z + 4w
r+y+z+w

1. Seja T : R* — R®, definida por T

S vwe 8

a) ( Determine o ntcleo de T.

b) (

c) (0,5
(

d) (0,5

0
0
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Determine a imagem de T'.

)

~

Encontre uma base para a imagem de T

~

Determine [T], a matriz de T' com relacgdo as bases canonicas.

Solugdo.  a) e d) Vamos escalonar a matriz [T] com respeito a base canénica do R® e R*, entdo temos a matriz A
abaixo e escalonando ela obtemos

1 2 1 2 1 0 3 =2 1 0 0 1

1 1 2 0 0 -1 1 -2 0 -1 0 1

A=1|-1 0 1 -2 = |0 0 4 4| —-..-—= |0 0 -1 1

0 3 -1 4 0 0 2 -2 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 -1 1 0 0 0 0
—w -1
e daf o nucleo de T é igual Nuc(A) = _Z :w € R » = Span _1
w 1

b) Observe que podemos escrever a transformagao da como combinacao dos seguintes vetores e daf eles geram a imagem

de T _
T+2y+z+2w 1 2 1 2 1 2 1 2
T+y+2z 1 1 2 0 1 1 2 0
—x+z—2w | =z |-1|+y|0| +2z]| 1| +w|—2| =Span =1],(0],| 1f,|—-2
3y —z+ 4w 0 3 -1 4 0 3 -1 4
r+y+z+tw 1 1 1 1 1 1 1 1

¢) Se colocarmos os vetores que geram a imagem de T nas colunas e escalonarmos os vetores nao nulos que sobrarem
formaram uma base para a imagem de T entao

11 -1 01 1 1 -1 0 1 1 1 -1 0 1
21 0 31 0 -1 2 3 -1 0 -1 2 3 -1
12 1 -1 170 1 2 -1 ol 7o o 42 -1
20 -2 4 1 0 -2 0 4 -1 0 0 00 0
1 0 0
1 |=1 0
E portanto ZM(T) = Span< |—1|,| 2|,| 4
0 3 2
1 =1 =1



Outra forma é olharmos na letra a) quando escalonamos as trés primeiras colunas sao colunas-pivd. Portanto, os trés
primeiros vetores da letra b) geram a imagem, e portanto, a

1 2 1
1 1 2
IM(T)=Spang |—1(,|0]|,| 1
0 3 -1
1 |1 |1
. , R 17 2 0 1 0 0
. Considere que T : R? — R? ¢ uma transformacio linear tal queT([g ) = b} ,T([(l)D = [ﬂ eT(h]) = [—ﬂ

a) (0,5) Mostre que 8 = {E] , H] , [fﬂ} é uma base do R3.

x

b) (1,0) Determine [v]s se v = |:ZZ/}

c) (0,5) Determine 7* (FQD
Solugdo.  a) Existem pelo menos duas formas de decidir se 8 é uma base. Uma delas é verificar que este conjunto
gera o R? e que é LI. A outra forma é montarmos uma matriz colocando estes vetores como colunas e depois calcular
o determinante, se o determinante for diferente de zero, este vetores serdao LI. Pois os mesmos podem ser vistos como
os geradores de um paralelepipedo e o valor absoluto do determinante serd o volume deste paralelepipedo. Entao,

21 0 1 2 0 1 0 0 1 0 0
det |1 1 —-1| =—det|1l 1 —-1|=—-det|l -1 —-1|=det|l -1 —-1|=1#0.
2 1 1 1 2 1 1 0 1 1 1 0

b) Se chamarmos « a base canénica do R? entdo precisamos determinar a matriz de mudanca de coordenadas [I]$
B
para isto precisamos escrever os vetores da base canonica em termos dos vetores da base 3 e fazendo as contas obtemos

1 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0
o) =21 =3 |1 - |-1|, (1| =—|1]+2|1|+0|-1], |O|=—|1|+2[1|+1]|-1
0 |2 1 1 0 2 1 1 1 2 1 1
(2 -1 1] [« 20 —y — 2
E daf, [I]gv] = [-3 2 2| |y| = -3z +2y+22
-1 0 1] |2 —xr+z

¢) Observe que a matriz de T' com respeito com respeito a base candnica é
2 1

e =1 1 —1| =1
2 1 1

E para calcular 7! basta inverter a matriz acima, mas inverter a matriz acima é equivalente a calcular ([I ]5)71 = [115
a qual acabamos de calcular. E dai,

z 2 -1 1| |z 20—y — =z
Tyl |l=|-3 2 2||y|l=]|-3cv+2y+22
z -1 0 1] |2 —r+z
. Mostre que o operador T'([§]) = [ Z52_24] ¢ diagonalizdvel.

a) (0,5) Encontre os autovalores de T.
b) (0,5) Encontre os respectivos autoespagos associados aos respectivos autovalores obtidos no item anterior.
c) (0,5)
d) (0,5) E possivel obter uma base de autovetores sendo ortonormal? (sim ou nio)

1,0)

e) (1,0) Determine P invertivel tal que [T] = P~1 [T]g P.

Encontre uma base 8 de autovetores para R2.

Solugdo.  a) A matriz de T com respeito a base canénica o do R? 6 A = [T]® = {_;’ _6

] que é simétrica, e portanto,
diagonalizavel. Vamos calcular o polindomio caracteristico e suas raizes

3\ —2

AT()\)—det(A—)\I)—det{ 9 _g_1

} =N+ +U=A+T)(A+2).



Portanto, os autovalores de T sao —2 e —7.

-2
2 1

st v sy { [ ]}
1] , [2

2 1

b) Para A = —7 temos que calcular Nuc {_4

-1

Nuc {_2

c¢) e d) é facil de ver que < [

1
VB

1
V5

|

1
2

-

e) Como B é uma base ortonormal. Logo a matriz [I]

il

B =

[e%

|

1/v5
2/V5

-2

enos da V_; = Span{ E] } Para A = —2 temos que calcular

} > = 0 logo sao ortogonais, normalizando obtemos uma base ortonormal

I}

,2/\/5
1/v5

1

7

} é uma matriz ortogonal. Precisamos

calcular [I]§ = ([I]g)_1 e usado que ([I]g)_1 = ([I]g)t temos que
-3 -2 o _ o [1/VB —2/V51[-7 O] 1/v5 2/V5
B R X

. Rapidinhas (ndo deixe de justificar): (2,0)
1
0

o sana={[]].[

Y I
b) Os vetores [ 0] , [0] , [ i
3 0 5
-2 0 0

c) Qual é a dimenséo do nucleo de T dada por T' ([£ yzwr S]t)

D=1

)
117

, geram o R®?

0
-1
0
7

5
11

d) A transformacdo T dada por T ([(;)

1
1

1 -3 11

5 4 0
0 » 10, 41,] -1
3 0 5 0
2 0 0 7

4 vetores fossem LI, eles ndo seriam suficientes para gerar o R®.

b) Nao. Os vetores

e

R
210 3 _1/§ N 2/3 '

} , [%} } Ache uma base ortogonal 3 a partir da base «.

2y + 7z +w — br + s?

H)

T+
T( = [1] é injetora?

] nao podem gerar o R, pois 0 mesmo tem dimensio 5 e mesmo que estes

c) Como T : R® — R e nao é identicamente nula segue que pelo teorema do posto que 6 = dimR® = dim A (T) +
dimZM(T) =z + 1, logo z = 5 que é a dimensdo do niicleo de T'.
d) El4 nao pode ser injetora, pois T : R? — R? e pelo teorema do posto temos 3 = dim R3 = dim N (T') + dim ZM(T),
mas 0 méximo que dimZM(T) é 2, portanto, dim N'(T) > 1 é dai, N(T) # {0}. Portanto néo pode ser injetora.



