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r+2y+3z+w
z+3y+ 5z — 2w
3z + 8y + 132z — 3w

1. Seja T : R* — R3, definida por T
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w

0,5) Determine [T, a matriz de T' com relagdo as bases canonicas.
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1,0
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Encontre uma base para a imagem de T'.

Determine o nicleo de T'.
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Encontre todos os v € R* tal que T'(v) = [é}

Solugao 1 a) Sejam « a base canénica de R* e 3 a base canénica do R3, entdio

12 3 1

A=[T]g=1(1 3 5 =2

3 8 13 -3

b) Calculando os vetores que geram a imagem de T obtemos
N (PN @ (F e ([ 1o
T = (1|, T =3, T =\ 5] eT = -2
0 3 0 8 L 13 0 -3
0 0 0 1

Entao escalonando (linha) a matriz obtemos uma base para a imagem de T.

1 1 3 1 1 3 11 3
2 3 8 0 1 2 01 2
3 5 130 7lo 2 4] 7o 0 o
1 —2 -3 0 -3 —6 000
17 o
Assim a ZM(T) = Span< |1], |1
3| |2

¢) Sabemos que o Nicleo de T é o espago solugdo do sistema homogéneo Av = 0, com v = [:E Yy oz w}t. Logo
reduzindo a matriz A a forma escalonada obtemos

12 3 1 123 1

% +3 ~0
13 5 -2l 5o 1 2 —3 ou{x+y+z+w
3 8 13 -3 000 0 y+2:-3w=0

As varidveis livres sao z e w. Logo, dimensdo do nicleo é 2. E

1 -7
-2 3
N(T) = Span ol o

1



0
1 2
d) Vamos comecgar observando que T 0 = |3|, entdo a solucdo geral do sistema € dado por uma solugao
8
0 L°]
particular mais as solugoes do sistema homogéneo, portanto,
0 [0] 1 -7
1 1 -2 3
0 +N(T) = 0 + Span o
0 0 0 1

. Considere T : R3 — R3 uma transformacdo linear tal queT([(i)_) = [é} ,T({ 1 D = {g} eT(HD = W]

1 —2

a) (0,5) Mostre que 8 = {{(1)] , [ (1)] , [ﬂ} é uma base do R3.

b) (1,0) Determine [v]s se v = [72]

c) (0,5) Determine T ([—ﬂ )

Solugao 2 a) Vamos montar uma matriz A, por colocar os vetores da base B nas colunas e entao
1 0 1 1 0 1 1 0 1
det(A) =det |0 1 1| =det |0 1 1] =det |0 2 0| =2#0.
1 -2 1 0 -2 0 01 1

Se estes vetores formassem os vetores que geram um paralelepipedo, este paralelepipedo teria volume ndo nulo, e portanto
estes vetores sao nao coplanares.

b) Se o € a base candnica do R® precisamos encontrar a matriz (113, mas calcular a matriz [1]8 = A obtida acima,
usando a adjunta podemos obter o inverso desta matriz que €

3/2 -1 —1/2
B=[3=| 1/2 0 —1/2

—1/2 1 1/2
E portanto calcular [v]g = [I]3[v]a = 1/2 0 —1/2] |- } = [7 } .
—1/2 1 1/2

r([H]) =]+ (5] -2[i]) =)+ [H] -2 (8] = [2]-

. Mostre que o operador T ([ ]) = [_21?:27‘5’} é diagonalizdvel.

3/2 -1 —1/2

O =N
TS

¢) Observe que

a) (0,5) Encontre os autovalores de T.
b) (0,5) Encontre os respectivos autoespagos associados aos respectivos autovalores obtidos no item anterior.
c) (0,5)
d) (0,5) E possivel obter uma base de autovetores sendo ortonormal? (sim ou nio)

1,0)

e) (1,0) Determine P invertivel tal que [T'] = P~! [T]g P.

Encontre uma base 8 de autovetores para R2.

Solugao 3 a) a matriz de T com respeito a base candnica é A = [EZ _2‘71] e calculando o polinéomio caracteristico
obtemos
—-7—A 24 9
Ap(A) =det(A — M) = det 94 7y =\ —625 = (A —25)(\+ 25).
FE portanto os autovalores sao X =25 e A = —25.

-32 24

b) e c) Para A = 25 temos que encontrar o Nuc [ 24 _39

;481 ?481} e calculando obtemos V_o5 = Span {[731]}

]. Calculando obtemos Va5 = Span{[3]} e para A = —25

temos que encontrar Nuc {



d) Sim é possivel uma vez que <[Z] , [’§]> = 0 entdo normalizando obtemos uma base ortonormal

s s}

45 3/5
[1]§ = ([I];{{)’l e por usar que ([.7]6)71 = ([I]g)t temos que

[0}

o ) =me=mmgns = [ TR] [ )[R as)

e) Como B ¢ uma base ortonormal. Logo a matriz [I]3 = [ ] ¢ uma matriz ortogonal. Precisamos calcular

. Faga as duas questoes abaixo:

1] —1 —1 4
. 1 3 0 3 .
a) (1,0) Sejam u; = ol 2= w=1 jlev=| 5| Considere W = Span {uy, us, us} escreva o vetor v
1] —2 1 ~1
como soma de um vetor em W e outro ortogonal a W.
1 1 1
. 1 —1 . L 2
b) (1,0) Seja U = Span u; = =1 5 ¢ Encontre o vetor w que é a projegao ortogonal de v = _3 sobre
1 2 4
U.
Solugao 4 a) Verificamos que (uj,u2) = (u1,us) = (ug,us) = 0, e portanto, este conjunto é ortogonal. Vamos

calcular a projecdo ortogonal v de v sobre W que € dada por

1 -1 -1 2
. . . 6 |1 2 3 -2 0 4
vi= Projy, (V) + Projy, (V) + Projy, (V) = g 0 + § 1 + ? 1 = 0
1 -2 1 0
Portanto, v/ € W € dai
4 2 2
n_ oo s 3 B 41 (-1
Viev—vi=1 4 ol =1 3
-1 0 -1

Daiv =v' +v", comv' € W ev" esta no complemento ortogonal de W.

b) Como (u1,ug) = 4 este conjunto nio é ortonormal. Para obtermos a proje¢io ortogonal do vetor v precisamos
ortogonalizar estes vetores, sejam entao

u; = up

[ 1 [1 0

/ . -1 411 -2

uy = up — projy (uz) = ol "7l = 1

| 2 11 1

E a projecao ortogonal de v sobre € dado por

[1 [0 1
. . 411 -3 (-2 2
Projy; (v) + projy, (v) = il T | 1T 1/2
11 ! 1/2



