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Prefacio

Eu sempre pensei que ler um livro
Nao era nenhum sacrificio

Mas se eu nao saquei nem o prefacio
Imagina o pré-dificil. . .

Fu nao entendi

Me d& uma pista
Explica de novo
Que eu sou surfista

[Casseta e Planeta, “Surfista”|
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Capitulo 1

Determinantes

Ja em 1683, o japonés Seki Takakazu inventou o conceito de determinante,
provavelmente reinventado em 1693 pelo alemao Gottfried Liebniz, pois nao havia
comunicagao entre eles. Na época, o determinante estava relacionado com as
formulas para exprimir a solugao de um sistema linear n de equacoes, uma vez
que a teoria de matrizes s6 seria desenvolvida muito mais tarde. Posteriormente,
em 1812, Augustin-Louis Cauchy identificou que o determinante poderia ser usado
para calcular a area do paralelogramo ou o volume do paralelepipedo. Somente
depois o determinante seria associado com as formas multilineares alternadas.

O determinante associa um ntmero para cada matriz quadrada.

O principal uso do determinante esta no fato de que o determinante de um
operador linear é nao-nulo se, e somente se, o operador é invertivel.

Neste capitulo iremos deduzir formulas e procedimentos para calcular o de-
terminante de uma matriz, além de apresentar dois métodos para obter a inversa
de uma matriz e um critério para decidir se um sistema admite solu¢ao tnica.

1.1 Determinantes de ordens 1,2 e 3

O determinante é uma funcao que toma uma matriz quadrada A e retorna
com um namero.
Os determinantes de ordens 1,2 e 3 sao definidos por:

aix 12
det [all] =ay, det = Q11022 — A21012 €
az1 (22

11 Q12 Q13
det |ag1 a2 a3 | = ai1a9ass + ai3a21a32 + a23a31a12
a3; 32 as3

— 431022013 — A32023011 — G33021012.

Observe que o determinante da matriz 3 x 3 possui seis produtos, cada um
consiste de trés elementos da matriz original. Trés destes produtos recebem si-
nal positivo e trés deles recebem sinal negativo. O diagrama a seguir ajuda a
memorizar a féormula envolvida no célculo do determinante, o esquema é obtido
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por repetir a 1* e 2* coluna no final da matriz. O determinante é obtido através
da soma dos produtos, ao longo das trés setas assinaladas com o sinal 4+, mais a
soma dos negativos dos produtos dos elementos que estao nas setas assinaladas
com o sinal —.

+
N ~ N
11 Q12 A1z A1l a12
N X X /
Q21 Q22 A23 A21 (22
/X X N\
a31 a3z AaAz3z Aaz1 32

< UV N
— -

11022033 + (31023012 + 13021032
—Aa31022a13 — A11A230A32 — (33021412

Exemplo 1.1
2 1 1 3 2 0

Sejam A= |0 5 —2| eB=|—-4 0 —1|. Encontre det(A) e det(B).
2 -3 4 1 -3 2

det(A) =2(5)4 + 1(—2)2 + 1(0)(—3) — 2(5)1 — (—3)(—2)2 — 4(0)1
=40—-4-10—12 = 14,

det(B) =0+ (-2)+0—-0—-9—(-16)
=5.

1.2 Determinante em Geral

Observe que o determinante de uma matriz A = [a;;] de ordem 3 pode ser
reescrito da seguinte forma:

det(A) = 11022033 + A13021A32 + G23G31012 — A31G22013 — (32023011 — (33021012

= 11022033 — Q11032023 — Q12033021 + (12023031 + (13021032 — (13031022

= CL11(CL226L33 - a32a23) - a12(a21a33 - C131@23) + Cl13(@216l32 - a31a22)

Q22 A23 a21 A3 Q21 A31
= qq; det — ajp det + a3 det )
32 Aa33 13 ass Q22  A32

Algo parecido pode ser feito com a matriz A de ordem 2:

det(A) = Q11 det [a22] — a12 det [agl] .
Para facilitar a expressao do determinante introduzimos a notagao a seguir.
Definigao 1.2
Sejam n > 1 e A uma matriz quadrada de ordem n, indicaremos por A;; a matriz

de ordem n — 1, obtida de A por apagar a i-ésima linha e a j-ésima coluna e por
A = (—1)" det(A;;). Chamamos A;; de cofator de A, na linha i e coluna j.
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Exemplo 1.3
1 -1 2
Considere A= |—1 1 0] . Entao,
2 -3 1

1 0 1 -1 -1 2
Ay = {_3 11, Aoz = [2 _3} e Ay = {_3 1]~

E os cofatores correspondentes sao:
An = (1) det(Ann) =1, Agy = (=1)*"det(Ay) = —(-3+2) =1 e
Agy = (—1)*"det(Ay) = —(—1+6) = —5.

Com essa notagao podemos reescrever o determinante no caso de A ser de
ordem 2

det(A) = a11A92 + a12s.
e no caso de A ser uma matriz de ordem 3, o determinante fica:
det(A) = a11 A1 + a12A1p + a13Ag3.
Recursivamente definimos para a matriz 4 X 4 o seu determinante, por ser
det(A) = a1 A1 + a12A12 + a13813 + a14A14.
E assim, sucessivamente, isto é,

Definicao 1.4
Seja n > 1 e A uma matriz quadrada de ordem n, definimos o determinante de
A como sendo:

det(A) = a11Aq11 + @122 + -+ - + a1, Aq,,.

Exemplo 1.5
0 1 1 -1

Considere a matriz A = i’ _(1) (1) _g , calcule det(A).
2 -1 -1 1

det(A) = 0A1; + 1A + 1A 3+ (—1)Ayy
=0(3) + 1(11) + 1(=9) + (—1)(—4) = 6.

Apesar de termos definido o determinante para qualquer matriz quadrada de
ordem n, sempre que precisamos calcular o determinante de uma matriz de ordem
n precisamos calcular n determinantes de matrizes de ordem n — 1. Quando
n cresce, a quantidade de operagoes necessarias para calcular o determinante
cresce muito depressa, o que inviabiliza a operacao, para perceber isso tente ver
quantas operagoes vocé necessitaria se tivesse que calcular o determinante de
uma matriz de ordem n = 7. Mesmo empregando um computador para fazer esta
tarefa, se utilizarmos essa férmula, mesmo para matrizes relativamente pequenas,
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por exemplo n = 15, qualquer computador terd dificuldades em retornar uma
resposta.

Na atualidade os softwares empregados no calculo do determinante usam ou-
tros métodos. Para entendermos como esses métodos funcionam vamos observar
algumas propriedades do determinante. Para isto veja a definicao do seguinte
conceito:

Definicao 1.6
Dizemos que uma funcao f : R x R — R é 2-linear, se ela for linear em cada uma
de suas entradas, isto é, para cada x,y,z e a € R valem

fle+y,2)=flx,2)+ fly,2), flz,y+2)=f(z,y)+ f(z,2)
flax,y) = af(z,y) e f(z,ay) = af(z,y).

Exemplo 1.7
Considere f : R x R — R definida por f(z,y) = zy, entao se f(x + 2/ y) =

(z+a)y =ay+a'y = f(z,y)+ (&', y) ese flx,y+y) =x(y+y) =ay+ay =
f(z,y) + f(z,y"). Além disso, se multiplicarmos = ou y por um nimero « temos:

flax,y) = (ax)y = alry) = af (z,y) e f(z, ay) = x(ay) = alzy) = af (z,y).

Considere A uma matriz n X n. Podemos pensar tal matriz como n colunas
C1,Co,...,Cy,, onde cada uma destas colunas é um vetor R”, e podemos escrever
A= [cl Cy - cn}. Vamos definir a funcao D que toma n vetores do R” e
retorna um nimero por

D(cl,cg,...,cn):det[cl Cy - cn}.

Observe que a funcao determinante é uma funcao que toma uma matriz qua-
drada e retorna um ntamero.

Exemplo 1.8
Calcule D ({ 1] , [ 2] ) Pela definicao da funcao D temos:

(B R R

Proposicao 1.9
A fun¢ao D(cq,ca,. .., cy,) satisfaz as sequintes propriedades:

diy) D ¢ alternada, isto é, se c; = c; para i # j entao D(cy,ca,...,c,) = 0.
j

(ds) D € n-linear, isto é, D € linear em cada uma de suas colunas. Mais preci-
samente, se todos os c; com j # 1 estiverem fixos, entao

D(cy,...,ci+ A, ...,c,) =D(c1,...,Ci... Cy) +AD(Cy, ..., CL .. Cp).

(ds) Seley,...,e,] € a matriz identidade entao D(ey,...,e,) = 1.
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A principal implicagao das propriedades acima estd na préoxima observagao.

Observagao 1.10
Considere a fun¢ao D, como a que satisfaz as condigoes (dy) — (d3). Entao, a
fungao é antissimétrica, isto é, se trocarmos ¢; por ¢; o valor de D troca de sinal.
Mais precisamente,

D(cy,...,Ciy...,Cj,...,cy) = —D(cy,...,Cj,...,Ci...,Cp).

Vamos demonstrar esse fato. Para simplificar a notagao e, como s6 vamos tratar
dos vetores c; e c; e os outros vetores irdo permanecer fixos, considere D(c;, ¢;) =
D(cy,...,¢i...,Cj,...,¢y,). Temos:

0= D(Cz —+ C;,C —+ Cj) = D(Ci, c; + Cj) + D(C]’, c; + Cj)
= D(Ci, Ci) + D(Ci, Cj) + D(Cj, Ci) + .D(Cj7 Cj)
= D(c;,¢;) + D(cj, c;).

E dai D(c;,c;) = —D(cj, c;). Portanto, se estivermos calculando o determinante
de uma matriz e trocarmos duas colunas entre si o determinante troca de sinal.

Com estas propriedades também conseguimos reobter a formula para o deter-
minante. Veja o proximo exemplo.

Exemplo 1.11

Considere a matriz A = {Z 2] , logo a coluna ¢; = {(j e Ccy = {2] . Observe que

{ﬂ =a Ll)} +c {ﬂ , logo pela propriedade (dz) temos que:

P i) =2 el 1] 1a)

=a

S

Il
o
)

I
)
)
e i VN

oo o~ o~

!

=a

ol () () )
can[] ) o
caan (] [) - ([ []) =i

Observe que usamos a propriedade (d;) quando trocamos a primeira coluna com
a segunda e, por isso, trocamos o sinal e na tultima igualdade usamos (d3).
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1.3 Matriz de Permutacao e o Determinante da
Transposta

Definigao 1.12
Uma matriz de permutagao ¢ uma matriz obtida da matriz identidade por
trocar as colunas entre si.

Exemplo 1.13
A matriz

é obtida da matriz identidade por permutar a primeira e a segunda coluna. Além
disso, é claro que o det(P) = —1, pois o determinante é igual ao determinante da
matriz identidade multiplicado por (—1).

Se {e1, es,...,e,} éabase candnica do R” denotamos a matriz de permutagao
por P i, i, isso significa que na primeira coluna temos o vetor e;,, na segunda
coluna esta o vetor e;, e na n-ésima coluna esté o vetor e;, , assim, a matriz acima
é denotada por Ps3.

O determinante de uma matriz de permutacao é sempre +1, uma vez que
podemos obter a matriz identidade depois de executarmos um ntmero finito de
permutacoes em suas colunas. Podemos ser mais precisos: se executamos um
nimero par de trocas, entao o determinante é 1; e se executamos um numero
impar de trocas, entao o determinante ¢ —1. Logo, definimos o sinal da matriz

de permutacao P como:
o(P) = det(P).

Agora vamos enunciar o resultado principal desta sec¢ao.

Teorema 1.14
Para todo n > 1 se A é uma matriz n x n, entdo det(A) = det(A").

Disso seguem duas observacoes importantes. Para entendermos bem as ob-
servacoes considere:

4
A=lazl=[c1 e -+ c,) = 6;2
gn
escrita como n colunas ou n linhas.

Observacgao 1.15

Dada uma matriz A = [a;;] de ordem n podemos considerar B = A, logo o
det(B) = det(A) e D & n-linear e alternada sobre as colunas de B, mas isso quer
dizer que com respeito a matriz A o D(A) é n-linear e alternada com respeito as
linhas de A.
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Observagao 1.16
Sejam A e B = A!. Calculando o determinante por fazer a expansao em termos
da primeira linha de B temos

det A =det B = bllAll + b12A12 + -+ blnAln
=a; (=) det AL + ag (—1)* T det AL, + -+ + @i (—1)" T det AL
=ap(—1)"det Ajy + agi(—1)*det Aoy + -+ + @ (—1)" T det Ay,

isso é, podemos calcular o determinante por fazer a expansao segundo a primeira
coluna de A. Na verdade, podemos calcular o determinante por fazer a expansao
em qualquer linha e qualquer coluna, para ver como isso é feito veja o exercicio
R1.6.

1.4 Propriedades do Determinante e um Método
para Obter a Inversa de uma Matriz

Vamos comecar por lembrar das matrizes elementares. Ja vimos que podemos
substituir uma operacao elementar sobre as linhas da matriz A, ao multiplicar
a esquerda por uma matriz elementar F, isto é, ao calcularmos EA obtemos a
matriz obtida de A por aplicar a operacao elementar.

Para demonstrar o resultado principal enunciado no teorema a seguir vamos
necessitar do seguinte lema:

Lema 1.17
Se E ¢ uma matriz elementar, entao E € invertivel.

Demonstracao: De fato se F é uma matriz elementar, entao podemos determinar
uma matriz elementar E’ obtida por fazer a operacao inversa que a efetuada para
obter E. Logo, F'E = 1. m

O resultado principal fica.

Teorema 1.18
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao, A € invertivel se, e somente se,
a sua forma escalonada reduzida for a matriz identidade.

Demonstracao. Suponha que A é invertivel, isto é, existe uma matriz B n X n,
tal que AB = I = BA. Vamos comegar analisando o sistema Ax = 0 para
mostrar que a tnica solucao possivel é x = 0. De fato, multiplicando a equacao
Ax = 0 por B temos que 0 = B -0 = B(Ax) = (BA)x = Ix = x. Por outro
lado, se resolvermos o sistema Ax = 0 através de um escalonamento de linhas,
obtemos a matriz R, que esta escalonada de forma reduzida e é linha equivalente
A, ou seja, R = FEy--- F1A. Mas o sistema Rx = 0 é claramente equivalente ao
sistema, Ax = 0, portanto tem a mesma e tnica solu¢ao x = 0, e como R esté
na forma escalonada reduzida, a tnica possibilidade é de R = I. Logo, se A é
invertivel entao ela é linha equivalente a matriz identidade. Reciprocamente, se
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A ¢é linha equivalente a matriz identidade, isto é, I = Ej, - -- E1 A, e multiplicando
por B, ' E, Y, ..., E ', obtemos que A = E;'E;'---E. ', ou seja, A é um
produto de matrizes elementares e portanto invertivel. O

Analisando a demonstracao do teorema 1.18 podemos vislumbrar um método
para obtermos a inversa de uma matriz. Suponha que A é uma matriz invertivel,
isto é, existe um nimero finito de matrizes elementares F1, ..., E}, tais que:

[ =EFy 1 ByFiA = (EEy - EyE D) A.

Isso mostra que ELE,_1 --- B2 ] = A7L. Isto é, se aplicarmos as mesmas opera-
¢oes, e na mesma ordem, necessarias para levar a matriz A a sua forma escalonada
reduzida, isto é, na matriz identidade, obtemos a matriz inversa de A. Isso nos
motiva a definir um algoritmo para obtermos a inversa de uma matriz. Para isso
basta considerar uma nova matriz B = [A : I], por acrescentar a matriz identi-
dade a direita de A entao, se escalonarmos a matriz A, para que se torne a matriz
identidade, segue que B se torna [ : C] e entdo, C serd a matriz inversa de A.

Exemplo 1.19
Vamos usar esse processo para obter a inversa da matriz

1 -1 2
A= -1 10
2 =3 1
Para isso considere a matriz:
1 -1 2| 100
Al = | -1 1 0] 010
2 -3 1] 001

Vamos escalonéi-la. Comece por fazer {5 — ly + {1 e {3 — {3 — 2{; e obtemos

1 -1 2] 100 1 -1 2 100

0 0 2] 110250 -1 -3 201|228

0 -1 =3 | =2 0 1] 0 0 2] 110
1 0 5] 30 —1] s, |1 00| 1/2 =5/2 —1
0 -1 -3 | -2 0 1] —2=2%10 -1 0| —1/2 3/2 1
0 0 2] 11 of &% g o2 | 1 1 0

| 1/2 —5/2 -1
| 1/2 —3/2 -1
| 1/2  1/2 0
1/2 —5/2 -1
1/2 —3/2 -1
/2  1/2 0

o O =
o = O
_ o O

e, portanto, A~ =

1
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1.4.1 A Regra de Cramer e Outro Método para obter a
Inversa de um Matriz

Sejam A = [a;;] uma matriz n x n e b € R” um vetor. Considere a equagao
Ax = b.

Seja Aj a matriz obtida de A por substituir a coluna k de A pelo vetor b. Entao,
vale o seguinte resultado:

Teorema 1.20
O sistema (quadrado) Ax = b possui uma unica solugao se, e sd se, det(A) # 0.
Nesse caso, a solucao é dada por

~ det(4;) _ det(Ay) _ det(A,)

T qet(A) 2T det(A) T T det(A)

Veja o seguinte exemplo

Exemplo 1.21
Resolva o seguinte sistema de equacoes lineares

T+y+z=95
r—2y—32=-1-
2r4+y—2=3
Para usarmos o teorema anterior, precisamos calcular o seguinte determinante:
1 1 1
det(A) =det |1 —2 -3 =2—-6+1+4+3+1=05.
2 1 -1
Como det(A) # 0, o sistema tem apenas uma solugao, que ¢ dada por
5) 1 1 1 5) 1
1 20 1 —10
m:gdet -1 -2 -3 ZE,yZEdet 1 -1 3| =—
| 3 1 -1 2 3 —1
1 1 5
1 15
z:gdet 1 -2 -1 =5
| 2 1 3

Seja A = [a;;] uma matriz n X n, e como ja explicamos chamamos os elementos
A;j como cofatores da matriz A, na posicao ij, a Adjunta Classica de A,
denotada por adj(A), é a transposta da matriz de cofatores de A, a saber:

Ay Ay 0 Ay
adj(A)= |0 T "
Aln A2n T Ann

Chamamos de “Adjunta Classica”, em vez de simplesmente “Adjunta”, por-
que, hoje em dia, o termo “adjunta” é reservado para outro conceito totalmente
diferente.
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Teorema 1.22
Seja A uma matriz quadrada de ordem n qualquer. Entao,

adj(A)A = det(A)I
sendo I a matriz identidade. Assim, se det(A) # 0,

1

At =
det(A)

adj(A).

Exemplo 1.23
Por utilizar a técnica sugerida no teorema acima vamos obter a inversa de

1 -1 2
A=|-1 1 0
2 -3 1

Para isso precisamos determinar os cofatores A;; da matriz A. Vamos construir
uma matriz intermediaria D e, por fim, obter a adj(A) que é D"

A Ap Agg 1 11
D = Agl AQQ A23 =|-5 =31
Portanto,
1 -5 =2
adj(A)=D'= |1 -3 -2
1 1 0

Sabendo que det(A) = 2 segue que
1/2 —5/2 -1

adj(A) = |1/2 -3/2 —1
/2  1/2 0

o1
~det A

1.4.2 Determinante do Produto de Matrizes

Antes de obtermos este resultado vamos ver como se comporta o determinante,
quando o aplicamos em matrizes elementares:

(a) Se E; é a matriz obtida por executar ¢; — ¢; + k{; na matriz identidade,
entao, det(FE,) = 1,

(b) Se E, é a matriz obtida por executar ¢; — k¢; com k # 0 na matriz identi-
dade, entao, det(Fs) = k;

(c) Se Ej3 é a matriz obtida por executar ¢; <> ¢; na matriz identidade, entao,

(d) Se A é uma matriz qualquer e £ ¢ uma matriz elementar, entdo, det(EFA) =
det(E) det(A).

10
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Teorema 1.24
Se A e B sao matrizes n X n, entdo det(AB) = det(A) det(B).

Demonstragao: (1* caso) Se A ou B nao sao invertiveis, logo pode acontecer:
a) A invertivel e B nao é; b) B invertivel e A ndo é; ¢) A e B sao ambas nao
invertiveis. Entao, nas trés situacoes, podemos concluir que AB também nao é
invertivel. De fato, se a) ocorre entio existe A~ e admita que AB seja invertivel,
nesse caso, B = A71(AB) também ¢é invertivel. Se ocorrer b) tratamos da mesma
maneira. Se ocorrer ¢) suponha, por absurdo, que AB é invertivel, nesse caso,
existe C, tal que C(AB) = I = (CA)B e, portanto, B ¢ invertivel, o que é um
absurdo.

Logo, se A ou B nao é invertivel, entao AB também nao é invertivel e
det(AB) = 0 e como det(A) = 0 ou det(B) = 0 segue a igualdade.

(2* caso) Se A e B sao invertiveis, sabemos que existe uma sequéncia finita
de operagoes elementares (sobre as linhas) Ey, ..., E; que tornam A a matriz

identidade, isto é, [ = E; '+ E'A Dai temos:
det(AB) = det(E; - - - ExIB)

e aplicando um ntmero finito de vezes a propriedade (d) acima obtemos:

det(AB) = det(E)) det(Ey - - - Ex_1B)
= det(E7) det(Ey) - - - det(Ey_1 Fy) det(B)
= det(FE7) det(Ey) - - - det(Ey_1) det(Ey) det(B)
= det(FE1) det(FEy) - - - det(Ey_1 ) det(B)
=det(E1Ey - Ex_1E ) det(B) = det(A) det(B).

[]

Teorema 1.25
Seja A uma matriz n X n. A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0,

e neste caso det(A™1) = detl(A).

Demonstragao: (=) Se A ¢é invertivel existe uma matriz B, tal que AB = I,
aplicando o determinante dos dois lados desta igualdade obtemos:

det(AB) = det(A) det(B) = det(]) = 1.

Isso implica que det(A) # 0 e também que det(A™1) = m.
(<) Sedet(A) #0e seja B a adjunta classica de A, entao sabemos que BA =
det(A)I, dai temos que det( 0 ——=BA = I, isto é, ao multiplicarmos ——=B por A

obtemos I, e como a inversa de uma matriz é tinica, segue que A™! = 1B, O

det(A)
det( )

1.5 Matrizes em Blocos

O principal resultado dessa secao é o seguinte:

11
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Teorema 1.26
Seja B uma matriz quadrada triangular inferior (superior) em blocos com os
blocos diagonais Ay, As, ..., A,. Entao,

det(B) = det(A;) det(Ay) - - - det(Ag).

Exemplo 1.27

3 2 7 -9 -4
5 —1 1 -1 -9

Calcule o determiante de B = [0 0 3 2 0. Observe que B é uma
0O 0 -4 0 -1

o o0 1 -3 2
matriz triangular superior em blocos. Pelo teorema basta calcularmos o determi-
nante de cada bloco diagonal:

3 9 3 2 0
det [5 _11 =10+3 =13, det (-4 0 —1| =5.
1 -3 2

Entao, det(B) = 13(5) = 65.
Observagao 1.28

. A
Seja N = C D}’
¢ valido que det(N) = det(A) det(D) — det(B) det(C). (confira o exercicio P1.8).

em que A, B,C e D sao matrizes quadradas. Em geral, nao

1.6 Area e Volume através do Determinante

Nesta se¢ao mostraremos que os determinantes podem ser usados para calcular
a area e o volume, tal como foi mencionado na introdugao do capitulo. Faremos
apenas para o R? e R3. E generalizamos o conceito de volume, usando estes
métodos para espacos de dimensao n maior que 3.

Teorema 1.29

Se A € uma matriz de ordem 2, a drea do paralelogramo determinado pelas colunas
de A éigual | det(A)|. Se A € de ordem 3, o volume do paralelepipedo determinado
pelas colunas de A € igual | det(A)].

Demonstracao: No caso de A ser de ordem 2, o resultado é verdadeiro se A for
diagonal, pois

a 0
0 d

det [ } ‘ = |ad| = {area do retangulo de lados a e d} .

12



1.6. Area e Volume através do Determinante

Figura 1.1: Area= |ad|

Suponha que A = [c;  ¢g] é uma matriz qualquer. Para provarmos o resultado
basta verificarmos que a matriz A pode ser transformada em uma matriz diagonal
sem que com isso altere o |det(A)| e nem a area do paralelogramo. Ja sabemos
que trocar uma coluna com a outra nao altera o valor de |det(A)|, assim como
somar a uma coluna um multiplo da outra coluna (verifique que isso é o suficiente
para transformar qualquer matriz em uma matriz diagonal).

Claramente a area do paralelogramo com respeito aos vetores c1, ¢y é a mesma
que com respeito a ¢, cq. Além disso, se chamarmos a reta determinada por 0 e
c; de L, entao a reta cy + L é uma reta paralela a L, e co + tcy pertence a reta
¢y + L para todo t. Como a area de um paralelogramo é o comprimento da base
vezes a sua altura com respeito a esta base, segue que a area do paralelogramo
determinado por ¢y, cy é sempre igual a area do paralelogramo determinado por
c1,Co + tcy. Veja a proxima figura para entender melhor o que acontece.

C2+L

Figura 1.2: Area= |ad — bc|

13



Capitulo 1. Determinantes

No caso de A ter ordem 3, o raciocinio é semelhante. No caso em que A é
diagonal o resultado é claramente verdadeiro.

)
(4]
(8]
i

Figura 1.3: Volume do paralelepipedo é |abc|

Se A=[c; ¢y c3]éuma matriz qualquer, podemos transforméa-la em uma
matriz diagonal, por permutar as suas colunas e somar a uma coluna um multiplo
de outra. Claramente estas operagoes nao alteram o |det(A)|. Vamos ver que
essas operacoes nao alteram o volume do paralelepipedo determinado pelos ve-
tores ¢y, c9, c3. Lembre-se de que o volume de um paralelepipedo é determinado
pela multiplicagao da area de uma de suas faces pela altura com respeito a essa
face. Vamos considerar a face determinada pelos vetores ¢y, c3. Observe que, pelo
mesmo argumento usado no R?, a area dessa face nao se altera se trocarmos os
vetores c1, cy por ¢, cy + tc; qualquer que seja t € R.

Por simplicidade vamos supor que a face determinada por ¢y, c3 coincida com
o plano zz veja a proxima figura

Y

C2

Cy

C3 X

Figura 1.4: Paralelepipedo

Considere o plano P = Span {c;, c3}, entdo a face de cima do paralelepipedo
esta no plano P+cs obtido por transladar o plano P. O volume do paralelepipedo
¢ igual a area determinada por cy, cg, vezes a altura de cy com respeito ao plano
P. Todos vetores da forma cy + rcy e ¢y + tcy, com r,t € R, tem a mesma

14
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altura com respeito ao plano P, uma vez que se encontram no plano P + cs
que é paralelo a P. Portanto, o volume do paralelepipedo nao se altera quando
trocamos [c; €y €3] por [c; cg +7c;  c3], uma vez que isso é equivalente a
deslizar a face superior do paralelepipedo no plano P + c5. Veja a figura abaixo

Y

5= TTCI C3
X
L/ 3

C1

C3 Q
4

)

Figura 1.5: Deslizando a face do paralelepipedo

[

Exemplo 1.30
Calcule a area do paralelogramo determinado pelos pontos [:3] , P} , [,41} e [g] :
Para comecar, translade o paralelogramo até que o vértice | _5 | coincida com a
origem. Para isso, subtraia [:3} de todos os vértices. O novo paralelogramo tem
a mesma area e vértices [8} , [g] , [ﬂ e [%] . Logo, o paralelogramo é determinado

pelas colunas de
2 6
Al

e daf, | det(A)| = | — 28| = 28 uni? ¢ a area do paralelogramo inicial.

Exercicios resolvidos

R1.1. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes.

R T R

Solucao: Usando a féormula do determinante 2 x 2 temos:

a) det(A) = 6(3) — 5(2) =18 — 10 = 8,

b) det(B) = 14 + 12 = 26,

c) det(C) = (t —=5)(t+2) — 18 =12 — 3t — 10 — 18 = t* — 10t — 28. O

R1.2. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes.

2 3 4 2 1 -5
a) A=|-1 2 3], b) B=|-2 3 2
—4 0 3 21 1
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Capitulo 1. Determinantes

Solugao: Usando a féormula do determinante 3 x 3 e escalonando temos:
a) det(A) =12—-364+0—(—32) —0— (=9) = 17,
b) fazendo ly — l5 + {1 e {3 — {5 + {1 obtemos que

2 1 -5
det(B) =det |0 4 —3| =2(—16 — (—6)) = —20. 0
02 —4

R1.3. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes:

2 6 5 1 0

_; _g _3 :g 11 3 2 =2

a) A= , b) B=| 1 2 1 1 =2
L2 -3 2 -1 -1 2 -3 4

-1 =6 -4 3 0 3 -1 2 3

Solugao: Em a), se fizermos Oy — lo + 201, b3 — b3 — {1, by — {4y + {4,
l3 +— {4 e, por fim, {3 — (3 + 4/, ficamos com a matriz:

1 2 -3 =2
01 -4 -9

det |0 o _on _as| = (~D(1)(1)(~23)(4) =92
00 0 4

Em b), se fizermos ¢; — {1 — 20y, b3 — {3 — {3 e {4y — {4 + {5 e na matriz
resultante expandirmos com respeito a primeira coluna, teremos:

~1 -3

0 4 4 4 -1 -3 4
11 3 2 =2 Lo 1o
det |0 1 =2 —1 0| =(—1)det
0 5 -1 2
00 5 —1 2 5 1 o 3
03 -1 2 3

Nessa matriz faca ¢ — {1 — 40y e {4 — {4 — 305 e obtemos

0o 7 1 4
1 =2 -1 0 robd
det(B) = (—1) det 0 5 _1 9 =(=1)(=1)det |5 —1 2
0 5 5 3 53
7T 1 4
=det |5 —1 2| =24
0 6 5

Transposta e Determinante
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R1.4. Seja A = [a;;] uma matriz n x n. Mostre que:

det(A) = Z O(Hl...in)aillaiQQ Tt ainn, (11)

115--5tn

sendo P;, ; uma matriz de permutagao e o(F;, ;) = £1 o sinal desta
matriz de permutacao.

Solugao: Seja A = [cl Cy - cn] = [a;;] uma matriz n x n. E podemos
escrever:

Ci = aji€e; + as ey + -+ api1€,

Cy = a12€1 + a99€9 + - - - + a,0€,

Cp = G1p€1 + A2p€2 + -+ - + App€y,
sendo e, e, ..., e, a base candnica do R". E, assim,

det(A) = D(a11e1 —+ 4 ap1€n,Co, ... ,Cn)

:a11D<e17C27"'7Cn)+”'+a1nD(en7C27"'7Cn)

Se substituirmos ¢, por ajse; + - - - 4+ a,2€, obteremos uma expressao seme-
lhante, s6 que com mais termos. Feitas todas as substituicoes de co, ..., c,,
e considerando que nos termos cujos indices tém repeticoes D ¢é igual a zero,
chegamos a expressao:

det(A) = D(Cl, Co, ... 7Cn) = Z Aj1Q552 °  * ainnD(eil, €y ... ,ein)
11,eensin

)

= E Aiy1Qiy2 -+ iy A€t (Pryiy. i)

il: 7in

= E U(Phig...in)aillaillaiﬂ'"ainn-

il:'”vin

No somatorio acima i; é diferente de todos os outros iy se [ # k. O

R1.5. Prove o teorema 1.14. Para todo n > 1, se A é uma matriz n X n, entao

det(A) = det(A").

Solugao: Seja A = [a;j] e B = [b;] = A, portanto, b;; = aj;. Usando as
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equagao para o determinante, deduzida no exercicio R1.4, obtemos:

det(B) = Z (P .in)biy1bi2 - bin

= E det 611 e Gz‘n] 14, (245 * * * Apg,
— d t

= E et [ej, €] ajipe ajm
= E det ej1 e ejn] Aj 102+ * o,

= Z O'(le._.jn>aj11aj22 cee ajnn = det(A)

j17"'7jn

Para entender melhor o que aconteceu na terceira igualdade veja a obser-
vagao a seguir.

Dado um termo a;,1a;,2 - - - a;,, do somatério do determinante que aparece
no exercicio R1.4. Observe que cada fator a;;;, tem dois indices ¢; e k, por
exemplo: a;,o tem o indice iy e o indice 2. Todos os valores do {1,2,...,n}
aparecem no primeiro indice 5. Entao podemos reordenar os termos, de tal
forma que o primeiro indice aparega com valores crescentes, desta forma po-
demos determinar ji, ..., jn, tais que a;,1Gi,2 - - Qi = @1j,Q2j, - * - Qpj,. Por
exemplo, na expressao do determinante de ordem 3 x 3 aparece o seguinte
termo: asyajoas3, que podemos reescrever da seguinte forma: ajsaszas;.

, . . ) . .

Além disso, a matriz P, j, é obtida quando tomamos (F;, ;.)’, em que

é possivel verificar que o(P, ;,) = o(P},.j,). Por exemplo, associado

a0 termo asiaisasz temos a matriz de permutacao Psjo, cOMO a31G12093 =

a12a93a31, € obtemos a matriz Pp3; associado ao lado direito da igualdade.
: _ pt _ t

Agora verifique que Pag; = Pij, e que det(Pagy) = det(Pi5). O

R1.6. Mostre que o determinante de qualquer matriz quadrada A = [a;;] pode ser

calculando fazendo a expansao em qualquer de suas linhas ou colunas. Cha-
mamos esta expansao de Expansao de Laplace do determinante. Assim, a
expansao na i-ésima linha e na j-ésima coluna pode ser assim representada:

n

det(A) = ainlAi + aplip + -+ + @Ay = Z aiplip €
k=1

det(A) = a1;A1; + ag;Dgj + -+ - + an; Ay = Z a;;A;j, respectivamente.
=1

Solucao: Faremos a demonstracao somente para a expansao pela j-ésima
coluna. Considere a matriz escrita A = [Cl “++ Cj_1 Cj Cjyp - cn}
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como colunas, entao:

det(A) = det [Cl HR OF S R OV O N Cn}
=D (Cl, ce3Ci-1,C5,Cl4 1, - 7Cn)
=-D (C17 ce3C,C51,Ch41, - - 7Cn)
= (_1)j_1D (Cj7 Ciy- -5 Cj—1,Cjt15 - - - 7Cn)
= (—1)‘771 det [Cj Ci - Cj—1 Cjqy1 - Cn} .
Seja B = [cj Ci *++ Cj_1 Cjp - cn} e vamos calcular o determi-

nante por fazer a expansao na primeira coluna de B

det(A) = (—1)"7! (Z ar (—1)*H det(Bm))

= Y (=) gy det(Ay)

k=1
n

= Z akj(—l)kﬂ det(Akj) = Z aijkj.
k=1

k=1

No caso, da expansao do determinante com respeito a uma linha é s6 lembrar
que o determinante também ¢é linear antissimétrico com respeito as linhas
da matriz. O

Determinantes e sistema de equagoes lineares

R1.7. Prove o teorema 1.20. O sistema (quadrado) Ax = b possui uma tunica
solugdo se, e s6 se, det(A) # 0. Nesse caso, a solu¢ao é dada por:

~ det(4;) _ det(Ay) _ det(A,)

1= 77 Y25 T = T

det(A) det(A)” 777 7" det(A)

Solug¢ao: Suponha que x = 2?21 xje; seja uma solucao da equacao e e;

seja os vetores da base candnica. Além disso, se A = [ Ci Cy -+ Cp ],

n n . X
logo Ax = > 7% x;Ae; = > 5 xjc; = b, isso se traduz por:
L1 b1
i) bg n n
|:C1 Cy .- Cn} : = : = ijll’jCj :bebizzjzlxjaij.
'Z‘TL bn

Assumindo que x é uma solugao entao:

Ak:[cl vt Cp—1 b ocpgr - Cn}

— [Cl SO of SE] Z;’L:I x]c] Ciy1 - cn}
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e dai

n
det(Ax) = D(cq, ..., Cp1, ijcj, Ckils---5Cn)
j=1

n
= E IjD (Cl, RN 7Ck71’cj’ck+17 RN ;Cn>
7j=1

=zrD(cy,...,Cr_1,Ck, Cht1,---,Cp)

=detc; -+ cp1 Cr Cpp1 - €] =z det(A).

Logo, se det(A) # 0 segue que:

det(Ak)
Tp = ———.
det(A)
Como consequéncia se det(A) # 0 a solugao existe e ¢ unica. O

Adjuntas classicas e inversas

R1.8. Prove o teorema 1.22. Seja A uma matriz quadrada de ordem n qualquer.
Entao:

adj(A)A = det(A)1,
sendo [ a matriz identidade. Assim, se det(A) # 0,

1
A7 = —adj(A).

~ det(A)
Solugao: Se x = [ml cee X e xn}t € R™ é um vetor qualquer, e seja
A = [a;;] vista como n colunas, isto é, A = [01 R A cn], digamos
que u = [ul ceeup e un}t = Ax. Por fazer a expansao na k-ésima

coluna (veja o exercicio R1.6) de Ay, onde Ay é a matriz obtida por substituir
Cr por u, obtemos:

det(Ay) = zn:(—l)”kui det(A;x), para todo k =1,2,... n.
i=1
E pelo exercicio R1.7 temos
z det(A) = i(—l)”k det(Ay)u;, para todo k=1,2,...,n.
i=1
Lembrando que Ay = (—1)* det(A;), podemos expressar estas n igual-
dades, usando a multiplicacao de matriz por vetor, como a igualdade entre

0s vetores
T Ay Ay -0 Apg Uy
det(4) | 7| = A:” Af“" A:“ 1 = adj(A)u
0] A B o A |
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Como u = Ax temos que
det(A)x = adj(A)u = adj(A)Ax, Vx e R",

ou seja,
adj(A)A = det(A)I.

E, no caso de det(A) # 0, temos que #(A) adj(A) = A~%

Prove o teorema 1.26. Seja B uma matriz quadrada triangular inferior
(superior), em blocos, com os blocos diagonais Ay, As, ..., Ay, entao,

det(B) = det(A;) det(As) - - - det(Ay).

Vamos demonstrar o resultado para um caso em particular. Considere a

matriz:
a b a3 as ass
c d az ax as
B=100 e f g
0 0 h 1 7
00 k [ m

Observe que A; é a matriz 2 X 2 e Ay é a matriz 3 x 3. Vamos calcular o
determinante de B por fazer, duas vezes, a expansao de Laplace na primeira
linha, a seguir:

d azs a a b a3 an ags
- 0 e [ g 0 e f g
det(B) = adet 0 h i g cdet 0 h i
0 k [ m 0 k [ m
e [ g e f g
=addet |h ¢+ j| —cbdet |h 1+
kI m k-l m
e [ g
= (ad —bc)det |h i j| = det(A;)det(As).
k-l m
O caso geral segue por raciocinio semelhante. O
11 0
R1.9. Seja B = |1 1 —1|. Encontre (a) adj(B), (b) det(B) e (¢) B!,
0 -2 1

usando a adj(B).

Solugao: Vamos comegar por determinar adj(B). Para isto precisamos de-
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terminar todos os A;; = (—1)"" det(A;;), entdo:

)
(—1)1+1 det(AH) (—1)1+2 det(Am) (—1)1+3 det(Alg)
B: (—1)2+1det(A21) (—1)2+2det(A22) (—1)2+3d€t(1423)
[(—1)%+ det(Ag) (—1)*2det(As) (—1)*+3 det(Ass)
-1 -1 -2
= |—1 1 2
-1 1 0

E como sabemos que adj(B)B = det(B)I, calculando apenas a posi¢ao 11
da matriz adj(B)B, obtemos o valor do determinante, entao:

. -1 -1 1] [t 1 o0 —2
adj(B) B=B'B=|-1 1 1| |1 1 —-1|=
-2 2 0|0 -2 1

Portanto, det(B) = —2 e

/2 1/2  1/2
Blt=|1/2 —1/2 —1/2
1 —1 0

Exercicios propostos

P1.1. Use a regra de Cramer para calcular as solugoes dos sistemas:

dr+Ty="7 2r+y+z2=4
5z + Ty = 3 Y Y
) b) —3r+z2=-8 ¢ —r+22=2
2v+4y =1
y+2z=-3 r+y+3z=-2

P1.2. Use a adjunta para calcular uma férmula para a matriz inversa de A =
a b
c d|’

P1.3. Calcule det A, sendo

2 3 1 -2 3 -1 50
5 3 1 4 0 2 01
(@ A=1g 1 o 4 By A=l o 1 3
3 -1 -2 4 1 1 20
3 0 0 00
19 18 0 00
(¢c) A=|-6 7 =5 00
4 v6 3 1/6 0
| 8 4 VT 5 4
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P1.4. Encontre A~!, sendo

‘31 j (2) _g 10 z -2 -1 4

(a) A= 5 31 0 bA=1]1 1 22| (c)A=| 6 =3 -2
2

0 71 1 2 2 4 1 2

P1.5. Seja A uma matriz ortogonal, isto é, A’A = I. Mostre que det(A) = £1.

P1.6. Mostre que

1 a a
det |1 b v*| =(b—a)lc—a)(c—0b).
1 ¢ ¢
P1.7. Seja V o espaco vetorial das matrizes M = [(CL Z} de ordem 2. Decida se

a aplicagdo D : V — R dada ¢ bilinear (em relacao as linhas)

(a) D(M)=a+d, (b) D(M)=ac—bd
(¢) D(M)=ad, (d) D(M)=ab+ cd.

P1.8. Sejam A, B,C e D matrizes quadradas de ordem n que comutam. Con-

sidere a matriz de ordem 2n em blocos N = é g), entdo det(N) =
det(A) det(D) — det(B) det(C). Mostre com um exemplo que a afirmagao

é falsa se as matrizes nao comutarem.

P1.9. Determine uma férmula para a érea do triangulo cujos vértices sao 0,v; e
v, no R2.

P1.10. Seja R o tridngulo com vértices (x1,y1), (22, y2) € (x3,y3). Mostre que

1 T U 1
{area do triangulo} = B det |zo yo 1
r3 ys 1

P1.11. Encontre a area do paralelogramo cujos vértices sao dados por:
o) [0, 31 181 (6 o [ ) B[] B o [ 181 3] 18]

P1.12. Determine o volume do paralelepipedo que tem um vértice na origem e

1 1 7
os vértices adjacentes nos pontos | 0 |, |2 e |1].
-2 4 0
P1.13. Para cada uma das matrizes a seguir calcule (a) adj(A), (b) det(A) e (c)

A~ usando a adj(A).

1 3 2 11 1
(a) |2 -4 3 b |13 —4
5 —2 1 12 5
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