suas variavers pelos mesmos valores, Podemos provar a equivaléncia logica de ex
booleanas utilizando tabelas-verdade. Concluimos esta segdo definindo as operagdes —» ¢

Exercicios
6.1. Faga os seguintes cdlculos:
a. Verdadeiro » Verdadeiro A Verdadeiro » Verdadeiro » Falso.
b. (~Verdadeiro) v Verdadeiro.
¢. A Verdadeiro v Verdadeiro).
d. (Verdadeiro v Verdadeiro) A Falso.
e. Verdadewro v (Verdadeiro A Falso).
Nos quatro iltimos exercicios, a ordem em que cfetuamos as operagdes tem i
Compare as expressdes em (b)-(c) e em (d)-{¢) ¢ observe que clas sdlo as
exceto no que se refere a colocagdo dos parénieses.
Repense sca resposta 4 (a). Essa resposta depende da ondern em que fazemos as
6.2. Com o auxilio de tabelas-verdade, prove tantas partes do Teorema 6.2 quantas puder,
6.3. Prove: (x A y) v (x A =) € logicamente equivalente a x.
6.4, Prove: x — y € logicamente equivalente a (1) — (—x).

O Exerticio 4 mostra que uma afirmacio do tipo “seentdc”™ ¢ logicamente equivalente A
contrapositiva

6.5. Prove: x «» v € logicamente equivalente a (—x) & (=)

6.6. Prove: x «» y ¢ logicamente equivalente a (x — ¥) A (¥ ~» x).

6.7. Prove: x e» y € logicamente equivalente a (x =» ¥) A ((—=x)=»(—)).

6.8, Prove: (x v y) = = ¢ logicamente equivalente & (x = =) A (v = 2).

6.9. Suponha que tenhamos duas expressdes booleanas que envolvam dez variavers. Para
-verdade. Quantas linhas (além da linha de cabegalho) essa tabela teria?

Uma afirmagio do tipo "se-emdo” ndo ¢ logicamente equivalente & sua inversa

6.10. Como refutana uma equivaléncia logica”? Mostre gue:
a. x -» ynio € logicamente equivalente a y —» x,
b. x —» y ndo ¢ logicamente equivalente a x «» v,
¢. x v v nlo € logicamente equivalente a (x A =) v ((=x) A ¥)
6.11. Tauwtologia ¢ uma expressdo boolcana que avalia sempre como VERDADERO para todos
valores possivels de suas variavels, Por exemplo, a expressio x v —x ¢ Verdadeira tanto
quando x = Verdadeiro como quando x = Falso. x v —x &, pois, uma tautologia.
Explique como utilizar uma tabela-verdade para provar que uma expressio booleana
¢ uma tautologia. ¢ prove que as expressdcs seguintes sdo tautologias:
a. (xvy)vixv -y
b. (x Alx = v)) >y
€ (A—x)) e x
d x -«
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e. ((x—=>yIaly—=z))»(x—>2)
f. Falso —»x
Uma contradi¢cdo é uma expressdo booleana que avalia como Falso para todos os
valores possiveis de suas varidveis. Por exemplo, x A —x € uma contradigdo.

Prove que as expressdes seguintes sdo contradigdes:
2 (xvy)alxv—y)A—x
b. x A x> ¥)A (V)
C (x =2 A((—=x) > y) A -y
Sejam 4 ¢ B expressdes booleanas, isto €, 4 ¢ 8 sdo formulas que envolvem varidveis
(x, y, = etc.) e operagdes booleanas (A, v, — elc.).

Prove: A ¢ logicamente equivalente a B se ¢ somente s¢ A «> B ¢ uma tautologia.
As expressdes x — v podem ser reescritas apenas em termos das operagdes basicas A,
ve—istoé, x = y=(=x) vy

Ache uma expressio logicamente equivalente a x <> v que utilize apenas as operagies
basicas A, v ¢ — (¢ prove que ela € correta).
Eis outra operacdo booleana chamada ow-exclusivo. Denota-se pelo simbolo v e é
definido pela tabela seguinte:

oy oo T § NI
Verdadeiro | Verdadeiro Falso
 Verdadeiro Falso Verdadeiro
Falso Verdadeiro | Va»dadam*
Falso _ Falso Falso

Faga o seguinte:
a. Prove que y verifica as propriedades comutativa ¢ associativa; isto €, prove as
equivaléncias logicasx v y=yvvrxe(x yv) vz =x v (v ¥ 1)
b. Prove que x v v ¢é logicamente equivalente a (x A —y) v ((—x) A ¥). (Assim, v pode
expressar-se em termos das operagdes basicas A, v e —.)
¢. Prove que x v v ¢ logicamente equivalente a (x v ¥) A (—(x A »)). (Trata-se de outra
maneira de expressar v em termos de A, v e —.)
d. Explique por que a operagdo v ¢ chamada ou-exclusivo.
Discutimos virias operagdes booleanas binénas: A, v, —, <> ¢ (no problema
anterior) v. Quantas operagdes booleanas bindrias diferentes pode haver? Em outras
palavras, de quantas maneiras diferentes podemos completar a tabela seguinte?

L  x ._.I‘- et l; 1,..9:53- =1
> o

Verdadeiro Verdadeiro | A
Verdadeiro Falso | ? |
Falso Verdadeiro | -9

1 ‘




Uma operagdo binaria ¢ umz operacio que combina dois valores. A operacho = ndo @ bl
porque atua apenas sobre um valor de cada vez; podernamas chami-la undrie.

Nio ha muitas possibilidades ¢, na pror das hipoteses. podemos tentar escrey
todas. Organize sua lista, tendo o cuidado para ndo omitir nenhuma ou, acidentalm
relacionar duas vezes a8 mesma operagio.

17. Vimos que as operagdes —», «» ¢ v podem ser reexpressas cm termos das operns
basicas A, v ¢ —. Mostre que todas as operagdes booleanas binanas (ver prob
anterior) podem ser expressas em termos dessas trés operagoes basicas.

18. Prove que x v y pode expressar-se em termos de apenas A ¢ —, de forma que tod
operagdes booleanas binanas possam reduzir-sc 3 apenas duas operagdes basicas,

A operacio booleana nand.

19. Eis mais uma operagio booleana chamada nand, denotada pelo simbolo 7. Defin
2 Ay como —{x A ¥)
Faga o seguinte:
a. Construa uma tabela verdade para 7.
b. A operagio A € comutativa” Associativa”
€. Mosire como as operagdes (X A ¥} € —x podem ser reexpressas apenas om 1ermos
d. Conclua que todas as operagdes booleanas bindrias possam ser expressas apend

termos de A

utoteste

N20 s¢ sabe 1€ cada numero perfeito ¢ par, mas presume-se gue nlo estam numeras per

impares

« Verdadeiro ou falso: Todo inteiro positivo € primo ou composto. Explique sua respos

:.Enomlodosmmilmxpunooqusxllel). N30 € preciso provar sua respos

. Scja @ ¢ b inteiros positivos. Explique por que a notagdo a | & + | pode ser interpry
apenas como a | (A + 1) ¢ ndo como (a | &) + 1.

.. Escreva o seguinte enunciado na forma se-entio: “Todo inteiro perfeito ¢ par™.

e Qual ¢ 0 inverso do enunciado: “Se vood me ama, entlo sc casard comigo™,

v Determune qual dos seguintes enunciados sho verdadeiros ¢ quas s30 falsos, Vocé
basear sua resposta em seu conhecimento comum de matematica; ndo € necessario pt
SuUas Tespostas.

a. Todo inteiro € positivo ou negativo.

b. Todo inteiro € par ¢ impar.

€. Se x ¢ um inteiro ¢ x > 2 ¢ x é primo, entdo x ¢ impar.

d. Scjam x ¢ y inteiros. Temos x* = 3 s¢ e somente s¢ 1 = 3.

€. Os lados de um tndngulo s30 todos congruenics uns Com Os OUtros se, ¢ somente se,
trés angulos forem todos 60°,

f. Scum inteiro x satisfaz x = x + |, entlio x = 6.
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sdere o seguinte enunciado (o qual ndio se espera que vocé compreenda):
o wabosde fon gredfico, entdo € representivel™,

Escreva as primeiras e Ultimas linhas de uma prova direta deste enunciado. E comum
3 a letra M para representar um matroide.
swinte enunciado ¢ falso: Se x, v ¢ = 530 inteiros ¢ x = ), entdo xz > yz. Faga o seguinte:
Smcontre um contracxemplo.
sdifique a hipotese do enunciado adicionando uma condigdo relacionada a =. de modo
o enunciado editado seja verdadeiro.
Ou prove o contrano sobre os seguintes enunciados:
sam a, b e ¢ inteiros, Se a| ¢ ¢ b| ¢, entdo (a + b)) c.
sam a. b e ¢ inteiros. Se a| b. entdo (ac)| (be).
a seguinte proposigdo. Seja NV um numero de dois digitos ¢ M o numero formado
ir de N a0 reverter os digitos de V. Agora compare N7 ¢ M*. Os digitos de M*sdo
tc os mesmos de N°, mas em ordem inversa. Por exemplo:

D

’
-

10-= 100 01 = 001l
117 =121 113=121
127 = 144 21-=441
13-= 169 317 =961
am por diante.
estd uma prova da proposigio:

Como N ¢ um nimero com dois digitos, podemos escrever N = 10a + b,onde ac &
digitos de N. Como M é formado a partir de N a0 se reverter os digitos, M = 106 + a.
Observe que V7 = (10a + by = 100a* + 20ab + & = (&) % 100 + (2ab) =< 10 +
% « 1, de forma que os digitos de N7 sejam, na ordem, &, 2ab, b,

Do mesmo modo, M* = (10b + af = (&) x 100 + (2ab) x 10 + (&) x 1,
ma que os digitos de M° scjam, na ordem, b7, 2ab, &', exatamentc O re-
de N=, =

ef: mostre que a proposicio € falsa e explique por que a prova ¢ invalida.
que devamos provar a seguinte identidade:
Mx+y-D-wx=1)=xix-1)-»

idade ¢ verdadeira (isto ¢, a equagdo ¢ valida para todos 0s numeros reais x e y).
‘A seguinte “prova” ¢ incorreta. Explique por qué.
Comegamos com

Mx+y-1)-mMx+1)=x(x—1)-»
ndimos os termos (utilizando a propriedade distributiva)

Cr-—X— -y = —X=y
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Cancelamos os termos x°, - x e ~ v dos dois lados para resultar em
xy—yx=0

e, por fim, xy € — yx para obter

0 que esta correto, -

12. As expressdes booleanas x — —v ¢ ~(x — y) sio logicamente equivalentes? Justifique sua
resposta.
13. A cxpressdo booleana (x — y) v (x — —y) € uma tautologia? Justifique sua resposta.
14. Prove que a soma de quaisquer trés inteiros consecutivos € divisivel por trés.
15. No problema anterior, vocé precisou provar que a soma de quaisquer trés inteiros conse-
cutivos € divisivel por trés. No entanto, observe que a soma de quaisquer quatro inteiros
consecutivos nunca ¢ divisivel por quatro. Por exemplo, 10+ [1 + 12 + 13 = 46, que ndo
¢ divisivel por quatro. '
Para quais inteiros positivos a a soma de a inteiros consecutivos € divisivel por a? Isto

¢, complete a seguinie sentenga para fornecer um enunciado verdadeiro:

Seja a um inteiro positivo. A soma de a inteiros consecutivos € divisivel por a se e somente se...
E necessdrio que vocé prove sua conjectura.

16. Seja @ um inteiro. Prove: Sea > 3, entioa > 2a = 1.

17. Suponha que a seja um quadrado perfeito ¢ a = 9. Prove que a — | € composto.

18. Considere a seguinte definigiio:

Consulte o Exercicio 2.6 e sua solugdo para a definicho de quodrado perfeito.

Um par de inteiros positivos, x € v, sdo chamados amigos quadrados se sua soma, x + ¥,
for um quadrado perfeito. (O conceito de amigos quadrados foi elaborado apenas para este
teste, Problemas I8 a 20).

Por exemplo, 4 ¢ S sio amigos quadrados, porque 4 + 5 =9 = 3%, Do mesmo modo, 8 ¢
8 sdo amigos quadrados, pois 8 + 8 = 16 = 4°. No entanto, 3 ¢ 8 nfio sio amigos quadrados.

Explique por que 10 ¢ —1 ndo sio amigos quadrados.

19. Seja x um inteiro positivo. Prove que existe um inteiro v maior que x de forma que x ¢ v
sejam amigos quadrados.
20. Prove que. se x € um inteiro ¢ x = 5, entdo x tem um amigo quadrado y com y < x.

Vocé pode utilizar o seguinte fato em sua prova. Se x € um inteiro positivo, entdo x fica

entre dois quadrados perfeitos consecutivos; ou seja, ha um inteiro positivoa® <x <{a+ 1),




