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As questoes mudam de uma prova pra outra. Mas todas as questoes aparecem no
gabarito.

Questao 1: (20pts) Prove, por inducao, que:

) 1
z:(—l)Jj2 = (—1)”@, para todo n € N*.

Solugao: Vamos provar por inducao. Para n = 1 temos que: Z;:l(—l)ij =—-1=
(_1>1@' Portanto, o resultado é valido nesse caso. Suponha como hipétese de inducgao

que o resultado é verdadeiro para n = k. Vamos provar que vale para n = k+1. Somando
Soh L (=1)75% com (—1)M+1(k + 1)? temos

k

. 1
z:(—l)jj2 + (=DM E+1)2 = (—l)k@ + (—=1)*(k + 1)? usando a hipétese de inducio
j=1
k> 4k

= (—1)* + (=1)(E* + 2k + 1)

_( 1k)k2+k—2k2—4k—2
2
k k* + 3k +2
= (D) ()
— (_1)k+1(k+1)(k+2)'
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Portanto, pela principio de inducao o resultado é verdadeiro para todo n > 1 natural.
Questao 1: (20pts) Prove, por indugao, que:

n

1 n
Z — = , para todo n € N*,
=i+ n+l

Solugao: Vamos provar por indugao. Para n = 1 temos que:

i 11
1(1+1) 2 1+1°

Jj=1



Portanto, o resultado é vélido nesse caso. Suponha como hipétese de inducao que o
resultado é verdadeiro para n = k. Vamos provar que vale para n = k£ + 1. Somando

Z?:l J(J;H) com m temos
i : + : = u + L usando a hipdtese de inducao
ZG+D)  k+Dk+2) kel (k+1(k+2) p G

_ k(k+2) 1

Tt DE+2) " Dk +2)

k4241

S (k+1)(k+2)

(k+1)2 1

k+D)(k+2) k+2

Portanto, pelo principio de inducao o resultado é verdadeiro para todo n > 1 natural.

Questao 2: (21pts)
a) Seja m = (12)(34567)(891011) € Sy2. Calcule a paridade de 7.
b) Determine o menor inteiro positivo k tal que

a®) = rr-oom = id.
——
k vezes

c¢) Considere A = {1,2,3,4} e a relacao f = {(1,1),(2,3),(3,4),(1,2)} em A. Responda
com justificativa cada uma dos itens: (i) f é uma funcao? (ii) Calcule a relagao f~!; (iii)
f~1 ¢ uma funcao?

Solugao: a) Como 7 esta escrito em ciclos disjuntos temos

m=(12)[(37)(36)(35)(34)] [(811)(810)(89)] .

Portanto, 7w é par.

b) Primeiro observe que se dois ciclos disjuntos s@o disjuntos eles comutam. Em segundo
lugar observe que um ciclo de ordem 5 se anula pela primeira vez quando o ciclo é multi-
plicado j vezes. com isso em mente temos

) = [(12))" [(34567)]F [(891011)]" .

Portanto, 7*®) = id quando k|2, k|5 e k|4, o menor valor que isso acontece é o menor
divisor comum de 2,5 e 4 que é 20.

¢) (i)f nao é uma funcdo por dois motivos: o primeiro é que 1 vai no 1 e no 2 e o
segundo motivo é que 4 nao vai em nenhum valor, apesar de 4 estar no dominio de f.
(i) f~={(1,1),(3,2),(4,3),(2,1)} e (iii) sim, f~! é uma funcao pois f~' ¢ avaliado em
todos os valores de A e para cada valor de A ele vai em um tnico valor.

Questao 3: (20pts) Dada a recorréncia a,, = 2a,_1 + a,_2 com ay = a; = 1. Ache a
formula para a,,.
Solugao: O polindmio caracteristico é p(z) = 2 — 2z — 1 e suas raizes sao: 1 + V2 e
1 — /2, logo

an = c1(1+V2)" + (1 — V2)".
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Calculando em para n = 0,1 temos

=1 1
c1+ C }:>01202:§.

a(1+v2) +e(l-v2) =

—_

Portanto, a solugao é

an = 5 (14 V)" + 5(1- VA"

Questao 4:  (18pts) Ache o nimero minimo n de inteiros a serem selecionados de
S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que: (a) a soma de dois dos n selecionados seja um nimero
par; (b) a diferenga de dois dos n seja 5. Em cada um dos casos justifique.

Solugao: (a) Para que a soma de dois nimeros seja par, ambos devem ser pares ou
ambos devem ser impares. Além disso os S pode ser dividido em par e impar. Portanto,
n = 3. Pois, em qualquer caso teremos ou dois impares ou dois pares no subconjunto
selecionado.

(b) Observe que para a diferenga de dois nimeros ser 5 temos que ter escolhido um dos
pares: (6,1),(7,2),(8,3),(9,4),(5). Portanto, n = 6 é o suficiente, para garantir que para
qualquer subconjunto escolhido vai haver pelo menos um dos pares acima.

Questao 5: (21pts) Dizemos que um nimero natural n é um quadrado perfeito se existe
outro numero natural a tal que n = a?. Considere s,, a soma dos quadrados perfeitos,
isto é,

0,1,5,14,30,55,91,...
Encontre uma férmula para s,,.
Solugao: Utilizando o operador diferenca temos

0 1 5 14 30 95 91
1 4 9 16 25 64
3 5 7 9 11
2 2 2 2

Portanto, s, tem expressao polinomial e é dado por

n n n n 1 3 n(n+1)(2n + 1)
n = 1 2 = —n®+ -n? = .
s O(O)+ <1)+3<2)+ (4) 5" +2n +n 5




