Lista 22

22.1. Para cada wma das seguintes relagdes de recorrfncia, caleule os primeines eis bermos
da sequéncia (ou seja, de @ a,). Nio & necessdrio encontrar a formula para o,
a. ﬂ'_-Iﬂ'._I'I'E. e, =1
b. a =g _*+lao =5
B oa = |+'E'3p.:-ﬂ'|""u"'=| = |
. o =3g + ﬁc:l_‘_l,ul:. = 1, a, =}
& g =a +a . +l.a=a=]
L a=a_ +ma=1
22.2. Resolva cada uma das seguintes relagties de recoméncia forsecendo wma formula
explicita para a_. Para cada uma, calcule o,
no@ = iu_‘_l,an- 4
bh.oa =Ma . a,=3

€ a =—I_.a,=5

d. a =12a_ . a =0

e, @ =3p Loa = |0

E g =4-2p g =0

F @+ a =i

h.a =2g +2 a=0

Low =8a — I3 =] g =4
- o =a_ +iha ady =4 =4
koo =d4a,_ —30__a =g =2
. i iy, —a o =3, o, =d
M.a =g —a .a,=5a =]

B, a_=-22 -~ L. =% g =]
Wod =2 +hr e o= og =]
p.a =g -5a .a=la=3

21.3. Cada uma das scguinies sentengas & gemda por uma expressdo polinemisl. Para cada
uma delas, encontre a expressio polinomial quse famece o .
a 1,6, 17,34, 57, 86, 121, 162, 209, 262,.. ?
b. 6,5.6,9, 14,21, 30, 41, 54, 69, _,
€. 4,4, 10, 28, 64, 124, 214, 340, 508, 724,
d. 5, 16, 41, 116, 301, 680, 1361, 2476, 4181, 6656,...

1.4, Explique por que a notagio Aa_ tem parénteses implicitamente (&a), & por que Ma )
E5ES INCOTTeto.

22.5. Seja k um inteiro positive ¢ seja = (7). Prove que M=Aa, =A== At =0
que A'a =1

I1.6. Suponhamos que a sequibncia a satisfaca a recorréncia a,=d,,+1la cquea,-bea,
= 4877. Encontre uma expressdo para o,

21.7. Encontre uma férmula polinomial para 14+ 29 + 3%+ __+ o

221.8. Beja f um inteiro positive. Prove que I'+ 2"+ ¥ + _ + v pode ser escrito como uma
expressidn nolinamial



12.9, Alguns dm chamados testes de inteligéneia frequentemente incluem problemas em que

uma série de mimeros é apresenlada e o mdividuo ¢ solicitado a encontrar o préxime
termo da sequincia. Por exemplo, a sequéncia podenia comecar com 1, 2, 4, 8 Nio
restam dirvidas de gue o examinador estd esperando por 16 como o proiximo lermo.
Demonstre como “superar™ o teste de inteligéncia encontranda uma expresshio
polinomial {de 3¢ grau) para a,, de forma que o, = 1, a=la=dag=0msa =15

21.10. Seja 5 um mimero real com s # 0. Encontre uma sequéncia a, de modo que a_ = sAa_e

22.11.

Fesolva a equacio &g =-g  com dy=a =2

1.1, Encontre duas sequéncias diferentes o e & para &5 quais Aa_ = Ab pam todos os m,
2113 As relaghes de recoméncia de segunda ordem que resolvemos ko da forma a = 50

11.14.

*84a_,. Nesse problema, estendemos isso para relages da forma a =5a g +L,
Tipscamente {mas nilo sempre), a solugho para esse tipo de relacho & da forma g = e r" +
% T e emque o, o, ¢, 880 nimeTos especificos F iy 50 rizes da equaglio quadrati-
0 ass0ciada & —x.x - 5, = 0. Entretanto, se uma dessas raizes for 1, ou se a5 rizes forem
IEUAIS umas s oulrs, & necessra oatra forma de solugdo.

Resolva ns seguintes relagdes de recorréncin, Nos cases em que 4 forma-padedo nio
se aplica. tente desenvolver wma forma alternativa aproprisda, mas. caso nio encanlte

a solugdae, consulie as Dicas LApendice AL

o =50 -6 +la=1a =2

b.a =da +5a +d,4 =24

€ @ =la 44y - A A

da =3 -2lg tha =g =3

€ d, =ba  -%a +2g=-la=4

F_u__=_"r.r1_ ﬂ‘--_.dl-'l'_ﬂ':-:

Fagn uma inferéncia a partir dos Teoremas 22 5 ¢ 129 para solucionar as relpcties de

FECOITERCES de terceire grau o seguir

un. 4.'__'——|:r1| -|:-|_:-f:I|:|I_I 1 -.-I'I—H.:r__:lilt:.l.\_':-l'

boa=la +la -da_+a=1la=10e a,=11
ta=a + E'a'_ri* ]hn'quﬁ, o =19eq,=25
d. a =fa_- IlaH+ b ta=la=lea=%



212.15. Suponhamos que vooé deseje gerar elementos de uma relagiio de recoméncia utilizando um

programa de computacio. E tentador elabocar um progeama desses de manein recomenie.

Pnrw:mplu,mm:idmarummmn_-:hﬂ—h_#n.=I.n-,-ﬁ. Eis um
programa para calcular os valores a;

procadure get_tarmin}
it dm € 03
print "Iilegel argusens®
LERE
gnd

it fn a& (§)
raturn 1

if tn == 1)
return %
and
Feturm Seget_ters dn-13 = ZJéget tarmin=2)
end
Embora esse programa sejn de fheil compreenslo, é extremamente incficiente, Explique
0 por qué,
Em pasrticular, seja b, 0 nimero de vezes que essa roting ¢ chamada ao caleular g
Encontre uma recorréncia - ¢ solucione-g! para b )
2116, HA muitos tipos de relagdes de recorréncia que s de formas diferentes das apresentadas
nesta segio. Experimente encontrar uma formula pam @, Para as expressdes a seguir;
8oa=ma_.a=]
bha=a a=1

L. @ =a =a +a, .. "‘:?._ ,r]l'-l

doa =mtin-la +in-2a+ _ +2 +la ,a=|
e o =3%a (] o ko :

lutoteste

1. Prove que a equacho x° + | = 0 nilo tem nenhuma seelugin real.

L, Prove que a soma de quansgjuer infeiros consecutives nio & divisivel par 4.
3. Sejam w ¢ b imbeiros positives. Prove: Se alh & b, entdn g = b,



4. Quais dos seguintes conjuntos 580 bem ordenados?

a, O conjunto de 1odos os mieiros pares,

b. O conjunto de todos os Mimeros primos.

e {-100,-59, 08, 98 o9, |00}

d. &

& O inleiros negativos.

L i= %, @, 7, ) em que 7 € 0 ndmero real familiar 3,14159...
3. Beja m o inteiro positivo. Prove que

1—
14447+ -+ =2 = lh—z—ﬂ-

6. Seja mum mimero natural, Prove que
O+ +2+ _+nlZin+ 1)

7. Suponhamas que a, = 1 ea, =4a_ - 1, quando m = 1. Prove que, para todos os niimenos
nAIrAiE m, lemos o = (2 _ 47+ )3,

8. Prove por indugiio: Se n & N, entdo n < 2%,

9. Considere a seguinte propodigio,
Seja P um conjunto finite de (trés on mais) pontos no plano & suponhamos gue quaisquer
irds pontos em I sejam colineares. Entdo, iodos os nés pontos em P devemn estar em uma
linha comum.
Prove iss0 de duas manciras: por contradicho e por indugSo.

1. Seja nmum inteire positivo, Prove que

V144344 0 = um,

1. Prove o teorema binomeal {Teorema 16_8) por mdugdo. Ou seja, se i & um nimere natural,

il i
{x+3)" = E (n)_.,.l},—-rl
=il 1

IZ. Seja m um inteiro positive e suponhames que « linhas distintas sejam desenhadas em um
plano. Nio existem duas dessas linhas que sejam paralelas, e nio existem trés dessas linhas
que se mierceplem em um ponto comum. Prove que essas linhas dividem o plane nas
repstes |1+ (1= (7]

1. Que £ denote o srésime niimero de Fibonacet jver a Drefimigio 200121 Prosve que pam

T0EEE 0% NIEMEs FLIELATTIES §F. DI
F.+2F =F .- F
1. Due F denote o w-ésimo miimern de Fibonacei. Se o é um nikmers natural, cntéio 1 6 o

unico divesor positive de F ¢ £, porexemplo. de o =0 g|F e dF vt ol =

15. Uma fasxa horizontal serd coberta de ladrilhos. Os ladrilthas sfio de dois formatos: retingulos
de |« | e retingulos de 1 < 2. Os ladrithos de 1 = | estho disponivels em duas cores



(branco e cinza), e os ladrilbos de | « 2 estdio disponiveis em trés cores (branco, ¢ingg
claro e cinza). Para um inteiro positive i, que @, denote o mimers de formas diferentes
de cobrir uma faixa de comprimento # utilizando esses de ladrilbws, A figura mostrs uma
possivel cobertura com ladrilbes, com m = |1,

a. Demonstre que, para m > 2, a=2a  +3a_,
b. Prove que a_ = (3" + (-1)")4
I6. Sedn m um inteiro positivo. Prove que hi um dnico par de inteiros ndo negativos z, b, de
forma que = 2%h ¢ b sejn impar.
17. Seja A um conjunto finito nilo vazio de inteiros positivos. Suponhamos gue, para quaisqueer
daas elememios v 1 € A, lemos Fl2 ow x|r, (em simbalos, ¥ e A, Vs € A, (rls ou 2|#)).
a. Prove que A contém um elemento f com a propriedade que, par todos os.a £ A4, aff.{Em
simbodos, 3 € 4, Va € A, alr)
b. Além disso, prove que ¢ € exclusivo (por exemplo, hi apenas um clemenio de 4 que ¢
miultiplo de todos 08 elementos de A).
e Por fim, d& um exemplo para demonstrar que & exclusividade niio ¢ valula se ndo
presuminmos que todos os elementos de 4 SEjAM positivos,
18. Encontre uma firmula para o a-ésimo termo, . para cada uma das seguindes relagies de
recorrénga,
ba=2a +1% .a=44a=0
b.a =1z 4+ 15,8,=d,2 =0
ea=2a + 36a . a - l,a =2
19, A seguinte sequéncia de nimerns ¢ gerada pela expressio polinomial. Encoatre o polindmio
{0 primeiro terma € a,; ¢ preciso encontrar uma expressio polimomial para a ),
A sequéncia é

3, 26, 67, 146, 281, 490, 791, 1202, 1741, 2426, 3275




