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1. [12pts] Ache uma base para o subespagco vetorial

U:{(:E,y,z,t)ER4:x—y—z+t:0}.

Solugao: Resolvendo o sistema x —y — 2z +t = 0 que consiste em uma unica equagao em 4
variaveis obtemos x = y + z — t. Dai a solugao geral é dado por

T y+z—t] 1 1 -1
yl Y - 1 0 0
zl z Yo T2 1 +e 0
t t 0 0 1
Portanto,
(1 1 -1
1 0 0
U = Span ol il o
0 0 1

\

Claramente este vetores sao LI. Portanto esta é a base que procuramos.

. [24pts] Em cada item determine se a proposicao é falsa ou verdadeira e justifique com uma
demonstracao ou um contra-exemplo.

[6] a) Sejam u e v vetores unitdrios e ortogonais do R3. Entdo a matriz A = [u v u x v] é
ortogonal.

[6] b) Se A e B sdo matrizes simétricas, entdao AB + BA é simétrica.
[6] ¢) Se A, B e C forem matrizes quadradas de mesma ordem tais que AC' = BC entdao A = B.

[6] d) Se Apxn € uma matriz quadrada, entdo A = [I]§ para algum par de bases a e 3 de R".

Solugao: a) Verdadeiro, ja sabemos que o vetor u X v é perpendicular a u e a v. Além disso,
|lu x v|| = sen(w/2) ||ul| ||v]] = 1. Dai temos as seguintes relagdes:

(u,uy = (v,v) = (u X v,u X v) =1
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(u,v) = (u,u x v) = (v,u x v) =0
Isto garante que A*A = I.
b) Verdadeiro, pois

(AB+ BA)' = (AB)' + (BA)' = B'A' + A'B' = BA+ AB = AB + BA.

¢) Falso, considere o exemplo

01 0 5 10
P I . P BT

d) Falso, como a matriz A pode nao ser invertivel, entao A nao pode ser o operador identidade
com respeito a quaisquer bases a e . O interessante é que se A é invertivel entao a afirmagao
é verdadeira, para ver isto basta tomar a base a formado pelos vetores colunas de A e [ a base
canonica.

. [24pts] Considere a transformagao linear T : R* — R* dada por

T(:I:,y,z):(a:+y—|—z,3:+2y—z,x+3y—3z,x+2y—z).

[4] a) Encontre uma base para W = Im(7') (a imagem de T).
[12] b) Seja v = (0,0,6,2). Encontre u € W que esta a menor distancia de v.

[8] ¢) Resolva o sistema T'(z,y, z) = u.
Solugao: a) Considere

T(x,y,2) = (v +y+2z,2+2y—22+3y—32,2+2y — 2)
=x(1,1,1,1) + y(1,2,3,2) + z(1,—1, -3, —1).

Portanto, Im(7") = Span{u; = (1,1,1,1),us = (1,2,3,2),u3 = (1,-1,—3,—-1)}. Como que-
remos uma base, precisamos verificar que os vetores acima sao LI. Mesmo sem terminar de
responder vamos passar para o item b)

b) Para minimizar a distancia precisamos de projetar ortogonalmente o vetor w sobre o su-
bespaco W. Para fazer isso precisamos de uma base ortonormal de W. Vamos criar a base
utilizando o processo de Gram-Schmidt

uy = wy
dy = up— 2 = (1,2,3,2) < 5(1,1,1,1) = (~1,0,1,0)

/ /

ul ,u1

/

/ . u3,uq
= u

Ug




Disto vemos que uz = 3u; — 2uy. Portanto, uma base para W é {u;, us} e uma base ortogonal
é {(1,1,1,1),(=1,0,1,0)}. Portanto, o vetor u é dado por

u = Proj,. (w) + Proj,, (w) = (2,2,2,2) + (=3,0,3,0) = (-1,2,5,2).

c¢) Para resolver o sistema T'(z,y, z) = (—1,2,5,2) precisamos escalonar

11 1 -1 11 1 -1 10 3 —4
12 -1 2 01 -2 3 01 -2 3
13 -3 5 oo o o oo 0o o
12 -1 2 00 0 0 00 0 0

E a solugao é dada em fungao de z tem a seguinte forma (—4 — 32,3 + 2z,z) = (—4,3,0) +
2(—3,2,1).

. [16pts] Calcule o determinante de

2 5 =3 =2
-2 -3 2 -5
A= 1 3 =2 2
-1 —6 4 3
Solugao: Vamos escalonar
1 3 =2 2 1 3 =2 2
-2 -3 2 -5 0 3 -2 -1
det A = (—1) det 5 5 _3 _o = (—1)det 0 -1 L —6
-1 —6 4 3 0 —3 2 5
1 3 =2 2 1 3 =2 2
2 0 —1 1 —6| 0 —1 1 -6
=()7det 1y g 5 gl =detly g g9
0 -3 2 5 0 0 -1 23

Portanto, o det A =1 x (—1) x 1 x 4 = —4.

. [24pts] Encontre a mudanca de coordenadas na qual a quadratica abaixo se torna uma soma/subtragao
de quadrados
227 + 2% + 227 + 2xy + 2wz + 2yz = 81.

Solugao: Podemos expressar a quadratica, em termos de multiplicacao de matrizes da se-
guinte forma:
2 1 1| |z
[ y 2] |1 2 1| |y| —[81] =0].
11 2| |z

3



Precisamos diagonalizar a matriz

A=

— = DO
— N =
DO =

Seu polindémio caracteristico é A4(x) = 23 — 622 + 92 — 4 igualando a 0 encontramos as raizes
x =1,z =1ex = 4. Calculando os autovetores temos para x=1 os vetores (—1,0, 1), (—1,1,0),
para x = 4 o vetor (1,1,1). Observe que os dois autovetores associados a * = 1 nao sao
ortogonais. Ortogonalizando,

u; = (—1,0,1)
1 1

1
Ug = (—1, 1,0) — 5(-1,0, 1) = (—5, 1, —5)

Normalizando obtemos a seguinte base § = {\%(—1,0,1),\%(—1,2,—1),\%(1,1,1)} e um

vetor escrito nestas coordenadas tem entradas (z/,v/, 2’). Entao a equagao toma a forma

x/

00
1 of || —[81] =[0].
0 4| |7

[f y/ Zl}

o O =

e temos que nestas coordenadas a quadrética fica 2’2 + 22 + 42> = 81 que é um elipsoide.




