Universidade Federal Fluminense — UFF
Instituto de Matematica
Gabarito da P2 de Algebra Linear - GAN00140

16/03/2016

1. [26pts] Considere T : R?* — R? definida por (x,y) — (z + 9y, —x — by). Verifique se T ¢
diagonalizavel. Caso nao seja encontre uma base na qual ela toma a forma de Jordan.

Solugao: A matriz do operador T' com respeito a base canonica « é

)2 = A = H _g} |

O polinomio caracteristico é Ay(x) = 22 + 42 + 4 = (z + 2)%. Portanto, o autovalor —2
esta repetido duas vezes. Observe que se tentarmos determinar o polinomio minimo de A,
f(z) = x+ 2 nao anula a matriz e, dai, ma(z) = Aa(x) (o polinémio minimo nao se fatora em
um produto de fatores lineares distintos). Portanto, a matriz nao é diagonalizavel.

Para encontrar uma base que coloca a matriz na forma de Jordan precisamos determinar o
autovalor associado a © = —2. Resolvendo

a-come-ve[ 135 3H-1- -1

Vamos escolher um vetor com dire¢ao diferente de (3, —1). Por exemplo u = (1,0). Considere
a base 8 = {u, (A + 2I)u}, nesta base a matriz fica forma

=)

Que ¢é a forma de Jordan da matriz.

2. [24pts] Em cada item determine se a proposicao é falsa ou verdadeira e justifique com uma
demonstracao ou um contra-exemplo.

[6] a) Se S : R™ — R™ um operador linear tal que S? = id. Entao seus tnicos autovalores sao
le—1.

[6] b) Se A e B s@o matrizes simétricas, entdo AB é simétrica.



[6] ¢) Seja B = {vy,vq,...,0,} uma base do subespago V' de R". Se w € R™ é ortogonal a cada
vetor da base B, entao w L V (isto é, w é ortogonal a qualquer vetor de V).

[6] d) Se A é uma matriz ortogonal 4 x 4, entao 4A também é uma matriz ortogonal.

Solugao: a) Verdadeiro, suponha que z é um autovalor de S e v seja um de seus autovetores.
Entao, S(u) = xu, aplicando S dos dois lados da igualdade obtemos

u=ITu=5%u)=S(S(u) = S(zu) = 2S(u) = 2*u
por ser u nao ¢é nulo, pois ele é um autovetor, dai,

(2~ Nu=0=2>-1=0= 2=+l

11 3 1 4 2
b)Falso,SeA:{1 2}632[1 1].Logo,AB:{5 ]

¢) Verdadeiro, considere u € V', como B é uma base de W, existem escalares tais que u =
a1v1 + asvy + - - - + a,v,. Fazendo o produto interno, obtemos

(u,w) = (a1v1 + agVy + -+ + apvp, W) = ay (v, w) + ag (Va, W) + - -+ + ap, (Vy, w) = 0.

d) Falso, Considere A = Ijx4. Entao A'A = I, isto é, A é ortogonal. Mas 41'4] = 161, que
nao ¢é ortogonal.

. [26pts] Considere a transformagao linear T : R® — R* dada por
T(x,y,2) = (@ +4y,y+ 20 —4z,y+2).

6] a) Encontre uma base para W = Im(7") (a imagem de T).

8] b) Seja v = (5,0,1,2). Encontre u € W que esta a menor distancia de v.

6]
]

6] d) Se v' = (z,v, 2,t) € RY. Calcule Projy, v'.

c¢) Resolva o sistema T'(z,y, z) = u.

[
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[
[

Solugao: a) Considere
T(x,y,z) = (x+4y,y+ z,x —4z,y + 2) = x(1,0,1,0) + y(4,1,0,1) + 2(0,1, —4, 1).

Portanto, Im(7") = Span {u; = (1,0,1,0),us = (4,1,0,1),us = (0,1,—4,1)}. Como queremos
uma base, precisamos verificar que os vetores acima sao LI. Mesmo sem terminar de responder
vamos passar para o item b)

b) Para minimizar a distancia precisamos de projetar ortogonalmente o vetor w sobre o su-
bespaco W. Para fazer isso precisamos de uma base ortonormal de W. Vamos criar a base
utilizando o processo de Gram-Schmidt

up =

Wy = uy— ;"f’“}gu’l =(4,1,0,1) — 4(1,0,1,0) = (2,1,-2,1)
uy,uy

Ué = Uz — %ull — U2 — Mué = (Oa07070)
(ui ) (ubouh)



Disto vemos que ug combinacao linear dos outros vetores. Portanto, uma base para W é {uy, us}
e uma base ortogonal é {(1,0,1,0),(2,1,—2,1)}. Portanto, o vetor u é dado por

U= Proju’l (w) + Proju’Q (w) = (37 07 3a O) + (27 17 _27 1) = (5a 17 17 1)

¢) Para resolver o sistema T'(z,y, z) = (5,1,1, 1) precisamos escalonar

14 05 1 4 0 5 1 4 05 10 -4 1
01 11 o 1 1 1 01 11 01 11
10 —4 1| 7|0 -4 =4 —4f “foooo0| " oo 00
01 11 o 1 1 1 00 00 00 00
x 1+4z 1
Portanto, a solugao geral ¢ |y| = | 1—2| = [1| +2z |—1|. E uma solugao particular pode
z z 0 1
ser (1,1,0).
d) Para a projegao no caso geral, basta fazermos
Pro.]u’l (U/> + Pro.]u’2 (U/) =
T+ z 2(t+ 2z +y — 22) 20+ 9z + 2y + 2
1o 1 t+2r+y—22z | 1 | t+2x+y—2z
T2tz 10 [2(—t—20—y+22)| 10 |-2t+x—2y+9z
0 (t+2z+y—22) t+2x+y—2z

. [24pts] Tdentifique a quéadrica abaixo e determine as dire¢oes de seus eixos

22 4 4oy = 1.

Solugao: Podemos expressar a quadratica, em termos de multiplicagdo de matrizes da se-
guinte forma:

0 2 0f [z
[z y 2] |2 0 Of |y| —[1] =]0]
0 0 1| |z
Precisamos diagonalizar a matriz
0 20
A=12 0 0
0 01
Seu polindomio caracteristico é Ay (r) = 23 — 22 — 42 + 4 igualando a 0 encontramos as raizes
x = -2, =2ex =1 Calculando os autovetores temos para x=1 o vetor (0,0, 1), para
x = 2 o vetor (1,1,0) e para + = —2 o vetor (—1,1,0). Portanto, se escolhemos a base



B = {\%(1, 1,0), \%(—1, 1,0), (0,0, 1)} e um vetor escrito nestas coordenadas tem entradas
(',y', 2"). Entao a equagdo toma a forma

2 0 0f |2
[x’ Yy’ z’] 0 =2 0f |¥| — [1} = [O]
0 0 1} |+

e temos que nestas coordenadas a quadratica fica 22/ — 22"? + 2> = 1 que é um paraboloide
hiperbdlico.




