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1. [2,0pts| Analise o seguinte argumento segundo o qual toda matriz anti simétrica
tem determinante igual a zero.

Sabemos que A" = —A, logo det A = det A* = det —A = — det A, logo det A = 0.

0 1
Calcule det {_ 10

} - 0 que pode estar errado?

0 1
-1 0
O que em principio terfamos uma contradi¢cao com o argumento acima. Entretanto,
h& um erro no argumento, na passagem:

Solucao: E ficil de observar que se A = [ } ,entao A' = —AequedetA=1.

det(—A) = —det A

Suponha que n e a quantidade de colunas e veja que det(—A) = det((—1)A), entao
o escalar —1, multiplica cada uma das n colunas por —1, entao como o determinante
¢é n-linear nas colunas, temos que o correto seria

det(—A) = (—1)"det A.

Portanto, s6 podemos concluir que: se n for impar entao det A = 0.

2. [3,0pts] Considere a transformacao linear T : R?* — R* dada por
T(x,y,z) = (x+y+z,0+2y—z,x—3y+ 9z, — 4y + 11z).

a) [0,6] Encontre uma base para W = Im(7") (a imagem de T).

b) [1,2] Seja v = (—5,17,—1,—3). Encontre u € W que esta a menor distancia de
v.

¢) [0,6] Resolva o sistema T'(x,y, z) = u.
d) [0,6] Se v' = (z,v, 2,t) € RY. Calcule Projy, v'.

Solugao: Pelo desenvolvimento da teoria existem duas formas de fazermos esta
questao. Vamos iniciar utilizando a matriz de projecao M.



a) Considere as bases canonicas o C R3 e 8 C R?, entdao a matriz

11 1
o 12 -1
=11 =3 9
1 —4 11

Escalonando por colunas, visto que sao as colunas da matriz que geram a Im(7),
descobrimos que c¢3 = 3¢; —2¢y. Portanto, a terceira coluna é combinacao das outras
duas e pode ser descartada. v = {(1,1,1,1),(1,2,—3,—4)} é uma base de W.

b) Considere

1 1

1 2

M = 1 -3

1 —4

e calculando obtemos

40— 1 1 gé g? ? 15
tar | t - t_ -
MM = 4 30 :>M(MM) ]\/[_52 5 1 91 95

1 =5 25 31

fazendo M (M'M) ™" M'(—5,17, -1, —3) = (6,8, —2, —4)". Portanto, u = Projy (v) =
(6,8, —2, —4).

¢) Observe que dim Im(7") = 2, pelo teorema do niicleo e da Imagem, dim(7") = 1.
Portanto, ao resolver T'(z,y,2) = u sempre encontraremos infinitas solugdes, e o
grau de liberdade das solucdes é 1. E facil de ver que (z,y,2) = (—=4,-2,0) é uma
solugao para o sistema. Uma questao interessante seria descobri aquela solugao que
esta mais préximo do (T') e desta forma impor uma condi¢ao para unicidade da
solucao.

d) Para resolver este item basta

21 25 5 1
o, 125 31 1 =5
MMM) MY =5 '8 1 o1 o5
1 -5 25 31

21z + 25y + 52 + 1
2bx + 31y + z — 5t
52 |9z +y + 21z + 25¢
T — oy + 25z + 31t
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A outra maneira de fazer esta questao é utilizando os operadores de projecao Proj.
Ao invés de fazer o item a) comece pelo item b)

b) Considere {u; = (1,1,1,1),us = (1,2, -3, —4),u3 = (1,—1,9,11) } e aplique o pro-
cedimento de ortogonalizacao de Gram-Schmidt obtemos

v = Uy
vy = up — Proj, us = (1,2,-3,-4) — (-1)(1,1,1,1) = (2,3, -2, =3)
v3 = uz — Proj,, us — Proj,, u3

=(1,-1,9,11) — (5)(1,1,1,1) — (—2)(2,3,—-2,—-3) = (0,0,0,0).



Portanto, vz é combinagao linear de vy, vy e dai, uz é combinagao linear de uq, us.
No item a) uma base para W pode ser {uj,us}. Continuando o item b) temos

Projy, (v) = Proj,, (=5,17, =1, =3) + Proj,,(=5,17, -1, =3)
= (2,2,2,2) + (4,6, -4, —6) = (6,8, —2, —4).

O item c) se resolve da mesma forma.
Ja o item d)
Projy (v) = Proj,, (z,y, 2,t) + Proj,, (z,y, 2,1)
1
—(21z + 25y + 5z + t,

T 52
25z + 3ly + z — 5t,bx + y + 21z + 25¢, x — by + 25z + 31t).

. [1,5pts| Sejam A e B duas matrizes semelhantes e p(x) € R[z] é um polinomio nao
nulo. Prove que a matriz p(A) é semelhante a matriz p(B).

Solugao: Sabemos que A e B sao semelhantes, isto é, existe uma matriz P invertivel
tal que B = P~ 'AP. Disso segue que B® = P~'A"P para todo n € Z. Se
p(x) = ag+ a1z + - - - + a,z", entdo

P(B)=ayl + 1B+ -+ a,B"
=aP ' IP+a,P'AP + - 4+ a, P 'A"P
=P ' (apIP+a ;AP + --- + a,A"P)
=P (ap] +a A+ -+ a,A") P

Portanto, p(b) = P~!p(A)P.

. [2, Opts| Identifique a quadrica abaixo e determine as diregoes de seus eixos
327 + 2xy + 3y — V2z = 0.

Solucgao: Reescrevendo a equagao obtemos

Rl Rl S

3 1

1 3|
Ag(x) = 22 —6x + 8 = (v — 2)(z — 4). Para A\ = 2 temos o autovetor (1,—1)
e para A = 4 temos o autovetor (1,1). Escolhendo a base = {\%(1, 1), \%(1, —1)}
e considere a C R? a base canonica do R?. Entao

1 |1 1 o T
-1 B t -1 ;
P —[I]a——ﬂ[l _JﬁP—P—P ,dal,{y,}—P{y]

Fazendo esta mudanca de coordenadas e voltando para a equacao temos

Precisamos diagonalizar o operador A = O polinomio caracteristico é

4x/2+2y/2 _$/_y/ — 0

3



Portanto, depois de completar quadrados obtemos

1 1 1 2

4 /__2 2/__2____:
Ve TR T
1 1 3
4 l__2 2/__2:_
S - ol - 1=

O ponto B’ = (3, 1) na coordenadas (', y) correspondem ao ponto B = (8\3@, _W)
no sistema (z,y). portanto obtemos uma Elipse no ponto B. E os eixos principais
as diregoes f(l 1)e (1 —1).

. [1,5pts] Sejam o = {uy, us, uz} e B = {vy,v2,v3} dois conjuntos ortonormais do R3.
Prove que a matriz A = [I]; é uma matriz ortogonal.

Solugao: Para obtermos os coeficientes a,; da matriz A, precisamos escrever

3
U; = A;1V1 + AjoV2 + Ai3V3 = E AUy, COM 1= ]_, 2, 3.
r=1

Com A = [a;;], precisamos calcular A*A. O coeficiente de A*A na linha [ e coluna k

sao da forma
3
E Ay Ay -
r=1

Mas veja que:

3 3
o = Ul,uk E Q1 Uy, E QAksUs
r=1 s=1
3
§ E Al Qs Umvs>
r=1 s=1

O que mostra que A'A = 1.




