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1. [2,0pts] Sejam A e B duas matrizes semelhantes. Prove que o polinémio minimo
ma(z) de A é igual ao polinémio minimo mg(z) de B.

Solugao: Como A e B sao semelhantes, entao existe uma matriz P invertivel tal
que B = P'AP. digamos que: mp(z) = 2% + by_12° ' + -+ + bix + by que
ma(r) = 2" + a,_12" 1 + - - + a1x + ap.

Agora pela minimalidade de mpg temos
0=mp(B)=B°+b, B+ +b,B+byl
= (PTYAP) 4+ byy (PTPAP) ™ - 4 5P AP 4 by PP
= PUAPP 4 0, PTIAT P 4 £ 0 PTAP 0 PP
(AP + by AP 4+ i AP + byl P)
(AP AT e A b)) P

De onde concluimos que mg(A) = 0 e dai ma(x) divide mp(x). Usando que B =
P 'AP <= P 'BP = A com um raciocinio muito préximo podemos verificar que
ma(B), e dai mp(x) divide my4(z). Como ambos sd@o polinémios ménicos concluimos
que ambos sao iguais.

2. [1,5pts] Calcule, por escalonamento, o determinante da seguinte matriz

1 -2 3 1

-9 6 3

A=11 2 -6 —2

2 8 6 1

Solugao: Vamos escalonar

1 -2 3 1 1 -2 3 1 1 -2 3 1
A—>0 1—9—2_>O 1 -9 =2 o 1 -9 =2
0o 0 -3 -1 0o 0 -3 -1 0 0 -3 -1
0 12 0 -1 0 0 108 23 o 0 0 —13

Portanto, det(A) = 39.




3. [2,0pts] Encontre o determinante sabendo que A é uma matriz 4 x 4 sabendo
det(A) = —2:

(a) det(—A), (b) det((2A4)71), (c) det(2A4") e (d) det(A?).

Solugao: a) det(—A) = (—1)*(-2)
b)
1 1

P _
det((24)77) = det(24) ~ 24det(A) 24 x (=2)

c) det(2A%) = 2% det(A!) = 2% det(A) = 2% x (—2).
d) det(A3) = det(A) det(A) det(A) = (—2)3.

4. [3,0pts] Seja T' : V. — V um operador linear definido pela matriz abaixo com
respeito a base canonica C

—-11 -8 -—14
A= 3 0 )
6 4 8

Faca o seguinte:

(a) Calcule o polinomio caracteristico;

(b) Encontre os autovalores;

(c) Obtenha o polinémio minimo;

(d)

(e) Se for diagonalizavel obtenha a matriz P tal que D = P~'AP ¢ diagonal. Caso
nao seja diagonalizavel obtenha a forma de Jordan do operador.

Decida se o operador é diagonalizavel ou nao (justifique);

(f) Determine uma base na qual a matriz fique na forma de Jordan.

(g) Escreva o operador T'= D + N, onde D é um operador diagonalizavel e N é
um operador nilpotente.

Solugdo: a) Ay(z) =2 +322 —3 = (z +2)*(z — 1).
b) os autovalores sao —2 e 1.
¢) Como
-9 -8 —-14| |-12 -8 -—-14
(A+2)(A-D)=1| 3 2 5 3 -1 5| £0.
6 4 10 6 4 7
segue que ma(x) = Ay(z).

d) Este operador nao é diagonalizavel, uma vez que seu polinomio caracteristico tem
raizes repetidas.



e) J4 sabemos que esta matriz tem um bloco de Jordan de tamanho 2 associado ao
autovalor -2 e um bloco de Jordan de tamanho 1 associado ao autovalor 1. Logo a
forma de Jordan é

-2 10
0 -2 0
0 01

f) Vamos comegar calculando uma base para o auto espago generalizado associado
a -2

—27 0 —54
N(A+2I)? = 9 0 18
18 0 36

é gerado por (—2,0,1)%,(0,1,0)". Considere a base a = {(—2,0,1),(0,1,0), (=3, 1,2)*}
o terceiro vetor foi obtido por calcular uma base para N(A — I). Logo

-4 4 0
T =1|-1 0 0
0 01
Considere o operador que na base canonica do R* tem matriz B = ~1 ol Observe

que (1,0)" ¢ N (B—2I). Portanto, basta tomarmos a base {(B + 2I)(1,0)*, (1,0)'} =
{(—2,-1)% (1,0)'} e portanto, a base que estamos buscando é

—2 0] [-2] [-3 47 [-21 [-3
=X (=20 |+t o, l1]Y=<X|=1],]0].|1
1 0 1 2 —2 1 2

Nesta base [T’ ]g fica na forma de Jordan descrita no item e).

g) (teorema da decomposi¢ao priméria)

_ ma(z) I _mA(a:) B 2
fr) = g == egln) = T5T = (6 +2)
Escrevendo
1 1
MDC{f(2), g(a)} = 55— 2)(w — 1)+ 5o~ 2 =1
Entao
1 4 0 6] 1 -3 0 —6
P1:§(51—A)(A—I): -1 1 =2 ,P2:§(A—21)2: 11 2
-2 0 —3] 2 0 4
Dai, i
—-11 0 -—18
D= -2P1+ P2= 3 =2 6
| 6 0 10
e
0 -8 4
N=A-D={({0 2 -1
0 4 =2




5. [1,5pts] Encontre todas as possiveis formas de Jordan das matrizes cujos polinémios
caracteristicos A(z) e minimo m(z) sao:

(a) Az) = (z = 3)” e m(z) = (x — 3)%
) A(z) = (z — DYz +2)? e m(z) = (z — 1)*(z + 2).

Solugao: (a) como m(zx) é de grau 2 sabemos que deve existir pelo menos um bloco
2 x 2. Como A(z) tem grau 5 vemos que podemos construir as seguintes matrizes

-3 1 -3 1 -3 1
e {[ 2 [0 sheoma{[2 1] s o)
11 1 1 1 1
o {[} b eoma [} L2 1 2]

(b)




