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1. [2,0pts] Se a = {uq,ug,...,u,} é um conjunto ortogonal, prove que:
a) aélLl
b) Jup +us + - Funl = |un) + ueP 4+ Jun
Solugao: a) Precisamos verificar que a unica solugdo para a equagao

TiUy + ToUg + -+ -+ Tpu, =0

éxy=x9=---=ux, =0. Para ver isso, faca o produto interno do vetor por wu;,
com Tyuy + Toug + - -+ + Tpuy, € temos (T, Trug + Toug + -+ - + Tpuy) = (u, 0) =0,
mas

(i, Uy + Toug + - - + Tpy) = 1 (Ug, ur) + - 4 2 (wg, wg) + - - + Ty (U, uy)
Para cada i, com i = 1,2,...,n temos z; = 0, uma vez que (u;,u;) # 0. Demons-
trando o que queriamos.

b) Veja que
ur + g+ u? = (g ug e U ug g )

- ZZ <ui7uj>

i=1 j=1
= (uy,uq) + (ug, ug) + -+ + (Up, uy)
= Jua]* + Jua|* + -+ + |un |

[3,0pts] Considere a transformacao linear T : R?* — R* dada por
T(x,y,2)=(x+y+z,0+y+z,2+2y—zx+4y —5z).

a) [0,6] Encontre uma base para W = Im(7") (a imagem de T).
b) [1,2] Seja v = (19, —3,—6,2). Encontre u € W que esta a menor distancia de v.
¢) [0,6] Resolva o sistema T'(x,y, z) = u.



d) [0,6] Se v' = (z,vy, z,t) € RY. Calcule Projy, v'.

Solucgao: Pelo desenvolvimento da teoria existem duas formas de fazermos esta questao.
Vamos iniciar utilizando a matriz de projecao M.
a) Considere as bases canonicas « C R* e § C R?, entdo a matriz

11 1
o 111 1
[T]ﬂ:12—1

1 4 -5

Escalonando por colunas, visto que sao as colunas da matriz que geram a Im(7"), desco-
brimos que ¢3 = 3¢; — 2¢o. Portanto, a terceira coluna é combinacao das outras duas e
pode ser descartada. v = {(1,1,1,1),(1,1,2,4)} é uma base de W.

b) Considere

1 1

1 1

M = 1 2

1 4

e calculando obtemos
5 5 3 -1
4 8 -1 115 5 3 —1
tar t t_ L

MM_[S 22}:M(MM) M=%1s 3 3 3
-1 -1 3 11

fazendo M (M'M)~' M*(19,-3,—6,2) = (5,5,3,—1). Portanto, u = Proj, (v) =
(5,5,3,—1).
c¢) Observe que dimIm(7T") = 2, pelo teorema do nicleo e da Imagem, dim N(7") = 1.
Portanto, ao resolver T'(z,y, z) = u sempre encontraremos infinitas solugoes, e o grau de
liberdade das solucdes é 1. E facil de ver que (,y,2) = (7,—2,0) é uma soluc¢do para o
sistema. Uma questao interessante seria descobri aquela solucao que esta mais préximo
do N(T') e desta forma impor uma condi¢ao para unicidade da solugao.
d) Para resolver este item basta

5 5 3 —1| |z 5T + 5y + 3z —1

tatapes L5 5 3 =1 |yl _ 1 | dx+dy+3z—t
M@IM) MY =51 s 5 5 3| L =1 32 + 3y + 3z + 3t
—1 -1 3 11] |¢ —r—y+3z+11t

A outra maneira de fazer esta questao é utilizando os operadores de projecao Proj.
Ao invés de fazer o item a) comece pelo item b)

b) Considere {u; = (1,1,1,1),us = (1,1,2,4),us = (1,1,—1,—5)} e aplique o proce-
dimento de ortogonalizagao de Gram-Schmidt obtemos
V1 = Up
vy = uy — Proj, us = (1,1,2,4) — 2(1,1,1,1) = (-1,-1,0,2)

v3 = ug — Proj,, us — Proj,, us = (1,1, -1, -5) — (=1)(1,1,1,1) — (-2)(-1,-1,0,2) = (0,0,0,0).

Portanto, v é combinacao linear de vy, vs e dai, uz é combinagao linear de uy, us. No
item a) uma base para W pode ser {uy, us}. Continuando o item b) temos

Projy, (v) = Proj,, (19, =3, =6, 2)+Proj,, (19, =3, —6,2) = (3,3,3,3)+(2,2,0,—4) = (5,5, 3, —1).
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Os outros itens se resolvem de maneira semelhante.

[1, 5pts] Verifique se o operador T : C* — C? definido por T'(z,w) = (2 +iw, z + (2 +i)w)
¢ um operador normal (A*A = AA*).

Solugao: Considere a = {(1,0),(0,1)} a base canonica do C?.

N F 1o
A—[T]a_L 2+z‘];“4 _[—z’ 2—@}'

Veja que
| 1 1 @ | 2 242 |1 @ | |1 1 .
AA_[—Z’ 2—2} [1 2+i]_{2—2i 6 }_{1 2—1—2’1 {—2’ 2—2} AA”

[2, Opts| Identifique a quadrica abaixo e determine as diregoes de seus eixos

32?2 — 4V/3zy — y® + 20y — 25 = 0.

Solugao: Reescrevendo a equagao obtemos

e s P[]0 20 [1] - .

Precisamos diagonalizar o operador A = {_23 V3 —2

3 . -
ﬂ. O polindémio caracteristico

é Ay(z) = 2> — 22 — 15 = (z — 5)(z + 3). Para A\ = 5 temos o autovetor (—\/g, 1) e
para A = —3 temos o autovetor (1,+/3). Escolhendo a base = { (—v3,1), (1, V3) }
considere av C R? a base canonica do R%. Entao

1 B -4 1
Ppo=l,=| * A

3 s

/
= P=pP =p! dai,B,} :Pm.
Fazendo esta mudanca de coordenadas e voltando para a equacao temos

3 25 25
52" =3y +102'+10v3y = 25 < 5(x"?+22'+1—1)—3 (y'2 — Ty' +3 - E) =25

Portanto, depois de completar quadrados obtemos
5
5(x' + 1) =3(y — —=)? —5+25=25

V3
5

= 5(z' +1)* = 3( ’—ﬁ)2=5
3y — )

= (2 +1)% — =1.

5

O ponto B’ = (—1, %) na coordenadas (z',y’) correspondem ao ponto B = (ﬁg +
%g, 2) no sistema (z,y). portanto, obtemos uma hipérbole com estes pontos no B no
centro. E os eixos principais as direcoes %(—\/g, 1)e %(1, V3).




[1,5pts] Sejam E um espago vetorial munido de um produto interno (,) e considere o
operador linear projecao ortogonal Proj, : E — FE sobre um vetor nao nulo u. Se
H,: E — F é dado por H,(v) = (I — 2Proj,)v. Mostre que:

a) H:=1.

b) Se v e w sdo vetores distintos de mesmo comprimento, entdo H, ., (v) = w.

<v,U>

Solugao: a) Recorde que Proj,(v) = fu, e

/\

H,(H,)(v) = H,((v— 2PI‘OJu (v)))

_H, u)
(o2

= 2<u,u>u 2 R U

— (v, u>u B (v, U>u (v, u) (u7u>u
= 2 2y ) ()

b) Sabemos que |v| = |w| = (v,v) = (w,w) e,

Hv—w(v) = (I —2 PI‘OJU w)(v) <’U<i)’1z,; l_U>w> (U - U))
(L) N,
o2 (gt ww%waQ( )
(v, w

SR Criwee i) (G0

=v—(v—w)=v—v—+w=w.



