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Apresentacao

Desde da sua primeira edi¢cdo em 2005, a OBMEP oferece a todas as escolas ptiblicas do pais um Banco de
Questdes com problemas e desafios de matemadtica para alunos e professores. O Banco pretende despertar
o prazer pela matematica, estimular o aluno interessado com perguntas instigantes e proporcionar um
treinamento para as provas da OBMEP.

O Banco de Questdes deste ano apresenta uma coletanea de problemas de antigas provas da OBMEP,
tanto da primeira quanto da segunda fase, organizada por assuntos pelos professores Adriana Neu-
mann de Oliveira (UFRGS), Marcelo Richard Hildrio (UFMG) e Tertuliano Franco (UFBA). Algumas das
solugdes aparecem pela primeira vez neste volume.

Foram escolhidos problemas que requerem, mais do que qualquer conhecimento prévio, imaginacao
e raciocinio. O que ndo quer dizer que sejam simples, havendo uma gama variada de complexidade.
Ainda que este seja um conceito relativo, tentou-se ao maximo apresentd-los em uma ordem crescente
de dificuldade.

As solugdes, revisadas e até transformadas, sdo basicamente oriundas das solu¢des apresentadas na
pégina da OBMEP. Com o objetivo de facilitar o uso do material, as questdes foram classificadas por
niveis e por temas, Aritmética, Combinatdria e Geometria, embora muitos problemas envolvam mais de
um tema e pertencam a niveis diferentes.

Aproveito a oportunidade para agradecer ao coordenador do Comité de Provas da OBMED, e a todos
os demais membros, presentes e passados, do comité pelo excelente trabalho realizado nestes tltimos
anos na elaboracdo de problemas originais e instigantes. A qualidade das provas, um motivo de orgulho
para a OBMEP, baseada em problemas que ndo exigem um conhecimento profundo em matematica, mas
apenas raciocinio, capacidade de abstragdo e alguma criatividade, permite todo ano revelar jovens de
escolas ptuiblicas com especial talento para a matematica.

A edicdo deste ano do Banco de Questdes e todas as edi¢des anteriores estdo disponiveis na pagina
www. obmep.org.br, assim como as apostilas e o material didatico utilizado no Programa de Iniciacao
Cientifica Junior.

Se vocé, leitor, encontrar uma solugdo para algum problema diferente da solugdo apresentada ao final
do Banco de Questdes, nao deixe de mandé-la para bancodequestoes@obmep.org.br, pois ela poderd
ser publicada na pagina da OBMEP.

Boa diversao,

Claudio Landim
Coordenador Geral da OBMEP
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“A educagiio é um ato de amor, por isso, um ato de
coragem. Nio pode temer o debate. A andlise da realidade.
Nio pode fugir a discussdo criadora, sob pena de ser uma

7
farsa.

Paulo Freire (1921-1997), educador e filésofo
brasileiro






Nivel 1

Assunto
( Aritmética

Cldudia transforma niimeros

Claudia gosta de brincar com niimeros de dois ou mais algarismos. Ela escolhe um desses ntimeros,
multiplica seus algarismos e, caso o produto tenha mais de um algarismo, ela os soma. Ela chama o
resultado final de transformado do ntimero escolhido. Por exemplo, o transformado de 187 é 11, pois
1x8x%x7=>56e5+6=11;ji o transformado de 23 é 6, pois 2 X 3 = 6.

a) Qual é o transformado de 79?
b) Quais sdo os ndmeros de dois algarismos cujo transformado é 3?
¢) Quantos sdo os ntimeros de trés algarismos cujo transformado é 0?

Jodozinho coleciona niimeros

Jodozinho coleciona nlimeros naturais cujo algarismo das unidades é a soma dos outros algarismos. Por
exemplo, ele colecionou 10023, pois 1 +0+0+2 = 3.

a) Na colecao de Jodozinho ha um nimero que tem 4 algarismos e cujo algarismo das unidades é 1. Que
nimero é esse?

b) Qual é o maior ntimero sem o algarismo 0 que pode aparecer na colegdo?

¢) Qual é o maior nimero sem algarismos repetidos que pode aparecer na colecdo?

Qual o algarismo das unidades?

Um ntimero par tem 10 algarismos e a soma desses algarismos é 89. Qual é o algarismo das unidades
desse nimero?

A)0 B) 2 C)4 D)6 E)8

@ Matemdgicas

Um “matemdgico” faz magicas com cartdes verdes, amarelos, azuis e vermelhos, numerados de 1 a 13
para cada cor. Ele mistura os cartdes e diz para uma crianca: “Sem que eu veja, escolha um cartdo,
calcule o dobro do ntimero do cartdo, some 3 e multiplique o resultado por 5. Depois

some 1, se o cartdo for verde;
some 2, se o cartdo for amarelo;
some 3, se o cartdo for azul;
some 4, se o cartdo for vermelho.

Diga-me o resultado final e eu lhe direi a cor e o ntimero do cartdo que vocé escolheu.”

a) Jodozinho escolheu o cartdo vermelho com o ntimero 3. Qual é o ndmero que ele deve dizer ao
matemagico?

www .obmep.org.br OBMEP



10 OBMEP - Banco de Questdes 2012

b) Mariazinha disse “setenta e seis” para o matemdgico. Qual é o ntimero e a cor do cartdo que ela
escolheu?

¢) Ap6s escolher um cartdo, Pedrinho disse “sessenta e um” e o matemdgico respondeu “Vocé errou
alguma conta”. Explique como o matemadgico pdde saber isso.

Somando no lugar certo

Colocando sinais de adi¢do entre alguns dos algarismos do niimero 123456789 podemos obter varias
somas. Por exemplo, podemos obter 279 com quatro sinais de adi¢do: 123+4+56+7+89 = 279. Quantos
sinais de adicdo sdo necessdrios para que se obtenha assim o nimero 54?

A)4 B)5 Q6 D)7 E)8

[6]Jogando com miimeros

Ana e Cristina estdo jogando contra Beatriz e Diana. No inicio de cada partida, elas embaralham nove
cartdes numerados de 1 a 9 e cada uma pega dois cartdes, sobrando sempre um cartdo na mesa. Cada
menina calcula seus pontos somando os ntimeros de seus cartdes e o niimero de pontos da dupla é a
soma dos pontos das duas parceiras. Vence a dupla que fizer o maior nimero de pontos. Veja um
exemplo de uma partida na tabela:

Ana Cristina Beatriz Diana
Cartdes retirados le4 5e7 2e9 3eb
Pontos de cada menina 1+4=5 5+7=12 2+9=11 3+6 =9
Pontos da dupla 5+12=17 114+9=20
Resultado Beatriz e Diana ganham, pois 20 é maior que 17

a) Numa partida, Ana e Cristina tiraram somente cartdes com ntimeros impares, e sobrou o cartdo de
nimero 7. Qual foi o resultado da partida? Por qué?

b) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartdo de ntimero 8? Por qué?

¢) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartdo de ntmero 5? Por qué?

d) Em outra partida, uma das meninas tirou o cartdo de nimero 3. Ana fez um ponto a menos que
Beatriz, que fez um ponto a menos que Cristina, que fez um ponto a menos que Diana. Quantos pontos
fez a dupla que ganhou?

|7] Nuimeros e palitos de fésforo

Com palitos de fésforo formamos algarismos, conforme a figura. Deste modo, para escrever o niimero

| | o
T 1]
[TTF l

www .obmep.org.br OBMEP



Nivel 1 - Aritmética 11

César escreveu o maior niimero que é possivel escrever com exatamente 13 palitos. Qual é a soma dos
algarismos do ntimero que César escreveu?

A8 B9 OI11 D13 E)15

Chegando ao 1

Numa aula de Matematica, a professora inicia uma brincadeira escrevendo, no quadro-negro, um
nimero. Para continuar a brincadeira, os alunos devem escrever outro ntimero, seguindo as regras
abaixo:

e Se 0 niimero escrito s6 tiver um algarismo, ele deve ser multiplicado por 2.

e Se o nimero escrito tiver mais de um algarismo, os alunos podem escolher entre apagar o algarismo
das unidades ou multiplicar esse ntimero por 2.
Depois que os alunos escrevem um novo niimero, a brincadeira continua com este ntimero, sempre com
as mesmas regras. Veja a seguir dois exemplos desta brincadeira, um comecando com 203 e o outro com
4197:

dobra apaga apaga
203 406 40
apaga dobra apaga
4197 419 838 83...

a) Comece a brincadeira com o ntimero 45 e mostre uma maneira de prosseguir até chegar ao ntimero 1.
b) Comece agora a brincadeira com o ntimero 345 e mostre uma maneira de prosseguir até chegar ao
nuamero 1.

) Explique como chegar ao niimero 1 comegando a brincadeira com qualquer niimero natural diferente
de zero.

[9] Resumindo

Para obter o resumo de um niimero de até 9 algarismos, deve-se escrever quantos sdo seus algarismos,
depois quantos sdo seus algarismos impares e finalmente quantos sdo seus algarismos pares. Por
exemplo, o ntimero 9103405 tem 7 algarismos, sendo 4 impares e 3 pares, logo seu resumo é 743.

a) Encontre um ntimero cujo resumo seja 523.

b) Encontre um ntimero que seja igual ao seu préprio resumo.

¢) Para qualquer ndamero de até 9 algarismos, podemos calcular o resumo do resumo de seu resumo.
Mostre que esse procedimento leva sempre a um mesmo resultado, qualquer que seja o niimero inicial.

Casais especiais

Dois ntimeros naturais formam um casal quando eles tém o mesmo nimero de algarismos e em sua
soma aparece apenas o algarismo 9. Por exemplo, 225 e 774 formam um casal, pois ambos tém trés
algarismos e 225 + 774 = 999.

a) Qual é o niimero que forma um casal com 2010?
b) Quantos sdo os casais formados por niimeros de dois algarismos?

Casais especiais sdo casais em que os dois ntimeros tém os mesmos algarismos e que, em cada ntimero,
os algarismos sdo distintos. Por exemplo, 36 e 63 formam um casal especial, mas 277 e 722 n&o.

c) Dé um exemplo de casal especial com niimeros de quatro algarismos.
d) Explique por que nédo existem casais especiais com ntmeros de trés algarismos.

Superniimeros

Um nimero A de dois algarismos é um superntimero se é possivel encontrar dois nimeros B e C, ambos
também de dois algarismos, tais que:

www .obmep.org.br OBMEP



12 OBMEP - Banco de Questdes 2012

e A=B+(;

e soma dos algarismos de A = (soma dos algarismos de B) + (soma dos algarismos de C).
Por exemplo, 35 é um superntimero. Duas maneiras diferentes de mostrar isto sdo 35 = 11 + 24 e
35=21+14,pois3+5=(1+1)+(2+4)e3+5=(2+1) + (1 +4). Atnica maneira de mostrar que 21 é
um superntmero é 21 = 10 + 11.

a) Mostre de duas maneiras diferentes que 22 é um superntmero e de trés maneiras diferentes que 25 é
um supernumero.

b) De quantas maneiras diferentes é possivel mostrar que 49 é um superntimero?
¢) Quantos superntimeros existem?

Correndo na medida certa

A figura abaixo representa o tragcado de uma pista de corrida.

Os postos A, B, C e D sdo usados para partidas e chegadas de todas as corridas. As distancias entre postos
vizinhos, em quildmetros, estdo indicadas na figura e as corridas sdo realizadas no sentido indicado pela
flecha. Por exemplo, uma corrida de 17 quildémetros pode ser realizada com partida em D e chegada em
A.

a) Quais sdo os postos de partida e chegada de uma corrida de 14 quilometros?
b) E para uma corrida de 100 quilometros, quais sdo esses postos?
¢) Mostre que é possivel realizar corridas com extensdo igual a qualquer ntimero inteiro de quilometros.

[13] Nuimeros em um quadrado

Gabriel desenha quadrados divididos em nove casas e escreve os ntimeros naturais de 1 a 9, um em cada
casa. Em seguida, ele calcula a soma dos ntimeros de cada linha e de cada coluna. A figura mostra um
dos quadrados do Gabriel; observe que a soma dos ntimeros da terceira linha é 5+ 8 + 2 = 15 e a soma
dos niimeros da segunda coluna é 9 + 7 + 8 = 24. Nesse exemplo, as seis somas sdo 6,12,15,15,18 e 24.

a) Gabriel preencheu um quadrado e fez apenas cinco somas: 9, 13, 14, 17 e 18. Qual é a soma que esta
faltando?

b) Explique por que nédo é possivel que em um quadrado do Gabriel todas as somas sejam ntimeros
pares.

¢) Preencha o quadrado de forma que as somas sejam 7, 13, 14, 16, 18 e 22.

www .obmep.org.br OBMEP



Combinatoéria 13

Assunto
( Combinatéria

14 |Dado no papeldo
pap

Num dado comum, a soma dos pontos de duas faces opostas é sempre 7. E possivel construir um dado
comum dobrando e colando uma das pegas de papelado a seguir. Que pega é essa?

Sacas de arroz e sacas de milho

A caminhonete do Tio Barnabé pode carregar até 2000 quilos. Ele aceita um servigo para transportar
uma carga de 150 sacas de arroz de 60 quilos cada e 100 sacas de milho de 25 quilos cada.

a) Vocé acha possivel que o Tio Barnabé faca esse servigo em cinco viagens? Por qué?
b) Descreva uma maneira de fazer o servigo em seis viagens.

Com pés e cabegas

Um fazendeiro perguntou ao seu filho: Quantos pés eu posso contar quando eu estou tirando leite de
uma vaca? O menino respondeu: Sdo 6, sendo 4 da vaca e 2 seus. O pai entdo disse: Na verdade sdo 9,
porque vocé esqueceu de contar os 3 do banquinho em que eu fico sentado. A seguir, o pai propds outro
problema ao seu filho: Num curral ha algumas pessoas, vacas e banquinhos, pelo menos um de cada. O
nuamero total de pés é 22 e o de cabegas é 5. Quantas vacas hd no curral? O menino resolveu o problema
corretamente. Qual foi sua resposta?

A1 B2 (O3 D4 E5

Pedrinho escreve niimeros

Pedrinho escreveu todos os ntiimeros inteiros compreendidos entre 100 e 999 cuja soma dos algarismos
é12. Por exemplo, os niimeros 129 e 750 aparecem entre os nimeros escritos.

a) Quantos ntimeros escritos tém apenas dois algarismos iguais?
b) Quantos ntimeros escritos sdo formados apenas por algarismos impares?

www .obmep.org.br OBMEP



14 OBMEP - Banco de Questdes 2012

Quantos foram os empates?

Quatro times disputaram um torneio de futebol em que cada um jogou uma vez contra cada um dos
outros. Quando uma partida terminava empatada, cada time ganhava um ponto; caso contrério, o
vencedor ganhava trés pontos e o perdedor, zero. A tabela mostra a pontuagao final do torneio. Quantos
foram os empates?

Time Pontos
Cruzinthians 5
Flameiras 3
Nauritiba 3
Greminense 2

A)2 B3 (O4 D5 E)6

Futebol matemdtico

Os times A, B, C, D e E disputaram, entre si, um torneio de futebol com as seguintes regras:
¢ o vencedor de uma partida ganha 3 pontos e o perdedor ndo ganha nada;
e em caso de empate, cada um dos times ganha 1 ponto;
¢ cada time joga exatamente uma vez com cada um dos outros.
O campedo do torneio foi o time A, seguido na classificagdo por B, C, D e E, nessa ordem. Além disso:
e 0 time A ndo empatou nenhuma partida;
e o0 time B ndo perdeu nenhuma partida;
e todos os times terminaram o torneio com ntmeros diferentes de pontos.

a) O time A ganhou, perdeu ou empatou sua partida contra o time B? Por qué?

b) Com quantos pontos o time A terminou o torneio? Por qué?

c) Explique porque o time B obteve um niimero par de pontos nesse torneio.

d) Na tabela, cada coluna representa uma partida. Sabendo que ocorreram exatamente 5 empates nesse
torneio, desenhe, em cada coluna da tabela, um circulo em volta do nome do time ganhador ou em volta
do X, em caso de empate.

AlAIAJ|JA|B|B |B|C|C|D

X [x [x |x [x |x |x [x
D |E |[C|D|E|D|E |E

O X

X
B

Impar soma, par divide

Comecando com qualquer niimero natural ndo nulo é sempre possivel formar uma sequéncia de ntimeros
que termina em 1, seguindo repetidamente as instrugdes abaixo:

e se o ntimero for impar, soma-se 1;

e se o ntimero for par, divide-se por 2.
Por exemplo, comecando com o ntimero 21, forma-se a seguinte sequéncia:

21 - 22 11 > 12 - 6 >3 >4 —>2 —>1

Nessa sequéncia aparecem nove niimeros; por isso, dizemos que ela tem comprimento 9. Além disso,
como ela comega com um ntmero impar, dizemos que ela é uma sequéncia impar.

a) Escreva a sequéncia que comega com 37.

b) Existem trés sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares e uma impar. Escreva essas sequéncias.
¢) Quantas sdo as sequéncias pares e quantas sdo as sequéncias impares de comprimento 6? E de
comprimento 77

d) Existem ao todo 377 sequéncias de comprimento 15, sendo 233 pares e 144 impares. Quantas sdo as
sequéncias de comprimento 16? Dessas, quantas sdo pares? Nao se esquega de justificar sua resposta.

www .obmep.org.br OBMEP



Nivel 1 - Combinatoéria 15

Bolas coloridas

Ana quer colorir as bolinhas das Figuras 1, 2 e 3 de azul (A), preto (P) ou vermelho (V) de modo que
bolinhas ligadas por um segmento tenham cores diferentes.

£ Llood

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Veja a seguir duas maneiras diferentes de colorir a Figura 1 e duas maneiras diferentes de colorir a Figura

|

a) De quantas maneiras diferentes Ana pode colorir a Figura 1?
b) De quantas maneiras diferentes Ana pode colorir a Figura 2?
¢) De quantas maneiras diferentes Ana pode colorir a Figura 3?

Codificando palavras

Um antigo método para codificar palavras consiste em escolher um niimero de 1 a 26, chamado chave
do cédigo, e girar o disco interno do aparelho ilustrado na figura até que essa chave corresponda a letra
A. Depois disso, as letras da palavra sdo substituidas pelos ntimeros correspondentes, separados por
tracinhos. Por exemplo, na figura abaixo a chave é 5 e a palavra PAI é codificada como 20 — 5 — 13.

a) Usando a chave indicada na figura, descubra qual palavra foi codificada como 23 -25-7-25-22-13.
b) Codifique OBMEP usando a chave 20.

¢) Chicé codificou uma palavra de 4 letras com a chave 20, mas esqueceu-se de colocar os tracinhos e
escreveu 2620138. Ajude o Chicé colocando os tracinhos que ele esqueceu e depois escreva a palavra
que ele codificou.

d) Em uma outra chave, a soma dos nlimeros que representam as letras A, B e C é 52. Qual é essa chave?

www .obmep.org.br OBMEP



16 OBMEP - Banco de Questdes 2012

Troca-inverte

O troca-inverte é uma brincadeira com ntmeros em que hd dois tipos de movimentos:
e troca: separar o ndmero em dois grupos e trocar a ordem desses grupos;
e inverte: escrever o nimero na ordem inversa.

Por exemplo, comegando com 35421 podemos obter 31245, como mostrado abaixo.

35421 inwerte, 19453 ltoca, 531p4 toca, 31245

a) Brincando com o troca-inverte e comegando com 123456, como podemos obter 1654327

b) Brincando com o troca-inverte e comegando com 123, como podemos obter todos os outros cinco
nameros de trés algarismos diferentes que podem ser escritos com 1, 2 e 3?

c) Por que, no troca-inverte, comegando com 123456 é impossivel obter 243156?

Um bom preenchimento

Os circulos da figura abaixo foram preenchidos com os ndmeros de 1 a 7, de modo que todas as flechas
apontam de um ntimero menor para um maior. Neste caso, dizemos que a figura foi bem preenchida.

@

A
d

ON
@,@

©
@

a) Complete a figura abaixo com os ntmeros de 1 a 9 de modo que ela fique bem preenchida.

P

@@7"\

ofisRcRe

O

O

b) De quantas maneiras a figura abaixo pode ser bem preenchida com os ntimeros de 1 a 5?

c) De quantas maneiras a figura abaixo pode ser bem preenchida com os ntiimeros de 1 a 7?

A
.

O

A
N

OGN
O’Q
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Nivel 1 - Combinatoéria 17

Troca-cor

No jogo do Troca-Cor usa-se um tabuleiro com duas linhas e com quantas colunas quisermos, cujas
casas podem mudar da cor branca para cinza e vice-versa. As casas da 1° linha sdo numeradas com os
ntmeros impares e as da 2° linha com os ntimeros pares. Em cada jogada aperta-se uma casa, entdo,
essa casa e as casas vizinhas mudam de cor. Uma partida completa comeca com todas as casas brancas
e termina quando todas ficam cinzas. Veja dois exemplos de partidas completas (0os nimeros acima das
flechas indicam a casa apertada em cada jogada):

Tabuleiro Partida completa Jogadas
1 6
2x3 1|3]|5 113|5 113|5 le6
214(6 2146 21416
1 2 4 3
2%2 1(3 1|3 1|3 1|3 1|3 1,2 4e3
4 2|4 214 2|4 2|4

a) Escreva as jogadas de uma partida completa nos tabuleiros abaixo.

Tabuleiro Jogadas
11315719
618]10
1|131|5]|7
2|14|6|8

b) Explique como jogar uma partida completa no tabuleiro 2 x 100.

c) Explique como jogar uma partida completa com exatamente 51 jogadas no tabuleiro 2 x 101.

d) Explique por que ndo é possivel jogar uma partida completa com menos de 51 jogadas no tabuleiro
2 x101.

(26| As torres de Caroba

Caroba tem varias pegas em forma de cilindro, de trés tipos: brancas de 2cm de altura, cinzas de 3cm de
altura e pretas de 4cm de altura. Com essas pecas ela pode montar torres de 10cm de altura de vérias
maneiras diferentes, algumas delas ilustradas na figura. Descrevemos cada torre listando as alturas
de suas pecas, de baixo para cima; por exemplo, as torres abaixo sdo descritas por (2,2,4,2), (2,4,2,2),
(3,2,3,2)e(2,2,2,2,2).

— -
2cm 2cm 2cm 2cm
S M —]
2cm 2cm
3cm
4cm ——1
! ) 2cm
4cm 2cm h——1
2cm 4 2cm
e}
3cm
2cm 2cm 2cm
d — ~——
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a) Descreva todas as diferentes torres de 10cm que a Caroba pode fazer com trés pegas.
b) Com 12 pegas, sendo 4 de cada uma das cores, a Caroba conseguiu montar 3 torres de 10cm, tendo
sobrado 2 pegas de 3cm, como na figura a seguir.

J&®

Descreva como a Caroba pode montar 7 torres de 10cm, se ela possuir 27 pegas, sendo 9 de cada uma
das cores.

c) Explique porque a Caroba ndo vai conseguir montar 8 torres de 10cm, se ela possuir 27 pecas, sendo
9 de cada uma das cores.

Assunto
( Geometria

[27]| Azulejos

A figura ao lado mostra a superficie pintada de um azulejo em forma de losango. Dos cinco Z /
padrdes abaixo, apenas um ndo pode ser montado com cépias desse azulejo. Qual é esse
padrao?

Bhvi ry

|28 Figuras no quadro-negro

A professora Clotilde desenhou trés figuras no quadro-negro, todas com &rea igual a 108cm?.

a) A primeira figura é um retangulo que tem um lado de comprimento igual a 12cm. Qual o perimetro
desse retangulo?

b) A segunda figura é um retangulo dividido em um retangulo branco e um
quadrado cinza de &rea igual a 36cm?, como na figura ao lado. Qual é o
perimetro do retangulo branco?

36cm’

c) A terceira figura é um quadrado, que ela dividiu em dois retdngulos
brancos e dois quadrados cinzas R e S, como na figura abaixo. O perimetro de um dos retangulos é igual
a trés vezes o perimetro do quadrado S. Qual é a drea do quadrado R?
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Reformu no Sitio do Picapau Amarelo

Dona Benta dividiu o Sitio do Picapau Amarelo entre seis personagens, mantendo uma parte do Sitio
como reserva florestal. A divisdo estd indicada na figura, onde a drea de cada personagem é dada em
hectares e a drea sombreada é a reserva florestal. O Sitio tem formato retangular e AB é uma diagonal.

B
Narizinho Rabico
10 ha
5ha Cuca
7 ha
Saci
6 ha
Visconde de Sabugosa
Quindim 12 ha
4 ha
A ha = hectare

a) Qual é a drea da reserva florestal?

b) Para preparar os terrenos para o plantio, cada um dos seis personagens gastou uma quantia propor-
cional a drea de seu terreno. O Quindim e a Cuca gastaram, juntos, R$2.420,00. Quanto foi que o Saci
gastou?

Figuras no vazio

Joaozinho dobrou duas vezes uma folha de papel quadrada, branca de um lado e cinza do outro, e
depois recortou um quadradinho, como na figura.

G
B-[-c-c

Qual das figuras abaixo ele encontrou quando desdobrou completamente a folha?
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Cartolina vira cubo

Para montar um cubo, Guilherme recortou um pedago de cartolina branca e pintou
de cinza algumas partes, como na figura ao lado. Qual das figuras abaixo representa
o cubo construido por Guilherme? |_| ‘

w

A) B) C) D) E)

Quantas cores?

Mario montou um cubo com doze varetas iguais e quer pinti-las de modo que em nenhum vértice se
encontrem varetas de cores iguais. Qual é o menor niimero de cores que ele precisa usar?

A2 B3 Q4 D6 ES8

Cubo sobre cubo

Pedro gasta 1mL de tinta cinza para pintar 100cm? de superficie.

a) O soélido da figura abaixo foi feito colando uma face de um cubo de aresta 10cm em uma face de um
cubo de aresta 20cm. Quantos mililitros de tinta Pedro precisa para pintar esse s6lido?

b) Pedro gastou 54mL de tinta para pintar um cubo e depois dividiu esse cubo pintado em dois blocos
retangulares iguais, como na préxima figura abaixo. Quantos mililitros a mais de tinta ele gastara para
acabar de pintar esses dois blocos?

¢) Pedro gastou 54mL de tinta para pintar outro cubo. Depois de pintado, esse cubo foi dividido em
cubinhos iguais, e Pedro gastou mais 216mL de tinta para pintar todas as faces dos cubinhos que nao
estavam pintadas. Em quantos cubinhos ele dividiu o cubo?
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(34| Acertando a drea

A figura abaixo representa o terreno de Dona Idalina. Esse terreno é dividido em duas partes por uma
cerca, representada pelo segmento AC. A parte triangular ABC tem érea igual a 120m?.

a) Qual é a area total do terreno?

b) Dona Idalina quer fazer uma nova cerca, representada pelo segmento AF na figura abaixo, de modo
a dividir o terreno em duas partes de mesma drea. Qual deve ser a distancia CF?

HOVA Car s nenn F

35| Miguilim e os tridngulos

Miguilim brinca com dois tridngulos iguais cujos lados medem 3cm, 4cm e 6¢cm. Ele forma figuras planas
unindo um lado de um tridngulo com um lado do outro, sem que um tridngulo fique sobre o outro.
Abaixo vemos duas das figuras que ele fez.

6
/\/ 3 4

Figura I Figura II

a) Quais os comprimentos dos lados que foram unidos nas Figuras I e II?
b) Calcule os perimetros das Figuras I e II.

¢) Qual o menor perimetro de uma figura que Miguilim pode formar? Desenhe duas figuras que ele
pode formar com esse perimetro.

Retdngulo recortado

Uma folha retangular de 20cm por 30cm foi cortada ao longo das linhas tracejadas AC e BD em quatro
pedacgos: dois tridngulos iguais e dois poligonos iguais de cinco lados cada um, como na Figura I. Os
segmentos AC e BD tém o mesmo comprimento e se encontram no centro do retdngulo formando dngulos
retos.
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a) Qual é o comprimento do segmento AB?

b) Qual é a area de um pedaco triangular? E de um pedaco de cinco lados?

¢) Com os quatro pedagos podemos montar um quadrado com um buraco retangular, como na Figura
II. Qual é a area do buraco?

Tridngulo sobre tridngulo

Um quadrado de lado 3cm é cortado ao longo de uma diagonal em R
dois tridangulos, como na figura. Com esses tridngulos formamos as
figuras dos itens (a), (b) e (c), nas quais destacamos, em cinza, a regido
em que um triangulo fica sobre o outro. Em cada item, calcule a 4rea ~
da regido cinza.

3cm

(@ (b) (©

1cm 5cm

Planificagées

As figuras mostram planificacdes de sélidos com faces numeradas. Apés montados esses solidos,
dizemos que o valor de um vértice é a soma dos ntimeros escritos nas faces que contém esse vértice. Por
exemplo, a figura ao lado mostra a planificagdo de uma piramide; quando essa pirdmide é montada, o
valor do vértice correspondente ao ponto indicado na figuraé1+3 +4 = 8.

&
AN ‘
a) Qual é o maior valor de um vértice da pirdmide acima?

b) A figura abaixo mostra a planificacdo de um cubo. Qual é o valor do vértice correspondente ao ponto
indicado?

[5] 1 6|2|%:‘,
<

c) A figura a seguir mostra a planificacdo de um sélido chamado octaedro. Qual é o valor do vértice
correspondente ao ponto A?
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[N/ NN
VO
d) Qual é o valor do vértice correspondente ao ponto B na planificacdo do item anterior?

Ligando pontos na circunferéncia

Juquinha marca pontos sobre uma circunferéncia e traga segmentos ligando
alguns desses pontos. Ele chama um ponto de ponto-impar quando este estd
ligado a um ndmero impar de pontos, e de ponto-par caso contrdrio. Por
exemplo, na ilustracdo ao lado, ele escolheu cinco pontos e fez quatro ligagoes.

a) Juquinha marcou cinco pontos sobre uma circunferéncia e tracou todas as ligagdes possiveis, exceto
uma. Quantos pontos-impares foram obtidos?

b) Juquinha marcou seis pontos em cada uma das circunferéncias a seguir. Em cada caso, mostre como
obter o niimero de pontos-impares indicado com exatamente cinco ligagdes.

0 pontos-impares 2 pontos-impares 4 pontos-impares 6 pontos-impares

c) Explique por que Juquinha sempre encontrard um niimero par de pontos-impares, quaisquer que
sejam o nimero de pontos que ele marcar e o niimero de ligagdes que ele tracar.
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Assunto
( Aritmética

Os cartoes de Catarina
Catarina tem 210 cartdes numerados de 1 a 210.

a) Quantos desses cartdes tém um nimero que é mdltiplo de 3?

b) Quantos desses cartdes tém um ntimero par que nao é multiplo de 3?

¢) Qual é o menor nimero de cartdes que Catarina deve pegar, ao acaso, para ter certeza de que pelo
menos dois deles tenham o niimero 2 ou o nimero 3 como divisor comum?

Enquadrados

Um ntmero é enquadrado quando, ao ser somado com o ntmero obtido invertendo a ordem de seus
algarismos, o resultado é um quadrado perfeito. Por exemplo, 164 e 461 sdo enquadrados, pois 164+461 =
625 = 252. Quantos sdo os ntimeros enquadrados entre 10 e 100?

A)5 B) 6 )8 D)9 E) 10

Muiiltiplos irados

O multiplo irado de um niimero natural é o menor mdltiplo do ntimero formado apenas pelos algarismos
0 e 1. Por exemplo, o multiplo irado de 2, bem como de 5, é 10; ja o multiplo irado de 3 é 111 e 0 de 110
é ele mesmo.

a) Qual é o multiplo irado de 20?

b) Qual é o multiplo irado de 9?

¢) Qual é o multiplo irado de 45?

d) Qual é o menor ntmero natural cujo multiplo irado é 1110?

EApenus algarismos impares

Patricia escreveu, em ordem crescente, os inteiros positivos formados apenas por algarismos impares: 1,
3,5,7,9,11,13,15,17,19, 31, 33, ... Qual foi 0 157° ntimero que ela escreveu?

A)997  B)999 C)1111 D)1113  E)1115

Esconde-esconde

Um ntmero inteiro positivo esconde outro nimero quando, apagando alguns de seus algarismos,
aparece o outro. Por exemplo, o nimero 123 esconde os ntiimeros 1, 2, 3, 12, 13 e 23, mas ndo esconde 32,
123 e 213.

a) Qual é o maior ntmero de trés algarismos escondido por 47239?
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b) Qual é o menor nimero que esconde simultaneamente 2009 e 9002?
¢) Ache um multiplo de 2009 que esconde 2009 e cujo algarismo das unidades é 3.

[6] Filhos e irmdos
Para qualquer ntimero positivo x, dizemos que os nlimeros x + 1 e . i T sdo filhos de x e que os dois sao
1
3 1 1 3 1 1 2
irméos. Por exemplo, 5 e 3 sdo irmdos, pois sdo filhos de 3 ; de fato, 553 +1e 3 = % j_ ]

a) Encontre um irm&o de %
b) Um ntimero pode ser filho de dois ntimeros positivos diferentes? Por qué?
¢) Mostre que zolﬁ ¢é descendente de 1, isto ¢, ele é filho de um filho de um filho... de um filho de 1.

Algarismos afilhados

Um algarismo é afilhado de um ntimero natural se ele é o algarismo das unidades de algum divisor
desse nimero. Por exemplo, os divisores de 56 sdo 1, 2, 4, 7, 8, 14, 28 e 56, logo os afilhados de 56 sédo 1,
2,4,6,7e8.

a) Quais sdo os afilhados de 577

b) Ache um ntimero que tenha 7 e 9 como afilhados, mas ndo 3. Quais sao os afilhados desse ntimero?
c) Explique porque 2 e 5 sdo afilhados de qualquer ntimero que tenha 0 entre seus afilhados.

d) Explique porque 8 é afilhado de qualquer nimero que tenha 0 e 9 entre seus afilhados.

Chegando ao 1

Numa aula de Matemadtica, a professora inicia uma brincadeira escrevendo, no quadro-negro, um
ndmero. Para continuar a brincadeira, os alunos devem escrever outro nimero, seguindo as regras
abaixo:

e Se o ntimero escrito s6 tiver um algarismo, ele deve ser multiplicado por 2.

e Se 0 nlimero escrito tiver mais de um algarismo, os alunos podem escolher entre apagar o algarismo
das unidades ou multiplicar esse ntimero por 2.
Depois que os alunos escrevem um novo niimero, a brincadeira continua com este ntimero, sempre com
as mesmas regras. Veja a seguir dois exemplos desta brincadeira, um comegando com 203 e o outro com
4197:

dobra apaga apaga
203 406 40

apaga dobra apaga
4197 419 838 83...

a) Comece a brincadeira com o ntimero 45 e mostre uma maneira de prosseguir até chegar ao namero 1.
b) Comece agora a brincadeira com o nimero 345 e mostre uma maneira de prosseguir até chegar ao
numero 1.

) Explique como chegar ao nimero 1 comec¢ando a brincadeira com qualquer niimero natural diferente
de zero.

El Conjuntos equilibrados

Um conjunto de inteiros consecutivos é equilibrado se ele pode ser dividido em dois subconjuntos com
0 mesmo nimero de elementos, de modo que:

1) os dois subconjuntos ndo tenham elementos em comum;

2) a soma dos elementos de um dos subconjuntos seja igual a soma dos elementos do outro;

3) a soma dos quadrados dos elementos de um dos subconjuntos seja igual a soma dos quadrados dos
elementos do outro.
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Por exemplo, o conjunto {7, 8,9, 10, 11,12, 13, 14} é equilibrado, pois podemos dividi-lo nos subconjuntos
{7,10,12,13} e {8,9,11,14}, e

7+10+12+13 =8+9+11+14
724+10%2+ 122 + 132 = 82+ 9% + 112 + 142.

a) Verifique que o conjunto {1,2,3,4,5, 6,7, 8} é equilibrado.
b) Mostre que qualquer conjunto de oito inteiros consecutivos é equilibrado.
¢) Mostre que nenhum conjunto de quatro inteiros consecutivos é equilibrado.

Descobrindo a multiplicagdo

* %
Na multiplicagdo indicada na figura ao lado os asteriscos representam . %
algarismos, iguais ou ndo. Qual é a soma dos ntimeros que foram mul-
tiplicados? g
* *
A)82 B9 Q110 D)127  E)132 1656
Cartas marcadas

Estefania tem cinco cartas marcadas com as letras A, B, C, D e E, empilhadas nessa ordem de cima para
baixo. Ela embaralha as cartas pegando as duas de cima e colocando-as, com a ordem trocada, embaixo
da pilha. A figura mostra o que acontece nas duas primeiras vezes em que ela embaralha as cartas.

Se Estefania embaralhar as cartas 74 vezes, qual carta estard no topo da pilha?

AA BB CC DD EE

Correndo na medida certa

A figura abaixo representa o tracado de uma pista de corrida.

1

AN S

B

D

Os postos A, B, C e D sdo usados para partidas e chegadas de todas as corridas. As distancias entre postos
vizinhos, em quildmetros, estdo indicadas na figura e as corridas sao realizadas no sentido indicado pela
flecha. Por exemplo, uma corrida de 17 quilémetros pode ser realizada com partida em D e chegada em
A.

a) Quais sdo os postos de partida e chegada de uma corrida de 14 quilémetros?
b) E para uma corrida de 100 quilometros, quais sdo esses postos?
c) Mostre que é possivel realizar corridas com extensdo igual a qualquer ntimero inteiro de quilometros.
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[13] Niimeros em um quadrado

Gabriel desenha quadrados divididos em nove casas e escreve os nimeros naturais de 1a 9, um em cada
casa. Em seguida, ele calcula a soma dos ntimeros de cada linha e de cada coluna. A figura mostra um
dos quadrados do Gabriel; observe que a soma dos ntimeros da terceira linha é 5+ 8 + 2 = 15 e a soma
dos niimeros da segunda coluna é 9 + 7 + 8 = 24. Nesse exemplo, as seis somas sdo 6,12,15,15,18 e 24.

6|93

a) Gabriel preencheu um quadrado e fez apenas cinco somas: 9, 13, 14, 17 e 18. Qual é a soma que esta
faltando?

b) Explique por que nédo é possivel que em um quadrado do Gabriel todas as somas sejam niimeros
pares.

c) Preencha o quadrado de forma que as somas sejam 7, 13, 14, 16, 18 e 22.

Assunto
( Combinatoria

Paisagens

Podemos montar paisagens colocando lado a lado, em qualquer ordem, os cinco quadros da figura.

< =<y > || @
T 2 o 7 P
iy [ el PR

Trocando a ordem dos quadros uma vez por dia, por quanto tempo, aproximadamente, é possivel evitar
que uma mesma paisagem se repita?

A) uma semana B) um més C) dois meses D) quatro meses E) seis meses

Colorindo

Jodo vai pintar figuras compostas por quadrados e tridngulos. Cada quadrado pode ser pintado de azul,
vermelho ou verde e cada tridngulo de azul, vermelho ou amarelo, de modo que poligonos com um lado
comum néo tenham a mesma cor. Em cada um dos itens a seguir, determine de quantas maneiras Jodo
pode pintar a figura correspondente.
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Problema de tabuleiro

Os quadradinhos do tabuleiro da figura devem ser preenchidos de modo que:

¢ nos quadradinhos de cada uma das regides em forma de i aparecam os numeros 1, 3,5e 7 ou
osnumeros 2,4,6e8;
¢ em quadradinhos com um lado comum néo aparecam niimeros consecutivos.

1 4
3
4 3

Qual é a soma dos ntiimeros que vao aparecer nos quadradinhos cinzas?

A)12 B)14 Q)16 D)18 E)20

Encaixando

As pecas da Figura 1 sdo feitas de quadradinhos de cartolina cinza de um lado e branca do outro. A
Figura 3 mostra uma maneira de encaixar essas pegas com o lado cinza para cima nos quatro quadrados
da Figura 2.

] 1

| L] [ [
3 4 3 4

Figura 1 Figura 2 Figura 3

De quantas maneiras diferentes é possivel fazer isso?

A)1024  B)1536  C)2048 D)3072  E)409%

Futebol matemidtico

Os times A, B, C, D e E disputaram, entre si, um torneio de futebol com as seguintes regras:
¢ o vencedor de uma partida ganha 3 pontos e o perdedor ndo ganha nada;
e em caso de empate, cada um dos times ganha 1 ponto;
¢ cada time joga exatamente uma vez com cada um dos outros.
O campedo do torneio foi o time A, seguido na classificagdo por B, C, D e E, nessa ordem. Além disso:
¢ o0 time A ndo empatou nenhuma partida;
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e o0 time B ndo perdeu nenhuma partida;
e todos os times terminaram o torneio com ntmeros diferentes de pontos.

a) O time A ganhou, perdeu ou empatou sua partida contra o time B? Por qué?

b) Com quantos pontos o time A terminou o torneio? Por qué?

) Explique porque o time B obteve um ntmero par de pontos nesse torneio.

d) Na tabela, cada coluna representa uma partida. Sabendo que ocorreram exatamente 5 empates nesse
torneio, desenhe, em cada coluna da tabela, um circulo em volta do nome do time ganhador ou em volta
do X, em caso de empate.

AlAIAJA|B|B |B|C|C|D

m X

X |Ix |x |x [x [x |x
D|E|C|D|E|D|E

O X

X
B

Impar soma, par divide

Comecando com qualquer ntimero natural ndo nulo é sempre possivel formar uma sequéncia de nimeros
que termina em 1, seguindo repetidamente as instrugdes abaixo:

e se 0 nimero for impar, soma-se 1;

e se o nimero for par, divide-se por 2.
Por exemplo, comegando com o ndmero 21, forma-se a seguinte sequéncia:

21 22 511 12 56 -3 5452 —>1

Nessa sequéncia aparecem nove nimeros; por isso, dizemos que ela tem comprimento 9. Além disso,
como ela comega com um ntmero impar, dizemos que ela é uma sequéncia impar.

a) Escreva a sequéncia que comega com 37.

b) Existem trés sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares e uma impar. Escreva essas sequéncias.
¢) Quantas sdo as sequéncias pares e quantas sdo as sequéncias impares de comprimento 6? E de
comprimento 77

d) Existem ao todo 377 sequéncias de comprimento 15, sendo 233 pares e 144 impares. Quantas sdo as
sequéncias de comprimento 16? Dessas, quantas sdo pares? Nao se esqueca de justificar sua resposta.

Uma caixa cheia de bolas

Uma caixa contém 105 bolas pretas, 89 bolas cinzentas e 5 bolas brancas. Fora da caixa ha bolas brancas
em quantidade suficiente para efetuar repetidamente o seguinte procedimento, até que sobrem duas
bolas na caixa:

e retiram-se, sem olhar, duas bolas da caixa;

e se as bolas retiradas forem de cores diferentes, a de cor mais escura é devolvida para a caixa;

e caso contrario, descartam-se as bolas retiradas e coloca-se na caixa uma bola branca.
Sobre as cores das duas bolas que sobram, pode-se garantir que:

A) as duas serdo brancas.

B) as duas serdo cinzentas.

C) as duas serdo pretas.

D) exatamente uma sera preta.

E) exatamente uma sera cinzenta.

Jogo Diferente

Fernando e Isaura inventaram um jogo diferente, cujas regras sdo as seguintes:
1) eles comegam uma partida com 128 palitos cada um;
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2) em cada jogada, eles tiram par ou impar; se sai par, Fernando d4 a metade dos palitos que tem
para Isaura e, se sai impar, Isaura d4 a metade dos palitos que tem para Fernando;

3) eles repetem o procedimento da regra 2 até que um deles fique com um ntmero impar de palitos,
quando a partida acaba. Ganha quem ficar com maior niimero de palitos.
Veja o que acontece em uma partida onde a sequéncia das trés primeiras jogadas é par, impar, par:

BT (Temando| Tsawa| P LGN
T jogada 2jogads |10 | 9 | 3 jogada

176

a) Complete o esquema com o ntimero de palitos de Fernando e Isaura, de acordo com as jogadas
indicadas.

_impar | _impar _par
Togads T ] zjogda 1 1 g [ T

b) Uma partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos. Na tiltima jogada saiu par ou impar?
¢) Qual foi a sequéncia de pares e impares da partida que acabou quando Fernando ficou com 101 palitos?
d) Mostre que qualquer partida acaba com exatamente sete jogadas.

Quadrados especiais

O quadrado da Figura I é chamado especial porque:

o ele esta dividido em 16 quadrados iguais;
e em cada linha e em cada coluna aparecem os algarismos 1, 2, 3 e 4;
e em cada um dos quadrados A, B, C e D (como na Figura II) aparecem os algarismos 1, 2, 3 e 4.

A
C

us)

O

Al =N
=P ®

w| | =

N Wl =] >

a) Complete o quadrado abaixo de modo que ele se torne especial.

N

b) E possivel completar o quadrado abaixo de modo a obter um quadrado especial? Por qué?

\S]

—_

c) Exiba todas as maneiras de completar o quadrado abaixo de modo a obter um quadrado especial.

—_
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d) Quantos quadrados especiais existem?

Um bom preenchimento

Os circulos da figura abaixo foram preenchidos com os ndmeros de 1 a 7, de modo que todas as flechas
apontam de um ntimero menor para um maior. Neste caso, dizemos que a figura foi bem preenchida.

@

A
N

ON
@,@

A

@
a) Complete a figura abaixo com os ntimeros de 1 a 9 de modo que ela fique bem preenchida.

O
&

Ve X

O 0 o O

f

O

b) De quantas maneiras a figura abaixo pode ser bem preenchida com os niimeros de 1 a 5?

Q/‘

¢) De quantas maneiras a figura abaixo pode ser bem preenchida com os ntimeros de 1 a 7?

Q

3 Q
3Q
O O

Troca-cor

No jogo do Troca-Cor usa-se um tabuleiro com duas linhas e com quantas colunas quisermos, cujas
casas podem mudar da cor branca para cinza e vice-versa. As casas da 1° linha sdo numeradas com os
nameros impares e as da 2° linha com os ntimeros pares. Em cada jogada aperta-se uma casa, entdo,
essa casa e as casas vizinhas mudam de cor. Uma partida completa comega com todas as casas brancas
e termina quando todas ficam cinzas. Veja dois exemplos de partidas completas (0os ndmeros acima das
flechas indicam a casa apertada em cada jogada):

Tabuleiro Partida completa Jogadas
1 6
2x3 113]|5 1|35 1{3(|5 le6
4|6 2146 214(6
2x2 1({3] 1 1(3( 2 13| 4 1|13 3 1(3 1,2, 4¢3
4 2|4 214 2|4 2|4
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a) Escreva as jogadas de uma partida completa nos tabuleiros abaixo.

Tabuleiro Jogadas
113|5|7]9

416810
113|517

416

b) Explique como jogar uma partida completa no tabuleiro 2 x 100.

c) Explique como jogar uma partida completa com exatamente 51 jogadas no tabuleiro 2 x 101.

d) Explique por que ndo é possivel jogar uma partida completa com menos de 51 jogadas no tabuleiro
2 x101.

Letras e niimeros

Juliana quer dar a cada uma das 26 letras A, B, C, D,.., W, X, Y, Z do alfabeto um valor numérico
diferente de zero, de tal modo que AXC =B,BxD =C,CXE =D, e assim por diante, até XX Z =Y.

a) Se Juliana der a A e B os valores 5 e 7, respectivamente, quais serdo os valores de C, D e E?

b) Mostre que G = A, quaisquer que sejam os valores que Juliana der para A e B.

¢) Se Juliana der valores para A e B tais que A X B = 2010, qual sera o valor do produto A X Bx C X D X
XWX X XY XZ?

Arrasta Um

No jogo Arrasta Um usa-se um tabuleiro quadriculado e pegas redondas, uma preta e as outras brancas.
Coloca-se uma peca em cada casa do tabuleiro, exceto em uma que é deixada vazia. Um movimento
consiste em deslocar para a casa vazia a pe¢a de uma casa adjacente. O jogo termina quando a peca
preta chega ao canto superior direito do tabuleiro. Veja um exemplo de como terminar o Arrasta Um em
quatro movimentos em um tabuleiro 2 X 2.

O @0 @9 @ [ J
@O0 [-© A OO OO

posicao inicial posicao final

Esta sequéncia de movimentos pode ser descrita por (T, <, |, —).

a) Descreva como terminar o Arrasta Um em seis movimentos no tabuleiro 3 X 3 abaixo.

0)0)®)
[ @)
Ol0|O

b) Descreva como terminar o Arrasta Um em dez movimentos no tabuleiro 3 X 3 abaixo.

Q0O
9)©®)
@00
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¢) Mostre que em um tabuleiro # X n, como na figura, é possivel terminar o Arrasta Um em 61 — 8
movimentos.

90)e)e)
N OO0
20N L..720
OIC, )
O,
[ Jee)e]
Assunto
( Geometria
Cinco trapézios

A figura é formada por 5 trapézios isosceles iguais. Qual é a medida do angulo indicado?

£

A)72° B) 74° C) 76° D) 78° E) 80°

[28] Acertando a drea

A figura abaixo representa o terreno de Dona Idalina. Esse terreno é dividido em duas partes por uma
cerca, representada pelo segmento AC. A parte triangular ABC tem &rea igual a 120m?.

a) Qual é a érea total do terreno?
b) Dona Idalina quer fazer uma nova cerca, representada pelo segmento AF na figura abaixo, de modo
a dividir o terreno em duas partes de mesma area. Qual deve ser a distancia CF?

NOVa Car s =een F

Um buraco no Tangran
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A Figura I mostra um quadrado de 40cm? cortado em cinco tridngulos retangulos isosceles, um quadrado
e um paralelogramo, formando as sete pegas do jogo Tangran. Com elas é possivel formar a Figura II,
que tem um buraco sombreado. Qual é a drea do buraco?

Figura |

Figura Il

A) 5cm? B) 10cm? C) 15cm? D) 20cm? E) 25cm?

Retdngulo recortado

Uma folha retangular de 20cm por 30cm foi cortada ao longo das linhas tracejadas AC e BD em quatro
pedacgos: dois tridngulos iguais e dois poligonos iguais de cinco lados cada um, como na Figura I. Os
segmentos AC e BD tém o mesmo comprimento e se encontram no centro do retangulo formando angulos
retos.

a) Qual é o comprimento do segmento AB?

b) Qual é a area de um pedago triangular? E de um pedacgo de cinco lados?

c) Com os quatro pedagos podemos montar um quadrado com um buraco retangular, como na Figura
II. Qual é a area do buraco?

Poligonos e poligonos

A figura mostra um dodecdgono regular decomposto em seis tridngulos equilateros, seis quadrados e
um hexdgono regular, todos com lados de mesma medida.

a) Se cada triangulo tem 4rea igual a 1em? qual é a drea do hexdgono?
b) A figura abaixo foi obtida retirando doze tridngulos equildteros de um dodecagono regular cujo lado
mede lem. Qua é a drea dessa figura?
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c) A figura abaixo foi obtida retirando dois hexdgonos regulares de um dodecagono regular cujo lado
mede 1cm. Qual € a drea dessa figura?

Quantos?

Os oito pontos destacados na figura dividem os lados do quadrado em trés partes iguais. Quantos
tridngulos retdngulos podem ser tracados com os trés vértices nesses pontos?

A8 B)12 (16 D)24 E)32

Tridngulos em um retdngulo

Na figura abaixo, ABCD é um retangulo, M e N sdo pontos nos lados BC e AD, respectivamente, e os
ndmeros representam as areas dos tridngulos ABQ, BOM, MPC e CPD em centimetros quadrados.

27
16 Q

a) Qual é a 4rea do triangulo AMD? Por qué?
b) Calcule a soma das areas dos tridngulos AQN e NPD.
c) Calcule a drea do quadrilatero MPNQ.
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Muitos quadrados

A Princesa Telassim cortou uma folha de papel retangular em 9 quadrados de lados 1, 4,7, 8, 9, 10, 14,
15 e 18 centimetros.

a) Qual era a 4rea da folha antes de ser cortada?

b) Quais eram as medidas da folha antes de ser cortada?

c) A Princesa Telassim precisa montar a folha de novo. Ajude-a mostrando, com um desenho, como
fazer esta montagem.

Decdgono

A figura mostra um poligono regular de dez lados com centro O. Qual é a medida do dngulo a?

A)15° B)18° (C)20° D)30° E)36°

Estrela

Na figura, os tridngulos ABC e DEF sdo equildteros de lados 14cm e 13cm, respectivamente, e os lados
BC e EF sao paralelos.

a) Calcule a medida do angulo EUT.
b) Calcule o perimetro do poligono PORSTU.
c) Se o segmento PQ mede 6cm, qual é a medida do segmento ST?

Poligonos convexos elegantes

Um poligono convexo é elegante quando ele pode ser decomposto em tridngulos equildteros, quadrados
ou ambos, todos com lados de mesmo comprimento. Abaixo, mostramos alguns poligonos elegantes,
indicando para cada um deles uma decomposigdo e o ntimero de lados.

JAVAN
VAV

4 lados 5 lados 6 lados 7 lados
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a) Desenhe um poligono elegante de 8 lados, indicando uma decomposicéo.

b) Quais sdo as possiveis medidas dos angulos internos de um poligono elegante?
¢) Mostre que um poligono elegante ndo pode ter mais que 12 lados.

d) Desenhe um poligono elegante de 12 lados, indicando uma decomposigéo.

O poligono ABCDEFGHIJKL

O poligono ABCDEFGHIJKL é regular e tem doze lados.

a) Qual é a medida dos angulos internos do poligono?

b) O ponto M é a intersegdo dos segmentos AE e DK. Quais sio as medidas dos angulos MDE e DME?
¢) Qual é a medida do angulo CBM?

d) Prove que os pontos B, M e F estdo alinhados.

Um tridngulo em quatro partes

Em todas as figuras desta questdo, vemos um tridngulo ABC dividido em quatro partes; nesses tridngulos,
D é ponto médio de AB, E é ponto médio de AC e FG mede 1BC.

A

a) Os quadrilateros DJMA e ELNA sdo obtidos girando de 180° os quadrildteros DHFB e EIGC em torno
de D e E, respectivamente. Explique por que os pontos M, A e N estdo alinhados, ou seja, por que a
medida do angulo MAN é igual a 180°.

b) Na figura abaixo, o ponto K é a intersecdo das retas JM e LN. Explique por que os tridngulos FGI e
MNCK sao congruentes.
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Os itens acima mostram que HJKL é um retangulo formado com as quatro partes em que o tridngulo
ABC foi dividido.

c) Mostre que LH = EF.
d) Na figura abaixo o tridngulo ABC tem &rea 9 e HJKL é um quadrado. Calcule o comprimento de EF.
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Nivel 3

Assunto
( Aritmética

O contrdrio

O contrério de um ntmero de dois algarismos, ambos diferentes de zero, é o nimero obtido trocando-se
a ordem de seus algarismos. Por exemplo, o contrario de 25 é 52 e o contrario de 79 é 97. Qual dos
numeros abaixo ndo é a soma de um ntimero de dois algarismos com o seu contrério?

A)44 B9 (C)121 D)165 E)181

Trocando de ordem os algarismos

O namero abcde tem cinco algarismos distintos e diferentes de zero, cada um deles representado por
uma das letras a, b, ¢, d, e. Multiplicando-se este ntimero por 4 obtém-se um ntimero de cinco algarismos
edcba. Qualovalordea+b+c+d+e?

A)22 B)23 (24 D)25 E)27

Os discos ddo voltas

Os discos A, B, C e D representam polias de didmetros 8, 4, 6 e 2 cm, respectivamente, unidas por correias
que se movimentam sem deslizar. Quando o disco A d4 uma volta completa no sentido horéario, o que
acontece com o disco D?

A) D4 4 voltas no sentido horario
B) D4 3 voltas no sentido horario
C) Da 6 voltas no sentido anti-horario
D) Daé 4 voltas no sentido anti-horario
E) Da 3 voltas no sentido anti-horério

B Uima festa matemdtica

O Grémio Estudantil de Taperoa vai dar uma festa, vendendo ingressos a R$6,00. Para estimular a
compra antecipada de ingressos, os diretores do Grémio decidiram que:
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e 0s ingressos serdo numerados a partir do ntimero 1 e vendidos obedecendo a ordem crescente de
Sua numeracao;

e ao final da festa, cada participante recebera R$0,01 para cada ingresso vendido que tenha um
nimero maior que o nimero do seu ingresso.

a) Se forem vendidos 100 ingressos, quanto vai receber, ao final da festa, a pessoa que comprou o ingresso
com o nimero 1?7 E a que comprou o ingresso com o nimero 70?

b) Qual sera o lucro do Grémio se forem vendidos 100 ingressos?

¢) Quantos ingressos o Grémio deve vender para ter o maior lucro possivel?

B A maior soma

Escreva os algarismos de 0 até 9 em uma linha, na ordem que vocé escolher. Na linha debaixo junte os
vizinhos, formando nove nimeros novos, e some esses niimeros como no exemplo:

2 1 3 7 4 9 5 8 0 6
21 13 37 74 49 95 58 80 06
21+13+37+74+95+58 + 80 + 6 =433

Qual é a maior soma que é possivel obter desse modo?

A)506 B)494  (C)469 D)447  E)432

B Correndo na medida certa

A figura abaixo representa o tragcado de uma pista de corrida.

D

A

B

Os postos A, B, C e D sdo usados para partidas e chegadas de todas as corridas. As distancias entre postos
vizinhos, em quildmetros, estdo indicadas na figura e as corridas sdo realizadas no sentido indicado pela
flecha. Por exemplo, uma corrida de 17 quilémetros pode ser realizada com partida em D e chegada em
A.

a) Quais sdo os postos de partida e chegada de uma corrida de 14 quilometros?
b) E para uma corrida de 100 quilémetros, quais sdo esses postos?
¢) Mostre que é possivel realizar corridas com extensao igual a qualquer ntimero inteiro de quildmetros.

Severina, Catarina e os niimeros

a) Severina escreveu um niimero inteiro positivo em cada lado de um quadrado. Em seguida, escreveu
em cada vértice o produto dos ntimeros escritos nos lados que se encontram nesse vértice. A soma dos
nameros escritos em dois lados opostos é 60 e a soma dos nlimeros escritos nos outros lados é 85. Qual
é a soma dos niimeros escritos nos vértices?

b) Catarina, por sua vez, escreveu em cada face de um cubo um niimero inteiro positivo. Em seguida,
escreveu em cada vértice o produto dos ntimeros escritos nas trés faces que se encontram nesse vértice.
Se a soma dos nimeros escritos nos vértices é 105, qual é a soma dos ntimeros escritos nas faces?
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B simpiticos niimeros

z

Um ntimero inteiro n é simpatico quando existem inteiros positivos a, b e ¢ tais que a < b < c e
n = a® + b* — c%. Por exemplo, os nimeros 1 e 2 sdo simpaticos, pois 1 = 4% + 72 — 8% e 2 = 52 + 112 — 122,

a) Verifique que (3x + 1)? + (4x + 2)* — (5x + 2)? é igual a 2x + 1, qualquer que seja x.

b) Encontre ntimeros inteiros m e n tais que (3x — m)? + (4x — n)> — (5x — 5)* = 2x, qualquer que seja x.
c) Mostre que o nimero 4 é simpético.

d) Mostre que todos os ntimeros inteiros positivos sdo simpéticos.

Bl Niimeros em um quadrado

Gabriel desenha quadrados divididos em nove casas e escreve os ntimeros naturais de 1 a 9, um em cada
casa. Em seguida, ele calcula a soma dos niimeros de cada linha e de cada coluna. A figura mostra um
dos quadrados do Gabriel; observe que a soma dos ntimeros da terceira linha é 5+ 8 + 2 = 15 e a soma
dos niimeros da segunda coluna é 9 + 7 + 8 = 24. Nesse exemplo, as seis somas sdo 6,12,15,15,18 e 24.

693

a) Gabriel preencheu um quadrado e fez apenas cinco somas: 9, 13, 14, 17 e 18. Qual é a soma que estd
faltando?

b) Explique por que nédo é possivel que em um quadrado do Gabriel todas as somas sejam niimeros
pares.

¢) Preencha o quadrado de forma que as somas sejam 7, 13, 14, 16, 18 e 22.

Correria

Alberto, Bernardo e Carlos disputaram uma corrida, na qual cada um deles correu com velocidade
constante durante todo o percurso. Quando Alberto cruzou a linha de chegada, Bernardo e Carlos
estavam 36 e 46 metros atras dele, respectivamente. Quando Bernardo cruzou a linha de chegada, Carlos
estava 16 metros atrds dele. Qual é o comprimento da pista?

A)9%m  B)100m C)120m D)136m  E)144m

EEl Resolvendo o problema da calculadora

Uma calculadora esquisita tem apenas as teclas numéricas de 0 a 9 e duas teclas especiais A e B. Quando
a tecla A é apertada, o nimero que aparece no visor é elevado ao quadrado; quando a tecla B é apertada,
soma-se 3 a0 nimero que aparece no visor. Nessa calculadora é possivel obter 22 a partir do 1 apertando
as teclas A e B na ordem BABB, como ilustrado abaixo:

125441651952

a) Com o 3 inicialmente no visor, qual o niimero que vai aparecer depois de apertar as teclas A e B na
ordem BBAB?
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b) Mostre como obter 55 a partir do 1 usando as teclas A e B.
¢) Explique porque néo é possivel obter 54 a partir do 2 usando as teclas A e B.

Cartas marcadas

Estefania tem cinco cartas marcadas com as letras A, B, C, D e E, empilhadas nessa ordem de cima para
baixo. Ela embaralha as cartas pegando as duas de cima e colocando-as, com a ordem trocada, embaixo
da pilha. A figura mostra o que acontece nas duas primeiras vezes em que ela embaralha as cartas.

Se Estefania embaralhar as cartas 74 vezes, qual carta estard no topo da pilha?

A)A B) B OcC D)D E)E

Paulu escreve niimeros

Paula escreveu os ntimeros 1, 2, 3,... em uma folha de papel quadriculado de acordo com o padrao
indicado abaixo. Qual é o termo da sequéncia 1, 3, 13, 31,... Qual é o0 30° termo dessa sequéncia?

37|36]35]34[33[32
38]17]16] 15[ 14] 43| 30f

o185 [ 4 [ 2]12]29]
sof19) 6 |17 2 J11]28]---
41f20 7789 [10]27]--

42]21(22| 23| 24| 25| 26§ 51
43144(45]/46|47]48) 49| 50

A) 3301 B) 3303 C) 3307 D) 3309 E) 3313

Assunto
( Combinatodria

Futebol matemdtico

Os times A, B, C, D e E disputaram, entre si, um torneio de futebol com as seguintes regras:
e o0 vencedor de uma partida ganha 3 pontos e o perdedor ndo ganha nada;
e em caso de empate, cada um dos times ganha 1 ponto;
¢ cada time joga exatamente uma vez com cada um dos outros.
O campedo do torneio foi o time A, seguido na classificacdo por B, C, D e E, nessa ordem. Além disso:
e 0 time A ndo empatou nenhuma partida;
e 0 time B ndo perdeu nenhuma partida;
e todos os times terminaram o torneio com ntimeros diferentes de pontos.

a) O time A ganhou, perdeu ou empatou sua partida contra o time B? Por qué?
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b) Com quantos pontos o time A terminou o torneio? Por qué?

c) Explique porque o time B obteve um niimero par de pontos nesse torneio.

d) Na tabela, cada coluna representa uma partida. Sabendo que ocorreram exatamente 5 empates nesse
torneio, desenhe, em cada coluna da tabela, um circulo em volta do nome do time ganhador ou em volta
do X, em caso de empate.

AlA|AJ|JA|B|B|B|C|C|D

m X

X |x [x |x |x |x [x |[x |x
B|C|D|E|C|D|E|D|E

Quixajuba disputa um torneio

Quatro times, entre os quais o Quixajuba, disputam um torneio de vblei em que:
e cada time joga contra cada um dos outros uma tnica vez;
e qualquer partida termina com a vitéria de um dos times;
e em qualquer partida, os times tém a mesma probabilidade de ganhar;
e ao final do torneio, os times sdo classificados em ordem pelo ntimero de vitorias.

a) E possivel que, ao final do torneio, todos os times tenham o mesmo ntimero de vitérias? Por qué?
b) Qual é a probabilidade de que o torneio termine com o Quixajuba isolado em primeiro lugar?
) Qual é a probabilidade de que o torneio termine com trés times empatados em primeiro lugar?

O sorteio do livro

André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre si. Para isto, colocam 3 bolas brancas e 1
preta em uma caixa e combinam que, em ordem alfabética de seus nomes, cada um tirard uma bola, sem
devolvé-la a caixa. Aquele que tirar a bola preta ganhard o livro.

a) Qual é a probabilidade de que André ganhe o livro?
b) Qual é a probabilidade de que Dalva ganhe o livro?

Para sortear outro livro entre eles, André sugeriu usar 2 bolas pretas e 6 brancas. Como antes, o primeiro
que tirar uma bola preta ganhard o livro; se as primeiras quatro bolas sairem brancas, eles continuardo
a retirar bolas, na mesma ordem. Nesse novo sorteio:

¢) Qual é a probabilidade de que André ganhe o livro?
d) Qual é a probabilidade de que Dalva ganhe o livro?

Impar soma, par divide

Comecando com qualquer ntimero natural ndo nulo é sempre possivel formar uma sequéncia de niimeros
que termina em 1, seguindo repetidamente as instrugdes abaixo:

e se o nuimero for impar, soma-se 1;

e se o niimero for par, divide-se por 2.
Por exemplo, comecando com o ntimero 21, forma-se a seguinte sequéncia:

21-22-511-512-56—-53-54-52->1

Nessa sequéncia aparecem nove nimeros; por isso, dizemos que ela tem comprimento 9. Além disso,
como ela comega com um niimero impar, dizemos que ela é uma sequéncia impar.

a) Escreva a sequéncia que comega com 37.

b) Existem trés sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares e uma impar. Escreva essas sequéncias.
c) Quantas sdo as sequéncias pares e quantas sdo as sequéncias impares de comprimento 6? E de
comprimento 7?
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d) Existem ao todo 377 sequéncias de comprimento 15, sendo 233 pares e 144 impares. Quantas sdo as
sequéncias de comprimento 16? Dessas, quantas sdo pares? Néo se esquega de justificar sua resposta.

Bolus e probabilidades

No brinquedo ilustrado na figura, bolinhas sdo colocadas nas entradas A, B ou C e movem-se sempre
para baixo, terminando em uma das caixas 1, 2 ou 3. Ao atingir um dos pontos marcados com 4, as
bolinhas tém chances iguais de ir para cada um dos dois lados.

g
'oe

a) Se uma bolinha for colocada em C, em quais caixas ela pode parar? E se ela for colocada em B?

b) Se uma bolinha for colocada em A, qual é a probabilidade de que ela vé parar na caixa 2? E se ela for
depositada em B, qual é essa probabilidade?

c) Se colocarmos uma bolinha em cada entrada (uma de cada vez), qual é a probabilidade de que, no
final, haja uma bolinha em cada caixa?

A B

Jogo Diferente

Fernando e Isaura inventaram um jogo diferente, cujas regras sdo as seguintes:

1) eles comegam uma partida com 128 palitos cada um;

2) em cada jogada, eles tiram par ou impar; se sai par, Fernando dd a metade dos palitos que tem
para Isaura e, se sai impar, Isaura dd a metade dos palitos que tem para Fernando;

3) eles repetem o procedimento da regra 2 até que um deles fique com um niimero impar de palitos,
quando a partida acaba. Ganha quem ficar com maior niimero de palitos.
Veja o que acontece em uma partida onde a sequéncia das trés primeiras jogadas é par, impar, par:

_PT | (Temando| Teaua| M N
* jogada 2jogads | 160 | 9% | 3 jogada

a) Complete o esquema com o niimero de palitos de Fernando e Isaura, de acordo com as jogadas
indicadas.

_impar | faura | _mpar e aura | ...
jogda || Zjogda [ | ] g [ T

b) Uma partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos. Na tltima jogada saiu par ou impar?
¢) Qual foi a sequéncia de pares e impares da partida que acabou quando Fernando ficou com 101 palitos?
d) Mostre que qualquer partida acaba com exatamente sete jogadas.

Bl Quadrados especiais
O quadrado da Figura I é chamado especial porque:

o ele esta dividido em 16 quadrados iguais;
¢ em cada linha e em cada coluna aparecem os algarismos 1, 2, 3 e 4;
e em cada um dos quadrados A, B, C e D (como na Figura II) aparecem os algarismos 1, 2, 3 e 4.
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Al =N
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a) Complete o quadrado abaixo de modo que ele se torne especial.

b) E possivel completar o quadrado abaixo de modo a obter um quadrado especial? Por qué?

c) Exiba todas as maneiras de completar o quadrado abaixo de modo a obter um quadrado especial.

d) Quantos quadrados especiais existem?

Um bom preenchimento

Os circulos da figura abaixo foram preenchidos com os nimeros de 1 a 7, de modo que todas as flechas
apontam de um niimero menor para um maior. Neste caso, dizemos que a figura foi bem preenchida.

@

A
e

ON
@,@

o
@

a) Complete a figura abaixo com os niimeros de 1 a 9 de modo que ela fique bem preenchida.

o

® @ O

p’o’ O

O

A

@

b) De quantas maneiras a figura abaixo pode ser bem preenchida com os niimeros de 1 a 5?
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Q
oje

O O

¢) De quantas maneiras a figura abaixo pode ser bem preenchida com os ntimeros de 1 a 7?

Q

f

N

O

A
N

O,
O’O

Troca-cor

No jogo do Troca-Cor usa-se um tabuleiro com duas linhas e com quantas colunas quisermos, cujas
casas podem mudar da cor branca para cinza e vice-versa. As casas da 1° linha sdo numeradas com os
nameros impares e as da 2° linha com os ntiimeros pares. Em cada jogada aperta-se uma casa, entao,
essa casa e as casas vizinhas mudam de cor. Uma partida completa comega com todas as casas brancas
e termina quando todas ficam cinzas. Veja dois exemplos de partidas completas (0os ndmeros acima das
flechas indicam a casa apertada em cada jogada):

Tabuleiro Partida completa Jogadas
1 6
2%3 113]|5 1|3(5 1|13(5 le6
46 214(6 214 (6
1 2 4 3
2%2 1(3 1(3 1|3 1(3 1(3 1,2, 4¢3
2|4 2|4 214 2|4 2|4

a) Escreva as jogadas de uma partida completa nos tabuleiros abaixo.

Tabuleiro Jogadas
3(5]719
4(6]8]10
113|517
4168

b) Explique como jogar uma partida completa no tabuleiro 2 x 100.

c) Explique como jogar uma partida completa com exatamente 51 jogadas no tabuleiro 2 x 101.

d) Explique por que ndo é possivel jogar uma partida completa com menos de 51 jogadas no tabuleiro
2x101.

Arrasta Um

No jogo Arrasta Um usa-se um tabuleiro quadriculado e pegas redondas, uma preta e as outras brancas.
Coloca-se uma peca em cada casa do tabuleiro, exceto em uma que é deixada vazia. Um movimento
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consiste em deslocar para a casa vazia a pe¢a de uma casa adjacente. O jogo termina quando a peca
preta chega ao canto superior direito do tabuleiro. Veja um exemplo de como terminar o Arrasta Um em
quatro movimentos em um tabuleiro 2 X 2.

O @0 09 @ [ J
@O0 [-© A'] OO OO

posicao inicial posicao final

Esta sequéncia de movimentos pode ser descrita por (T, <, |, —).

a) Descreva como terminar o Arrasta Um em seis movimentos no tabuleiro 3 X 3 abaixo.

0)0)®)
[ J®)
OO

b) Descreva como terminar o Arrasta Um em dez movimentos no tabuleiro 3 X 3 abaixo.

Ol0IO
0)©®)
L JO)®)

c) Mostre que em um tabuleiro n X 1, como na figura, é possivel terminar o Arrasta Um em 6n — 8
movimentos.

INOIOIO
B OO0
R (CTS)©)
HOIG, )
ol
(Neee]

Se

Ora bolas

Em uma caixa ha 10 bolas idénticas, numeradas de 1 a 10. O nimero de cada bola corresponde a um dos
pontos da figura, os quais dividem a circunferéncia em 10 partes iguais. Nos itens a seguir, considere
que as bolas sdo retiradas ao acaso, uma a uma e sem reposicao.

a) Se forem retiradas duas bolas, qual é a probabilidade de que o segmento determinado pelos pontos
correspondentes seja um didmetro da circunferéncia?

b) Se forem retiradas trés bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes sejam vértices
de um triangulo retangulo?

Um angulo inscrito em uma circunferéncia é reto se e somente se o arco correspondente é uma semicircunferéncia.
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c) Se forem retiradas quatro bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes sejam
vértices de um retangulo?

WIY Lonjura
j

A linha poligonal da figura parte da origem e passa por todos os pontos do plano que tém coordenadas
inteiras ndo negativas, de acordo com o padrédo indicado. A unidade de comprimento nos eixos é lcm.
O comprimento da poligonal da origem até um ponto (4, b) é chamado de lonjura de (g, b); por exemplo,
a lonjura de (1,2) é 5cm.

T T E—
44 . . . . .
3 g, 8 8
o2& . . . [} ]
1 g O . .
of T 2 3 4§

a) Determine a lonjura dos pontos (3,2) e (0, 4).

b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estdo contidos no interior e nos lados do quadrado cujos
vértices sdo (0,0), (n,0), (n,n) e (0,n)?

c) Explique por que a lonjura do ponto (1, 1) é n* + n.

d) Qual é o ponto cuja lonjura é 425cm?

Baralho embaralhado

Considere uma pilha de cartas numeradas de 1 a 104. Um embaralhamento dessa pilha consiste em
intercalar as 52 cartas de cima com as 52 de baixo, de modo que a carta que estava no topo fique em
segundo lugar de cima para baixo. A figura mostra dois embaralhamentos seguidos a partir da situagdo
inicial, na qual as cartas estdo dispostas em ordem crescente de cima para baixo.

I
22
situagdo inicial
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a) Complete a tabela.
namero de en}bara}ha.m.eptos 1 5 3 4 5 6
a partir da situagdo inicial
posigdo da carta de ntimero 5 10°
a partir do topo da pilha

b) Partindo da situacdo inicial, qual serd a posigdo da carta de nimero n apés um embaralhamento?

¢) Partindo da situacéo inicial, ache duas cartas que trocam de lugar uma com a outra a cada embara-
lhamento.

d) Um grupo de trés cartas que trocam de lugar entre si a cada embaralhamento é chamado trio invariante.
Partindo da situagédo inicial, encontre todos os trios invariantes.

Assunto
( Geometria

B Porta de garagem

A figura abaixo ilustra o funcionamento de uma porta de garagem, representada pelo segmento XY. Ao
mover o ponto X, o ponto A desliza por um trilho vertical, representado pelo segmento BD. Algumas
das medidas na figura sio AC=BC=CY=0,5m e AX=1m.

b) Mostre que a altura do ponto Y com relagdo ao chdo ndo se altera com o movimento da porta.
¢) Se o para-choque de um carro tem altura de 0,4m, como na figura, qual deve ser a distdncia minima
entre o trilho e o para-choque para que ele ndo seja atingido ao abrir-se a porta?
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Tridngulos retdngulos

Os seis tridngulos da figura sdo retangulos e seus dngulos com vértice no ponto A sdo iguais. Além
disso, AB = 24cm e AC = 54cm. Qual é o comprimento de AD?

D

54 cm

A 24 cm B

A) 30cm B) 34cm C) 36cm D) 38cm E) 39cm

Mesma drea

Na figura abaixo, o tridngulo ABC e o retangulo PQRS tém a mesma 4rea e a mesma altura 1. Para cada
valor de x entre 0 e 1 desenha-se o trapézio ABED de altura x e depois o retingulo PQNM de &rea igual
a do trapézio, como na figura. Seja f a funcdo que associa a cada x a altura do retingulo PQNM.

C S R
A A
1 i M N 1
D E
& / f(x)
b4 Y A4 A A
A B P Q

a) Qual é a razdo entre AB e PQ?
b) Qual ¢ o valor de f(3)?
c) Ache a expressdo de f(x) e desenhe o gréfico de f.

Trés circunferéncias e um comprimento

A figura mostra trés circunferéncias de raios 1, 2 e 3, tangentes duas a duas nos pontos destacados. Qual

é o comprimento do segmento AB?

\Y

Al B2 O D2 B3

Papel dobrado

Uma tira de papel retangular, branca de um lado e cinza do outro, foi dobrada como na figura. Qual é a
medida do dngulo a?
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A)110°  B)115° C)120° D)125°  E)130°

Muitos quadrados

A Princesa Telassim cortou uma folha de papel retangular em 9 quadrados de lados 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14,
15 e 18 centimetros.

a) Qual era a 4rea da folha antes de ser cortada?

b) Quais eram as medidas da folha antes de ser cortada?

¢) A Princesa Telassim precisa montar a folha de novo. Ajude-a mostrando, com um desenho, como
fazer esta montagem.

Luz e espelho

Quando um raio de luz incide sobre um espelho plano, ele é refletido de modo a fazer angulos iguais
com o espelho, conforme ilustrado na Figura 1. A Figura 2 mostra dois espelhos que se encontram
formando um angulo a. Um raio de luz, paralelo ao espelho I, atinge o espelho Il no ponto A e é refletido
trés vezes, até incidir perpendicularmente ao espelho I no ponto D.

\
oo™ -
e

raio de luz

Mpelho §)

Figura 1 c D

espelho |

Figura 2

a) Qual é a medida do angulo a?
b) Seja AB perpendicular ao espelho I, como na Figura 2. Se AB = 10cm, qual é o comprimento de CD?

Regido comum

Dois triangulos retangulos isésceles com catetos de medida 2 sdo posicionados como mostra a Figura 1.
A seguir, o tridngulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas Figuras 2 e 3, x indica a distdncia entre
os vértices A e B dos dois tridngulos.

2 - 2 - -
B/NA B A
2 2 X X
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Para cada x no intervalo [0, 4], seja f(x) a 4rea da regido comum aos dois tridngulos (em cinza nas figuras).
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a) Calcule f(1) e f(3).
b) Encontre as expressdes de f nos intervalos [0, 2] e [2, 4] e esboce o seu gréfico.

¢) Qual é a drea méaxima da regido comum aos dois tridngulos?

Qual a razdo?

Na figura abaixo, ABCD e AEFG sdo retangulos e o ponto F pertence a diagonal AC. A érea do tridngulo

cinza ¢ igual a & da drea do retangulo AEFG. Qual é o valor de 4£?

A G D

E el

A)g B)% CQ)— D) — E)Z

Um tridngulo em quatro partes

Em todas as figuras desta questdo, vemos um tridngulo ABC dividido em quatro partes; nesses tridngulos,
D ¢ ponto médio de AB, E é ponto médio de AC e FG mede $BC.

A

a) Os quadrilateros DJMA e ELNA séo obtidos girando de 180° os quadrildteros DHFB e EIGC em torno
de D e E, respectivamente. Explique por que os pontos M, A e N estdo alinhados, ou seja, por que a
medida do angulo MAN ¢ igual a 180°.
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b) Na figura abaixo, o ponto K é a intersecdo das retas JM e LN. Explique por que os tridngulos FGI e

MNK sédo congruentes.

K
X
AR

A\

Os itens acima mostram que HJKL é um retdngulo formado com as quatro partes em que o tridngulo

ABC foi dividido.
c) Mostre que LH = EF.

d) Na figura abaixo o tridngulo ABC tem area 9 e HJKL é um quadrado. Calcule o comprimento de EF.

B As distancias da formiguinha

Uma formiguinha fez um passeio em um plano que contém dois pontos fixos A e B. O grafico em linha
cheia indica a distancia da formiga ao ponto A, em func¢do do tempo, ao longo de seu trajeto entre os
instantes t = 0 e t = 9; o gréfico em linha tracejada d4 a mesma informagdo com relagdo ao ponto B. Por
exemplo, no instante ¢ = 7 a distancia da formiga ao ponto A era 5 e a distancia ao ponto B era 3.

distancia

= N W b U O N

distancia
ao ponto A

“distancia
aoponto B
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a) Em que instantes a formiguinha se encontrava a mesma distancia de A e de B?
b) Qual é a distancia entre A e B?

¢) Em que instantes a formiguinha estava sobre a reta que liga A e B?

d) Qual foi a distancia percorrida pela formiguinha entre os instantes t = 0 e t = 9?

Triangulagdes legais

Dado um pentagono regular, dizemos que um ponto é legal quando:

e ele é um dos vértices do pentdgono, ou

e ele é a intersegdo de segmentos cujos extremos sdo pontos legais; esses segmentos sdo chamados
segmentos legais.
A figura mostra como triangular legalmente (isto é, decompor em partes triangulares usando somente
segmentos legais) um pentdgono em 3, 5, 9 e 11 tridngulos. Os pequenos circulos indicam os pontos
legais que aparecem a cada etapa. Note que a decomposicdo na quinta etapa ndo é uma triangulacdo
legal, pois uma de suas partes é um quadrilétero.

3 tridangulos 5 triangulos 9 triangulos 11 triangulos
a) Desenhe uma triangulacao legal do pentdgono em 7 triangulos.

b) Mostre como triangular legalmente o pentdgono em qualquer nimero impar (maior que 1) de trian-
gulos (a figura abaixo pode ajudar).

¢) Mostre que ndo é possivel triangular legalmente o pentdgono em um niimero par de tridngulos.

kL] Quadrado legal
3

Numa folha de papel marcamos pontos igualmente espacados na horizontal e na vertical, de modo que
o0 quadrado A tenha drea 1cm?, como na figura. Dizemos que um quadrado é legal se seus vértices sdo
quatro desses pontos; por exemplo, os quadrados A e B sdo legais.

L L] L] L]
1cm?
.

A . . . .

1cm?
T . . . . . .

L 2 * L
Ll L] L] L] . L]

. . .
. . . . . .

. . .
L] L] L] L] L] L]

a) Qual é a drea do quadrado B?

b) Desenhe um quadrado legal de 4rea 13cm?.

c) Existe um quadrado legal de drea 41cm?? E de drea 43cm?? Justifique sua resposta.

d) Mostre que, para cada quadrado legal, existe outro quadrado legal com o dobro de sua 4rea.
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Assunto
( Aritmética

Cldudia transforma niimeros — Solugio

a) Primeiro multiplicamos os algarismos de 79, obtendo 7 X 9 = 63, e depois somamos os algarismos
desse produto, obtendo 6 + 3 = 9. Logo o transformado de 79 é 9.

b) A brincadeira de Cldudia tem duas etapas: a primeira, na qual ela multiplica os algarismos, e a
segunda, na qual ela soma os algarismos do produto encontrado, no caso de esse produto ter mais de um
algarismo. Para que 3 seja obtido como o transformado de um ntmero na primeira etapa, esse niimero
s0 pode ser 13 ou 31. Para que 3 seja obtido como o transformado de um niimero na segunda etapa, o
resultado da primeira etapa deve ser um ntmero de dois algarismos cuja soma seja 3, ou seja, deve ser
12,21 ou 30. A tabela abaixo mostra todos os ntimeros de dois algarismos cujo produto é um desses trés
numeros.

12| 26, 62, 34, 43
21]37,73
30 | 56, 65

Assim, os numeros 13,31, 26, 62,34,43,37,73,56 e 65 sdo os tinicos nimeros de dois digitos cujo trans-
formado é 3.

c) 1° solugdo: Na segunda etapa da brincadeira temos uma soma de algarismos, que é sempre diferente
de 0; portanto, 0 nunca serd obtido como transformado de um nimero de trés algarismos nessa etapa.
Para se obter 0 como transformado de algum niimero de trés algarismos na primeira etapa, esse niimero
deve ter 0 como algarismo das unidades, das dezenas ou de ambas. Os nimeros de trés algarismos que
tém 0 tanto nas unidades quanto nas dezenas sdo 100, 200, ... 900, num total de 9. Os nliimeros que tém
0 apenas nas unidades sdo da forma XY0, onde X e Y representam algarismos de1a 9. H49 x 9 = 81
nimeros desse tipo, e 0 mesmo raciocinio mostra que héd 81 nliimeros de trés algarismos com 0 apenas
no algarismo das dezenas. No total, hd 9 + 81 + 81 = 171 ndmeros de trés algarismos cujo transformado
é0.

2% solugdo: Como na solugdo acima, concluimos que o 0 deve aparecer na casa das unidades, das dezenas
ou em ambas. O algarismo das centenas pode ser qualquer algarismo de 1 a 9. Depois de escolhido esse
algarismo, pode-se escolher os algarismos das dezenas e das unidades de 19 maneiras diferentes; por
exemplo, 100, 101,102,...,109,110,120,...,190 sdo as 19 possibilidades com o 1 na primeira posicao.
Logo o total procurado é 9 x 19 = 171.

3% solugdo: Como na solugdo acima, concluimos que o 0 deve aparecer na casa das unidades, das dezenas
ou ambas. H4 90 ntimeros com 0 nas unidades e 90 com 0 nas dezenas, bem como 9 que tem 0 tanto
nas dezenas quanto nas unidades. No total, ha 90 + 90 — 9 = 171 ntameros de trés algarismos cujo
transformado é 0.

Jodozinho coleciona niimeros — Solugio

a) Ha apenas trés maneiras de escrever 1 como soma de trés ntimeros naturais: 1 =1+0+0,1=0+1+0
el =0+0+1, que nos dado as possibilidades 1001, 0101 e 0011. Os ntimeros 0101 e 0011 devem ser
descartados, pois ndo tém quatro algarismos significativos. Logo, na colegdo do Jodozinho, aparece o
numero 1001.
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b) Primeiro notamos que se um nimero com algarismos ndo nulos estd na colecdo, entdo ele tem no
maximo 10 algarismos. De fato, se ele tivesse 11 ou mais algarismos ndo nulos, entdo a soma de todos
seus algarismos, exceto o das unidades, seria no minimo 10, o que nédo é possivel pois o maior algarismo
€ 09. Logo todos os ntimeros com algarismos ndo nulos na cole¢do tém no maximo 10 algarismos, o
que mostra que existe um maior ntimero sem o 0 na cole¢do. Vamos supor que a colegdo do Jodozinho
estd completa. O ntimero 2316 estd na colegdo; trocando o 3 por 111 obtemos 211116, que também esta
na colegdo e é maior que 2316, pois tem mais algarismos. Em geral, se um ntimero sem o algarismo 0
estd na colecdo e tem algum algarismo que ndo o das unidades diferente de 1, podemos “espichar” o
ndamero, trocando esse algarismo por uma sequéncia de 1’s e obtendo um novo niimero, que estd na
colecdo e é maior que o primeiro. Logo o maior ntimero com algarismos ndo nulos na colegdo deve ter
todos seus algarismos iguais a 1, com exce¢do do algarismo das unidades, que é igual ao niimero de 1’s
que o precedem. Como o maior algarismo das unidades possivel é 9, segue que o nimero procurado é
11111111109.

Notamos que a cole¢do pode ter nimeros arbitrariamente grandes com o algarismo 0, como (por
exemplo) 101, 1001, 10001 e assim por diante.
¢) Um nimero da cole¢do ndo pode ter seis algarismos distintos, pois nesse caso a soma dos cinco
algarismos a esquerda do algarismo das unidades seria no minimo 0 +1+2+3+4 = 10. Por outro lado, a
colecdo pode ter ntimeros de cinco algarismos distintos como, por exemplo, 25108. Se um destes ntimeros
tem o algarismo das unidades diferente de 9, podemos “aumentéa-lo” adicionando 1 ao algarismo das
unidades e 1 ao algarismo das dezenas de milhares (que, claramente, ndo pode ser 9), sem sair da colegéo.
Por exemplo, o ntiimero 43108 pode ser “aumentado” para 53109, que também estd na cole¢do. Logo o
maior niimero de cinco algarismos distintos na colegdo deve ter 9 como algarismo das unidades. Basta
agora escrever 9 como soma de quatro parcelas distintas em ordem decrescente para “montar” nosso
namero; segue imediatamente que a decomposigdo procurada é 9 = 6 +2 + 1 + 0 e obtemos o nimero
62109.

Qual o algarismo das unidades? — Solugio

Alternativa E

A maior soma possivel de dez algarismos é 10 X 9 = 90, que ocorre quando temos 10 algarismos 9. Para
que a soma seja 89, basta diminuir uma unidade de algum dos algarismos, ou seja, substituir um 9 por
um 8. Logo o nlimero tem nove algarismos 9 e um algarismo 8. Como ele é par, seu algarismo das
unidades s6 pode ser o 8, ou seja, o ntimero € 9999999998.

|4| Matemdgicas — Solucio

a) Para saber o ntimero que deve dizer ao matemdgico, Jodozinho deve fazer quatro contas:

17 conta: multiplicar o ntimero no cartdo escolhido por 2;

2% conta: somar 3 ao resultado da primeira conta;

3% conta: multiplicar por 5 o resultado da segunda conta;

4% conta: somar 1, 2, 3 ou 4 ao resultado da terceira conta, dependendo da cor do cartdo escolhido.
Como o ntimero no cartdo escolhido por Jodozinho foi 3, o resultado da primeira conta é 3 X 2 = 6;

o resultado da segunda conta é 6 + 3 = 9 e o da terceira é 9 x 5 = 45. Por fim, como a cor do cartdo

escolhido por Jodozinho é vermelha, o resultado da quarta e dltima conta é 45+ 4 = 49. Assim Jodozinho

deve dizer “quarenta e nove” ao matemagico.

b) 1% solugdo: Vamos analisar o que acontece com o ntimero de um cartdo quando fazemos as operagdes

indicadas. Qualquer que seja esse ntimero, apds a terceira conta obtemos um miltiplo de 5, ou seja, um

namero cujo algarismo das unidades é 0 ou 5. Concluimos entdo que, todas as contas estando corretas,

o algarismo das unidades do ndmero dito ao matemadgico é:

e 1 0u 6, se o cartdo escolhido é verde;
e 2 ou 7, se o cartdo escolhido é amarelo;
e 3 0u 8, se o cartdo escolhido é azul;

e 40u9, se o cartdo escolhido é vermelho.
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Desse modo, se Mariazinha disse 76 ao matemdgico, seu cartdo era verde e o resultado da terceira conta
realizada por ela foi 76 — 1 = 75; o resultado da segunda conta foi 75 + 5 = 15; o resultado da primeira
conta foi 15 — 3 = 12 e o ntimero no cartdo escolhido por Mariazinha foi 12 + 2 = 6. Conferindo:
2xX6+3)x5+1=76.
2% solugdo: Essa solugdo ndo difere essencialmente da anterior, mas é mais precisa e permite uma
solucdo imediata do item ¢). Como antes, vamos analisar o que acontece com o nimero de um cartio
quando fazemos as operacdes indicadas. Qualquer que seja esse ntimero, ao multiplicar por 2 obtemos
um ndmero par; ao somar 3 ao resultado, obtemos um niimero impar (esse é o detalhe em que essa
solucdo difere da anterior). Ao multiplicar por 5, obtemos um ntmero cujo algarismo das unidades
é 5. Concluimos entdo que, todas as contas estando corretas, o dltimo algarismo do ntimero dito ao
matemagico é

e 6, se 0 cartdo escolhido é verde;

e 7,se o cartdo escolhido é amarelo;

e 8, se 0 cartdo escolhido é azul;

e 9, se o cartdo escolhido é vermelho.

O restante dessa solugdo procede como a anterior.
3% solugdo: Seja x o nimero de um cartdo; entdo o nimero dito ao matemdgico é 5(2x+3)+y = 10x+15+y,
onde y é um nimero inteiro de 1 a 4 correspondendo a cor do cartdo. Temos aqui 10 + 15 + y = 76, ou
seja 10x + y = 61. Como o digito das unidades de 10x é 0, vemos que y sé pode ser 1; logo 10x = 60
donde x = 6 e concluimos que o cartdo escolhido foi o 6 verde.
) 1% solugdo: (de acordo com a 1° solu¢do do item b)): Quando Pedrinho disse 61 ao matemaégico, ele
pensou assim: se as contas de Pedrinho estiverem corretas, o cartdo deve ser verde (pois o algarismo
das unidades de 61 é 1) e depois da terceira conta o ndmero obtido foi 61 — 1 = 60, depois da segunda
conta o niimero obtido foi 60 + 5 = 12, depois da primeira conta o ntimero obtido foi 12 — 3 = 9 e entdo
o nimero no cartdo deve ser 9 +2 = 4,5, o que ndo pode acontecer pois os ntimeros nos cartdes sao
ntmeros inteiros. Logo Pedrinho deve ter errado alguma conta.
2% solugio: (de acordo com a 2” solugdo do item b)): Dizer ao matemdgico um niimero cujo algarismo das
unidades é diferente de 6, 7, 8 ou 9 indica que houve algum erro de conta.

Somando no lugar certo — Solugio

ALTERNATIVA D
Como queremos obter a soma 54, devemos colocar sinais de adi¢do entre todos os algarismos a partir do

5,ist0¢,172?23?24?75+6+7+8+9 =54. Logo precisamosque 1?2?37?475 =24
————
30
Com o mesmo argumento usado anteriormente, vemos que isso s6 pode ser feito como 12+ 3 +4 + 5.

Logo12+3+4+5+6+7+8+9 =54 éaexpressdo procurada, para a qual necessitamos de 7 sinais de
adicao.

[6]Jogando com niimeros — Solugcio

a) Como sobrou o cartdao de nimero 7 e Ana e Cristina s6 tiraram cartdes impares, seus cartdes foram 1,
3,5¢e9;logo, a soma de seus pontos foi 1+ 3+ 5+ 9 = 18. Beatriz e Diana tiram os cartdes 2, 4, 6 e 8, cuja
soma é 2 +4 + 6 + 8 = 20. Logo Beatriz e Diana ganharam por 20 a 18.

b) A soma dos valores de todos os cartdes é 1 + 2 + --- + 9 = 45; entdo, se o 8 fica na mesa entdo, a
soma dos valores dos cartdes retirados é 45 — 8 = 37. Assim, para que a partida termine empatada, 37
pontos devem ser divididos igualmente entre as duas duplas, o que é impossivel pois 37 é um niimero
impar. Mais geralmente, se sobra um cartdo de ntimero par na mesa, a soma dos pontos das duplas é
45 — ntmero par = nimero impar, e ndo pode haver empate neste caso.

¢) Quando sobra o cartdo de niimero 5, a soma dos pontos das duplas é 45 — 5 = 40, que é um niimero
par. Se nesse caso uma partida termina empatada, cada dupla deve ter feito 40 + 2 = 20 pontos. Para
argumentar que o empate pode realmente acontecer nessa situagdo, é necessario exibir uma partida que
termine empatada em 20 a 20; um exemplo é quando uma dupla retira os cartdes de niimeros 1,2, 8 e 9
e a outra retira os restantes.

d) O cartdo com menor niimero que pode sobrar é 1 e o maior é 9. Logo, a soma dos pontos feitos pelas
duas duplas varia de 45 -9 = 36 a 45 — 1 = 44, ou seja, os pontos obtidos pelas meninas sdo quatro
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nameros consecutivos cuja soma estd entre 36 e 44.

As possibilidades {1,2,3,4}, {2,3,4,5}, {3,4,5,6}, {4,5,6,7}, {5,6,7,8}, {6,7,8,9} e {7,8,9,10} ndo
servem pois, em qualquer delas, a soma dos ndmeros é menor que 36. Analogamente {10,11,12,13},
{11,12,13,14}, {12,13,14, 15}, {13, 14, 15,16} e {14,15,16,17} ndo servem pois, em qualquer caso, a soma
dos ntimeros é maior que 44.

Restam as possibilidades {8,9,10,11} e {9,10,11,12}. No primeiro caso, o cartdo que ficou na mesa é
o de ntimero 45 — (8 + 9 + 10 + 11) = 7 e no segundo é o de ntiimero 45 — (9 + 10 + 11 + 12) = 3. Como o
cartdo que ficou na mesa néo foi o de niimero 3, s6 resta a primeira possibilidade; concluimos que Ana
fez 8 pontos, Beatriz fez 9, Cristina fez 10 e Diana fez 11. A dupla que venceu foi Beatriz e Diana, com
9 + 11 = 20 pontos, contra 8 + 10 = 18 da dupla Ana e Cristina.

Niimeros e palitos de fosforo — Solugio

ALTERNATIVA B

Um ntimero com uma determinada quantidade de algarismos, sendo o primeiro a esquerda diferente de
zero, é sempre maior que qualquer nimero que tenha um algarismo a menos. Por exemplo, 1000 (com
4 algarismos) é maior do que 999 (que tem apenas 3 algarismos).

Assim, com exatamente 13 palitos, devemos formar um ntimero que tenha a maior quantidade
possivel de algarismos, sendo o primeiro a esquerda diferente de 0. Como, dentre todos o algarismos,
o 1 é aquele formado com o menor nimero de palitos, vemos que, para obter o maior niimero possivel
com 13 palitos, devemos usar tantos algarismos 1 quantos forem possivel.

Nao é possivel usar seis vezes algarismo 1, pois neste caso ja terfamos usado 12 palitos e ndo ha
algarismo que possa ser formado com apenas um palito. Pelo mesmo motivo, ndo é possivel usar cinco
vezes o algarismo 1; ndo hd algarismo formado por 3 palitos.

Mas é possivel usar quatro vezes o algarismo 1; neste caso, usamos 8 palitos e podemos completar
0 niimero com um entre os algarismos 2 ou 5, que sdo formados por 5 palitos. Neste caso, devemos
escolher o 5, que nos permite formar o nimero 51111 com 13 palitos. A soma dos algarismos deste
nimeroé5+1+1+1+1=9.

Chegando ao 1 — Solugio

a) H4 vérias solugdes, como, por exemplo:

apaga dobra dobra apaga
45 4 8 16

dobra apaga dobra apaga
45 90 9 18

b) Aqui também ha vérias solugdes, como, por exemplo:

apaga apaga dobra dobra apaga
345 34 3 6 12

apaga dobra apaga dobra apaga
345 34 68 6 12

¢) Aplicamos a regra “apaga” até restar apenas um algarismo, e temos entdo trés casos:

1. Primeiro caso: o algarismo restante é igual a 1:

neste caso a brincadeira acaba.
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2. Segundo caso: o algarismo restante é 2, 3 ou 4:

neste caso aplicamos a regra “dobra” algumas vezes até obter um nimero de dois algarismos cujo
algarismo das dezenas seja 1 (16, 12 ou 16, respectivamente), e aplica-se a regra “apaga” obtendo
o numero 1.

3. Terceiro caso: o algarismo restante é 5, 6,7, 8 ou 9:

neste caso aplicamos a regra “dobra” uma vez, obtendo respectivamente 10, 12, 14, 16 ou 18; entao
aplicamos a regra “apaga” para obter o ntimero 1.

19| Resumindo — Solucio

a) Consideremos um ndmero cujo resumo seja 523. Entdo ele tem cinco digitos (523), dos quais dois
sdo impares (523) e trés sdo pares (523). Podemos formar muitos ntimeros satisfazendo estas condigdes;
alguns exemplos sdo 11222, 23456 e 36854.

b) Como o resumo de qualquer ntimero tem trés algarismos, vemos que, para que um nimero seja igual
ao seu proprio resumo, é necessario que ele tenha trés algarismos. Suponhamos entdo que exista um
nimero que seja seu préprio resumo, e seja ¢ seu algarismo das centenas, d o das dezenas e u o das
unidades. Como o algarismo das centenas do resumo de um ndmero de trés algarismos é 3, devemos
ter c = 3. Somando os algarismos das dezenas e das unidades do resumo devemos obter o ntimero
de algarismos do ntimero original, ou seja, d + u = 3. Logo as possibilidades para o resumo de um
resumo sdo 303, 312, 321 ou 330; destes, o tinico que é seu préprio resumo é o 321, que é entdo o niimero
procurado.

¢) O resumo de um ndmero tem sempre trés algarismos. Como vimos no item b), as quatro possibilidades
para o resumo de um nimero de trés algarismos sdo 303, 312, 321 ou 330; logo as possibilidades para o
resumo do resumo de qualquer ntimero estdo entre estas quatro. Os resumos de 303, 312, 321 ou 330 sao
todos iguais a 321. Como 321 tem como resumo ele mesmo, sempre chegaremos a ele quando calculamos
sucessivas vezes o resumo de um ntimero. Mais precisamente, para qualquer nimero inicial, o resumo
do resumo de seu resumo é 321. Podemos visualizar este raciocinio no diagrama abaixo.

resumo resumo resumo
nimero ——— ndmero de trés algarismos —— 303, 312, 321, ou 330 —— 321

Observagdo: notamos que o resumo do resumo de qualquer niimero sé pode ser 303 ou 321. De fato, da
primeira vez que calculamos o resumo de algum ntimero obtemos um ntmero de trés digitos cdu, com
d + u = c. Temos entdo dois casos:

1. Primeiro caso: ¢ é par.

Neste caso d e u sdo ambos pares ou ambos impares.

e sed e u sdo pares, o préoximo resumo serd 303;

e sed e u sdo impares, 0 préximo resumo serd 321.

2. Segundo caso: c é impar.

Neste caso d é par e u é impar, ou d é impar e u é par.

e sed é par e u é impar, o proximo resumo serd 321;

e sed é impar e u é par, o proximo resumo serd 321.

Casais especiais — Solugio

a) Ontmero que forma um casal com 2010 é 7989, pois ambos possuem 4 digitos e sua soma é 2010+7989 =
9999.

b) Existem noventa niimeros com dois digitos, a saber, os nimeros de 10 a 99. Desses ntiimeros, s6 ndo
possuem par aqueles que comegam com 9, ou seja, os dez ntimeros de 90 a 99. Logo, oitenta ntimeros
com dois digitos tém par para formar um casal, e portanto existem quarenta casais distintos com dois
digitos.
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c) Damos a seguir trés exemplos de casais especiais: (2376,7623), (5814, 4185) e (8901, 1098).

d) 1% solugdo: Vamos supor que exista um casal especial de niimeros com trés algarismos. Sejam A o
algarismo das centenas, B o algarismo das dezenas e C o algarismo das unidades de um dos ntimeros
desse casal; esse nimero é entdo ABC, onde notamos que A ndo é igual a 0. Esses sdo também os
algarismos do segundo ntimero do casal, que pode entdo ser ABC, ACB, BAC, BCA, CAB ou CBA. Temos
entdo as seis possibilidades a seguir:

A B C A B C A B C A B C A B C A B C
+ A B C + A C B + B A C + B C A + C A B + € B A
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

A primeira possibilidade ndo pode ocorrer, pois A+A = 9 é impossivel. De modo similar, eliminamos
a segunda, a terceira e a dltima possibilidade. Na quarta possibilidade temos B+ C =9 = A + C e segue
que A = B, o0 que ndo pode acontecer, pois em um casal especial os algarismos sdo distintos. O mesmo
argumento elimina a quinta possibilidade e, assim, concluimos que ndo existem casais especiais com
nameros de trés algarismos.
2% solugdo: Suponhamos que exista um casal especial com ntimeros de trés algarismos e sejam A, Be C
os algarismos desses niimeros. Cada algarismo de um dos niimeros, somado com algum algarismo do
segundo ntimero, tem 9 como resultado; assim devemos ter A+ A+B+B+C+C = 2(A+B+C) = 27,0 que
ndo pode acontecer, pois 27 é impar. Logo ndo existem casais especiais com ntimeros de trés algarismos.

Superniimeros — Solugio

a) Duas maneiras de mostrar que 22 é um superntiimero sdo 22 = 10+ 12 e 22 = 11 + 11, pois 2 + 2 =
1+0)+(1+2)e2+2=01+1D)+(1+1).

b) Apresentamos abaixo todas as maneiras de escrever 49 como a soma de dois ntimeros de dois
algarismos cada, colocando sempre o menor deles a esquerda:

49 = 10 + 39
49 = 11 + 38
49 = 12 + 37

49 = 23 + 26
49 = 24 + 25

Uma simples contagem revela que o ntimero de maneiras é 15 = 24 — 10 + 1. Observe que qualquer uma
delas pode ser usada para mostrar que 49 é um superntimero. Por exemplo, na primeira delas temos
que4+9 = (14+0)+(3+9). Logo é possivel mostrar que 49 é um superntimero de 15 maneiras diferentes.
¢) Como 10 é o menor ntmero de dois algarismos, temos que 20 = 10 + 10 é o menor ndmero de dois
algarismos que pode ser escrito como a soma de dois outros ndmeros de dois algarismos. Considere
agora qualquer ntimero x de dois algarismos que seja maior ou igual a 20 e chame de a o seu algarismo
das dezenas e de b o seu algarismo das unidades. Vamos agora pensar no niimero x — 10. Esse é um
namero maior ou igual a 10, ja que x é maior ou igual a 20. Logo tem dois algarismos. Assim ele pode
ser escrito como mn onde m é o algarismo das dezenas e n o das unidades. O seu algarismo das dezenas
ém =a—1eodasunidades én = b. Agora escrevendo x = 10 + (x — 10) vemos que x é um superntimero,
pois

a+b=01+0)+@-1)+0

—_— - —

x 10 x-10

Um exemplo ajuda a entender esse raciocinio. Pensemos em x = 38; aqui temos

38
-10
28

ou seja, x — 10 = 28. A expressdo x = 10 + (x — 10), neste caso, é 38 = 28 + 10, que mostra que 28 é um
supernimero, pois
3+8=11=(1+0)+(2+8)
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Logo, todos os nimeros de 20 a 99 sdo superntimeros, e eles sdo em ntimero 99 — 20 + 1 = 80.

Correndo na medida certa — Solugio

a) Uma volta completa em torno de uma pista tem extensdo 1km + 2km + 6km + 4km = 13km. Por isso,
para percorrer 14km é preciso dar uma volta completa e percorrer mais 1km. A dnica forma de percorrer
1km respeitando-se o sentido da corrida é comecando em A e terminando em B. Portanto a corrida deve
comegar em A, dar uma volta completa e terminar em B.

b) Como 100 = 7% 13+9, uma corrida de 100km corresponde a dar 7 voltas completas na pista e percorrer
mais 9km. A tnica forma de percorrer 9km respeitando-se o sentido da corrida é comegando em A e
terminando em D. Portanto a corrida deve comecar em A, dar 7 voltas completas e terminar em D.

c) Como sugerido nos itens anteriores, a solugdo do problema estd baseada na ideia de “dar uma certa
quantidade de voltas” sem exceder o comprimento da corrida e depois localizar trechos convenientes para
percorrer a “distdncia restante”. Do ponto de vista matemaético, esse procedimento corresponde a efetuar
o algoritmo de divisdo com divisor igual a 13, ou seja, a escrever

dividendo (comprimento da corrida) = 13 (divisor) X quociente (ntimero de voltas)
+ resto (distancia restante),

sendo o resto um ntmero natural menor do que 13. Logo o resto s6 pode ser um dos ntimeros 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 11 e 12. Por inspecdo direta podemos verificar como realizar corridas com qualquer
extensdo de 1km a 13km. Os resultados estdo dispostos na seguinte tabela:

Extensdao em km | Ponto de partida | Ponto de chegada
1 A B
2 B C
3 A C
4 D A
5 D B
6 C D
7 D C
8 B D
9 A D
10 C A
11 C B
12 B A
13 Qualquer um O mesmo da partida

Vejamos agora que é possivel realizar corridas com qualquer comprimento inteiro maior do que 13km.
Para isso basta ver que temos duas possibilidades:

1. Primeiro caso: a extensdo é um multiplo de 13km.

Nesse caso, basta escolhermos qualquer posto e entdo realizarmos uma corrida que comega e
termina nesse posto dando o niimero de voltas completas que é o quociente entre a extensdo da
corrida e 13.

Por exemplo, se a extensdo da corrida é de 208km = 16 x 13km, basta dar 16 voltas completas na
pista.
2. Segundo caso: a extensdo ndo é um multiplo de 13km.

Nesse caso, calculamos o quociente e o resto da divisdo da extensdo da corrida por 13. O resto serd
um dos nameros 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11 e 12. A tabela acima fornece os postos de partida e de
chegada da corrida. O ntimero de voltas serd igual ao quociente.

Por exemplo, se a extensdo da corrida é 109km = (8 X 13 + 5)km, ela deve comegar no posto D, dar
8 voltas completas, retornando entdo a D, e depois percorrer o trecho de D a B.
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(13| Nuimeros em um quadrado — Solucio

a) Somar as somas das linhas é 0 mesmo que somar todos os nimeros no quadrado; assim, a soma das
somas das linhasé1+2+3+4+5+6+7+8+9 =45. O mesmo se pode dizer da soma das somas das
colunas, e concluimos que a soma de todas as somas é 2 X 45 = 90. Logo, a soma que esta faltando é
90-(9+13+14+17+18)=90-71=19.
b) 1% solugio: Se todas as somas fossem pares, as somas das trés linhas seriam pares e sua soma seria par.
Mas isso é impossivel pois, como vimos acima, a soma das somas das trés linhas é 45, que é um ntimero
impar.
2% solugdo: Ao distribuir os niimeros no quadrado, uma linha pode ter no maximo trés ntimeros impares.
Por outro lado, ha cinco ntimeros impares de 1 a 9, a saber, 1, 3,5, 7 e 9. As maneiras de escrever 5 como
soma de inteiros menores ou iguaisa3sdo5=2+3=1+1+3 =1+ 2+ 2. Como em qualquer dessas
somas aparecem as parcelas 1 ou 3, concluimos que pelo menos uma linha de um quadrado preenchido
conterd um ou trés ntimeros impares, sendo os restantes pares. Em qualquer caso, obtemos uma linha
cuja soma € impar.
¢) Vamos estender um pouco essa solugdo para determinar ndo apenas um, mas todos os quadrados que
tém as somas dadas. Antes de comecar, notamos que trocar a ordem de duas linhas (ou de duas colunas)
ndo altera as somas de um quadrado. Os seis ntimeros do resultado final devem ser separados em dois
grupos de trés nameros cada, cujas somas sejam iguais a 45. No primeiro grupo, cada nimero é a soma
de uma linha e, no outro, a soma de cada coluna. De acordo com o item anterior, cada grupo deve conter
um ntmero impar; logo 7 e 13 devem ficar em conjuntos diferentes. Segue imediatamente que a tinica
possibilidade é separar as somas nos grupos 7, 16, 22 e 13, 14, 18; podemos entdo supor que as somas
das linhas sdo 7, 16, 22 e as somas das colunas sdo 13, 14, 18.

Como a tinica maneira de obter a soma 7 é 1 +2 + 4 = 7, podemos comegar a preencher o quadrado
como abaixo:

Suponhamos que a soma da segunda linha seja 22; as tinicas possibilidades para a soma 22 sao
5+8+9=22e6+7+9 =22, que vamos considerar separadamente.

Suponhamos primeiro que na segunda linha aparecem os ntimeros 5, 8§ e 9. Aqui o 5 ndo pode
aparecer na coluna do 4, pois 4 + 5 = 9 e para obter uma das somas 13, 14 ou 18 nessa coluna o terceiro
numero deveria ser 4, 5 ou 9, respectivamente, o que ndo pode acontecer pois o 4 ja foi usado enquanto
que 5 e 9 aparecem na segunda linha; argumento andlogo mostra que o 9 também néo pode aparecer na
coluna do 4, ou seja, o 8 aparece abaixo do 4. Como 4 + 8 = 12 e tanto o 1 como o 2 ja foram usados, a
soma dessa coluna ndo pode ser 13 ou 14; logo a soma é 18.

112 7
22

16

= (00|

8

Podemos agora completar o quadrado das seguintes maneiras:

112417 112417
51911822 9 [ 5]8 |22
71316 |16 3| 71616
13 14 18 13 14 18

Deixamos para o(a) leitor(a) mostrar que, quando na segunda linha aparecem os ntimeros 6,7 e 9, as
possibilidades sédo:

112 147 11247 1121417 1121417
7196 |22 9 16| 7|22 9 | 7|16 |22 9 17|16 |22
513816 815|316 315]18]16 853 ]16
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14
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Desse modo, existem apenas seis quadrados com as somas do enunciado, a menos de troca de posicao
de linhas, troca de posi¢do de colunas e troca das linhas pelas colunas.

Assunto
( Combinatoéria

[14] Dado no papeldo — Solugio

ALTERNATIVA C

A figura abaixo identifica com a mesma letra as faces que se tornardo opostas quando o dado for
montado. As alternativas A), B), D) e E) devem ser eliminadas, pois nelas as faces marcadas com a letra
a ndo somam 7 pontos. Resta a alternativa C), na qual todos os pares de faces marcados com a mesma
letra somam 7.

Sacas de arroz e sacas de milho — Solugio

a) Tio Barnabé tem que transportar uma carga total de 150 x 60 + 100 x 25 = 9000 + 2500 = 11500 quilos.
Como a carga maxima da caminhonete é 2000 quilos, em cinco viagens Tio Barnabé podera transportar
no méaximo 5x 2000 = 10000 quilos, faltando ainda 11500 — 10000 = 1500 quilos para completar o servico.
Logo, ndo é possivel fazer o servico em apenas 5 viagens.

b) 1° Solugdo: Tio Barnabé pode fazer 5 viagens carregando, em cada uma, 30 sacas de arroz e 8 de milho,
totalizando 30 X 60 + 8 x 25 = 1800 + 200 = 2000 quilos. Em cinco viagens, ele levaria 30 X 5 = 150 sacas
de arroz e 5 X 8 = 40 sacas de milho, restando 100 — 40 = 60 sacas de milho, pesando 60 x 25 = 1500
quilos, que poderiam ser todas transportadas na sexta viagem.

2% Solugdo: Tio Barnabé pode fazer 5 viagens levando, em cada uma, 28 sacos de arroz e 12 de milho,
totalizando 28 x 60 + 12 x 25 = 1980 quilos em cada viagem; na sexta viagem ele pode levar os 10 sacos
de arroz e os 40 de milho restantes, totalizando 10 X 60 + 12 x 25 = 1600 quilos.

Com pés e cabegas — Solugio

ALTERNATIVA C
A tabela abaixo representa todas as possibilidades para que o ntimero de cabecas seja 5 (lembramos que
banquinhos ndo tém cabeca e ha pelo menos uma pessoa e uma vaca).

Cabecas Pés Pés de banquinhos
Vacas | Pessoas | (vacas e pessoas) | (22 - pés, vacas e pessoas)
1 4 12 10
2 3 14 8
3 2 16 6
4 1 18 4

A ultima coluna representa as possibilidades para o ntimero de pés de banquinhos que hé no curral.
Como cada banquinho tem 3 pés, o namero total de pés de banquinhos deve ser um mdultiplo de 3. O
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tnico mdltiplo de 3 que aparece na tltima coluna é 6, correspondente a 2 banquinhos. Logo no curral
havia 3 vacas, 2 pessoas e 2 banquinhos.

Pedrinho escreve niimeros — Solugio

a) O algarismo 1 ndo pode ser repetido porque nédo é possivel escrever 12 como uma soma da forma
1+ 1+ x onde x é um algarismo; de fato, como x é no maximo 9, esta soma serd no méximo 11. O
algarismo 4 também nédo pode ser repetido pois neste caso o nimero teria que ser 444, que tem trés
algarismos iguais e ndo estd de acordo com o enunciado. Finalmente, os algarismos 7, 8 e 9 ndo podem
ser repetidos, pois neste caso a soma dos algarismos ultrapassaria 12. Assim, o algarismo repetido s6
pode ser 2, 3,5 ou 6. Com 2, 3 e 5 podemos formar 9 niimeros: 228, 282, 822, 336, 363, 633, 552, 525 e 255.
Com o algarismo 6 podemos formar 2 nimeros: 606 e 660. Portanto a quantidade de ntimeros escrita é
9+2=11.

b) A soma de trés nimeros impares é um nimero impar. Como 12 é par, vemos que é impossivel achar
trés algarismos impares cuja soma é 12. Logo nenhum dos ntimeros escritos tem os trés algarismos
fmpares.

Quantos foram os empates? — Solugdo

ALTERNATIVA D

1° solucdo: Cada time jogou trés vezes. Com 5 pontos, o Cruzinthians s6 pode ter vencido uma partida e
empatado duas, pois se tivesse vencido duas partidas, teria pelo menos 6 pontos e se ndo tivesse vencido
nenhuma, teria no maximo 3 pontos. O Greminense ndo venceu nenhuma partida, pois obteve apenas
2 pontos; logo empatou duas partidas e perdeu uma. O Flameiras, em segundo lugar com 3 pontos,
ndo venceu nenhuma partida, pois se isso tivesse acontecido, ele teria que ter perdido duas; como o
Greminense ndo ganhou nenhuma e o Cruzinthians apenas uma, ele teria perdido para o Nauritiba.
Mas o mesmo raciocinio mostra que entdo o Nauritiba, tendo ganho a partida com o Flameiras, deveria
ter perdido para Flameiras! Como isso ndo pode acontecer, concluimos que o Flameiras e o Nauritiba
empataram suas trés partidas. Logo o nimero de empates foi 3+ 3 —1 = 5; 0 —1 aparece nessa expressao
pois o empate entre Flameiras e Nauritiba deve ser contado apenas uma vez. A tabela abaixo mostra a
pontuacdo do campeonato.

Cruzintians | Flameiras | Nauritiba | Greminense
Pontos ganhos pelo Cruzintians 1 1 3
Pontos ganhos pelo Flameiras 1 1 1
Pontos ganhos pelo Nauritiba 1 1 1
Pontos ganhos pelo Greminense 0 1 1

2% solugdo: Outra solugdo é notar que em cada jogo disputado sdo distribuidos 2 pontos, no caso de
empate ou 3 pontos, caso ndo ocorra empate. Como cada um dos quatro times jogou uma tinica vez com
seus trés adversdrios, foram disputados ao todo seis jogos, nos quais foram distribuidos 5+3+3+2 = 13
pontos. A tnica maneira de parcelar 13 em seis parcelasde2ou3é13 =3 +2+2+2+2 +2; logo, cinco
dos seis jogos terminaram empatados.

(19| Futebol matemdtico — Solucio

a) O time B ndo perdeu nenhuma partida, logo empatou ou ganhou de A. Mas A ndo empatou nenhuma
partida, logo A perdeu de B.

b) O time A perdeu uma partida. Se tivesse perdido exatamente mais um jogo, teria 6 pontos. Mas B
tem no minimo 6 pontos, pois venceu A e ndo perdeu nenhuma das outras trés partidas. Como A tem
mais pontos que B, concluimos que A perdeu somente para B; e como A ndo empatou nenhuma partida,
venceu as outras trés. Logo A obteve 9 pontos.

c) 17 solugdo: Como o time B ndo perdeu para nenhum outro time, ele ganhou 1 ou 3 pontos em cada
partida, isto é, sempre um ntmero impar de pontos. Como a soma de quatro ntimeros impares é par,
vemos que B terminou o torneio com um niimero par de pontos.
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2% solugdo: Como ficou em segundo lugar, o time B fez menos do que 9 pontos, portanto venceu uma ou
duas partidas. Como ele jogou quatro partidas, se venceu uma delas entdo empatou trés, finalizando
com 6 pontos; se venceu duas entdo empatou duas, finalizando com 8 pontos. Logo, as possibilidades
para o ndmero de pontos que B obteve nesse torneio sdo 6 e 8, ambos ndmeros pares.

d) De acordo com os itens anteriores, A perdeu de B e venceu C, D e E. Dos 6 jogos restantes, 5 foram
empates. Se B tivesse s6 2 empates, entdo todos os jogos entre C, D e E seriam empates e os dois desses
times que empataram com B terminariam empatados, o que contraria o enunciado. Logo, os trés jogos
de B contra C, D e E foram empates. Como houve um total de 5 empates, 2 dos jogos entre C, D e E
foram empates. Como a ordem de classificagdo é C, D, E, a tnica vitéria foi de C contra E. Temos, assim,
a tabela de resultados abaixo.

AlA|A|A|B|B|B|C|C|D

X | X
E|E

m|x
oOfx
O| X
m|x
O|x

X
D

| X
Ofx

Impar soma, par divide — Solugio

a) Asequénciaé37 -38—-19—-20-10—-5-6—-3-4—-2—> 1

b) A tinica sequéncia de comprimento 3é4 — 2 — 1. As sequéncias de comprimento4sdo3 — 4 — 2 —
1e8 - 4 — 2 — 1; elas sdo obtidas a partir de 4 — 2 — 1, a primeira acrescentando 4 — 1 = 3 a esquerda
e a segunda acrescentando 2 X 4 = 8 a esquerda. Do mesmo modo, a sequéncia impar3 — 4 -2 — 1
dé origem a sequéncia par 6 - 3 — 4 — 2 — 1; a sequéncia par 8§ — 4 — 2 — 1 da origem a sequéncia
impar 7 - 8 - 4 —» 2 — 1 e a sequéncia par 16 - 8 —» 4 — 2 — 1. Temos assim as trés tnicas
sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares e uma impar. O raciocinio pode ser representado pelo
esquema abaixo.

>“>n N -

¢) 1° solugio: Repetindo o esquema do item anterior, temos:

| 10 b 5

>_>n—

—El -
8 |

S0 M
>

'

e assim temos trés sequéncias pares e duas impares de comprimento 6 e cinco sequéncias pares e trés
impares de comprimento 7.

2% solugdo: Observamos que a sequéncia impar de comprimento 5 d4 origem a uma sequéncia par de
comprimento 6; j4 as duas sequéncias pares de comprimento 5 ddo origem a duas sequéncias pares de
comprimento 6 e duas sequéncias impares de comprimento 6. Assim, temos duas sequéncias impares
de comprimento 6 e 1 + 2 = 3 sequéncias pares de comprimento 6, num total de 2 + 3 = 5 sequéncias
de comprimento 6. O mesmo argumento mostra que hd oito sequéncias de comprimento 7, sendo trés
impares e cinco pares.

www .obmep.org.br OBMEP



68 OBMEP - Banco de Questdes 2012

Observagdo: A repetigdo desse argumento para valores sucessivos do comprimento mostra que, a partir
do comprimento 3, o ntimero de sequéncias impares é0,1,1,2,3,5,8,..., o nimero de sequéncias pares é
2,3,5,8,13,... e ontmero total de sequéncias é 3,5, 8,13, 21,... Cada termo dessas sequéncias de valores,
a partir do terceiro, é a soma dos dois anteriores; vemos assim que essas sequéncias, com a eventual
omissdo de termos iniciais, sdo a sequéncia0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,. .., conhecida como sequéncia
de Fibonacci. Apresentamos esse resultado na tabela a seguir.

Comprimento 5 6 7 e 15 16
Impares 1 2 1+2=3] .- 144 89 +144 = 233
Pares 2 3 2+3=5|-- 233 144 + 233 = 377
Total (impares+pares) | 1+2=3 | 2+3=5|3+5=8 | --- | 144 +233 =377 | 233 + 377 = 610

d) 1% solugido: As 144 sequéncias impares de comprimento 15 ddo origem a 144 sequéncias pares de
comprimento 16; ja as 233 sequéncias pares de comprimento 15 ddo origem a 233 sequéncias pares de
comprimento 16 e 233 sequéncias impares de comprimento 16. Assim, temos 233 sequéncias impares de
comprimento 16 e 377 = 233 + 144 sequéncias pares de comprimento 16, num total de 233 + 377 = 610
sequeéncias.

2% solugdo: A parte da sequéncia de Fibonacci que nos interessa é 1,2,3,5,8,. .., 144,233,377,610,... O
ndmero de sequéncias impares de comprimento 15 (resp. 16) é o 15° (resp. 16°) termo dessa sequéncia,
que é 144 (resp. 233); o numero de sequéncias pares de comprimento 15 (resp. 16) é o 16° (resp. 17°)
termo, que é 233 (resp. 377) e o ntimero total é o 17°(resp. 18°) termo, que é 377 (resp. 610).

Bolas Coloridas — Solugio

a) Ana pode pintar a bolinha 1 com qualquer uma das trés cores. A bolinha 2 deve entdo ser pintada de
uma cor diferente da primeira, restando a Ana duas cores para pintd-la. A bolinha 3 deve ser pintada
com a cor que sobrar. Portanto, a Figura 1 pode ser pintada de 3 X 2 X 1 = 6 maneiras diferentes.

b) Vamos dividir as maneiras de pintar a Figura 2 em dois casos.

1. Primeiro caso: as bolinhas 1 e 3 sdo pintadas da mesma cor.

Essa cor pode ser escolhida de trés maneiras diferentes; apés esta escolha, a cor da bolinha 2 pode
ser escolhida de duas maneiras diferentes, bem como a da bolinha 4. O ntimero de maneiras de
pintar a Figura 2 nesse caso ¢ 3 X2 x 2 = 12.

2. Segundo caso: as bolinhas 1 e 3 sdo pintadas de cores diferentes.

Nesse caso, a cor da bolinha 1 pode ser escolhida de trés maneiras diferentes e ap6s isso, restam
duas possibilidades para a cor da bolinha 3. Para as bolinhas 2 e 4 hd apenas uma possibilidade,
que é a cor que ndo foi usada nas bolinhas 1 e 3. Logo, o ntimero de maneiras de pintar a Figura 2
nesse caso €3 X2 X1 =6.

No total, a Figura 2 pode ser pintada de 12 + 6 = 18 maneiras diferentes.

c) As bolinhas de 1 a 4 formam a figura do item anterior e portanto, para pintd-las, Ana tem 18
possibilidades. Para pintar a bolinha 5, ela tem duas cores disponiveis, pois a bolinha 4 ja estd pintada.

Logo, temos 18 x 2 = 36 possibilidades para pintar as bolinhas de 1 a 5. Dividimos agora nossa contagem
em dois casos.
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1. Primeiro caso: as bolinhas 3 e 6 sdo pintadas da mesma cor.

Nesse caso, temos uma tinica escolha para a cor da bolinha 6 (pois a bolinha 3 ja foi pintada) e duas
para a bolinha 7, ou seja, temos 1 X 2 = 2 possibilidades.

2. Segundo caso: as bolinhas 3 e 6 sdo pintadas de cores diferentes.

Nesse caso também temos uma tnica escolha para a cor da bolinha 6 (diferente das cores das
bolinhas 3 e 4) e sobra apenas uma cor para a bolinha 7. Aqui temos apenas uma possibilidade.
No total, hd 36 X 2 + 36 x 1 = 108 maneiras diferentes de pintar a Figura 3.

Codificando palavras — Solugio

a) A partir da figura do enunciado temos 23 = S, 25 = U, 7 = C,22 = Re 13 = I. Logo a palavra
codificada como 23-25-7-25-22-13 é SUCURI.

b) Ao passar da chave 5 para a chave 20 devemos somar 15 aos nimeros da figura do enunciado,
lembrando que se a soma for maior do que 26 devemos subtrair 26. Assim, temos O = 19 + 15 - 26 =
34-26=8,B=6+15=21,M=17+15-26=6,E=9+15=24,P =20+ 15-26 =9 donde OBMEP é
codificada como 8-21-6-24-9.

c) Como ndo existe letra codificada como 0, um dos nimeros associados a letras na sequéncia 2620138
é 0 20. A sua direita ha trés digitos, mas como ndo hé letra codificada como 138 ou 38, os ntimeros
associados a letras sdo 0 13 e 0 8. Isto d4 um total de 3 letras. Portanto, a esquerda de 20 s6 podemos
admitir o 26. Logo, a codificagdo da palavra é 26-20-13-8, a qual, na chave 20, corresponde a GATO.

d) Quando somamos trés nimeros consecutivos, obtemos um ndmero divisivel por 3; por exemplo,
14 + 15 + 16 = 45. Ao somar os ntimeros que representam as letras A, B e C nessa certa chave, obtemos
52, que ndo é um nimero divisivel por 3. Isso mostra que os trés ntimeros ndo sdo consecutivos e isso
somente é possivel se um dos ntimeros for 26 e outro for 1. Como a soma ¢é 52, o terceiro ntmero é
52 — 27 = 25. A tnica codificagdo de ABC, neste caso, é 25-26-1, ou seja, a chave é 25.

Troca-inverte — Solugdo

a) Aqui estdo trés solugdes, entre outras:

inverte troca
12345 ——— | 65432 |1 ——— 1|65432

2345 ", 23456 [1] T, 165432

345 —, 3456[12] %, [2] 16543 —— 16543

b) Existem 5 ntimeros diferentes formados com os algarismos 1, 2 e 3, além de 123. Eles sdo 132, 213,
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231, 312 e 321. Vamos mostrar como obter todos a partir de 123:

)23 =2 23[1] 2% 132

123 inverte 21 troca 13
23 3
33

inverte

123 — 321

Pode-se, também, obter todos estes niimeros através de uma tinica sequéncia de troca e inverte; por
exemplo,

12 troca 31 troca 31 inverte 13 troca 1 troca 21

¢) Em um ntimero qualquer formado com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, temos os algarismos das
“pontas” e os do “meio”; por exemplo, em 621354 os algarismos das pontas sdo 6 e 4 e os algarismos
2,1, 3, e 5 estdo no meio. Dizemos também que dois algarismos sdo vizinhos se um estd ao lado
do outro; no exemplo em questdo, (2,1) e (3,5) sdo dois pares de vizinhos. O movimento inverte
troca os algarismos das pontas e mantém os vizinhos juntos. O movimento troca faz com que as
pontas se tornem vizinhos e separa um par de vizinhos, fazendo com que eles se tornem pontas.
Logo, comecando com 123456, vemos que qualquer sequéncia de movimento troca
e inverte tem como resultado um ntimero em que 1 e 6 sdo ou pontas ou vizinhos;
como isso ndo acontece com 243156, é impossivel transformar 123456 em 243156
com esses movimentos.

Alternativamente, podemos pensar nos algarismos do ntimero 123456 escritos
ao longo de um circulo orientado no sentido horario, como na figura ao lado. O
movimento inverte muda o sentido de rotagdo deste ciclo e o movimento troca mantém este sentido; por
outro lado, algarismos vizinhos, em particular o 1 e 0 6, permanecem sempre vizinhos ap6s qualquer
destes movimentos. Como em 243156 0 1 e 0 6 ndo sdo vizinhos, concluimos que é impossivel transformar
123456 em 243156 com esses movimentos.

6 1

4 &)

Um bom preenchimento — Solugio

a) S6 existe uma maneira de preencher o diagrama, como mostramos a seguir.
e O niimero 9 ndo pode ficar abaixo de nenhum ntmero, logo deve ficar no topo.
e Acima do ntimero 7 s6 podemos colocar 0 9 ou 0 8. Como 0 9 ja estd no topo, o 8 ficard acima do 7.
e O ntimero 6 ndo pode ficar abaixo do 5 nem do 2, logo ficara abaixo do 8, ao lado do 7.
e O ntimero 1 é o tinico que pode ficar abaixo do 2.
e Os numeros 3 e 4 devem ficar abaixo do 5, com o 3 abaixo do 4.
A sequéncia de figuras a seguir ilustra as etapas deste raciocinio.

@/g\Q @/g\Q @/@\ @/@\
ojole Op’O@O Op’d@)@o Op’O@@

A

@/@\ @@\
eJeJolo Ogé@ﬁ@@@ @@’@@@
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b) 1% solugdo: Primeiro vamos examinar o diagrama menor de trés bolinhas contidas no tridngulo
pontilhado, abaixo a esquerda. Para que ele fique bem preenchido com quaisquer trés nimeros positivos
distintos, o maior niimero deve ficar no topo e os outros dois poderao ser colocados nos dois circulos de
baixo de duas maneiras diferentes. Por exemplo, se os ntimeros forem 3, 6 e 8, podemos dispd-los das
duas maneiras ilustradas abaixo a direita.

AKX
R

Para que o diagrama completo do problema fique bem preenchido com os ntimeros de 1 a 5, 0 5
deve ficar no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer ntimero de 1 a 4. As trés casas
restantes, marcadas com o tridngulo pontilhado, formam o diagrama analisado acima e poderao entao
ser preenchidas de duas maneiras, com os trés niimeros restantes. Resumindo, podemos preencher o
diagrama do seguinte modo:

e preenchemos o circulo do topo com o 5: uma possibilidade;

e preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3 ou 4: quatro possibilidades;

e preenchemos as trés casas que faltam com os trés algarismos restantes: duas possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 1 x4 X 2 = 8 maneiras diferentes. Notamos que este raciocinio
se aplica para quaisquer cinco ntimeros positivos distintos. Isto serd importante na resolucdo do préximo
item.

2% solugdo: Notamos primeiro que o 5 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 4 deve entdo ocupar
uma das duas bolinhas abaixo do 5, e entdo:

e se 0 4 ocupar a bolinha sombreada, o 3 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 5,e 0 1 e 0 2 podem
ser colocados de duas maneiras diferentes nas duas bolinhas que sobram; temos duas possibilidades
neste caso;

e se 0 4 ocupar a outra bolinha abaixo do 5, a casa sombreada pode ser ocupada por qualquer dos
nuameros de 1 a 3, e os outros dois niimeros podem ser colocados nas duas dltimas bolinhas vazias; neste
caso temos 3 X 2 = 6 possibilidades.

Deste modo, o nimero total de maneiras de preencher o diagrama é 2 + 6 = 8.
¢) 1% solugdo: Para que o diagrama fique bem preenchido com os ntiimeros de 1 a 7, temos que colocar o
7 no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer nimero de 1 a 6. A parte circundada
pela linha pontilhada foi analisada no item b) e pode ser preenchida com os 5 ntimeros restantes de 8
formas diferentes. Ou seja, podemos preencher o diagrama como segue:

e preenchemos o circulo do topo com o 7: uma possibilidade;

e preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6: seis possibilidades;

e preenchemos a parte circundada com os algarismos restantes: oito possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 1 X 6 X 8 = 48 maneiras diferentes.

2% solugdo: Notamos primeiro que o 7 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 6 deve entdo ocupar
uma das duas bolinhas abaixo do 7, e entao:

® se 0 6 ocupar a bolinha sombreada, os ndmeros de 1 a 5 devem ocupar as casas circundadas com a
linha pontilhada. De acordo com o item b), isto pode ser feito de oito maneiras distintas.

e se 0 6 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 7, podemos colocar qualquer ntiimero de 1 a 5 na casa
sombreada e distribuir os ntimeros restantes pelas quatro bolinhas ainda vazias, o que pode ser feito de
oito maneiras diferentes, de acordo com o item b). Aqui temos 5 X 8 = 40 possibilidades.
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Logo, o diagrama pode ser preenchido de 8 + 40 = 48 maneiras diferentes.

Troca-cor — Solugio

a) Mostramos abaixo um jogo completo para cada tabuleiro, destacando as casas apertadas.

b) Dividimos o tabuleiro 2 X 100 em 25 retdngulos 2 X 4 e, em cada um desses retangulos, tornamos as
casas cinzas procedendo como ilustrado no item a); notamos que ao aplicar este procedimento em um
retdngulo os demais nédo sdo afetados. Desse modo podemos preencher todas as casas do jogo 2 x 100.
¢) Dividimos o tabuleiro como ilustrado na figura a seguir.

1 9 17 193 201
6 14 198

Na primeira linha selecionamos as casas 1, 9, 17, ..., 193, 201 e na segunda as casas 6, 14, 22, ..., 190,
198. Cada uma das casas selecionadas estd dentro de uma regido destacada com trago mais forte. Ao
apertar uma destas casas, ela e todas as outras casas de sua regido ficam cinzas, sem afetar as outras
regides. Apertando todas estas casas podemos entdo preencher todas as casas do jogo 2 x 101.

Notamos que ha uma casa selecionada de duas em duas colunas, comegando da primeira a esquerda,
e uma na ultima coluna. Como as colunas sdo em nuimero de 101, vemos que foram selecionadas 51
casas, que é o nimero de jogadas que foram necessdrias para terminar o jogo do modo descrito.

d) Nao é possivel acabar o jogo 2 x 101 com menos de 51 jogadas, pois cada jogada muda a cor de no
méximo quatro casas. Assim, com 50 jogadas ou menos conseguiremos mudar a cor de no méximo
50 x 4 = 200 casas, mas no jogo 2 X 101 devemos mudar a cor de 202 casas. Logo, é impossivel fazer
menos do que 51 jogadas e deixar cinzas todas as casas.

Observagdo: A solucdo dos itens b) e c) mostra como terminar o jogo no caso de tabuleiros 2 X 11, onde n
deixa restos 0 ou 1 quando dividido por 4. E interessante completar a analise nos casos em que os restos
sdo 2 ou 3; deixamos isto para o(a) leitor(a).

(26| As torres de Caroba — Solugio

a) Abaixo listamos as torres que a Caroba pode fazer com trés pegas:

e com duas pegas de 4cm e uma de 2cm: (4,4,2), (4,2,4), (2,4, 4);

e com uma peca de 4cm e duas de 3cm: (4,3,3), (3,4,3), (3,3,4);
b) Ela pode montar, por exemplo, quatro torres (4, 4, 2), uma torre (4, 3, 3) e duas torres (3, 3, 2, 2), restando
uma peca de 2cm e trés pecas de 3cm. Outra possibilidade é fazer quatro torres (4,3, 3), duas torres
(4,4,2) e uma torre (2,2,2,2,2), restando uma pega de 4cm, uma peca de 3cm e duas pecas de 2cm.
Pode-se também aproveitar as torres do item a) e montar, além delas, a torre (3, 3,2,2), sobrando uma
peca de 3cm e quatro pegas de 2cm. Hé ainda outras possibilidades.
¢) 1% solugdo: O comprimento total de todas as pecas que a Caroba tem é 9 X (2+3 +4) = 9 X9 = 8lcm. Se
ela pudesse fazer 8 torres de 10cm, a soma dos comprimentos dessas torres seria 80cm, ou seja, sobraria
lcm. Como néo existe pega de 1cm, concluimos que é impossivel montar 8 torres de 10cm com 9 pecas
de cada uma das cores.
2% solugdo: Pecas de 3cm aparecem 0 ou 2 vezes em qualquer torre de 10cm, donde o ntimero de pegas
de 3cm usadas para fazer qualquer ndmero de torres é par. Como a Caroba tem 9 pecas de 3cm, segue
que vai sobrar pelo menos uma peca de 3cm, qualquer que seja o ntimero de torres que ela montar.
Descontando essa peca, o comprimento total das pegas que sobram é 81 —3 = 78cm, que néo é suficiente
para montar 8 torres de 10cm. Logo a Caroba nédo vai conseguir montar as 8 torres de 10cm.
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Assunto
( Geometria

[27] Azulejos — Solucio

ALTERNATIVA E

Mostramos ao lado dois azulejos. O azulejo 1 é o azulejo do enunciado, com o qual foram formadas as
figuras das alternativas A), B), C) e D). A figura da alternativa E) foi feita com duas cépias do azulejo 1 e
duas copias do azulejo 2. Como néo é possivel obter o azulejo 2 por translagdo ou rotagdo do azulejo 1,
segue que ndo podemos montar a figura da alternativa E) com cépias do azulejo 1.

A/

azulejo 1 azulejo 2

Figuras no quadro-negro — Solugio

Para orientar a solucdo, lembramos que a drea de um retdngulo é igual ao produto dos comprimentos
de dois lados adjacentes; em particular, a 4rea de um quadrado é igual ao quadrado de seu lado.

a) Como a 4rea do retangulo ¢ 108cm? e um lado mede 12cm, o comprimento do lado adjacente, indicado
por ? na figura abaixo, deve ser um ntimero que, quando multiplicado por 12, tenha como resultado
108, ou seja, € 108 + 12 = 9. Assim, o perimetro do retangulo é 12cm + 12cm + 9cm + 9cm = 42cm.

Solugio algébrica: Seja x o comprimento do lado indicado por ? na figura, dado em centimetros. Entdo
12x = 108 e, como antes, temos x = 108 + 12 = 9; o célculo do perimetro é idéntico ao feito acima.

A

? 108 cm?

12cm

b) Como o quadrado cinza tem &rea igual a 36cm?, o comprimento de seu lado, em centimetros, ¢ um
numero cujo quadrado é 36, ou seja, é igual 6. Logo o retangulo maior tem um lado de comprimento
6cm; como sua drea é 108cm?, segue que seu outro lado mede 108 +6 = 18cm. Logo um lado do retdngulo
branco mede 6cm e o outro mede 18cm—6cm = 12cm, e assim seu perimetro é 12cm+12cm +6cm+6cm =
36cm.

Pode-se também argumentar que a 4rea do retangulo branco é 108cm? — 36cm? = 72cm?; como um
de seus lados mede 6cm, entdo o outro mede, em centimetros, entdo 72 + 6 = 12. O restante da solucédo
segue como acima.

Solugdo algébrica: O lado do quadrado, que mede 6cm, é um lado do retdngulo branco e também do
retangulo maior. Seja x o comprimento, em centimetros do outro lado do retangulo branco; entdo o outro
lado do retangulo maior tem comprimento (x + 6)cm. Como sua drea é 108cm?, segue que 6(x + 6) = 108,
ou seja, 6x + 36 = 108. Logo 6x = 108 — 36 = 72 e segue que x = 72 + 6 = 12. O célculo do perimetro do
retangulo branco segue como acima.
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6 cm 12cm

6cm 6 cm

Y

18 cm

¢) Na figura ao lado marcamos os lados do quadrado R em pontilhado e os lados do quadrado S em traco
mais grosso. Para simplificar, vamos nos referir ao comprimento de um segmento grosso apenas como
“grosso”, e do mesmo modo para “pontilhado”. O perimetro do quadrado S é igual a quatro grossos.
Observamos que os retangulos brancos sdo iguais, pois tém os mesmos lados, e seu perimetro é igual
a dois grossos mais dois pontilhados. Por outro lado, o enunciado diz que o perimetro de um desses
retangulos é igual a trés vezes o perimetro de S, isto é, igual a doze grossos. Logo os dois pontilhados
devem ser iguais a dez grossos, ou seja, cada pontilhado é igual a cinco grossos.

Notamos agora que um lado do quadrado grande é igual a um grosso mais um pontilhado, ou seja,
é igual a seis grossos. Podemos entdo decompor o quadrado grande em 6 X 6 = 36 quadradinhos iguais
ao quadrado S, como na figura ao lado. Como a drea do quadrado maior é igual a 108cm?, a drea de um
desses quadradinhos ¢ igual a 108cm? + 36 = 3cm?. Finalmente, o quadrado R consiste de 5 x 5 = 25
quadradinhos e entdo sua 4rea é igual a 25 X 3cm? = 75cm?.

Solugdo algébrica: Primeiro argumentamos, como acima, que os retangulos brancos sdo iguais. Seja
agora x o lado do quadrado S (grosso) e y o lado do quadrado R (pontilhado). O perimetro de S é
entdo 4x e o de um retdngulo branco é 2x + 2y; o enunciado nos diz que 2x + 2y = 3 X 4x = 12x,
donde 2y = 10x e entdo ¥ = 5x. Logo o lado do quadrado grande mede x + 5x = 6x; como sua 4rea
¢ 108cm? temos 108 = 6x X 6x = 36x%, onde x> = 3. A 4rea de R, em centimetros quadrados, é entdo
y? = (5x)* = 25x% = 25X 3 = 75.

Reforma no Sitio do Picapau Amarelo — Solugio

a) Um retangulo fica dividido em duas regides de mesma drea por sua diagonal. Logo os terrenos de
Quindim, Visconde de Sabugosa e Cuca, juntos, tém area igual & metade da 4rea do Sitio. A 4rea desses
terrenos, em hectares, somam 4 + 7 + 12 = 23. A outra metade do Sitio tem a mesma area e é igual a
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soma das areas dos terrenos de Saci, Narizinho, Rabicé e da reserva florestal. Portanto 6 + 5 + 10+(area
da reserva) = 23, ou seja, a drea da reserva é igual a 23ha — 21ha = 2ha.

b) Quindim e Cuca, juntos, possuem 4ha + 7ha = 11ha. Assim, gastaram 220 = 220 reais por hectare.
Como o terreno de Saci tem 6ha, ele gastou 6 X 220 = 1320 reais.

Figuras no vazio — Solugdo

ALTERNATIVA E
A figura mostra o que acontece ao desdobrar o papel.

Cartolina vira cubo — Solugio

ALTERNATIVA C

Ao montar o cubo, a face branca e a face cinza ficam opostas; logo as alternativas A) e B) estdao excluidas.
As alternativas D) e E) estdo excluidas pois no cubo ndo podem aparecer um retangulo branco e outro
cinza com um lado menor em comum.

Quantas cores? — Solugio

ALTERNATIVA B

Cada vértice é a extremidade de trés arestas e, portanto, sdo necessarias pelo menos trés cores diferentes.
Por outro lado, trés cores diferentes bastam; podemos ver isto na figura, onde trés cores diferentes estao
indicadas em tragos cheio, tracejado e pontilhado.

Cubo sobre cubo — Solugio

a) 17 solugdo: A superficie do sélido é igual a soma das superficies dos cubos menos a drea “perdida” no
contato entre eles, que é igual a duas vezes a drea de uma face do cubo menor. Assim, a drea do sélido
obtido, em centimetros quadrados, é igual a 6 x20x20+6Xx10x10-2x10x 10 = 2400+ 600200 = 2800.
Como Pedro gasta 1 mL de tinta para pintar 100cm?, entdo ele vai gastar % = 28 mL de tinta para
pintar a superficie do sélido.
2% solugdo: Cada face do cubo maior tem drea igual a 20cm X 20cm = 400cm?. Assim, Pedro gastara
2% = 4 mL de tinta para pintar cada face do cubo maior; analogamente, ele gastara 1 mL de tinta para
pintar cada face do cubo menor. Logo ele gastard 6 x4 + 6 X 1 —2 X 1 = 28 mL de tinta para pintar todo
o sélido.
b) Para pintar uma das faces do cubo, Pedro gastou % = 9 mL de tinta. O corte criou duas novas
superficies, cada uma com darea igual a de uma das faces do cubo; para pintar estas duas superficies
Pedro deve gastar 2 X 9 = 18 mL de tinta.
¢) 1% solugdo: Para dividir o cubo em cubinhos iguais, devem ser feitos cortes paralelos as faces e
igualmente espacados. Como vimos no item b), cada um destes cortes cria 1800cm? de superficie ndo
21600

pintada. Portanto, o ndmero de cortes foi 500 = 12. Como os cubinhos sdo iguais, os cortes horizontais,
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verticais e longitudinais devem ser todos de mesmo ntmero, ou seja, em ntmero de 13—2 = 4. Esses cortes
dédo origem a 5 camadas horizontais, verticais e longitudinais de cubinhos, e segue que o cubo original
foi dividido em 5 X 5 X 5 = 125 cubinhos.

2% solu¢do: Como no item b) concluimos que, para pintar cada face do cubo Pedro gastou 9 mL de tinta,
logo cada face tem 4rea, igual a 900cm?. Concluimos que a aresta do cubo mede 30cm. Pedro gastou
54 + 216 = 270 mL de tinta no total, logo ele pintou 27.000cm?. E intuitivo que o nimero de camadas
horizontais, verticais e longitudinais seja 0 mesmo. Chamamos esse nimero de n. A quantidade de
cubinhos € entdo n° e a aresta de cada um dos cubinhos mede 2cm. Logo a 4rea de uma face de um

30cm — 900

cubinho é 3%m 5 30m — Mem? e temos:

27000 = 6 X 91%0 x 1° = 5400 X .

(R

drea total das
faces de um
cubinho

Segue que 1 = 5 e entdo o ntimero de cubinhos é 5° = 125.

[34] Acertando a drea — Solugio

a) 17 solugdo: A figura abaixo mostra como decompor a regidao ACDE em um quadrado CDEH e um
triangulo AHE. Como CD = DE = 10m e AC = 20m, segue que AH = 10m. Logo a area do tridngulo
AHE é metade da drea de um quadrado de lado 10m, ou seja, é

AHXHE _ 10m x 10m _

2
> 5 50m

Como a drea do quadrado CDEH ¢ 10m x 10m = 100m?, concluimos que a 4rea da regido ACDE é
100m? + 50m? = 150m?.

Alternativamente, podemos calcular a drea de ACDE como a diferenca entre as dreas do retangulo
ACDG e do triangulo AGE, ou seja, 20m X 10m — 102x10m = 150m2,

b

2% solugdo: Podemos calcular a drea do trapézio retangulo ACDE, em metros quadrados, pela férmula

usual:
(AC+DE)xCD _ (20 +10) x 10

2 2

A 4rea total do terreno é entdo adrea(ACDE)+area(ABC) = 150m? + 120m? = 270m?.
b) 1° solugdo:

= 150.
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Como o terreno tem 270m?, ao dividi-lo em duas partes iguais cada uma das partes teré drea de

270m?2
T 135m?

Desse modo, devemos ter
135m? = 4rea(ABCF) = 4rea(ABC) + area(ACF) = 120m? + drea(ACF)
e vemos que area(ACF) = 15m?. Por outro lado, a drea do trisngulo ACF é

ACXCF  20m x CF

> 2 =10m x CF

Portanto, 10m X CF = 15m? e logo CF = 1,5m.

2% solugiio: Como o terreno tem 270m?, ao dividi-lo nas partes de mesma area ABCF e AFDE, cada parte
terd drea de 135m?. Notamos que ABCF ¢ um trapézio de bases AB e CF e de altura AC = 20; logo

(12m + CF) X 20m

5 = 120m? + 10m x CF

135m? = 4rea(ABCF) =

e segue que CF = 1,5m.

(35| Miguilim e os tridngulos — Solugdo

a) Na Figura I, verificamos que as medidas de dois lados que ndo foram unidos sdo 4cm e 6cm. Como os
dois lados unidos sdo do mesmo tamanho, eles ndo podem medir nem 4cm nem 6cm, logo medem 3cm.
Na Figura II, o tridngulo que estd mais acima tem um lado livre de 4cm e, claramente, o lado que foi
unido ao tridngulo de baixo é menor do que o lado livre ndo identificado. Portanto, o lado do tridngulo
superior que foi unido ao de baixo mede 3cm. No tridngulo de baixo, claramente, 0 maior lado foi unido
ao lado do tridngulo de cima. Esse lado mede 6cm.

b) Os lados de medida 3cm ndo fazem parte do perimetro da Figura I. Logo o perimetro da Figura I é
igual a 2x(4cm+6cm) = 20cm. Olado de 3cm de um triangulo e o pedago de 3cm do lado maior do outro
tridngulo ndo fazem parte do perimetro da Figura II. Logo o perimetro da Figura II, em centimetros, é
iguala6+4+3+4+(6-3) =20.

c) O perimetro de uma figura obtida quando se unem lados dos dois tridngulos é igual a soma dos
perimetros dos dois tridngulos menos duas vezes o comprimento do menor dos lados que foram unidos.
Assim, o perimetro da figura é o menor possivel quando unirmos os dois lados de 6cm; nesse caso o
perimetro, em centimetros, é igual a2 X (3+4 +6) —2x 6 = 26 — 12 = 14. As duas figuras abaixo tém
perimetro minimo.

Retdngulo recortado — Solugio

a) Vamos representar a folha original pelo retingulo PQRS na figura abaixo. Seja M o ponto onde
os segmentos AC e BD se encontram. Como o centro do retdngulo é o centro de simetria da figura,
concluimos que AM = MC = 3AC. Por outrolado, sabemos que AC = BD, donde AM = BM = CM = DM.
Como os angulos com vértice em M sdo todos retos, os tridngulos AMB, BMC, CMD e DAM s&ao
congruentes e, em particular, AB = BC = CD = DA e os angulos desses tridangulos em A, B, C e D sdo
iguais, donde ABCD é um quadrado. Como BPCQ é um retangulo, BC = PQ = 20cm, donde AB = 20cm.
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b)A érea de cada um dos tridngulos AMB, BMC, CMD e DAM é igual a 1 da 4rea do quadrado ABCD,
que é 20cm X 20cm = 400cm?; logo a 4rea de um desses triangulos ¢ %% = 100cm?. Como sdo os dois
pedacos de cinco lados iguais, eles ttm a mesma drea. A folha original tem 4rea igual a 20 X 30 = 600cm?,
e se subtrairmos dessa drea as areas dos dois pedacos triangulares ABM e DMC, restard a drea dos dois

pedagos de cinco lados. Portanto, a drea de cada pedago de cinco lados, em centimetros quadrados, é

igual a 600-2x100 _ 600-200 _ 400 _ ()
2 =72 T 2= :

Outra solugdo para obtengdo da drea do tridngulo: A base AB do triangulo ABM mede 20cm; a altura relativa

a essa base é metade da altura da folha, ou seja, 20% = 10cm. Portanto, a drea de cada um dos dois

triangulos ¢ 20amxi0am — 100cm?.

Outra solugdo para obtengio da drea do poligono de cinco lados: Cada pedago de cinco lados é formado por um
dos quatro triangulos acima e por um retangulo de altura 20cm e largura igual a 22m-10am — 10m _ 5ep,
Como a drea de cada trisngulo é de 100cm? e a drea do retangulo é igual a 5x20cm? = 100cm?, concluimos
que a 4rea de cada pedago de cinco lados é igual a 100cm? + 100cm? = 200cm?.

¢) 17 solugdo: O quadrado formado pelos quatro pedagos e o buraco tem area igual a 8 vezes a drea
de cada pedacgo triangular, conforme mostrado no desenho a seguir. Portanto, sua area é igual a
8 X 100cm? = 800cm?. Como a soma das &reas das quatro pegas ¢ igual a drea da folha original, ou seja,
600cm?, concluimos que a 4rea do buraco é igual a 800cm? — 600cm? = 200cm?.

2% solugio: O buraco é um retdngulo cuja altura é igual a altura da folha original, ou seja, 20cm. Seu
comprimento é a diferenca entre o comprimento da folha original e o segmento AB, ou seja, 30cm—20cm =
10cm. Portanto, a drea do buraco é 20cm X 10cm = 200cm?.

3% solucdo: Cada triangulo retangulo é isésceles com hipotenusa de medida 20cm. Se a2 é a medida, em
centimetros, de um dos catetos, temos 202 = a2 + % = 242, donde a = /202/2 = V200 = 10 V2. Assim,
o quadrado grande tem lado igual a 10 V2cm + 10 V2cm = 20 V2cm e sua 4rea é (20 V2cm)? = 800cm?.
Como a soma das 4reas das quatro pegas ¢ igual a area da folha original, ou seja, 600cm?, concluimos
que a 4rea do buraco é igual a 800cm? — 600cm? = 200cm?.

Tridngulo sobre tridngulo — Solugio

O argumento geral para a resolugdo desta questdo estd ilustrado na figura abaixo. O tridngulo ABC
é um dos tridngulos resultantes do corte do quadrado e D é um ponto qualquer no lado AB, com DE
perpendicular a AB. O tridngulo ADE também é retdngulo com dois lados iguais, e sua drea é igual a
metade da drea do quadrado ADEF; a 4rea do triangulo ADG é entdo igual a 1 da 4rea do quadrado
ADEF.
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A

a) O argumento acima mostra que a regido cinza (abaixo) tem drea igual a ; da drea do quadrado de lado
. 2 z P < A
3cm, ou seja, }1 X (3cm)2 = %Tm = 2,25cm?. Podemos também usar a férmula da drea de um triangulo.

A altura relativa ao lado de 3cm mede a metade do lado do quadrado, ou seja, 3cm. A drea da regido
cinza, em centimetros quadrados, é entdo

base X altura 3 X 3
2 )

area = 2
a 4

3cm

b) Um argumento similar ao utilizado no item anterior, mostra que a drea da regido cinza contida na

intersecdo do quadrado de lado 1em com o tridngulo de base 5cm da figura abaixo é 1 x (1em)? = % =
0,25cm?. Alternativamente, podemos usar a férmula para a 4rea de um tridngulo para obter

1
base X altura lem X ;em ]
drea = = -

2 2 T4

sz

¢) 1% solugdo: Como AB = CD = 3cm e AD = 5cm, vemos que BC = 1cm, e podemos entdo marcar os
comprimentos indicados na figura. A regido cinza é a unido de um retangulo de base 1cm e altura 2cm
com um tridngulo cuja drea j4 foi calculada no item anterior. Logo, a drea da regido cinza em, centimetros
quadrados, 6 1 X2+ 1 = 3 =2,25.

2% solugdo: A regido cinza é um retdngulo de base 1 e altura 3 da qual se retiram trés tridngulos, cada
um com drea igual a 1 da drea de um quadrado de lado 1cm. Entéo, a 4rea procurada, em centimetros

quadrados, é iguala3x1-3x3=3-3=7=2,25
X
2 2
A 2 c| 1 |B 2 D
h 5cm -
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Planificagées — Solugio
a) Na piramide cada vértice pertence a trés faces. O ponto assinalado se tornard o vértice das faces com

os nuimeros 2, 3 e 4; como esses sdo os trés maiores niimeros que aparecem nas faces, esse vértice terd a
maior soma, que é2+3+4 =09,

b) Em um cubo, cada vértice pertence a trés faces. Ao montar o cubo, as arestas pontilhadas na figura
abaixo coincidirdo, o mesmo acontecendo com os pontos A e B. Vemos assim que as faces que se

encontram no vértice correspondente ao ponto A sido as faces com os ntmeros 3, 6 e 2; logo o valor desse
vérticeé3+6+2 =11.

¢) Em um octaedro, cada vértice pertence a quatro faces. A figura abaixo mostra que, ao formar o
octaedro, o ponto A serd o vértice comum das faces com os nimeros 4, 5, 6 e 7; logo seu valor serd
4+5+6+7=22

d) Ao montar o octaedro, os dois segmentos indicados pela letra a formardo uma aresta e os pontos C e
D coincidirdo. Logo os segmentos indicados por b também coincidirdo e o ponto B serd levado no ponto
E. Desse modo, as faces que tém o vértice correspondente a B em comum sdo as faces com os ndmeros
1,2,4 e5; o valor desse vértice éentdol +2 +4 +5 = 12.

Ligando pontos na circunferéncia — Solugio

a) Juquinha, ao marcar cinco pontos sobre uma circunferéncia e tragar todas as ligagdes possiveis, sempre
obtém cinco pontos-pares, pois cada ponto esta ligado aos outros quatro pontos restantes. Retirando
qualquer uma dessas ligagdes, dois desses cinco pontos-pares passam a ser pontos-impares. Logo, ao
marcar cinco pontos sobre uma circunferéncia e fazer todas as liga¢des possiveis, exceto uma, Juquinha
obtém 2 pontos-impares e 3 pontos-pares.
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b) Na figura abaixo mostramos duas maneiras de obter 0, 2, 4 e 6 pontos-impares (assinalados com X)
com exatamente cinco conexdes

OO

6

SASAILT

¢) 1% solug¢do: Antes de Juquinha comecar a fazer liga¢oes, todos os pontos sdo pares, pois 0 é par. Vamos
agora pensar em Juquinha desenhando as liga¢des uma a uma. Quando ele desenha a primeira, os dois
pontos ligados passam a ser impares. A partir dai, cada nova ligagdo pode:

e ligar dois pontos pares: nesse caso, esses pontos tornam-se impares e o numero de pontos impares
aumenta de dois; ou

e ligar dois pontos impares: nesse caso, esses pontos tornam-se pares e o ntimero de pontos impares
diminui de dois; ou

e ligar um ponto par a um ponto impar: nesse caso, o ponto par torna-se impar, o ponto impar
torna-se par e o niimero de pontos impares continua o mesmo.

Em resumo, a cada nova ligagdo o ntimero de pontos impares aumenta ou diminui de dois ou entdo

permanece o mesmo. Como o ndmero inicial de pontos impares é 0, que é par, segue que o ndmero de
pontos impares é sempre par, independentemente do ntimero de pontos iniciais e do ntimero de ligacdes.
Uma solugao perfeitamente analoga parte de um desenho pronto, retirando as liga¢des uma a uma.
2% solugdo: Suponhamos que Juquinha tenha acabado de desenhar a figura. Para cada vértice, contamos
a quantos outros vértices ele estd ligado e somamos todos esses ntimeros. Essa soma é par; de fato,
como cada ligacdo conecta dois vértices, essa soma é duas vezes o ntimero de ligacdes. Cada vértice par
contribui com uma parcela par e cada vértice impar com uma parcela impar para essa soma; como a
soma é par, o nimero de parcelas impares deve ser par, ou seja, o nimero de vértices impares é par.
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Soluc¢oes do Nivel 2

Assunto
( Aritmética

Os cartoes de Catarina — Solugdo

a) Como 210 + 3 = 70, existem 70 cartdes cujos niimeros sdo multiplos de 3. Mais precisamente, esses
cartdes sdo os de ntimero3 = 1x3,6 =2x%x3,9=3x3,12=4x%3,...,204 =68x3,207 =69 %x3e
210 =70 x 3.

b) 1% solugdo: Um raciocinio idéntico ao do item 2) mostra que existem 210+ 2 = 105 cartdes com niimeros
pares entre 1 e 210 (inclusive). Por outro lado, os ntimeros pares entre 1 e 210 que sdo multiplos de 3 sdo
2x3,4%3,6%3,...,68x3e70x3, emntimero de 35. Logo existem 105 — 35 = 70 cartdes com ntimeros
pares que ndo sdao multiplos de 3.

2% solugdo: Ha 105 cartdes pares. Por outro lado, entre os 70 multiplos de 3 ha 70 + 2 = 35 pares; logo
105 — 35 = 70 sdo pares mas ndo multiplos de 3.

3% solugdo: Retiram-se dos cartdes os 70 cujos ntimeros sdo multiplos de 3, restando assim 210—-70 = 140
cartdes. Desses, metade sdo pares, pois entre dois multiplos de 3 consecutivos um dos ntimeros € par e
o outro impar; logo entre eles hd 140 — 70 = 70 cartdes que ndo sdo nem pares nem multiplos de 3.

4% solugdo: Observamos que, entre 1 e 6, existem dois ntimeros pares que ndo sdao multiplos de 3, a
saber, 2 e 4. Do mesmo modo, entre 7 e 13 existem dois ntimeros pares que nédo sdo multiplos de 3, a
saber, 8 e 10. Esse padrao se repete a cada bloco de seis ntiimeros consecutivos até chegar ao bloco de 205
a 210. Nesse tltimo bloco, os ntimeros que ndo sdo multiplos de 3 sdo 206 e 208. Temos assim 210+6 = 35
blocos e, em cada um, dois nimeros pares que nao sdo multiplos de 3, num total de 35X 2 = 70 niimeros.
c) As partes A, B e C da figura abaixo correspondem as conclusdes dos itens anteriores. Restam, entdo,
cartdes com niimeros que ndo sdo nem pares nem miultiplos de 3, correspondendo a parte D. Escolhendo
um ntmero na parte A, outro na parte B (ou C) e 70 na parte D, vemos que é possivel escolher 72
cartdes de modo que quaisquer dois deles ndo contenham ntmeros que sejam simultaneamente pares
ou multiplos de 3. Por outro lado, ao escolher 73 cartdes, os ntimeros de pelo menos trés deles devem
ficar fora da parte D, ou seja, devem pertencer as partes A, B e C. Se dois desses ntimeros ficam na
mesma parte, eles tém 2 ou 3 (ou mesmo ambos, no caso de ficarem na parte A) como divisor comum.
Caso contrario, temos um na parte A e outro na parte B (ou C) que tém 3 (ou 2) como divisor comum.
Logo Catarina deve pegar 73 cartdes.

©
70 105

pares que nao sao
multiplos de 3 pares

B 35 D 35
multiplos de 3 nem pares
que nao sdo pares multiplos de 3
70
multiplos
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Enquadrados — Solugdo

ALTERNATIVA C

Seja n um ntimero enquadrado entre 10 e 100, a seu algarismo das dezenas e b seu algarismo das unidades;
notamos que 1 <a<9e0 < b <9. Entdo n = 10a + b e o nimero obtido invertendo-se os algarismos de
n é 10b + a. Como n é enquadrado temos que (102 + b) + (10b + a) = 11a + 11b = 11(a + b) é um quadrado
perfeito.

Notamos primeiro que, se b = 0, entdo ndo é possivel que 11(a + b) seja um quadrado perfeito, ja que
11a nunca é um quadrado perfeito para a assumindo os valores de 1 a 9. Logo temos b # 0. Com isso,
vemos que 2 < a + b < 18; dentre esses possiveis valores para a + b, o tnico que faz de 11(a + b) um
quadrado perfeito é 11. Logo a + b = 11 e as possibilidades para n sdo entdo 29 e 92, 38 e 83, 47 e 74 e 56
e 65, num total de 8.

Observagdo: podemos também chegar a conclusdo de que b # 0 verificando diretamente que 10, 20,
30,...,90 ndo sdo enquadrados.

Miiltiplos irados — Solugio

a) Os primeiros multiplos de 20 sao 20, 40, 60, 80 e 100. Logo o mltiplo irado de 20 é 100.

b) Se os algarismos de um ndmero divisivel por 9 sdo apenas 0 e 1, nesse nimero devem aparecer pelo
menos nove algarismos 1. Para que esse multiplo seja 0 menor possivel, ele deve ter o menor niimero
de algarismos possivel; logo o mdltiplo irado de 9 ¢ 111111111.

¢) Um miltiplo de 45 é multiplo de 5 e 9; logo seu algarismo das unidades é 0 ou 5 e a soma de seus
algarismos é divisivel por 9. Como multiplos irados sdo formados apenas pelos algarismos 0 e 1, segue
que o mdltiplo irado de 45 deve ter 0 como algarismo das unidades; logo esse multiplo é 1111111110.
d) O ndmero 1110 é o menor ntiimero que tem apenas os algarismos 0 e 1 e que é, a0 mesmo tempo,
multiplo de 3 (pois a soma de seus algarismos é 3) e multiplo de 2 (pois seu tltimo algarismo é 0). Logo
1110 é o multiplo irado de 6. Como os multiplos irados de 1,2, 3,4 e 5 sdo, respectivamente, 1,10, 111,100
e 10, segue que o menor nimero cujo multiplo irado é 1110 é 6.

EApenas algarismos impares — Solugio

ALTERNATIVA D

Ha4 cinco algarismos impares: 1,3,5,7 e 9. Contando apenas nimeros inteiros positivos, existem entdo 5
ndmeros formados por apenas um algarismo impar, 5 X 5 = 25 niimeros formados por dois algarismos
impares e 5X5x5 = 125 ntimeros formados por trés algarismos impares. Assim, existem 5+25+125 = 155
numeros inteiros positivos menores que 1000 formados por algarismos impares. O 156° é entdo 1111 e o
157° é 1113.

Esconde-esconde — Solugio

a) Para obter o maior ntimero possivel de trés algarismos escondido por 47239, devemos primeiro fazer
com que esse niimero tenha o maior algarismo possivel na casa das centenas. Para isso, devemos apagar
0 4 e deixar o 7 na casa das centenas. Apods isso buscamos o maior algarismo possivel na casa das
dezenas; para isso apagamos o 2 e obtemos 739, que é o nliimero procurado.
b) Como o ntimero procurado esconde 2009, entre seus algarismos aparecem 2,0,0 e 9, nesta ordem.
Analogamente, como ele esconde 9002 entdo entre seus algarismos aparecem 9,0,0 e 2 nesta ordem.
Logo este nimero possui no minimo seis algarismos: um 2 e um 9 a esquerda de dois 0's e um 2 e
um 9 a direita dos mesmos. H4& exatamente quatro niimeros de seis algarismos deste tipo, a saber,
290029, 290092, 920029 e 920092. O menor deles é 290029, que é o ntimero procurado. Notamos que ndo
é necessdrio pesquisar nimeros de sete ou mais algarismos, pois eles sdo todos maiores que 290029.
¢) Uma primeira ideia é encontrar um multiplo de 2009 que termina em 3, o que é imediato: 7 X 2009 =
14063. Esta ndo é a resposta procurada, pois 14063 ndo esconde 2009. Mas 200900000 é multiplo de 2009,
e entdo

200914063 = 200900000 + 14063 = 100000 x 2009 + 7 x 2009 = 100007 x 2009

é um multiplo de 2009 que esconde 2009 e termina em 3.
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[6] Filhos e irmdos — Solucio

Observagido: para facilitar a escrita da solugdo, vamos dizer que x é pai de y se y é filho de x.
a) Suponhamos que 2 seja filho de um ntimero positivo x. Entdo 2 = x +1 ou 2 = 5. A primeira
equacdo leva a

5 2
=—=1=—-
*=7z 7

o que ndo pode acontecer pois x > 0. A segunda equagdo leva a
7x=5(x+1)=5x+5

donde 2x = 5 e segue que x = 2. Logo oirmdode 26 3 +1 = Z.

b) Suponhamos que v seja filho de x e de z. Temos entdo as seguintes quatro possibilidades x +1 =z +1,
X _— _Z — _Z X : 5 — 3

=, x+tl=70ui;=z+1 No primeiro e no segundo caso obtemos que x = z. No terceiro

obtemos x(z + 1) = —1, que ndo tem solugédo pois x e z devem ser positivos. De maneira similar, o quarto

caso, nos fornece que z(x + 1) = —1 que também ndo tem solucdo. Logo, se y tem pali, ele é tinico.

c) Vamos chamar 5 de filho menor de x. Quando x = 1 o filho menor de x é

x % 1
x+1_%+1_n+1

é 1 e assim por diante até obtermos

Logo o filho menor de 1 é 3, o filho menor de 3 é 1, o filho menor de %

1 . 1
3505 COMO O filho menor de 007"

[7] Algarismos afilhados — Solucio

a) Os divisores de 57 sdo 1, 3,19 e 57, donde seus afilhados s@o 1,3,9 e 7.

b) O exemplo mais simples é 49, cujos afilhados sdo 1,7 e 9.

¢) Se um nimero tem um divisor terminado em 0 entdo este niimero é multiplo de 10. Logo ele é multiplo
de 2 e de 5, e portanto 2 e 5 sdo seus afilhados.

d) Seja N um ntimero que tem 0 e 9 como afilhados. Pelo item anterior, 2 é afilhado de N, logo N é par.
Como 9 ¢ afilhado de N, algum ntimero impar terminado em 9 é divisor de N. Portanto, N é divisivel
pelo produto de 2 por esse ntimero, ou seja, N é divisivel por um nimero terminado em 8. Logo, 8 é
afilhado de N.

Chegando ao 1 — Solugio

a) Ha varias solugdes, como, por exemplo:

apaga dobra dobra apaga
45 4 8 16

dobra apaga dobra apaga
45 90 9 18

b) Aqui também ha vérias solugdes, como, por exemplo:

apaga apaga dobra dobra apaga
345 34 3 6 12

apaga dobra apaga dobra apaga
345 34 68 6 12

c) Aplicamos a regra “apaga” até restar apenas um algarismo, e temos entdo trés casos:

1. Primeiro caso: o algarismo restante é igual a 1:

neste caso a brincadeira acaba.

2. Segundo caso: o algarismo restante é 2, 3 ou 4:

neste caso aplicamos a regra “dobra” algumas vezes até obter um nimero de dois algarismos cujo
algarismo das dezenas seja 1 (16, 12 ou 16, respectivamente), e aplica-se a regra “apaga” obtendo
o numero 1.
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3. Terceiro caso: o algarismo restante é 5, 6,7, 8 ou 9:

neste caso aplicamos a regra “dobra” uma vez, obtendo respectivamente 10, 12, 14, 16 ou 18; entdo
aplicamos a regra “apaga” para obter o niimero 1.

El Conjuntos equilibrados — Solugio
a) Dividimos o conjunto {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8} nos subconjuntos {1,4, 6,7} e {2,3,5,8}. Como
1+4+6+7=18=2+3+5+8

12+42+6°+7> =102 =22 +3% + 52 + 8.
vemos que {1,2,3,4,5,6,7,8} é equilibrado.
b) Seja A =a+1,a+2,a+3,...,a+8 um conjunto arbitrdrio de 8 nliimeros inteiros consecutivos. Do
itema), sabemos que 1+4+6+7=2+3+5+8 (*) e 12+ 4% + 62 + 72 = 22 + 32 + 5% + 8 (**). Da primeira
igualdade segue que

@+D)+@+4H)+@+6)+@+7)=@+2)+@+3)+@+5 +@+38)

ou seja, podemos dividir A nos subconjuntos {a +1,a+4,a+6,a+7}e{a+2,a+3,a+5,a+8} quetéma
mesma soma. Para ver que a condi¢do na soma dos quadrados também vale, basta calcular

@+12+@+4°+@+6+@+7)? =4 +20(1 +4+6+7)+ (1> + 42 + 6> + 77)

e8
@+2%+@+3>+@+5%+@+8)>=4a>+2aQ2+3+5+8) + (22 + 32 + 52 + 82).

Usando (*) e (**), concluimos que A é equilibrado.
¢) Suponhamos que exista um ntimero inteiro a tal que o conjunto {a,a + 1,a + 2,a + 3} seja equilibrado.
A soma dos elementos desse conjunto é 4a + 6. Assim, para que ele satisfaca a primeira condicdo de
um conjunto equilibrado, devemos dividi-lo em dois subconjuntos de dois elementos cada um e de
modo que a soma dos elementos de cada um deles seja 3(4a + 6) = 24 + 3. Isto s6 é possivel quando os
subconjuntos sdo {a,a + 3} e {a + 1,a + 2}. Para que a segunda condi¢do de um conjunto equilibrado seja
satisfeita, devemos ter

>+ (@+3)% = (a+1)* + (a+2)>
ou seja

2a* + 6a +9 = 24 + 6a + 5.

Simplificando essa tiltima igualdade chegamos a 4 = 0, um absurdo. Logo nenhum conjunto com quatro
inteiros consecutivos é equilibrado.

Descobrindo a multiplicagdo — Solugio

ALTERNATIVA C
O ntimero 1656 é o resultado do produto de dois ndmeros com dois digitos. Vamos entdo fatorar 1656
para verificarmos todas as possibilidades para esses dois ntimeros. Temos que 1656 = 2X2x2x3Xx3x23;
entdo as possibilidades sdo 1656 = 72 x 23, 1656 = 24 x 69, 1656 = 36 X 46 e 1656 = 92 x 18.

Agora observe as contas armadas:

x 7 2 x 2 4 x 3 6 x 9 2

2 3 6 9 4 6 18

+ 216 + 216 + 216 + 7 3 6
14 4 1.4 4 1.4 4 9 2

16 56 1 6 5 6 16 5 6 16 56

x 2 3 x 6 9 x 4 6 x 1 8

7 2 2 4 3 6 9 2

+ 4 6 + 2 76 + 276 + 3 6
1.6 6 1.3 8 1.3 8 1.6 2

16 56 16 56 16 5 6 16 56
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A tnica que satisfaz o enunciado é aquela na qual a segunda parcela da soma ndo possui trés
algarismos, ou seja, é a tltima conta da primeira linha. Logo os nimeros que foram multiplicados sdo
92 e 18 e a soma procurada é 92 + 18 = 110.

Cartas marcadas — Solugdo

ALTERNATIVA E

O leitor pode verificar que, se Estefania embaralhar as cartas 6 vezes, elas voltardo a posigdo inicial.
Como 74 = 12 X 6 + 2, embaralhar as cartas 74 vezes tem o mesmo efeito que fazé-lo duas vezes, o que
deixa a carta E no topo da pilha.

Correndo na medida certa — Solugio

a) Uma volta completa em torno de uma pista tem extensdo 1km + 2km + 6km + 4km = 13km. Por isso,
para percorrer 14km é preciso dar uma volta completa e percorrer mais 1km. A tinica forma de percorrer
1km respeitando-se o sentido da corrida é comecando em A e terminando em B. Portanto a corrida deve
comegar em A, dar uma volta completa e terminar em B.

b) Como 100 = 7x13+9, uma corrida de 100km corresponde a dar 7 voltas completas na pista e percorrer
mais 9km. A tnica forma de percorrer 9km respeitando-se o sentido da corrida é comegando em A e
terminando em D. Portanto a corrida deve comegar em A, dar 7 voltas completas e terminar em D.

c) Como sugerido nos itens anteriores, a solugdo do problema estd baseada na ideia de “dar uma certa
quantidade de voltas” sem exceder o comprimento da corrida e depois localizar trechos convenientes para
percorrer a “distincia restante”. Do ponto de vista matemadtico, esse procedimento corresponde a efetuar
o algoritmo de divisdo com divisor igual a 13, ou seja, a escrever

dividendo (comprimento da corrida) = 13 (divisor) X quociente (ntimero de voltas)
+ resto (distancia restante),

sendo o resto um ntmero natural menor do que 13. Logo o resto s6 pode ser um dos ntimeros 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 11 e 12. Por inspecédo direta podemos verificar como realizar corridas com qualquer
extensdo de 1km a 13km. Os resultados estdo dispostos na seguinte tabela:

Extensdo em km | Ponto de partida | Ponto de chegada
1 A B
2 B C
3 A C
4 D A
5 D B
6 C D
7 D C
8 B D
9 A D
10 C A
11 C B
12 B A
13 Qualquer um O mesmo da partida

Vejamos agora que é possivel realizar corridas com qualquer comprimento inteiro maior do que 13km.
Para isso basta ver que temos duas possibilidades:

1. Primeiro caso: a extensdo é um multiplo de 13km.

Nesse caso, basta escolhermos qualquer posto e entdo realizarmos uma corrida que comega e
termina nesse posto dando o ntimero de voltas completas que é o quociente entre a extensdo da
corrida e 13.

Por exemplo, se a extensdo da corrida é de 208km = 16 x 13km, basta dar 16 voltas completas na
pista.
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2. Segundo caso: a extensdo ndo é um multiplo de 13km.

Nesse caso, calculamos o quociente e o resto da divisdo da extensdo da corrida por 13. O resto serd
um dos nameros 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11 e 12. A tabela acima fornece os postos de partida e de
chegada da corrida. O nimero de voltas serd igual ao quociente.

Por exemplo, se a extensdo da corrida é 109km = (8 X 13 + 5)km, ela deve comegar no posto D, dar
8 voltas completas, retornando entdo a D, e depois percorrer o trecho de D a B.

Niimeros em um quadrado — Solugio

a) Somar as somas das linhas é o mesmo que somar todos os nidmeros no quadrado; assim, a soma das
somas daslinhas é 1 +2+3+4+5+6+7+8+9 = 45. O mesmo se pode dizer da soma das somas das
colunas, e concluimos que a soma de todas as somas é 2 X 45 = 90. Logo, a soma que esta faltando é
90-09+13+14+17+18)=90-71=19.
b) 17 solugdo: Se todas as somas fossem pares, as somas das trés linhas seriam pares e sua soma seria par.
Mas isso é impossivel pois, como vimos acima, a soma das somas das trés linhas é 45, que é um ntimero
impar.
2% solugdo: Ao distribuir os ntimeros no quadrado, uma linha pode ter no méximo trés niimeros impares.
Por outro lado, ha cinco niimeros impares de 1 a 9, a saber, 1, 3, 5, 7 e 9. As maneiras de escrever 5 como
soma de inteiros menores ou iguaisa3sdao5=2+3=1+1+3 =1+ 2+ 2. Como em qualquer dessas
somas aparecem as parcelas 1 ou 3, concluimos que pelo menos uma linha de um quadrado preenchido
conterd um ou trés nameros impares, sendo os restantes pares. Em qualquer caso, obtemos uma linha
cuja soma é impar.
¢) Vamos estender um pouco essa solugdo para determinar ndo apenas um, mas todos os quadrados que
tém as somas dadas. Antes de comegar, notamos que trocar a ordem de duas linhas (ou de duas colunas)
nédo altera as somas de um quadrado. Os seis ntimeros do resultado final devem ser separados em dois
grupos de trés nameros cada, cujas somas sejam iguais a 45. No primeiro grupo, cada ndmero é a soma
de uma linha e, no outro, a soma de cada coluna. De acordo com o item anterior, cada grupo deve conter
um nimero impar; logo 7 e 13 devem ficar em conjuntos diferentes. Segue imediatamente que a tinica
possibilidade é separar as somas nos grupos 7, 16, 22 e 13, 14, 18; podemos entdo supor que as somas
das linhas sdo 7, 16, 22 e as somas das colunas sdo 13, 14, 18.

Como a tnica maneira de obter a soma 7 é 1 + 2 + 4 = 7, podemos comegar a preencher o quadrado
como abaixo:

Suponhamos que a soma da segunda linha seja 22; as tinicas possibilidades para a soma 22 sdo
5+8+9=22e6+7+9 =22, que vamos considerar separadamente.

Suponhamos primeiro que na segunda linha aparecem os ntimeros 5, 8 e 9. Aqui o 5 ndo pode
aparecer na coluna do 4, pois 4 + 5 = 9 e para obter uma das somas 13, 14 ou 18 nessa coluna o terceiro
nuamero deveria ser 4, 5 ou 9, respectivamente, o que ndo pode acontecer pois o 4 ja foi usado enquanto
que 5 e 9 aparecem na segunda linha; argumento andlogo mostra que o 9 também néo pode aparecer na
coluna do 4, ou seja, o 8 aparece abaixo do 4. Como 4 + 8 = 12 e tanto o 1 como o 2 j& foram usados, a
soma dessa coluna ndo pode ser 13 ou 14; logo a soma é 18.

112 7
22

16

=100

8

Podemos agora completar o quadrado das seguintes maneiras:

1 2 1417 112417
5191822 9 5]8 |22
71316 |16 3| 71616
13 14 18 13 14 18
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Deixamos para o(a) leitor(a) mostrar que, quando na segunda linha aparecem os niimeros 6,7 e 9, as
possibilidades s&o:

1121417 1121417 1121417 1121417
71916 |22 9| 6722 9|1 7] 6|22 91 7] 6|22
513|816 8| 5] 3|16 3|15]8]|16 8| 5] 3|16
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14

Desse modo, existem apenas seis quadrados com as somas do enunciado, a menos de troca de posigao
de linhas, troca de posi¢do de colunas e troca das linhas pelas colunas.

Assunto
( Combinatéria

Paisagens — Solugio

ALTERNATIVA D

Temos cinco posi¢des distintas para colocarmos cinco quadros também distintos. Na primeira posi¢ao
temos 5 escolhas distintas possiveis. Na segunda posi¢do temos 4 escolhas distintas, e assim por diante.
Pelo principio multiplicativo, podemos formar 5x 4 X3 X2 X 1 = 120 paisagens distintas. Como um més

tem, aproximadamente, 30 dias, podemos mudar a paisagem por aproximadamente % = 4 meses.

Colorindo — Solugdo

a) Se Jodo pintar o quadrado de azul, ele tera as escolhas vermelho e amarelo para o tridngulo. Se ele
pintar o quadrado de vermelho, ele terd as escolhas azul e amarelo para pintar o tridngulo. Finalmente,
se ele pintar o quadrado de verde, ele terd as escolhas azul, vermelho e amarelo para pintar o tridngulo.
Logo, ele pode pintar a figura de 2 + 2 + 3 = 7 maneiras diferentes.

b) 1% solugio: Se Jodo escolher azul ou vermelho para o tridngulo, cada um dos quadrados podera ser
pintado de duas cores; se ele escolher amarelo para o tridngulo, cada quadrado podera ser pintado de
trés cores. Logo, o niimero de maneiras diferentes de pintar essa figuraé2x2x2x2+1x3x3 x3 = 43.
27 solugio:

e Se 0 quadrado de baixo é pintado de amarelo, o tridngulo do meio pode ser pintado de verde,
vermelho ou azul. No caso em que ele é pintado de verde, ha com 3 X 3 = 9 possibilidades para pintar
os quadrados restantes. Jd em cada um dos casos em que ele é pintado de vermelho ou azul; hd2x2 =4
modos de pintar os quadrados restantes. Assim, hd, no total, 9 + 2 X 4 = 17 possibilidades quando o
quadrado inferior é pintado de amarelo.

e Se 0 quadrado de baixo é pintado de vermelho, o tridngulo do meio pode ser pintado de verde ou
azul. No caso em que ele é pinado de verde, ha, novamente, 9 possibilidades para pintar os quadrados
restantes. No caso em que ele é pintado de azul, ha 4 possibilidades para os quadrados restantes. Assim,
h4, no total, 9 + 4 = 13 possibilidades quando o quadrado inferior é pintado de vermelho.

e De maneira anédloga, quando o quadrado de baixo é pintado de azul h4, no total, hd 9 + 4 = 13
possibilidades.

Portanto, a figura pode ser colorida de 17 + 13 + 13 = 43 modos distintos.
¢) 17 solugdo: Se Jodo escolher azul ou vermelho para o quadrado sombreado, os tridngulos adjacentes
poderdo ser pintados de 2 X 2 X 2 X 2 maneiras diferentes; em metade dessas maneiras o tridngulo
sombreado é azul ou vermelho, caso em que os quadrados adjacentes poderdo ser pintados de 2 X 2
maneiras e na outra metade ele é amarelo, quando os quadrados adjacentes poderao ser pintados de 3x3
maneiras diferentes. Nesse caso, a figura podera ser pintada de 2 X2 x2x2Xx (1x2Xx2+1x3x3) =208
maneiras diferentes.
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]

Se ele escolher verde para o quadrado sombreado, os tridngulos adjacentes poderdo ser pintados
de 3 X 3 X 3 x 3 maneiras diferentes; em dois tergos dessas maneiras o tridngulo sombreado é azul ou
vermelho, caso em que os quadrados adjacentes poderdo ser pintados de 2X2 maneiras e no tergo restante
ele é amarelo, quando os quadrados adjacentes poderao ser pintados de 3x3 maneiras diferentes. Nesse
caso, a figura poderd ser pintada de 3 X3 X3 X (2x2X2+1x 3 x 3) = 459 maneiras diferentes. No total,
a figura poderd ser pintada de 208 + 459 = 667 maneiras diferentes.

2% solugdo: Se Joao escolher azul ou vermelho para o tridngulo sombreado, os quadrados adjacentes
poderao ser pintados de 2x2x2 maneiras diferentes; em metade dessas maneiras o quadrado sombreado
é azul ou vermelho, caso em que os tridngulos adjacentes poderdo ser pintados de 2 X 2 X 2 maneiras e na
outra metade ele é amarelo, quando os quadrados adjacentes poderdo ser pintados de 3 X 3 X 3 maneiras
diferentes. Nesse caso, a figura poderd ser pintada de 2X2x2X (1 X2x2X2+1x3x3x3) = 280 maneiras
diferentes. Se ele escolher amarelo para o tridngulo sombreado, os quadrados adjacentes poderdo ser
pintados de 3 x 3 X 3 maneiras diferentes; em dois tercos dessas maneiras o quadrado sombreado é azul
ou vermelho, caso em que os tridngulos adjacentes poderdo ser pintados de 2 X 2 X 2 maneiras e no
terco restante ele é verde, quando os quadrados adjacentes poderdo ser pintados de 3 X 3 X 3 maneiras
diferentes. Nesse caso, a figura podera ser pintada de 3 X3 X (2X2x2x2+1x3x 3 x 3) = 387 maneiras
diferentes. No total, a figura podera ser pintada de 280 + 387 = 667 maneiras diferentes.

3% solugdo (usando a 2 solugdo do item b)): Se o quadrado inferior é pintado de amarelo, os tridngulos
de baixo podem ser pintados de 3 X 3 X 3 = 27 modos. Se ele é pintado de azul ou vermelho, os
triangulos de baixo podem ser pintados de 2 x 2 X 2 = 8 modos. Logo, o nimero total de possibilidades
€17 x 27 +26 X 8 = 459 + 208 = 667.

Problema de tabuleiro — Solucdo

ALTERNATIVA E

Uma maneira de preencher a tabela de acordo com as condi¢des do enunciado é dada abaixo. Em cada
etapa, indicamos com a cor cinza as novas casas preenchidas; o leitor pode justificar cada um dos passos
ilustrados. Notamos que a tabela final é tinica, independente do modo com que ela é preenchida.

1 4 118 4 118 [6 |4 118|864 118 |6 |4
3 3|5 3|5]2 3|52 |7 3|52 |7
7 7 7 7 511 712 |5 (1
] 3 4 3 1 3 4 3 1|6 (8|3

Voltando ao enunciado dessa questdo, vemos que a soma dos ntimeros nos quadradinhos cinzas
marcados no desenho desse enunciado éiguala 6 + 8 +5+1 = 20.

Encaixando — Solucdo

ALTERNATIVA B

Vamos denotar as pecas, da esquerda para a direita e de cima para baixo, de H, U, Z e R. A peca H s6 pode
ser colocada de duas maneiras diferentes em um quadrado, a pega U de quatro maneiras diferentes, a pega
Z de duas maneiras diferentes e a peca R de quatro maneiras diferentes. Uma vez fixada a posi¢do em que
as pegas vdo entrar nos quadrados, elas podem ser distribuidas de 4 x 3 X2 X 1 = 24 maneiras diferentes.
Logo o ntiimero de maneiras diferentes de colocar as pegas nos quadrados é 2 x 4 X 2 X 4 x 24 = 1536.

Futebol matemdtico — Solucio
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a) O time B ndo perdeu nenhuma partida, logo empatou ou ganhou de A. Mas A ndo empatou nenhuma
partida, logo A perdeu de B.

b) O time A perdeu uma partida. Se tivesse perdido exatamente mais um jogo, teria 6 pontos. Mas B
tem no minimo 6 pontos, pois venceu A e ndo perdeu nenhuma das outras trés partidas. Como A tem
mais pontos que B, concluimos que A perdeu somente para B; e como A ndo empatou nenhuma partida,
venceu as outras trés. Logo A obteve 9 pontos.

¢) 17 solugdo: Como o time B ndo perdeu para nenhum outro time, ele ganhou 1 ou 3 pontos em cada
partida, isto é, sempre um niimero impar de pontos. Como a soma de quatro ntimeros impares é par,
vemos que B terminou o torneio com um ndmero par de pontos.

2% solugdo: Como ficou em segundo lugar, o time B fez menos do que 9 pontos, portanto venceu uma ou
duas partidas. Como ele jogou quatro partidas, se venceu uma delas entdo empatou trés, finalizando
com 6 pontos; se venceu duas entdo empatou duas, finalizando com 8 pontos. Logo, as possibilidades
para o ndmero de pontos que B obteve nesse torneio sdo 6 e 8, ambos nimeros pares.

d) De acordo com os itens anteriores, A perdeu de B e venceu C, D e E. Dos 6 jogos restantes, 5 foram
empates. Se B tivesse s6 2 empates, entdo todos os jogos entre C, D e E seriam empates e os dois desses
times que empataram com B terminariam empatados, o que contraria o enunciado. Logo, os trés jogos
de B contra C, D e E foram empates. Como houve um total de 5 empates, 2 dos jogos entre C, D e E
foram empates. Como a ordem de classificagdo é C, D, E, a tnica vitéria foi de C contra E. Temos, assim,
a tabela de resultados abaixo.

A[A|AlA|B|B|B|C|C|D

X | X
E|E

m|x
O|x
O| X
m|x
o] %

X
D

| X
Ox

Impar soma, par divide — Solugio

a) Asequénciaé37 -38—-19—-20-10—-5—-6—->3—->4—->2—>1.

b) A tinica sequéncia de comprimento 3é4 — 2 — 1. As sequéncias de comprimento4sdo3 — 4 — 2 —
1e8 - 4 — 2 — 1; elas sdo obtidas a partir de 4 — 2 — 1, a primeira acrescentando 4 — 1 = 3 a esquerda
e a segunda acrescentando 2 X 4 = 8 & esquerda. Do mesmo modo, a sequéncia impar3 — 4 — 2 — 1
dé origem a sequéncia par 6 — 3 — 4 — 2 — 1; a sequéncia par 8§ — 4 — 2 — 1 da origem a sequéncia
impar7 - 8 > 4 —» 2 —» 1 e a sequéncia par 16 - 8 - 4 —» 2 — 1. Temos assim as trés tnicas
sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares e uma impar. O raciocinio pode ser representado pelo
esquema abaixo.

I —-ER

7 KN -EX -
N

¢) 1% solugio: Repetindo o esquema do item anterior, temos:

—EN-EN
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e assim temos trés sequéncias pares e duas impares de comprimento 6 e cinco sequéncias pares e trés
impares de comprimento 7.

2% solugio: Observamos que a sequéncia impar de comprimento 5 d4 origem a uma sequéncia par de
comprimento 6; ja as duas sequéncias pares de comprimento 5 ddo origem a duas sequéncias pares de
comprimento 6 e duas sequéncias impares de comprimento 6. Assim, temos duas sequéncias impares
de comprimento 6 e 1 + 2 = 3 sequéncias pares de comprimento 6, num total de 2 + 3 = 5 sequéncias
de comprimento 6. O mesmo argumento mostra que hd oito sequéncias de comprimento 7, sendo trés
impares e cinco pares.

Observacdo: A repeticdo desse argumento para valores sucessivos do comprimento mostra que, a partir
do comprimento 3, o ntimero de sequéncias impares é0,1,1,2,3,5,8,..., o nimero de sequéncias pares é
2,3,5,8,13,... e o numero total de sequéncias é 3,5, 8,13, 21,... Cada termo dessas sequéncias de valores,
a partir do terceiro, é a soma dos dois anteriores; vemos assim que essas sequéncias, com a eventual
omissdo de termos iniciais, sdo a sequéncia 0,1, 1,2,3,5, 8,13, 21, 34,55, 89,. .., conhecida como sequéncia
de Fibonacci. Apresentamos esse resultado na tabela a seguir.

Comprimento 5 6 7 e 15 16
fmpares 1 2 1+2=3]--- 144 89 + 144 = 233
Pares 2 3 2+3=5] - 233 144 + 233 = 377
Total (impares+pares) | 1+2=3 | 2+3=5|3+5=8 | --- | 144+233 =377 | 233 + 377 = 610

d) 1% solugido: As 144 sequéncias impares de comprimento 15 ddo origem a 144 sequéncias pares de
comprimento 16; ja as 233 sequéncias pares de comprimento 15 ddo origem a 233 sequéncias pares de
comprimento 16 e 233 sequéncias impares de comprimento 16. Assim, temos 233 sequéncias impares de
comprimento 16 e 377 = 233 + 144 sequéncias pares de comprimento 16, num total de 233 + 377 = 610
sequéncias.

2% solugdo: A parte da sequéncia de Fibonacci que nos interessa é 1,2,3,5,8,..., 144,233,377,610,... O
nuamero de sequéncias impares de comprimento 15 (resp. 16) é o 15° (resp. 16°) termo dessa sequéncia,
que é 144 (resp. 233); o niimero de sequéncias pares de comprimento 15 (resp. 16) é o 16° (resp. 17°)
termo, que é 233 (resp. 377) e o nimero total é o 17°(resp. 18°) termo, que é 377 (resp. 610).

Uma caixa cheia de bolas — Solugio

ALTERNATIVA D

Quando se retiram duas bolas pretas da caixa, elas ndo retornam; mas quando as bolas retiradas sdo uma
preta e outra de cor distinta, a preta retorna. Isso mostra que o nimero de bolas pretas na caixa diminui
de dois em dois. Como o ntimero inicial de bolas pretas é impar, sempre haverd um ntmero impar de
bolas pretas na caixa; desse modo, exatamente uma das duas bolas que sobrar na caixa é preta.

Jogo Diferente — Solucio

a) Como saiu impar na primeira jogada, Isaura deu metade dos seus palitos para o Fernando; desse
modo, Isaura ficou com 64 palitos, e como o ntimero total de palitos é 256 segue que Fernando ficou com
256 — 64 = 192 palitos. Do mesmo modo, ap6s a segunda jogada, Isaura ficou com 32 palitos e Fernando
com 256 — 32 = 224 palitos. Na terceira jogada saiu par, e Fernando deu metade de seus palitos para a
Isaura; logo, Fernando ficou com 112 palitos e Isaura com 256 — 112 = 144 palitos.

_fmpar | _fmpar - [Fernando | __ P | [Femando |
Fernando Fernando

T+ ogada 2 jogada > jogada

b) 1% solugdo: Apéds qualquer jogada, o perdedor ndo pode ter mais que 127 palitos; de fato, se isso
ocorresse, antes dessa jogada ele teria pelo menos 2 x 128 = 256 palitos, o que ndo pode acontecer. O
ganhador terd entdo no minimo 256 — 127 = 129 palitos; logo, o ganhador da jogada anterior é aquele
que tem mais palitos.

2% solugdo: Suponhamos que em um dado momento Fernando tem x palitos e Isaura tem y palitos;
notamos que como x + i = 256, que é um numero par, entdo x e i sdo ambos pares ou ambos impares. Se
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o jogo ainda ndo acabou, entdo x e y sdo pares, e depois da jogada seguinte podem acontecer as seguintes
situacodes:

e saiu par: nesse caso Fernando fica com 5 palitos e Isaura com y + 5 palitos, ou seja, Isaura fica com
mais palitos do que Fernando;

e saiu impar: nesse caso Fernando fica com x + § palitos e Isaura com § palitos, ou seja, Fernando
fica com mais palitos do que Isaura.
Isso mostra que basta saber quem tem o maior ntiimero de palitos para determinar o resultado da tdltima
jogada: se Isaura tiver mais, o resultado foi par e se Fernando tiver mais, o resultado foi impar. No nosso
caso, a partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos e Isaura com 256 — 101 = 155 palitos.
Logo o resultado da tltima jogada foi par.
c) Aplicamos o raciocinio do item b) para recuperar as jogadas uma a uma em ordem inversa, do seguinte
modo:

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
101 155 | 2x 101 = 202 palitos e Isaura tinha 256 — 202 = 54 palitos;

Fernando | Isaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura
202 54 tinha 2 X 54 = 108 palitos e Fernando tinha 256 — 108 = 148 palitos;

Fernando | Isaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura
148 108 | tinha 2 X 108 = 216 palitos e Fernando tinha 256 — 216 = 40 palitos;

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
40 216 | 2 x40 = 80 palitos e Isaura tinha 256 — 80 = 176 palitos;

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entao Fernando tinha
80 176 | 2 x 80 = 160 palitos e Isaura tinha 256 — 160 = 96 palitos;

Fernando | Isaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura
160 96 tinha 2 X 96 = 192 palitos e Fernando tinha 256 — 192 = 64 palitos;

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
64 192 2x64 = 128 palitos e Isaura tinha 256 — 128 = 128 palitos. Essa é a situagdo inicial
do jogo.

Logo, a sequéncia de jogadas dessa partida foi par, impar, par, par, impar, impar, par.
d) Vamos aproveitar o trabalho do item anterior e fazer o seguinte diagrama do ntimero de palitos de
Fernando e Isaura, jogada a jogada:

Fernando | 128 =27 X1 | 64=2°x1 | 160=2°%x5| 80=2%*x5 40=23x5 | 202=2!x101 | 101 =2°x 101

Isaura 128=27x1|192=2%x3| 96=2"%x3 | 176 =2*x11 | 108 =22x27 | 54=21x27 | 155=20%155

Esse diagrama e outros exemplos semelhantes sugerem que, em um momento qualquer de uma partida,
o namero de palitos de Fernando e o ntimero de palitos de Isaura se escrevem, respectivamente, como
2"q e 2"b, onde a e b sdo inteiros impares. Além disso, se o jogo ndo acabou, entdo depois da préxima
jogada eles terdo 2"~ 1a’ e 2""!’ palitos, respectivamente, onde 4’ e b’ também sdo inteiros impares. Vamos
mostrar que essas afirmativas sdo verdadeiras. Suponhamos que em alguma etapa de uma partida os
dois jogadores tém, respectivamente, 2"a e 2"b palitos, onde a e b sdo inteiros impares, e que o jogo
néo acabou, ou seja, que 11 > 1. Se a préxima jogada sair par, entdo Fernando ficard com %2 = 2""lg
palitos e Isaura ficara com 2" 1a + 2"b = 2""!(a + 2b) palitos. Como a ¢ impar entdo b’ = a + 2b também
¢ impar. Desse modo, ap6s essa jogada, Fernando e Isaura ficardo com 2""'a e 2"~ 11’ palitos, onde a e
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b’ sdo impares. Um argumento idéntico leva a mesma conclusdo no caso em que a préxima jogada sair
fmpar, e acabamos de provar nossa afirmativa. O jogo comeca com ambos os jogadores com 128 = 27 x 1
palitos, ou seja, com n = 7. Como uma partida acaba quando n = 0 e n decresce de uma unidade a cada
jogada, segue imediatamente que qualquer partida acaba depois da sétima jogada.

Quadrados especiais — Solugio

a) A solugdo estd apresentada na figura abaixo:

W[ DO
W=

DN | = | W

ENIL SR RO Y

b) Néo. Como os quadradinhos na tltima coluna do quadrado D estdo preenchidos com 1 e 2, entdo os
dois quadradinhos na dltima coluna no quadrado B deveriam ser preenchidos com 3 e 4. Mas nem o 3
nem o 4 podem aparecer na segunda linha, j& que eles ja aparecem na segunda linha do quadrado A.

¢) No quadrado D, o 2 pode aparecer na mesma coluna do 1 (como visto no item anterior). Com um
argumento semelhante, mostra-se que o 3 ndo pode aparecer na mesma linha do 1. Temos, assim, as
seguintes possibilidades para o preenchimento do quadrado D:

Em cada um destes casos, o quadrado especial pode ser preenchido de modo tinico:

112134 112|143 112134
314/1]2 314[1]2 314/1[2
4123 211134 211143
21341 413|2]1 4/3|2|1

d) Para preencher o quadrado A, podemos colocar o 1 de 4 modos, o 2 de 3 modos, o 3 de 2 modos
e 04 de 1 modo. Logo, ele pode ser preenchido de 4 X 3 X 2 X 1 = 24 modos. Para cada uma destas
escolhas, o ntimero de modos de preencher o restante do quadrado especial é o mesmo. Portanto, para
contar quantas sdo as maneiras de terminarmos de preencher o quadrado especial, podemos supor que
o quadrado A estd preenchido como no item anterior. Para preencher o quadrado C, podemos colocar
o 1 em qualquer das 4 casas. Uma vez fixado o 1, ha 3 modos de completar o quadrado, como visto no
item anterior. O ntimero total de possibilidades de preenchimento é, portanto, 24 X 4 X 3 = 288.

Um bom preenchimento — Solugio

a) SO existe uma maneira de preencher o diagrama, como mostramos a seguir.
e O ntimero 9 nédo pode ficar abaixo de nenhum ntimero, logo deve ficar no topo.
e Acima do ndmero 7 s6 podemos colocar 0 9 ou 0 8. Como 0 9 ja estd no topo, o 8 ficard acima do 7.
e O ntimero 6 ndo pode ficar abaixo do 5 nem do 2, logo ficard abaixo do 8, ao lado do 7.
e O ntimero 1 é o tnico que pode ficar abaixo do 2.
e Os ntmeros 3 e 4 devem ficar abaixo do 5, com o 3 abaixo do 4.
A sequéncia de figuras a seguir ilustra as etapas deste raciocinio.
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b) 1% solugdo: Primeiro vamos examinar o diagrama menor de trés bolinhas contidas no tridngulo
pontilhado, abaixo a esquerda. Para que ele fique bem preenchido com quaisquer trés ntimeros positivos
distintos, o maior ntimero deve ficar no topo e os outros dois poderdo ser colocados nos dois circulos de
baixo de duas maneiras diferentes. Por exemplo, se os ntimeros forem 3, 6 e 8, podemos dispd-los das
duas maneiras ilustradas abaixo a direita.

A%
oK

Para que o diagrama completo do problema fique bem preenchido com os ntimeros de 1 a 5, 0 5
deve ficar no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer ntimero de 1 a 4. As trés casas
restantes, marcadas com o tridngulo pontilhado, formam o diagrama analisado acima e poderado entao
ser preenchidas de duas maneiras, com os trés nimeros restantes. Resumindo, podemos preencher o
diagrama do seguinte modo:

e preenchemos o circulo do topo com o 5: uma possibilidade;

e preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3 ou 4: quatro possibilidades;

e preenchemos as trés casas que faltam com os trés algarismos restantes: duas possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 1 x4 X 2 = 8 maneiras diferentes. Notamos que este raciocinio
se aplica para quaisquer cinco ntimeros positivos distintos. Isto serd importante na resolu¢do do préximo
item.

2% solugio: Notamos primeiro que o 5 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 4 deve entdo ocupar
uma das duas bolinhas abaixo do 5, e entao:

e se 0 4 ocupar a bolinha sombreada, o 3 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 5,e 0 1 e 0 2 podem
ser colocados de duas maneiras diferentes nas duas bolinhas que sobram; temos duas possibilidades
neste caso;

® se 0 4 ocupar a outra bolinha abaixo do 5, a casa sombreada pode ser ocupada por qualquer dos
numeros de 1 a 3, e 0s outros dois ntimeros podem ser colocados nas duas tltimas bolinhas vazias; neste
caso temos 3 X 2 = 6 possibilidades.

Deste modo, o nimero total de maneiras de preencher o diagrama é2 + 6 = 8.

c) 1% solugdo: Para que o diagrama fique bem preenchido com os niimeros de 1 a 7, temos que colocar o
7 no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer nimero de 1 a 6. A parte circundada
pela linha pontilhada foi analisada no item b) e pode ser preenchida com os 5 niimeros restantes de 8
formas diferentes. Ou seja, podemos preencher o diagrama como segue:

e preenchemos o circulo do topo com o 7: uma possibilidade;

e preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6: seis possibilidades;

e preenchemos a parte circundada com os algarismos restantes: oito possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 1 X 6 X 8 = 48 maneiras diferentes.
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2% solugdo: Notamos primeiro que o 7 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 6 deve entdo ocupar
uma das duas bolinhas abaixo do 7, e entdo:

e se 0 6 ocupar a bolinha sombreada, os nimeros de 1 a 5 devem ocupar as casas circundadas com a
linha pontilhada. De acordo com o item b), isto pode ser feito de oito maneiras distintas.

e se 0 6 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 7, podemos colocar qualquer niimero de 1 a 5 na casa
sombreada e distribuir os nimeros restantes pelas quatro bolinhas ainda vazias, o que pode ser feito de
oito maneiras diferentes, de acordo com o item b). Aqui temos 5 X 8 = 40 possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 8 + 40 = 48 maneiras diferentes.

Troca-cor — Solugio

a) Mostramos abaixo um jogo completo para cada tabuleiro, destacando as casas apertadas.

b) Dividimos o tabuleiro 2 x 100 em 25 retangulos 2 X 4 e, em cada um desses retangulos, tornamos as
casas cinzas procedendo como ilustrado no item a); notamos que ao aplicar este procedimento em um
retangulo os demais nado sdo afetados. Desse modo podemos preencher todas as casas do jogo 2 x 100.
¢) Dividimos o tabuleiro como ilustrado na figura a seguir.

1 9 17 193 201
6 14 198

Na primeira linha selecionamos as casas 1, 9, 17, ..., 193, 201 e na segunda as casas 6, 14, 22, ..., 190,
198. Cada uma das casas selecionadas estd dentro de uma regido destacada com trago mais forte. Ao
apertar uma destas casas, ela e todas as outras casas de sua regido ficam cinzas, sem afetar as outras
regides. Apertando todas estas casas podemos entdo preencher todas as casas do jogo 2 x 101.

Notamos que ha uma casa selecionada de duas em duas colunas, comegando da primeira a esquerda,
e uma na ultima coluna. Como as colunas sdo em nimero de 101, vemos que foram selecionadas 51
casas, que é o nimero de jogadas que foram necessdrias para terminar o jogo do modo descrito.

d) Néo é possivel acabar o jogo 2 X 101 com menos de 51 jogadas, pois cada jogada muda a cor de no
maximo quatro casas. Assim, com 50 jogadas ou menos conseguiremos mudar a cor de no mdximo
50 x 4 = 200 casas, mas no jogo 2 X 101 devemos mudar a cor de 202 casas. Logo, é impossivel fazer
menos do que 51 jogadas e deixar cinzas todas as casas.

Observagdo: A solugédo dos itens b) e c) mostra como terminar o jogo no caso de tabuleiros 2 X 1, onde n
deixa restos 0 ou 1 quando dividido por 4. E interessante completar a anélise nos casos em que 0s restos
sdo 2 ou 3; deixamos isto para o(a) leitor(a).
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Letras e niimeros — Solugdo

a) Substituindo A =5e B=7em A x C = B, temos 5 X C = 7 e segue que C = Z. Podemos agora achar
D substituindo os valores de Be D em B X D = C; obtemos 7 X D = % eentdo D = % Finalmente, de
CszDtemosngz%evemosqueEz %

b) Multiplicando as expressdes A X C = Be Bx D = C obtemos A X BX Cx D = Bx C; como B e C sao
diferentes de 0, concluimos que AXD =1, ouseja, D = }1. Do mesmo modo, multiplicando as expressdes
BxD =CeCXE =D obtemos BXE =1, ouseja, E = %. Repetindo esse raciocinio, vemos que cada letra
a partir do D é o inverso da letra que aparece trés posigdes atras dela; em particular, G = 5 = i =A.

c) O item anterior nos mostra que CX DXEXFXGXH = CxDxXEX £ X £ x 1 = 1; 0 mesmo raciocinio
mostra que o produto de quaisquer seis letras consecutivas é igual a 1. Temos entdo:

AXBXC...XYXZ=AXBX(CX..XH)X(IX...XN)X(Ox...XxT)x(UxX...xZ)=AXB=2010

pois todos os produtos entre parénteses sdo produtos de seis letras consecutivas, logo sdo todos iguais a
1.
Observagido: Notamos que esse problema depende do fato de que, uma vez fixados os valores de A e B,

f
a sequéncia dos valores das letras do alfabeto é A, B, %, %, %, %,A, B, %, %, %, %,A, B,...

[26] Arrasta Um — Solucio

a) A figura abaixo mostra que a sequéncia de seis movimentos (|, <, T, <, |, =) termina o jogo a partir
da posigdo inicial dada.
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b) A figura abaixo mostra que a sequéncia de quatro movimentos (T, <, |, —) transforma a posicdo inicial
dada na posigéo inicial do item a), a partir da qual é possivel terminar o jogo em seis movimentos.

OO0 OO0 1IOI0] [OIOIO] 101010
O] 1000 @0 1@ O | @O
@O0 [0 AT IOQD] [CIOO

Assim, podemos terminar o jogo num total de 4 + 6 = 10 movimentos.
¢) A ideia é fazer com que a peca preta se mova ao longo da diagonal do tabuleiro. Isso pode ser feito
uma casa de cada vez usando primeiro os movimentos do exemplo do enunciado seguidos da repeticao
dos movimentos do item a). Abaixo ilustramos esse procedimento em um tabuleiro 4 X 4.

OO0 OO0 OO OO _|®
OOOO enunciado OO O item a) O O item a) OO O
OO OO ORIOIO OIOI0IO
OlOO OIOIOO OOOIO OOICIO

OO0

Em geral, em um tabuleiro n X 11, a peca preta devera subir n — 1 casas na diagonal. Pelo método
indicado acima, pode-se subir a primeira delas em 4 movimentos e cada uma das n — 2 restantes em 6
movimentos cada uma. Logo, pode-se acabar o jogo em 4 + 6(n — 2) = 6n — 8§ movimentos.
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Assunto
( Geometria

Cinco trapézios — Solugio

ALTERNATIVA A

Lembramos que a soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é (1 —2) X 180°. Podemos ver a
figura do enunciado como um poligono de 6 lados (em tragco mais grosso na figura ao lado); a soma de
seus angulos internos é entdo (6 —2) X 180° = 720°. Por outro lado, como os trapézios sdo congruentes, a
soma destes angulos internos ¢ igual a 10 vezes a medida do 4ngulo marcado, que vale entdo - = 72°.

[28] Acertando a drea — Solucio

a) 17 solugdo: A figura abaixo mostra como decompor a regido ACDE em um quadrado CDEH e um
triangulo AHE. Como CD = DE = 10m e AC = 20m, segue que AH = 10m. Logo a &rea do tridngulo
AHE é metade da drea de um quadrado de lado 10m, ou seja, é

AHXxHE 10m X 10m

_ 2
5 > =50m

Como a drea do quadrado CDEH ¢ 10m x 10m = 100m?, concluimos que a 4rea da regido ACDE é
100m? + 50m? = 150m?.

Alternativamente, podemos calcular a area de ACDE como a diferenca entre as areas do retangulo
ACDG e do triangulo AGE, ou seja, 20m X 10m — 10mx10m — 150m2,

2% solugdo: Podemos calcular a drea do trapézio retingulo ACDE, em metros quadrados, pela férmula

usual:
(AC+DE)xCD _ (20+10)x 10

2 2

A 4rea total do terreno é entdo drea(ACDE)+area(ABC) = 150m? + 120m? = 270m?.
b) 17 solugdo:

= 150.
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Como o terreno tem 270m?, ao dividi-lo em duas partes iguais cada uma das partes teré drea de

270m?

> = 135m?

Desse modo, devemos ter
135m? = area(ABCF) = area(ABC) + area(ACF) = 120m? + area(ACF)
e vemos que area(ACF) = 15m?. Por outro lado, a drea do trisngulo ACF é
ACxCF _ 20m x CF
2 2

Portanto, 10m X CF = 15m? e logo CF = 1,5m.
2% solugiio: Como o terreno tem 270m?, ao dividi-lo nas partes de mesma area ABCF e AFDE, cada parte
terd drea de 135m?. Notamos que ABCF ¢ um trapézio de bases AB e CF e de altura AC = 20; logo

(12m + CF) X 20m
2

=10m x CF

= 120m? + 10m x CF

135m? = 4rea(ABCF) =

e segue que CF =1,5m.

Um buraco no Tangran — Solugdo

ALTERNATIVA C

Abaixo vemos as figuras do enunciado da questdo. A descri¢do das pecas da Figura I implica que os
pontos M e N sdo pontos médios dos lados AB e AC. A Figura III, onde P é o ponto médio de BC, mostra
que a drea do triangulo AMN é igual a quarta parte da area do tridngulo ABC, que por sua vez tem area
igual a metade da drea do quadrado. Logo, drea(AMN) = 1 X 1 x 40 = 5cm?. A Figura Il mostra que o
buraco consiste de trés tridngulos iguais ao trisngulo AMN; logo sua 4rea é 15cm?.

B M A
A
N M N
. B P C
Figura | i
Figura Il

Figura Il

Retdngulo recortado — Solugio

a) Vamos representar a folha original pelo retingulo PQRS na figura abaixo. Seja M o ponto onde
os segmentos AC e BD se encontram. Como o centro do retdngulo é o centro de simetria da figura,
concluimos que AM = MC = 3AC. Por outrolado, sabemos que AC = BD, donde AM = BM = CM = DM.
Como os angulos com vértice em M sdo todos retos, os tridngulos AMB, BMC, CMD e DAM s&ao
congruentes e, em particular, AB = BC = CD = DA e os angulos desses triangulos em A, B, C e D sdo
iguais, donde ABCD é um quadrado. Como BPCQ é um retdngulo, BC = PQ = 20cm, donde AB = 20cm.

30

S A B P
20 x._\‘g‘.,»‘

R D C Q
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b)A area de cada um dos tridngulos AMB, BMC, CMD e DAM é igual a }1 da area do quadrado ABCD,
que ¢ 20cm X 20cm = 400cm?; logo a 4rea de um desses triangulos ¢ %% = 100cm?. Como sdo os dois
pedacos de cinco lados iguais, eles ttm a mesma drea. A folha original tem 4rea igual a 20 X 30 = 600cm?,
e se subtrairmos dessa area as areas dos dois pedacos triangulares ABM e DMC, restard a drea dos dois

pedacos de cinco lados. Portanto, a drea de cada pedaco de cinco lados, em centimetros quadrados, é

igual a S00-2x100 — 600-200 _ 400 _ 200,

Outra solugdo para obtengdo da drea do tridngulo: A base AB do tridngulo ABM mede 20cm; a altura relativa
a essa base é metade da altura da folha, ou seja, 20;”‘ = 10cm. Portanto, a drea de cada um dos dois
triangulos ¢ 2amxdam — 100cm?.

Outra solugdo para obtengio da drea do poligono de cinco lados: Cada pedago de cinco lados é formado por um
dos quatro tridngulos acima e por um retangulo de altura 20cm e largura igual a 20ems10an — 10em — 5cm,

Como a drea de cada tridngulo é de 100cm? e a drea do retangulo é igual a 5x20cm? = 100cm?, concluimos
que a area de cada pedaco de cinco lados é igual a 100cm? + 100cm? = 200cm?.
c) 17 solugdo: O quadrado formado pelos quatro pedagos e o buraco tem area igual a 8 vezes a drea
de cada pedaco triangular, conforme mostrado no desenho a seguir. Portanto, sua drea é igual a
8 X 100cm? = 800cm?. Como a soma das dreas das quatro pegas é igual a drea da folha original, ou seja,
600cm?, concluimos que a 4rea do buraco é igual a 800cm? — 600cm? = 200cm?.

2% solugio: O buraco é um retdngulo cuja altura é igual a altura da folha original, ou seja, 20cm. Seu
comprimento é a diferenca entre o comprimento da folha original e 0 segmento AB, ou seja, 30cm—20cm =
10cm. Portanto, a drea do buraco é 20cm X 10cm = 200cm?.

3% solugdo: Cada tridangulo retangulo é isésceles com hipotenusa de medida 20cm. Se a é a medida, em
centimetros, de um dos catetos, temos 202 = 42 + % = 242, donde a = /202/2 = V200 = 10 V2. Assim,
o quadrado grande tem lado igual a 10 V2cm + 10 V2cm = 20 V2cm e sua 4rea é (20 V2cm)? = 800cm?.
Como a soma das dreas das quatro pegas ¢ igual a area da folha original, ou seja, 600cm?, concluimos
que a 4rea do buraco ¢ igual a 800cm? — 600cm? = 200cm?.

Poligonos e poligonos — Solugio

a) A figura abaixo mostra que o hexdgono pode ser decomposto em seis tridngulos iguais aos tridngulos
que fazem parte do dodecagono. Como cada um desses triangulos tem &rea 1cm?, segue que o hexagono
tem &rea 6cm?.

b) 17 solugdo: A figura do item anterior mostra que o dodecdgono pode ser decomposto em doze tridngulos
equiléteros iguais e seis quadrados. Desse modo, ao retirar doze tridangulos do dodecagono, a estrela que
sobra tem &rea igual a drea de seis quadrados. Como o lado do dodecdgono mede 1cm, cada quadrado
tem &rea lcm? e assim a 4rea da estrela é 6cm?.
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2% solugdo: Podemos decompor o hexdgono central da estrela em seis tridngulos e “encaixa-los” como
indicado na figura abaixo. A figura assim obtida tem a mesma 4rea da estrela e consiste de seis quadrados
de lado 1cm; sua drea é entdo 6cm?.

c) A figura abaixo mostra que os dois hexdgonos retirados tém a mesma édrea que doze tridngulos
equildteros; como no item b), a regido cinza tem a mesma drea que seis quadrados de lado 1cm; sua drea
é entdo 6cm?.

Quantos? — Solugio

ALTERNATIVA D

Vamos escolher um ponto entre os pontos destacados; por exemplo, o primeiro ponto a esquerda no
lado inferior do quadrado. A Figura 1 mostra os trés tridngulos retdngulos que podemos construir com
o vértice com o angulo reto nesse ponto. Como o mesmo acontece com os outros pontos destacados,
vemos que o ndmero de tridngulos retdngulos com vértices nesses pontos é 8 X3 = 24. Devemos justificar
a afirmativa de que esses tridngulos sdo retangulos. Isso é claro para o tridngulo da Figura 1.

Quanto ao da Figura 2, notamos que os dois tridngulos retdngulos brancos sdo congruentes, logo
seus angulos com vértice no ponto escolhido somam 90° e, consequentemente, o angulo do tridngulo
cinza nesse vértice é também 90°.

Finalmente, o tridangulo da Figura 3 é retdngulo pois seus lados menores sdo diagonais de quadrados,
como indicado pelos segmentos mais claros; assim eles fazem angulo de 45° com o lado inferior do
quadrado e o angulo do tridngulo cinza nesse vértice é também 90°.
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> 7

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Tridngulos em um retdngulo — Solugio

Lembramos que a drea de um tridngulo é dada pela férmula 1 base X altura e a drea
do retangulo por base X altura. Na figura ao lado, concluimos que a area do tridngulo
sombreado é metade da drea do retangulo, pois ambos tém a mesma base e a mesma h
altura. Logo a soma das dreas dos dois tridngulos brancos também é metade da 4rea do retangulo, ou
seja, igual a drea do tridngulo sombreado.

27
16

a) Pelo visto acima, temos drea(AMD) = drea(ABM)+é&rea(MDC) = 16cm?+8cm?+27cm?+9cm? = 60cm?.
b) Como area(AMD) = &rea(BNC), temos adrea(AQN) + area(NDP) = &drea(AMD) — area(MQNP) =
drea(BNC) — area(MQNP) = area(BQM) + area(MPC) = 8cm? + 27cm? = 35cm?

¢) Temos

area(MQNP) = 4rea(BNC) — drea(BQM) — drea(MPC) = 60cm? — 8cm? — 27cm? = 25cm?

Observagdo: As dreas dos tridngulos nesse problema ndo foram escolhidas ao acaso. Deixamos como
exercicio para o(a) leitor(a) mostrar que é possivel construir a figura abaixo, onde 4, b, c e d representam

z A 2 2
as dreas dos triangulos correspondentes, se e somente se & + = = b + c.

Solugdo alternativa para os itens b) e c): Podemos resolver primeiro o item c), como segue. Como
area(AMD) = 4rea(BNC) = 60cm?, temos

area(MNPQ) = drea(BNC) — 27cm? — 8cm? = 25¢m?,
obtendo entdo para o item b)

area(AQN) + drea(NDP) = 4rea(AMD) — 4rea(MNPQ) = 60cm? — 25cm? = 35cm?

[34] Muitos quadrados — Solugcdo

a) A drea da folha, era igual a soma das dreas dos nove quadrados, que é (em centimetros quadrados):
P+ 4 +7° 48 +97+10* + 14* + 15° + 18° = 1056.

b) Sejam a e b as dimensdes da folha, onde supomos a2 < b. Como a drea de um retangulo é o produto de
suas dimensoes, temos ab = 1056. Além disso, como as medidas dos lados dos quadrados em que a folha
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foi cortada sdo niimeros inteiros, segue que a e b devem ser niimeros inteiros. Observamos, finalmente,
que a e b devem ser maiores ou iguais a 18, pois um dos quadrados em que a folha foi cortada tem lado
com esta medida. Como a e b sdo divisores de 1056, a fatoragdo em fatores primos 1056 = 2° x 3 x 11
nos mostra que a e b sdo da forma 2* x 3¥ X 11%, onde x, y e z sdo inteiros tais que 0 < x < 5,0<y<1le
0 <z < 1. Lembrando que ab = 1056 e que a e b sdo maiores que 18, obtemos as seguintes possibilidades:

a b
2x11=22 | 24x3=48
22x3=24 | 22x11=44

25=32 3x11=33

Temos agora que decidir quais destas possibilidades podem ocorrer como medidas da folha. Como
o maior quadrado tem lado 18, que é menor que 22,24 e 32, vemos que nenhum quadrado pode encostar
nos dois lados de comprimento b da folha. Isto quer dizer que b pode ser expresso de duas maneiras
como uma soma, na qual as parcelas sdo medidas dos lados dos quadrados, sendo que:

® ndo ha parcelas repetidas em nenhuma das duas expressdes e

e ndo hé parcelas comuns as duas expressoes.

Este argumento mostra que2b <1+4+7+8+9+10+14 + 15+ 18 ou seja, 2b < 86. Logob <43 ea
tnica possibilidade é b = 33. Segue que as dimensdes da folha eram a = 32 e b = 33.

Existem outras maneiras de eliminar os pares (22,48) e (24,44), usando o argumento acima e
mostrando, por exemplo, que ndo existem duas maneiras de escrever 22 e 24 como soma dos lados
dos quadrados de duas maneiras com parcelas distintas e sem parcelas comuns. Esta solucdo depende
do fato de que, em qualquer decomposicdo de um retangulo em quadrados, os lados dos quadrados
sdo necessariamente paralelos a um dos lados do retangulo. Um argumento intuitivo para demonstrar
este fato consiste em selecionar um vértice do retingulo e observar que o quadrado ao qual este vér-
tice pertence tem seus lados apoiados sobre os lados do retangulo. Qualquer quadrado que toca este
primeiro quadrado (mesmo que em apenas um vértice) tem seus lados necessariamente paralelos aos
lados do retangulo, pois, caso contrario, teriamos angulos diferentes de 90° ou 180° na decomposigdo, e
estes angulos ndo podem ser preenchidos com quadrados.
¢) A tnica possibilidade (a menos de rotag¢des e simetrias) é mostrada a seguir:

14
18
4
10
7
1~ 15
9 8
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Decdgono — Solugio

ALTERNATIVA B

O triangulo AOB é isésceles pois os lados OA e OB sao iguais. Logo, os angulos OAB e OBA também sao
iguais, ou seja, ambos tém medida a. Notamos agora que o angulo central AOB mede 7 X 360° = 144°.
Como a soma dos angulos internos de um tridngulo vale 180°, segue que 2a + 144° = 180°. Logo

_ 180°-144° _ 36° _ 1qo
a= 5= =2 =18

A

G

Estrela — Solucio

a) Como BC e EF séo paralelos, os angulos EUT e ACB sao alternos internos, donde EUT = ACB = 60°.
b) Pelo item a) podemos concluir que todos os tridngulos da figura sdo equildteros. Desse modo, temos
QP =FP,UT = UE, TS = CS e RQ = RB. Logo, o perimetro de PQRSTU é

QP+ PU+UT+TS+ SR+ RQ=(FP+PU+ UE) + (CS+ SR + RB)
=FE + CB = 13cm + 14cm = 27cm

c) De PQ = 6cm segue que FP = 6cm, pois o tridngulo QFP é equilatero, e concluimos que PE =
FE — EP = 13cm — 6cm = 7cm. Como BC é paralelo a EF e AB é paralelo a DE, o quadrildtero PESB é
um paralelogramo, donde BS = PE = 7cm. Finalmente, temos SC = BC — BS = 14cm — 7cm = 7cm; logo
ST = SC = 7cm, pois o tridangulo TCS é equilétero.

(o)}

\R v4 > C

ARVA 7
D

Uma solugdo analoga pode ser dada a partir do paralelogramo QDTA.

Poligonos convexos elegantes — Solucio

a) Um exemplo de poligono elegante com oito lados aparece abaixo.
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b) Como um poligono elegante é convexo e é formado colocando lado a lado quadrados e tridngulos
equildteros, seus angulos sdo somas de parcelas iguais a 60° ou 90° que nédo ultrapassem 180°. Os valores
possiveis sdo entdo 60°, 90°, 120° = 60° + 60° e 150° = 60° + 90°.

c) Sabemos que a soma dos dngulos internos de um poligono com 7 lados é (n — 2) x 180°. Por outro
lado, vimos no item b) que o maior valor possivel do angulo interno de um poligono elegante é 150°;
logo, a soma dos angulos internos de um poligono elegante de n lados é no maximo 7 x 150°. Temos
entdo 180(n — 2) < 150n, e segue que 301 < 360, ou seja, n < 12.

d) A figura abaixo mostra um poligono elegante de 12 lados.

O poligono ABCDEFGHIJKL — Solugio

a) 1° solugdo: Como a soma dos angulos internos de um poligono de n lados é (1 — 2) X 180°, a soma dos
angulos internos do dodecdgono é (12 —2) x 180° = 1800°. Logo, cada um de seus angulos internos mede
1800° _ 1500

= = 150°. .
2% solugio: Outra solucdo usa a circunferéncia de centro O circunscrito ao poligono. O angulo AOB

mede £F = 30°. O triangulo OAB é isésceles, pois OA e OB sdo iguais, como raios da circunferéncia.

Logo, OAB = OBA = M = 75°. Pela simetria da figura, temos também OAL = 75°, e entdo
BAL =2 x 75° = 150°.

Antes de prosseguir, lembramos um resultado basico de geometria elementar. Dado uma circunferéncia
de centro O e um arco AB nesta circunferéncia (marcado em traco mais forte na figura abaixo), temos o
angulo central AOB associado a este arco. Seja P um ponto qualquer na circunferéncia que nao pertence a
AB. Entdo a medida do angulo inscrito APB é a metade da medida do angulo OAB, independentemente
da posigdo de P. A figura abaixo ilustra esta situagdo; nela temos:

www .obmep.org.br OBMEP



106 OBMEP - Banco de Questdes 2012

b) 1% solugdo: Consideremos outra vez a circunferéncia de centro O circunscrita ao poligono. Como
E e K sdo diametralmente opostos, o angulo EDK estd inscrito na semicircunferéncia e segue que

z

EDK = 90°. Como o angulo central correspondente a um lado do dodecdgono regular é B¢ = 30°,

o angulo central AOD mede 90°, e segue que AED = 45°. Finalmente, o trisngulo EDM tem angulos
EDM = 90° e MED = 45°; como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°, segue que
DME = 180° — (90° + 45°) = 45°.

2% solugdo: O tridngulo IAE é equildtero, pois seus vértices estdo igualmente espacados no poligono
regular; em particular AEI = 60°. Além disso, os d&ngulos AED e FEI sdo iguais (pois correspondem aos
arcos iguais ACD e FHI ), donde

150° = FED = FEI + IEA + AED = 60° + 2 x AED

e obtemos AED = 45°. Agora basta argumentar como na primeira solugdo para obter EDM = 90° e
DME = 45°.

3% solugo: A medida do angulo AED = EAB (por simetria) também pode ser obtida através da soma dos
angulos do poligono de cinco lados AEDCB; temos

AED + EAB + 3 x 150° = (5 — 2) x 180° = 540°

e entdo 2 X AED = 90°, donde AED = 45°. A partir dai a solugéo procede como nas anteriores.

¢) Como o tridngulo EDM tem dois dngulos de 45°, ele é isdsceles; logo MD = DE, ou seja, MD tem
a mesma medida que os lados do poligono. Como EDC = 150° e EDM = 90°, temos MDC = 60°; e
como MD = DC segue que o triangulo MDC ¢é equilatero. Em particular, temos MCD = 60° e segue que
MCB = 90°. Finalmente, como MC = CB, o tridangulo MCB é is6sceles e entdo MBC = BMIC = 9% =45°,
d) 1* solucdo: Temos FBC = 45° = MBC. Logo os segmentos FB e MB fazem o mesmo angulo com o
segmento BC, e segue que os pontos B, M e F estdo alinhados.

2 solugiio: No quadrilatero BCDM temos MBC = 45°, BCM = 150° e MDC = 60°; como a soma dos angulos
internos de um quadrilatero é 360°, segue que BMD = 360° — (45° + 150° + 60°) = 105°. Analogamente,
no quadrildtero MDEF temos FMD = 360° — (90° + 150° + 45°) = 75°. Logo FMB = FMD + DMB =
75° +105° = 180°, e segue que os pontos B, M e F estdo alinhados.
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Um tridngulo em quatro partes — Solugio

a) 1% solugdo: Na figura a seguir marcamos, em preto, o dngulo em B do tridngulo ABC e o angulo
correspondente no poligono AMJD; em cinza, marcamos o angulo em C do tridngulo ABC e o angulo
correspondente do poligono AELN. Podemos observar na parte superior da figura que o angulo MAN
é a soma desses dois dngulos com o angulo em A do tridngulo ABC; como a soma dos angulos internos
de um triangulo é 180°, segue que MAN = 180°. Logo, M, A e N estdo alinhados.

2% solugdo: Observamos primeiro que AM é paralelo a BF, pois ele é obtido de BF por meio de uma rotagdo
de 180°; do mesmo modo, AN é paralelo a CG. Como BF e CG estdo na mesma reta suporte e AM e AN
tém o ponto A em comum, segue que os pontos M, A e N estdo alinhados.

b) Na figura abaixo os dngulos marcados em cinza sdo congruentes, assim como os angulos marcados
em preto. Segue que os angulos marcados em branco com trago duplo também sdo congruentes, pois
sdo ambos suplementos do angulo vermelho; do mesmo modo, os angulos em branco com trago simples
sdo também congruentes. Notamos agora que MN = MA + AN = BF+ CG = BC-FG = 2FG = FG = FG.
Segue, pelo critério dngulo-lado-dngulo, que os triangulos FGI e MNK sdo congruentes.

¢) Na figura abaixo tragamos a base média DE do tridngulo ABC. O teorema da base média nos diz que
DE ¢ paralelo a BC e que DE = 1BC = FG. Segue que os triangulos FGI e EHD sdo congruentes, pois
sdo retangulos, tem os dngulos cinzas congruentes (pois sdo agudos de lados paralelos) e hipotenusas
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congruentes. Em particular, temos FI = EH,donde FH = FI-HI = EH-HI = El. Logo LH = LE+EI+IH =
FH+ HI+IE =EF.

d) A drea do quadrado HJKL é igual & area do triangulo ABC, que é 9; logo o lado do quadrado mede 3.
Em particular, LH = 3 e segue do item anterior que EF = 3.
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Soluc¢oes do Nivel 3

Aritmética

( Assunto

O contrdrio — Solugio

ALTERNATIVA E
Seja n um nuimero de dois algarismos, sendo a seu algarismo das dezenas e b o das unidades; entdo
n=10a + b. Se a e b sdo ambos diferentes de zero, o contrario de n é 10b + a. Desse modo, a soma de n e
de seu contrério é:

(10a+b) + (10b+a) = 11la+ 11b = 11(a + b)

e, portanto, a soma de um nimero com seu contrario é sempre um mdltiplo de 11. Basta agora notar
que todas as opgdes sdo multiplos de 11, com a excegdo de 181.

Pode-se também verificar que as outras opg¢des sdo todas somas de um ntimero com seu contrario;
de fato, 44 = 13+ 31,99 = 18 + 81,121 = 29 + 92 e 165 = 69 + 96.

Para explicar como foram encontradas essas expressdes, tomemos, como exemplo, 165 = 11 x 15. O
raciocinio inicial mostra que se escolhermos algarismos nédo nulos 4 e b de modo que sua soma seja 15,
entdo 165 serd a soma do ntimero 10a + b e de seu contrério. Por exemplo, podemos tomara =6eb =9;
para essa escolha obtemos a expressdo 165 = 69 + 96. Outras escolhas sdo possiveis; por exemplo, a = 8
eb =7levaa 165 =87+ 78. O mesmo raciocinio serve para as outras alternativas.

Trocando de ordem os algarismos — Solugio

ALTERNATIVA E
A multiplicagdo pode ser esquematizada como

abocde
x4
e dc b a

A solucdo é baseada nas seguintes observagdes:

e O algarismo a s6 pode ser 1 ou 2, pois, se fosse a > 3, entdo 4a seria um niimero de 2 algarismos e
portanto o ntimero edcba teria 6 algarismos. Mas a ndo pode ser 1 pois edcba, sendo multiplo de 4,
é par, donde seu tltimo algarismo é par. Logoa = 2.

2 bc de
x4
e dc b 2

e O algarismo e s6 pode ser 8 ou 9, pois 2 X 4 = 8 e edcba tem apenas 5 algarismos. No entanto, e ndo
pode ser 9 porque 9 X 4 termina em 6 e ndo em 2. Logo e = 8.
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e O algarismo b s6 pode ser 1 ou 2, pois 4 X b tem que ser um ntiimero de apenas 1 algarismo. Como
a = 2 e os cinco algarismos de abcde sao distintos, s6 podemos ter b = 1.

1 ¢ d

(X N
N | 00

d c 1

e O algarismo d s6 pode ser 2 ou 7, pois 4 X d + 3 é um ntiimero terminado em 1. Como a = 2 e os
cinco algarismos de abcde sdo distintos s6 podemos ter d = 7.

1 ¢ 7

oIX N
NP

7 1

o

e O algarismo ¢ s6 pode ser 9, pois 4c + 3 é um ntmero terminado em c.

o|x N
N
©
~

[SENYC

Logo,arespostaé8+7+9+1+2=27.

Os discos ddo voltas — Solugdo

ALTERNATIVA D
A figura mostra que os discos A e B giram no mesmo sentido, os discos B e C em sentidos opostos e os
discos C e D no mesmo sentido.

Assim, D gira no sentido anti-hordrio. Lembramos que o perimetro p de um circulo de raio r é dado
por p = 2nr. Como o raio do disco A é quatro vezes o de D, segue que o perimetro de A também é quatro
vezes o perimetro de D. Logo D d4 quatro voltas para cada volta de A.

Observagdo: usamos, no argumento acima, o fato de que os raios dos discos B e C sdo irrelevantes para
a resolugdo desta questdo; é interessante mostrar isto rigorosamente. Denotando por 4, b, c e d os raios
de A, B, Ce D e por n,, np, nc € ng os nimeros de voltas dados pelos discos A, B, C e D, respectivamente,
entao:

n,2ma = np2mb, np2nh = n2m, n.2me = ny2mnd,

o que implica que: ]
n,2ma = nyg2nd,
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logo,
ng a

n, d

Assim, se 1, = 1 entdo, usando que a = 8§ e b = 2, obtemos que 1y = % =4.

B Uma festa matemdtica — Solucio

a) Ap6s a venda do ingresso de niimero 1, foram vendidos 100—1 = 99 ingressos. Logo, quem comprou o
primeiro ingresso receberd 99 x0, 01 = 0,99 reais. Do mesmo modo, apds a venda do ingresso de niimero
70 foram vendidos 100 — 70 = 30 ingressos, logo quem comprou esse ingresso receberd 30 x 0,01 = 0,30
reais.

b) 1% solugdo: O valor da venda de 100 ingressos é R$600,00. O Grémio terd que devolver R$0, 01 para
quem comprou o 99° ingresso, 2 centavos para o quem comprou o 98° ingresso e assim por diante, até
R$0, 99 para quem comprou o 1° ingresso. No total, o Grémio terd que devolver, em reais,

99x100
A2 3 P _1+4243+--499 T = 49,50
100 100 100 100 100 100

e seu lucro total, serd de R$600,00 — R$49, 50 = R$550, 50.

Observagdo: Notamos que essa solucdo é baseada na ideia usada para demonstrar a conhecida férmula
para a soma dos termos consecutivos de uma progressdo aritmética.

2% solugdo: Com os ingressos de ntimero 1 e 100, o Grémio tem um lucro, em reais, de

(6-99x%0,01)+(6-0x0,01) =11,01.
Com os ingressos de ntimeros 2 e 99, o lucro serd também de
(6-98x%x0,01)+(6-1x0,01) =11,01.

Aplicando o mesmo argumento também para os pares de ingressos de nimeros 3e 98,4e97,...,50e 51,
obtemos um total de 50 pares, cada um dando ao Grémio um lucro de R$11, 01. Logo, o lucro do Grémio
serd de 50 x R$11,01 = R$550, 50.

¢) 1% solugio: Com a venda de x ingressos o Grémio arrecadard 6x reais e terd que devolver, em reais,

1 N 2 N 3 N +x—1_1+2+3+~-+(x—1)_@_xz—x
100 100 100 100 100 © 100 200 °

Assim, denotando por L(x) o lucro do Grémio com a venda de x ingressos, temos que:

x> —x 1201x —x%>  x(1201 —x)
L = - = = .
() =67~ 550 200 200
O gréfico de L(x) é uma pardbola e o valor maximo de L(x) ocorre quando x = 600, 5. Para ver isto ndo
é necessario usar a férmula para os pontos de maximo ou minimo, basta observar a simetria do grafico

dessa parabola, desenhado abaixo:

AY

<Y

0 600,5 1201\
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Como a quantidade de ingressos é um ntimero inteiro, o lucro méximo do Grémio serd atingido

quando forem vendidos 600 ou 601 ingressos. Como esses pontos sdo simétricos com relacdo a 600,5 o

lucro serd o mesmo em qualquer caso. Esse lucro é L(600) = 8000201-600) — 1803 reais.

200
2 ? solugdo: Podemos pensar que o comprador do ingresso de niimero n paga ao Grémio R$6, 00, e que
dessa quantia o Grémio vai retirar R$0, 01 para cada um dos compradores anteriores. Logo, denotando

por f(n) o lucro (em reais) do Grémio com o ingresso de ntimero #, temos que:
f(m)=6—-(n-1)x0,01=6,01-0,01xn

Segue que o lucro do Grémio por ingresso diminui de R$0, 01 a cada ingresso vendido (ou seja, a funcao f
é decrescente). Como o lucro do Grémio com o ingresso de niimero 601 é f(601) = 6 —(601—-1)x0,01 =0
reais e a funcdo f é decrescente, vemos que o lucro do Grémio é positivo para todos os ingressos de
nimero menor que 601, e negativo para todos os ingressos de ntimero maior que 601. Logo, o lucro total
do Grémio serd o maior possivel quando forem vendidos 600 (ou 601) ingressos, pois somente depois da
venda do ingresso de ntimero 601, o Grémio passaria a ter prejuizos (isto é, lucro negativo) com a venda
de cada ingresso adicional.

3% solugdo: O comprador do tltimo ingresso nédo recebe nada de volta, ou seja, o Grémio vai lucrar R$6, 00
com seu ingresso; o comprador do pentltimo ingresso recebe R$0,01 de volta, logo o Grémio vai lucrar
R$5, 99 com seu ingresso. Desse modo, o lucro total do Grémio (em reais) com a venda dos ingressos é

6,0045,99 + 5,98 + - - - + (lucro com o ingresso de ntimero 1)

e segue que esse lucro total aumenta com a adigdo de novos compradores contando que o lucro com o
ingresso de namero 1 seja positivo.

O lucro com o ingresso nimero 1 é 6 — (x — 1) X 0, 01 reais, onde x é o ntimero de ingressos vendidos.
A equagdo 6 — (x — 1) x 0,01 = 0 tem raiz x = 601, logo o lucro com o ingresso de ntimero 1 é positivo
se x < 601. Desse modo, o lucro maximo serd atingido quando o Grémio vender 600 ingressos (ou 601,
visto que o ingresso de ntiimero 601 da lucro de 0 reais).

A maior soma — Solugio

ALTERNATIVA B
Para qualquer disposi¢do dos algarismos, a soma dos vizinhos “juntados” terd sempre nove parcelas,
sem repeticdo de algarismos nas unidades ou nas dezenas. O tnico algarismo que ndo aparece nas
unidades é o primeiro e o tnico que ndo aparece nas dezenas é o ultimo. Para que a soma seja
maxima, o algarismo 0 ndo deve comparecer nas dezenas e, portanto, deve ser o tltimo; além disso, o
menor dos algarismos 1,2, ...,9 ndo deve aparecer nas unidades e, portanto, o 1 deve ser o primeiro.
Concluimos que a soma é méaxima para qualquer escolha onde 1 é o primeiro algarismo e 0 o dltimo.
Nesse caso, a soma das unidades serd 0+2+3+4+5+6+7 + 8+ 9 = 44 e a soma das dezenas serd
10+ 20+ 30+ 40+ 50+ 60 + 70 + 80 + 90 = 450; a soma méaxima é entdo 450 + 44 = 494.
Algebricamente, podemos escrever esse argumento como segue. Seja 41,4y, ...,a410 uma disposicao
qualquer dos algarismos de 0 até 9 na primeira linha. Na segunda linha da tabela do enunciado dessa
questdo, aparecerao os nimeros a1dy, 4243, . . ., AoA1p. Usando a representagdo decimal, a soma desses
nuameros pode ser escrita na forma

S =aja; + axaz + -+ - + agaqg
= (1041 + az) + (10ap + az) + - - - + (10aq + a1p)
=10x (@ +ax+---+a9)+ (a2 + - a9 +ay) — 10a;0 — m
=11X(ay +ax+---+ag +ay) —10a1p — a1
=45x%x11 -10a19 — 1
=495 —-10a190 — m1

Logo, o valor méximo de S é atingido quando a1 = 0 e a; = 1, e, nesse caso, vale 495 - 10 X 0 — 1 = 494.
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B Correndo na medida certa - Solucio

a) Uma volta completa em torno de uma pista tem extensdo 1km + 2km + 6km + 4km = 13km. Por isso,
para percorrer 14km é preciso dar uma volta completa e percorrer mais 1km. A dnica forma de percorrer
1km respeitando-se o sentido da corrida é comecando em A e terminando em B. Portanto a corrida deve
comegar em A, dar uma volta completa e terminar em B.

b) Como 100 = 7x13+9, uma corrida de 100km corresponde a dar 7 voltas completas na pista e percorrer
mais 9km. A tnica forma de percorrer 9km respeitando-se o sentido da corrida é comegando em A e
terminando em D. Portanto a corrida deve comecar em A, dar 7 voltas completas e terminar em D.

¢) Como sugerido nos itens anteriores, a solugdo do problema estd baseada na ideia de “dar uma certa
quantidade de voltas” sem exceder o comprimento da corrida e depois localizar trechos convenientes para
percorrer a “distdncia restante”. Do ponto de vista matemaético, esse procedimento corresponde a efetuar
o algoritmo de divisdo com divisor igual a 13, ou seja, a escrever

dividendo (comprimento da corrida) = 13 (divisor) X quociente (ntimero de voltas)
+ resto (distancia restante),

sendo o resto um ntmero natural menor do que 13. Logo o resto s6 pode ser um dos ntimeros 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 11 e 12. Por inspecdo direta podemos verificar como realizar corridas com qualquer
extensdo de 1km a 13km. Os resultados estdo dispostos na seguinte tabela:

Extensdao em km | Ponto de partida | Ponto de chegada
1 A B
2 B C
3 A C
4 D A
5 D B
6 C D
7 D C
8 B D
9 A D
10 C A
11 C B
12 B A
13 Qualquer um O mesmo da partida

Vejamos agora que é possivel realizar corridas com qualquer comprimento inteiro maior do que 13km.
Para isso basta ver que temos duas possibilidades:

1. Primeiro caso: a extensdo é um mdultiplo de 13km.

Nesse caso, basta escolhermos qualquer posto e entdo realizarmos uma corrida que comega e
termina nesse posto dando o niimero de voltas completas que é o quociente entre a extensdo da
corrida e 13.

Por exemplo, se a extensdo da corrida é de 208km = 16 x 13km, basta dar 16 voltas completas na
pista.
2. Segundo caso: a extensdo ndo é um multiplo de 13km.

Nesse caso, calculamos o quociente e o resto da divisdo da extensdo da corrida por 13. O resto serd
um dos nameros 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11 e 12. A tabela acima fornece os postos de partida e de
chegada da corrida. O ntimero de voltas serd igual ao quociente.

Por exemplo, se a extensdo da corrida é 109km = (8 X 13 + 5)km, ela deve comegar no posto D, dar
8 voltas completas, retornando entdo a D, e depois percorrer o trecho de D a B.
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Severina, Catarina e os niimeros — Solugio

a) 1 solugdo: Sejam a, b, ¢ e d os ndmeros escritos nos lados do quadrado no sentido horério. Os ntimeros
associados aos vértices sdo, portanto, ab, bc, cd e da, e sua soma é

ab+bc+cd+da=bla+c)+d@a+c)=(a+c)b+d) =85x%x60=>5100

cd c bc
d b
da a ab

2% solugdo: Sejam a e b dois lados adjacentes do quadrado e 60 — a e 85 — b os outros dois. Entdo, a soma
dos produtos dos comprimentos de lados adjacentes é

ab + b(60 — a) + (60 — a)(85 — b) + (85 — b)a = 5100.

b) Sejam (a,b), (m,n) e (s,y) os pares de nimeros escritos em faces opostas do cubo. Os ndmeros
associados aos vértices sdo, portanto, amx, anx, amy, any, bmx, bux, bmy e bny, e sua soma é
105 = amx + anx + amy + any + bmx + bnx + bmy + bny
= a(mx + nx + my + ny) + b(mx + nx + my + ny)
= (a + b)(mx + nx + my + ny)
= (a + b)[(m + n)x + (m + n)y]
=(@+b)(m+n)(x+y)
Como 105 se fatora em fatores primos como 105 = 3 X 5 X 7 e os nameros a + b,m + n e x + y sdo

inteiros maiores que 1, segue que a+ b, m +n e x + y devem ser iguais a 3,5 e 7 (em alguma ordem). Logo
a+b+m+n+x+y=3+5+7=15

bnx bny
<
anx : any
E b
* Y
E a
Bmxé\ """"" bmy
amx < amy

Na figura os ntmeros a e b estdo escritos, respectivamente, na frente e atrds do cubo, os ntimeros m e
n embaixo e em cima e os ntimeros x e y a esquerda e a direita.

B simpiticos niimeros — Solucio

a) Lembrando que (a + b)? = a? + 2ab + b*, podemos simplificar a expressdo (3x + 1) + (4x + 2)% — (5x + 2)?
como segue:

Bx+1)% + (4x +2)*> — 5x + 2)> = 9x% + 6x + 1 + 163> + 16x + 4 — 25x> — 20x — 4
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=(9+16-25x>+(6+16 —20)x + (1 +4 —4) = 2x + 1.
b) Notando que:
(3x — m)? + (4x — n)® — (5x — 5)? = —(6m + 8n — 50)x + (m? + n® — 25)
devemos encontrar inteiros m e n tais que:
—(6m + 8n — 50)x + (m? + n® — 25) = 2x

para todos os valores de x.

Isso s6 é possivel se m? + n? — 25 = 0 e —(6m + 8n — 50) = 2, simultaneamente. Isto é equivalente a,
m? +n? = 25e3m +4n = 24.

As solugdes para a equacio m? + n? = 25 estdo dispostas na tabela abaixo:

3
4

4 | 5
310

m 0
n || £5

H | H

H | H

Uma verificagdo direta mostra que, dentre as escolhas contidas nessa tabela, apenas os valores m = 4 e
n = 3 satisfazem a equagdo 3m + 4n = 24.

c) Do enunciado temos 4% + 72 — 8% = 1. Multiplicando esta expressdo por 22, obtemos 22 - 42 + 22 .
72 - 22.82 = 4, ou seja, 8 + 142 — 16> = 4, 0 que mostra que 4 é simpatico. Outras expressdes sao
4=5+10%>-11%2 = 6> + 72 — 9% = 72 + 222 — 23? ¢, mais geralmente, 4 = (3k + 4)* + (4k + 2)> — (5k + 4)*
para k > 2.

d) Vamos dividir o argumento para ntimeros impares e pares.

o Niimeros impares:

Seja n = 2k + 1 um ntmero fmpar maior que 1, ou seja, com k > 0. O item a) mostra que fazendo
a=3k+1,b=4k+2ec=>5k+2temos n = a*> + b> — ¢>. Notamos que a < b < ¢ segue de k > 0. Como j&
sabemos que 1 é simpatico, segue que todo niimero impar positivo é simpético.

o Niimeros pares:

Seja n = 2k um nimero par maior que 4, ou seja, com k > 2. Aqui o item b) mostra que fazendo
a=3k—4,b=4k-3ec=5k—5temos n = a? + b*> — c>. Notamos que a < b < ¢; de fato, a < b vem do
fato de k ser positivo e b < ¢ decorre de k > 2. Como ja sabemos que 2 e 4 sdo simpaticos, segue que todo
numero par positivo é simpdtico. Concluimos, entdo, que todos os inteiros positivos sdo simpaticos.

Curiosidade: A férmula geral que apresentamos abaixo (entre outras) mostra que todo nimero positivo
n é simpatico:

n>+5n+8 2_ 712+5n+8+12
2 2

n:(n+3)2+(

Bl Niimeros em um quadrado — Solucio

a) Somar as somas das linhas é o mesmo que somar todos os ntimeros no quadrado; assim, a soma das
somas das linhas é 1 +2+3+4+5+6+7+ 8+ 9 = 45. O mesmo se pode dizer da soma das somas das
colunas, e concluimos que a soma de todas as somas é 2 X 45 = 90. Logo, a soma que esta faltando é
0-09+13+14+17+18)=90-71 = 19.

b) 1° solugdo: Se todas as somas fossem pares, as somas das trés linhas seriam pares e sua soma seria par.
Mas isso é impossivel pois, como vimos acima, a soma das somas das trés linhas é 45, que é um ntmero
impar.

2% solugio: Ao distribuir os nimeros no quadrado, uma linha pode ter no maximo trés ntiimeros impares.
Por outro lado, ha cinco nimeros impares de 1 a 9, a saber, 1, 3, 5, 7 e 9. As maneiras de escrever 5 como
soma de inteiros menores ou iguaisa 3sd05=2+3=1+1+3 =1+2 + 2. Como em qualquer dessas
somas aparecem as parcelas 1 ou 3, concluimos que pelo menos uma linha de um quadrado preenchido
conterd um ou trés ntimeros impares, sendo os restantes pares. Em qualquer caso, obtemos uma linha
cuja soma é impar.

¢) Vamos estender um pouco essa solugdo para determinar ndo apenas um, mas todos os quadrados que
tém as somas dadas. Antes de comecar, notamos que trocar a ordem de duas linhas (ou de duas colunas)
ndo altera as somas de um quadrado. Os seis ntimeros do resultado final devem ser separados em dois
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grupos de trés nameros cada, cujas somas sejam iguais a 45. No primeiro grupo, cada ndmero é a soma
de uma linha e, no outro, a soma de cada coluna. De acordo com o item anterior, cada grupo deve conter
um nuimero impar; logo 7 e 13 devem ficar em conjuntos diferentes. Segue imediatamente que a tinica
possibilidade é separar as somas nos grupos 7, 16, 22 e 13, 14, 18; podemos entdo supor que as somas
das linhas sdo 7, 16, 22 e as somas das colunas sdo 13, 14, 18.

Como a tnica maneira de obter a soma 7 é 1 +2 + 4 = 7, podemos comegar a preencher o quadrado
como abaixo:

Suponhamos que a soma da segunda linha seja 22; as tinicas possibilidades para a soma 22 sao
5+8+9=22e6+7+9 =22, que vamos considerar separadamente.

Suponhamos primeiro que na segunda linha aparecem os ntimeros 5, 8 e 9. Aqui o 5 ndo pode
aparecer na coluna do 4, pois 4 + 5 = 9 e para obter uma das somas 13, 14 ou 18 nessa coluna o terceiro
namero deveria ser 4, 5 ou 9, respectivamente, o que ndo pode acontecer pois o 4 ja foi usado enquanto
que 5 e 9 aparecem na segunda linha; argumento andlogo mostra que o 9 também néo pode aparecer na
coluna do 4, ou seja, o 8 aparece abaixo do 4. Como 4 + 8 = 12 e tanto o 1 como o 2 ja foram usados, a
soma dessa coluna ndo pode ser 13 ou 14; logo a soma é 18.

112 7
22

16

=000~

8

Podemos agora completar o quadrado das seguintes maneiras:

1 2 [ 417 112417
51918 |22 9 [ 5] 8|22
7 1316 |16 3|7 16|16
13 14 18 13 14 18

Deixamos para o(a) leitor(a) mostrar que, quando na segunda linha aparecem os ntimeros 6,7 e 9, as
possibilidades sao:

112 147 11247 1121417 1121417
7196 |22 9 16| 7|22 9 | 7|16 |22 9 17|16 |22
513816 815|316 315]18]16 853 ]16
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14

Desse modo, existem apenas seis quadrados com as somas do enunciado, a menos de troca de posi¢do
de linhas, troca de posigdo de colunas e troca das linhas pelas colunas.

Correria — Solugio

ALTERNATIVA A

Seja x o comprimento em metros da pista. A distdncia entre Bernardo e Carlos era de 10 metros quando
Alberto cruzou a linha de chegada, e era de 16 metros quando Bernardo cruzou a linha de chegada.
Vemos assim que, durante o intervalo de tempo no qual Alberto e Bernardo completaram a corrida,
Bernardo correu 36 metros enquanto Carlos correu 30; logo

velocidade de Carlos @ _ §
velocidade de Bernardo = 36 6

x=16
X

Como Bernardo cruzou a linha de chegada 16 metros a frente de Carlos, temos a equacéo g =
solugdo é x = 96.

, cuja
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Bl Resolvendo o problema da calculadora — Solugdo

a) A seguir vemos o que acontece quando comec¢amos com o nimero 3 no visor e apertamos as teclas na
ordem BBAB:

B B A B
3——3+3=6——6+3=9—9?=81—81+3=84

Logo, o nimero que vai aparecer no visor é 84.
b) Uma maneira é apertar as teclas na ordem BBABB, como vemos a seguir:

B B A B B
1 4 7 49 52 55

Outra maneira é apertar a tecla B dezoito vezes seguidas; ainda outra é BA seguida de treze B’s.

) 1% solugdo: Se o nimero que aparece no visor apos apertar as teclas A e B algumas vezes ndo é um
quadrado perfeito, a tiltima tecla apertada foi necessariamente a tecla B. Desse modo, se o 54 aparece no
visor, podemos reconstruir parcialmente a sequéncia das teclas apertadas até chegar a 54:

B B B B B B
36 39 42 45 48 51 54

Chegamos a 36, que é um quadrado perfeito. Aqui temos as possibilidades

B B A
0 3 6 36

9 12 15 18 21 24 27 30 33 36

Como 9 é um quadrado perfeito, essa tltima sequéncia nos dd também duas possibilidades, a saber,

Vemos assim que é possivel chegar a 54 a partir de 0 e 3, mas ndo a partir de 2.
2% solugdo: Se um numero inteiro x ndo é multiplo de 3 entdo:

® x + 3 ndo é multiplo de 3.

De fato, se x + 3 fosse muiltiplo de 3, poderiamos escrever x + 3 = 3y para algum inteiro y e entdo
x =3y — 3 = 3(y — 1) seria multiplo de 3, absurdo.

e x? ndo é multiplo de 3.

De fato, os fatores primos de x e x? s30 0s mesmos; assim, se 3 ndo é fator primo de x entdo também
ndo serd fator primo de x2.

Assim, comecando com um ntimero que nédo é multiplo de 3 no visor, ndo é possivel chegar a um
multiplo de 3 apertando as teclas A e B. Como 2 ndo é mdultiplo de 3 e 54 = 3 X 18 é muiltiplo de 3,
concluimos que ndo se pode chegar a 54 a partir do 2.

3% solugdo: Vamos tentar chegar a 54 a partir do 2. Como 54 ndo é mdltiplo de 3, vemos que néo é possivel
usar apenas a tecla B, ou seja, a tecla A deve ser usada pelo menos uma vez. Por outro lado, a tecla A s6
pode ser usada em niimeros menores ou iguais a 7. Os niimeros obtidos a partir do 2 que sdo menores
ou iguais a7 sdo 2,4 = 225=2+3e7 =22+3;seus quadrados sdo 4,16,25 e 49. A partir de 16,25 e
49 ndo podemos usar a tecla A outra vez, e como nenhum desses ntimeros difere de 54 por um mdaltiplo
de 3, vemos que a partir deles ndo é possivel chegar a 54; 0 mesmo argumento se aplica ao 4 e a seu
quadrado 16. Logo, ndo é possivel obter 54 a partir do 2.

4% solugdo: Notamos primeiro que comeg¢ando do 2 e apertando apenas duas teclas quaisquer, o0 maior
resultado possivel é 24 (sequéncia BA), ou seja, ndo se chega ao 54. Vamos agora ver o que acontece
quando o 2 estd no visor e apertamos trés teclas.
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| Sequéncia de teclas | Resultado |

AAA 256
AAB 19
ABA 49
BAA 125
ABB 10
BAB 28
BBA 64
BBB 11

Podemos eliminar as sequéncias AAA, BAA e BBA de nossas consideragdes, pois elas levam a resulta-
dos maiores que 54. Para chegar ao 54 a partir dos resultados das outras sequéncias, ndo podemos usar
a tecla A, pois isso nos daria resultados maiores que 54. Por outro lado, a diferenca entre 54 e qualquer
dos ntimeros 19,49, 10,28 e 11 ndo é um multiplo de 3, ou seja, também ndo podemos chegar ao 54 a
partir desses nlimeros apenas com a tecla B. Logo, ndo é possivel chegar ao 54 a partir do 2.

Cartas marcadas — Solugio

ALTERNATIVA E

O leitor pode verificar que, se Estefania embaralhar as cartas 6 vezes, elas voltardo a posigdo inicial.
Como 74 = 12 X 6 + 2, embaralhar as cartas 74 vezes tem o mesmo efeito que fazé-lo duas vezes, o que
deixa a carta E no topo da pilha.

EE] Paula escreve niimeros — Solucio

ALTERNATIVA C

A flecha que aponta para baixo na tabela passa pelos quadrados dos ndmeros impares: 1> = 1,32 = 9,
52 = 25 e assim por diante.

3713635343332
38117161514 30
391185 |4 12129
401196 2 |11]28]...
4112017 |8 M 10|27]...
4212122123 [2433]26]51

434414546 |47]48 40/ 50

“a

Vamos chamar de 4, o n-ésimo termo de nossa sequéncia; por exemplo, a1 = 1,4, = 3,a3 = 13 e
a4 = 31. Observando a tabela, vemos que

1 casa para a direita 1 casa para cima

1? P+1=2 P+1+1=3=0,
1 casa para a direita 3 casas para cima

3 3+1=10 3+1+3=13=u;
1 casa para a direita 5 casas para cima

5 5 +1=26 5+1+5=31=ua
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e assim por diante. Vemos, entdo, que a lei de formacdo da sequéncia, a partir de a,, é
2
ap = [10 impar] + 1+ 1° impar
2
az = [20 impar] +1 + 2° impar
2
ag = [30 impar] + 1+ 3° impar
e, em geral,
2
a, = [(n -1)° impar] +1+ (n—1)° impar
Logo, a3y = [29° impar]?+1+29° impar, e como 0 29° nimero impar é 57 segue queazy = 572+1+57 = 3307.

Mais geralmente, o (7 — 1)° ntimero impar é 2(n —1) —1 = 2n —3 e segue que a, = 2n—-3)*+1+(2n-3) =
4n* —10n + 7.

Assunto
( Combinatoéria

Futebol matemdtico — Solugdo

a) O time B ndo perdeu nenhuma partida, logo empatou ou ganhou de A. Mas A ndo empatou nenhuma
partida, logo A perdeu de B.

b) O time A perdeu uma partida. Se tivesse perdido exatamente mais um jogo, teria 6 pontos. Mas B
tem no minimo 6 pontos, pois venceu A e ndo perdeu nenhuma das outras trés partidas. Como A tem
mais pontos que B, concluimos que A perdeu somente para B; e como A ndo empatou nenhuma partida,
venceu as outras trés. Logo A obteve 9 pontos.

¢) 17 solugdo: Como o time B ndo perdeu para nenhum outro time, ele ganhou 1 ou 3 pontos em cada
partida, isto é, sempre um ntiimero impar de pontos. Como a soma de quatro ntimeros impares é par,
vemos que B terminou o torneio com um niimero par de pontos.

2% solugdo: Como ficou em segundo lugar, o time B fez menos do que 9 pontos, portanto venceu uma ou
duas partidas. Como ele jogou quatro partidas, se venceu uma delas entdo empatou trés, finalizando
com 6 pontos; se venceu duas entdo empatou duas, finalizando com 8 pontos. Logo, as possibilidades
para o ndmero de pontos que B obteve nesse torneio sdo 6 e 8, ambos ndmeros pares.

d) De acordo com os itens anteriores, A perdeu de B e venceu C, D e E. Dos 6 jogos restantes, 5 foram
empates. Se B tivesse s6 2 empates, entdo todos os jogos entre C, D e E seriam empates e os dois desses
times que empataram com B terminariam empatados, o que contraria o enunciado. Logo, os trés jogos
de B contra C, D e E foram empates. Como houve um total de 5 empates, 2 dos jogos entre C, D e E
foram empates. Como a ordem de classificagdo é C, D, E, a Gnica vitéria foi de C contra E. Temos, assim,
a tabela de resultados abaixo.

AlA|A|A[B|B|B|C|C|D

X | X [ X
D|E|E

o] b
m|x

X | X | x| X
B|C|[D|E|C

Quixajuba disputa um torneio — Solugio

a) O ndmero total de partidas disputadas no torneio é 3 +2 +1 = 6. Como 6 ndo é divisivel por 4, o
torneio ndo pode acabar com os quatro times tendo o mesmo niimero de vitérias.

b) 1% solugdo: Para que o Quixajuba termine isolado em primeiro lugar, ele deve ganhar todas as suas
partidas. De fato, se ele ganhar duas ou menos entdo os outros trés times dividirdo pelo menos quatro
vitérias entre si, e assim algum deles deve ter pelo menos duas vitdrias; nesse caso, o Quixajuba nao seria
o campedo isolado. Para cada um dos trés jogos entre os outros times ha duas possibilidades. Logo, o
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niimero de maneiras do Quixajuba terminar sozinho em primeiro lugar é 1 x1x1x2x2x 2 = 8. Como

ha 2° = 64 resultados possiveis para as seis partidas, a probabilidade de o Quixajuba ser o campedo
. 8 1

isolado é a-5

2% solugdo: Argumentamos como acima que o Quixajuba serd o campedo isolado se e somente se ele
vencer suas trés partidas. Como a probabilidade de o Quixajuba ganhar um jogo contra qualquer dos
outros times é %, a probabilidade de ele ganhar suas trés partidas é 3X5X5=3%

¢) Suponhamos que os times sejam A, B, C e D e que o torneio termine com D isolado em tltimo lugar.
Entdo D perdeu todas suas partidas; de fato,

e se D tivesse ganho suas trés partidas, teria terminado o torneio em primeiro lugar (como vimos no
item anterior);

e se D tivesse ganho duas (ou uma) partidas, os outros times dividiriam quatro (ou cinco) vitérias
entre si; neste caso, pelo menos um deles teria ganho no méximo uma partida e assim D ndo teria ficado
em ultimo lugar isolado.

Logo A, B e C dividem entre si as seis vitdrias, ou seja, cada um deles ganhou duas vezes; uma contra
D e uma contra um dos outros. Para as partidas entre A, B e C temos apenas duas possibilidades: A
ganhou de B que ganhou de C que ganhou de A, ou A ganhou de C que ganhou de B que ganhou de A.
Em resumo, hd apenas duas possibilidades para que A, B e C dividam a lideranga, e neste caso D acaba
o torneio em ultimo lugar isolado. Como qualquer um dos times pode acabar em tltimo lugar isolado,
enquanto os outros dividem a lideranca, segue que o ndmero de possibilidades para que isto acontega é

4x2 = 8. Por outro lado, o nimero total de possibilidades para os resultados das seis partidas é 2° = 64.

1
Logo a probabilidade de que trés times dividam a lideranga é a3

O sorteio do livro — Solugio

a) Para André ganhar o livro ele deve retirar a bola preta. Como a caixa contém quatro bolas das quais
apenas uma é preta, a probabilidade de ele retirar a bola preta é 1.

Uma outra solugdo aparece na 27 solugdo do item b).
b) 17 solugdo: Para Dalva ganhar o livro, André, Bianca e Carlos devem retirar bolas brancas. Como
inicialmente a caixa contém 3 bolas brancas, a probabilidade de André retirar uma bola branca é 3.
Supondo que André tire uma bola branca, sobrardo na caixa 2 bolas brancas e 1 preta; assim, a probabi-

lidade de Bianca tirar uma bola branca é % Do mesmo modo, se André e Bianca tirarem bolas brancas,

a probabilidade de Carlos tirar uma bola branca serd 1. Assim, a probabilidade de André, Carlos e

Bianca tirarem bolas brancas é 2 x Z X 1 = 1, que é a probabilidade de Dalva ganhar o livro. Raciocinio
semelhante mostra que a probabilidade de qualquer um dos amigos ganhar o livro é 1, ou seja, o sorteio
é justo e a ordem em que eles retiram as bolas ndo tem importancia. Para entender melhor isso, veja a
seguinte solugdo.

2% solugdo: Mantendo as regras do sorteio, vamos pintar uma bola branca de azul e outra de vermelho;
temos entdo quatro bolas diferentes na caixa. O ntimero de sorteios possiveis passa a ser 4 x3x2x1 = 24;
desses, Dalva ganha o livro quando André, Bianca e Carlos ficam com as bolas branca, azul e vermelha,
o que pode acontecer de 3 X2 X 1 = 6 maneiras diferentes. Logo, a probabilidade de Dalva ganhar o livro
é % = i. Esse raciocinio se aplica a qualquer um dos amigos, justificando assim o comentdrio anterior
sobre a justica do sorteio.

¢) 1% solugcido: André pode ganhar o livro de duas maneiras, a saber, quando a primeira bola retirada
for preta ou entdo quando as quatro primeiras bolas retiradas forem brancas e a quinta preta. A
probabilidade no primeiro caso é § = ; eno segundo é § x 2 x £ x 2 x 3 = &. Assim, a probabilidade
procurada é 1 + & = 2.

2° solugdo: A probabilidade de que André ganhe o livro na primeira rodada, como visto acima, ¢ 1. Para
calcular a probabilidade de que ele ganhe o livro na segunda rodada vamos calcular os casos possiveis
e os casos favoraveis. As primeiras cinco bolas podem ser sorteadas de 8 X 7 X 6 X 5 X 4 maneiras. Para
que André ganhe o livro na quinta bola, as quatro primeiras bolas devem ser brancas e a quinta preta,
o que pode ocorrer de 6 X 5 X 4 X 3 X 2 maneiras. Logo a probabilidade de que André ganhe o livro na
quinta bola sorteada é £5X3X32 — 3. Assim, a probabilidade procurada é  + & = 2.

d) 1% solugdo: Dalva s6 vai ganhar o livro no caso em que as trés primeiras bolas sorteadas sejam brancas

e a quarta preta; de fato, se as quatro primeiras bolas sorteadas forem brancas, sobrardo na caixa duas
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brancas e duas pretas e uma bola preta serd retirada antes que chegue a sua vez. Assim, a probabilidade
de que Dalva ganheolivioé § x 2 x 2 x 2 =1 =2,

2% solugdo: Dalva s6 pode ganhar o livro no caso em que as trés primeiras bolas sorteadas sejam brancas
e a quarta preta. As quatro primeiras bolas podem ser sorteadas de 8 X 7 X 6 x 5 modos. Para que Dalva
ganhe o livro, as trés primeiras devem ser brancas e a quarta preta, o que pode ocorrer de 6 X5 x4 x 2

6x5x4x2 _ 1 _
modos. Logo, a probabilidade de que Dalva ganhe o livro é £2X22 = 1 = 2.

Fica como exercicio para o(a) leitor(a) mostrar que as probabilidades de Bianca e Carlos ganharem o
livro sdo, respectivamente, 1 e . O André foi bem esperto em propor esse novo sorteio!

Observagdo: Escrevemos todas as probabilidades como fra¢des com o mesmo denominador para
compara-las mais rapidamente e também para facilitar a verificagdo de que a soma de todas é igual
al.

Impar soma, par divide — Solugio

a) Asequénciaé37 -38—-19—-20-10—-5-6—-3—-4—-2->1.

b) A tinica sequéncia de comprimento 3 é4 — 2 — 1. As sequéncias de comprimento4sdo3 — 4 — 2 —
le8 — 4 — 2 — 1; elas sdo obtidas a partir de 4 — 2 — 1, a primeira acrescentando 4 — 1 = 3 a esquerda
e a segunda acrescentando 2 X 4 = 8 a esquerda. Do mesmo modo, a sequéncia impar3 - 4 -2 — 1
dé origem a sequéncia par 6 - 3 —» 4 — 2 — 1; a sequéncia par 8§ = 4 — 2 — 1 da origem a sequéncia
impar7 - 8 - 4 —» 2 —» 1 e a sequéncia par 16 - 8 - 4 — 2 — 1. Temos assim as trés tinicas
sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares e uma impar. O raciocinio pode ser representado pelo
esquema abaixo.

>ﬂ>n N -

¢) 1% solugio: Repetindo o esquema do item anterior, temos:

| 10 by 5

>_>ﬂ—-

—El-EN
8 |

30
>->

e assim temos trés sequéncias pares e duas impares de comprimento 6 e cinco sequéncias pares e trés
fmpares de comprimento 7.

2% solugdo: Observamos que a sequéncia impar de comprimento 5 d4 origem a uma sequéncia par de
comprimento 6; jd as duas sequéncias pares de comprimento 5 ddo origem a duas sequéncias pares de
comprimento 6 e duas sequéncias impares de comprimento 6. Assim, temos duas sequéncias impares
de comprimento 6 e 1 + 2 = 3 sequéncias pares de comprimento 6, num total de 2 + 3 = 5 sequéncias
de comprimento 6. O mesmo argumento mostra que hé oito sequéncias de comprimento 7, sendo trés
impares e cinco pares.

Observagdo: A repetigdo desse argumento para valores sucessivos do comprimento mostra que, a partir
do comprimento 3, o ntimero de sequéncias impares é0,1,1,2,3,5,8,..., o nimero de sequéncias pares é
2,3,5,8,13,... e o nimero total de sequéncias é 3,5, 8,13, 21,... Cada termo dessas sequéncias de valores,
a partir do terceiro, é a soma dos dois anteriores; vemos assim que essas sequéncias, com a eventual
omissdo de termos iniciais, sdo a sequéncia 0,1, 1,2,3,5,8,13,21,34, 55, 89,... ., conhecida como sequéncia
de Fibonacci. Apresentamos esse resultado na tabela a seguir.
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Comprimento 5 6 7 90 15 16
Impares 1 2 1+2=3 - 144 89 + 144 = 233
Pares 2 3 2+3=5|-- 233 144 + 233 = 377
Total (impares+pares) | 1+2=3 | 2+3=5|3+5=8 | --- | 144+233 =377 | 233 + 377 = 610

d) 1% solugcido: As 144 sequéncias impares de comprimento 15 ddo origem a 144 sequéncias pares de
comprimento 16; ja as 233 sequéncias pares de comprimento 15 ddo origem a 233 sequéncias pares de
comprimento 16 e 233 sequéncias impares de comprimento 16. Assim, temos 233 sequéncias impares de
comprimento 16 e 377 = 233 + 144 sequéncias pares de comprimento 16, num total de 233 + 377 = 610
sequéncias.

2% solugdo: A parte da sequéncia de Fibonacci que nos interessa é 1,2,3,5,8,. .., 144,233,377,610,... O
ndmero de sequéncias impares de comprimento 15 (resp. 16) é o 15° (resp. 16°) termo dessa sequéncia,
que é 144 (resp. 233); o nimero de sequéncias pares de comprimento 15 (resp. 16) é o 16° (resp. 17°)
termo, que é 233 (resp. 377) e o ntimero total é o 17°(resp. 18°) termo, que é 377 (resp. 610).

Bolas e probabilidades — Solugio

a) Uma bolinha colocada em C s6 podera parar nas caixas 2 ou 3; se colocada em B, ela poderd parar em
qualquer das caixas.

b) Se ela parte de A, para chegar a caixa 2 ela deve ir para a direita tanto na primeira como na segunda
bifurcacdo. Como a bolinha tem chances iguais de ir para a direita ou para a esquerda em cada bifurcagéo,
a probabilidade dela chegar & caixa 2 é 1 x 1 = 1 ou 25%.

Se a bolinha for depositada em B, pelo mesmo raciocinio, ela poderd chegar a caixa 2 por dois

caminhos diferentes: direita, esquerda ou esquerda, direita; ambos ocorrem com probabilidade 1. Como
estes eventos sdo disjuntos, a probabilidade de um deles ocorrer é a soma das probabilidades de cada
evento individual. Logo, a probabilidade da bolinha sair de B e chegar & caixa 2 é 1 + = 1 ou 50%.
c) Existem trés situa¢des possiveis para que, no final, haja uma bolinha em cada caixa. Descrevemos
estas situacdes na tabela abaixo, onde (por exemplo) a primeira linha indica a situagdo em que uma
bolinha colocada em A cai na caixa 1, outra colocada em B cai na caixa 2 e a tltima, colocada em C, cai
na caixa 3.

caixal | caixa2 | caixa 3
1?2 situacgao A B C
2% situacdo A C B
3% situacgao B A C

Observando que os eventos “bola colocada em X caiu na caixa Y” sdo independentes e lembrando
que a probabilidade de eventos independentes ocorrerem simultaneamente é igual ao produto das
probabilidades de cada evento, a probabilidade de que cada uma destas situagdes ocorra é:

1% situagao: §><1><§=2
42 4 32

2% situacgéo: 1><1><§—i
47474 64

3% situacgdo: §><1><1=i
4 4 4 o4

Por outro lado, a ocorréncia de cada uma das configura¢des acima é um evento disjunto dos outros dois;
a probabilidade de ao menos um deles ocorrer é entdo igual a soma das probabilidades dos eventos
individuais. Logo, a probabilidade de que haja uma bolinha em cada caixa é

9 3 3 24 3

2 6aT6a 64 8

A titulo de observacéo, listamos abaixo as 12 possibilidades para a distribuigdo de trés bolinhas pelas
caixas e suas respectivas probabilidades.
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| caixal [ caixa2 | caixa 3 | probabilidade |

A B C 18/64
A C B 3/64
A BC vazia 6/64
A vazia BC 9/64
AB vazia C 9/64
AB C vazia 3/64
B A C 3/64
B AC vazia 1/64
vazia AB C 6/64
vazia ABC vazia 2/64
vazia AC B 1/64
vazia A BC 3/64

Jogo Diferente — Solugio

a) Como saiu impar na primeira jogada, Isaura deu metade dos seus palitos para o Fernando; desse
modo, Isaura ficou com 64 palitos, e como o ntimero total de palitos é 256 segue que Fernando ficou com
256 — 64 = 192 palitos. Do mesmo modo, ap6s a segunda jogada, Isaura ficou com 32 palitos e Fernando
com 256 — 32 = 224 palitos. Na terceira jogada saiu par, e Fernando deu metade de seus palitos para a
Isaura; logo, Fernando ficou com 112 palitos e Isaura com 256 — 112 = 144 palitos.

impar impar ar
_fmPar  [Femando | fsaura | _fMPAr _par

T+ ogeda 2 jogada > jogada

b) 1¢ solugdo: Apds qualquer jogada, o perdedor ndo pode ter mais que 127 palitos; de fato, se isso
ocorresse, antes dessa jogada ele teria pelo menos 2 x 128 = 256 palitos, o que ndo pode acontecer. O
ganhador terd entdo no minimo 256 — 127 = 129 palitos; logo, o ganhador da jogada anterior é aquele
que tem mais palitos.
2% solugdo: Suponhamos que em um dado momento Fernando tem x palitos e Isaura tem y palitos;
notamos que como x + i = 256, que é um ntimero par, entdo x e i sdéo ambos pares ou ambos impares. Se
o jogo ainda ndo acabou, entdo x e y sdo pares, e depois da jogada seguinte podem acontecer as seguintes
situacodes:

e saiu par: nesse caso Fernando fica com 5 palitos e Isaura com y + 5 palitos, ou seja, Isaura fica com
mais palitos do que Fernando;

e saiu impar: nesse caso Fernando fica com x + % palitos e Isaura com % palitos, ou seja, Fernando
fica com mais palitos do que Isaura.
Isso mostra que basta saber quem tem o maior niimero de palitos para determinar o resultado da tdltima
jogada: se Isaura tiver mais, o resultado foi par e se Fernando tiver mais, o resultado foi impar. No nosso
caso, a partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos e Isaura com 256 — 101 = 155 palitos.
Logo o resultado da tltima jogada foi par.
¢) Aplicamos o raciocinio do item b) para recuperar as jogadas uma a uma em ordem inversa, do seguinte
modo:

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
101 155 | 2x 101 = 202 palitos e Isaura tinha 256 — 202 = 54 palitos;

Fernando | Isaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura
202 54 tinha 2 X 54 = 108 palitos e Fernando tinha 256 — 108 = 148 palitos;

Fernando | Isaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura
148 108 | tinha 2 x 108 = 216 palitos e Fernando tinha 256 — 216 = 40 palitos;
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Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
40 216 | 2 x40 = 80 palitos e Isaura tinha 256 — 80 = 176 palitos;

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
80 176 | 2 x 80 = 160 palitos e Isaura tinha 256 — 160 = 96 palitos;

Fernando | Isaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura
160 96 tinha 2 x 96 = 192 palitos e Fernando tinha 256 — 192 = 64 palitos;

Fernando | Isaura | Isaura tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
64 192 2x64 = 128 palitos e Isaura tinha 256 — 128 = 128 palitos. Essa é a situagdo inicial
do jogo.

Logo, a sequéncia de jogadas dessa partida foi par, impar, par, par, impar, impar, par.
d) Vamos aproveitar o trabalho do item anterior e fazer o seguinte diagrama do nimero de palitos de
Fernando e Isaura, jogada a jogada:

Fernando | 128 =2"x1 | 64=2°x1 | 160=25x5| 80=2*x5 40=23x5 | 202=2'x101 | 101 =2° x 101

Isaura 128=27x1[192=2°%3 | 96=25%x3 | 176 =2*x 11 | 108 =22 x27 | 54=2'x27 | 155=2x155

Esse diagrama e outros exemplos semelhantes sugerem que, em um momento qualquer de uma partida,
o ndmero de palitos de Fernando e o ndmero de palitos de Isaura se escrevem, respectivamente, como
2"q e 2"b, onde a e b sdo inteiros impares. Além disso, se o jogo ndo acabou, entdo depois da préxima
jogada eles terdo 2"~ 1a’ e 2" !’ palitos, respectivamente, onde a’ e b’ também séo inteiros impares. Vamos
mostrar que essas afirmativas sdo verdadeiras. Suponhamos que em alguma etapa de uma partida os
dois jogadores tém, respectivamente, 2"a e 2"b palitos, onde a e b sdo inteiros impares, e que o jogo
ndo acabou, ou seja, que n > 1. Se a préxima jogada sair par, entdo Fernando ficard com ¢ = 2"~z
palitos e Isaura ficard com 2"1a + 2"b = 2""1(a + 2b) palitos. Como 4 é impar entdo b’ = a + 2b também
¢ impar. Desse modo, ap6s essa jogada, Fernando e Isaura ficardo com 2""!a e 2"~!p’ palitos, onde a e
b’ sdo impares. Um argumento idéntico leva a mesma conclusdo no caso em que a préxima jogada sair
impar, e acabamos de provar nossa afirmativa. O jogo comega com ambos os jogadores com 128 = 27 x 1
palitos, ou seja, com 1 = 7. Como uma partida acaba quando n = 0 e n decresce de uma unidade a cada
jogada, segue imediatamente que qualquer partida acaba depois da sétima jogada.

Quadrados especiais — Solugio

a) A solugdo esta apresentada na figura abaixo:

FSQR SR EOSIEY
- [ | DN
W=
DO [ || — | W9

b) Nado. Como os quadradinhos na tltima coluna do quadrado D estdo preenchidos com 1 e 2, entdo os
dois quadradinhos na tdltima coluna no quadrado B deveriam ser preenchidos com 3 e 4. Mas nem o 3
nem o 4 podem aparecer na segunda linha, j4 que eles ja aparecem na segunda linha do quadrado A.

¢) No quadrado D, o 2 pode aparecer na mesma coluna do 1 (como visto no item anterior). Com um
argumento semelhante, mostra-se que o 3 ndo pode aparecer na mesma linha do 1. Temos, assim, as
seguintes possibilidades para o preenchimento do quadrado D:

213 ou 34 ou 43
4|1 211 21
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Em cada um destes casos, o quadrado especial pode ser preenchido de modo tinico:

112134 1121413 112/3 4
3/4]1|2 314]1)2 31412
4123 21113 4 211143
213|4|1 43|21 4/312 1

d) Para preencher o quadrado A, podemos colocar o 1 de 4 modos, o 2 de 3 modos, o 3 de 2 modos
e 04 de 1 modo. Logo, ele pode ser preenchido de 4 X 3 X2 X 1 = 24 modos. Para cada uma destas
escolhas, o niimero de modos de preencher o restante do quadrado especial é o mesmo. Portanto, para
contar quantas sdo as maneiras de terminarmos de preencher o quadrado especial, podemos supor que
o quadrado A estd preenchido como no item anterior. Para preencher o quadrado C, podemos colocar
o 1 em qualquer das 4 casas. Uma vez fixado o 1, hd 3 modos de completar o quadrado, como visto no
item anterior. O ntimero total de possibilidades de preenchimento é, portanto, 24 X 4 X 3 = 288.

Um bom preenchimento — Solugio

a) S6 existe uma maneira de preencher o diagrama, como mostramos a seguir.
e O nimero 9 ndo pode ficar abaixo de nenhum ntmero, logo deve ficar no topo.
e Acima do ntimero 7 s6 podemos colocar 0 9 ou 0 8. Como 0 9 ja estd no topo, o 8 ficard acima do 7.
e O ntimero 6 ndo pode ficar abaixo do 5 nem do 2, logo ficara abaixo do 8, ao lado do 7.
e O nimero 1 é o tinico que pode ficar abaixo do 2.
e Os ntmeros 3 e 4 devem ficar abaixo do 5, com o 3 abaixo do 4.
A sequéncia de figuras a seguir ilustra as etapas deste raciocinio.

@/g\Q @/g\Q @/@\ @/g\
Q,do@o Qﬁo@o Oﬁd@@o Oﬁo@@

® ® ®
TN SN
p0Q 008 000
Qp@@@ O@ o}l @@@@@

b) 1% solugdo: Primeiro vamos examinar o diagrama menor de trés bolinhas contidas no tridngulo
pontilhado, abaixo & esquerda. Para que ele fique bem preenchido com quaisquer trés ndmeros positivos
distintos, o maior ntimero deve ficar no topo e os outros dois poderdo ser colocados nos dois circulos de
baixo de duas maneiras diferentes. Por exemplo, se os ntimeros forem 3, 6 e 8, podemos dispd-los das
duas maneiras ilustradas abaixo a direita.

®

Para que o diagrama completo do problema fique bem preenchido com os ntimeros de 1 a 5, 0 5
deve ficar no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer nimero de 1 a 4. As trés casas
restantes, marcadas com o tridngulo pontilhado, formam o diagrama analisado acima e poderdo entdo
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ser preenchidas de duas maneiras, com os trés ntmeros restantes. Resumindo, podemos preencher o
diagrama do seguinte modo:

e preenchemos o circulo do topo com o 5: uma possibilidade;

e preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3 ou 4: quatro possibilidades;

e preenchemos as trés casas que faltam com os trés algarismos restantes: duas possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 1 x4 X 2 = 8 maneiras diferentes. Notamos que este raciocinio
se aplica para quaisquer cinco ntimeros positivos distintos. Isto serd importante na resolucdo do préximo
item.

2% solugdo: Notamos primeiro que o 5 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 4 deve entdo ocupar
uma das duas bolinhas abaixo do 5, e entdo:

e se 0 4 ocupar a bolinha sombreada, o 3 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 5,e 01 e 0 2 podem
ser colocados de duas maneiras diferentes nas duas bolinhas que sobram; temos duas possibilidades
neste caso;

e se 0 4 ocupar a outra bolinha abaixo do 5, a casa sombreada pode ser ocupada por qualquer dos
nameros de 1 a 3, e 0s outros dois nimeros podem ser colocados nas duas tltimas bolinhas vazias; neste
caso temos 3 X 2 = 6 possibilidades.

Deste modo, o niimero total de maneiras de preencher o diagrama é2 + 6 = 8.
¢) 17 solugdo: Para que o diagrama fique bem preenchido com os niimeros de 1 a 7, temos que colocar o
7 no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer ntimero de 1 a 6. A parte circundada
pela linha pontilhada foi analisada no item b) e pode ser preenchida com os 5 nimeros restantes de 8
formas diferentes. Ou seja, podemos preencher o diagrama como segue:

e preenchemos o circulo do topo com o 7: uma possibilidade;

e preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6: seis possibilidades;

e preenchemos a parte circundada com os algarismos restantes: oito possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 1 X 6 X 8 = 48 maneiras diferentes.

2% solugdo: Notamos primeiro que o 7 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 6 deve entdo ocupar
uma das duas bolinhas abaixo do 7, e entdo:

e se 0 6 ocupar a bolinha sombreada, os nimeros de 1 a 5 devem ocupar as casas circundadas com a
linha pontilhada. De acordo com o item b), isto pode ser feito de oito maneiras distintas.

e se 0 6 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 7, podemos colocar qualquer niimero de 1 a 5 na casa
sombreada e distribuir os nlimeros restantes pelas quatro bolinhas ainda vazias, o que pode ser feito de
oito maneiras diferentes, de acordo com o item b). Aqui temos 5 X 8 = 40 possibilidades.

Logo, o diagrama pode ser preenchido de 8 + 40 = 48 maneiras diferentes.

Troca-cor — Solugdo

a) Mostramos abaixo um jogo completo para cada tabuleiro, destacando as casas apertadas.

b) Dividimos o tabuleiro 2 X 100 em 25 retdngulos 2 X 4 e, em cada um desses retdngulos, tornamos as
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casas cinzas procedendo como ilustrado no item a); notamos que ao aplicar este procedimento em um
retangulo os demais nédo sdo afetados. Desse modo podemos preencher todas as casas do jogo 2 x 100.
¢) Dividimos o tabuleiro como ilustrado na figura a seguir.

1 9 17 193 201
6 14 198

Na primeira linha selecionamos as casas 1, 9, 17, ..., 193, 201 e na segunda as casas 6, 14, 22, ..., 190,
198. Cada uma das casas selecionadas estd dentro de uma regido destacada com trago mais forte. Ao
apertar uma destas casas, ela e todas as outras casas de sua regido ficam cinzas, sem afetar as outras
regides. Apertando todas estas casas podemos entdo preencher todas as casas do jogo 2 x 101.

Notamos que ha uma casa selecionada de duas em duas colunas, comecando da primeira a esquerda,
e uma na ultima coluna. Como as colunas sdo em nimero de 101, vemos que foram selecionadas 51
casas, que é o nimero de jogadas que foram necessdrias para terminar o jogo do modo descrito.

d) Ndo é possivel acabar o jogo 2 X 101 com menos de 51 jogadas, pois cada jogada muda a cor de no
maximo quatro casas. Assim, com 50 jogadas ou menos conseguiremos mudar a cor de no maximo
50 x 4 = 200 casas, mas no jogo 2 x 101 devemos mudar a cor de 202 casas. Logo, é impossivel fazer
menos do que 51 jogadas e deixar cinzas todas as casas.

Observagio: A solugédo dos itens b) e c) mostra como terminar o jogo no caso de tabuleiros 2 X #, onde n
deixa restos 0 ou 1 quando dividido por 4. E interessante completar a andlise nos casos em que os restos
sd0 2 ou 3; deixamos isto para o(a) leitor(a).

BE) Arrasta Um - Solucdo

a) A figura abaixo mostra que a sequéncia de seis movimentos (|, <, T, <, |, =) termina o jogo a partir
da posigdo inicial dada.

-

O

Q

1

O

O]

v

@)

O
O

o @
OlOIO

O
O

OleO
OO0
O[O0
O[O0
OO0
QO
O[O0
eel )

®
®

OO0
OO®

O
O

OO0
ele| )

b) A figura abaixo mostra que a sequéncia de quatro movimentos (T, <, |, —) transforma a posigdo inicial
dada na posigdo inicial do item a), a partir da qual é possivel terminar o jogo em seis movimentos.

OO0 OO0 1IOI0] [OIOIO] 101010
O] 1000 @0 1@ O | @O
@O0 [0 AT IOQD] [CIOO

Assim, podemos terminar o jogo num total de 4 + 6 = 10 movimentos.
¢) A ideia é fazer com que a peca preta se mova ao longo da diagonal do tabuleiro. Isso pode ser feito
uma casa de cada vez usando primeiro os movimentos do exemplo do enunciado seguidos da repeticao
dos movimentos do item a). Abaixo ilustramos esse procedimento em um tabuleiro 4 x 4.

OO0 OO0 OO OO _|®
O OOO enunciado O O O item a) O item a) OO O
OO OO OO OIOI0IO
OlOO OIOIOO O[O OOICIO

OO
OO0

Em geral, em um tabuleiro n X 1, a peca preta devera subir n — 1 casas na diagonal. Pelo método
indicado acima, pode-se subir a primeira delas em 4 movimentos e cada uma das n — 2 restantes em 6
movimentos cada uma. Logo, pode-se acabar o jogo em 4 + 6(n — 2) = 6n — 8 movimentos.
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Ora bolas — Solugio

a) 1% solugdo: O principio multiplicativo mostra que o niimero de maneiras de retirar duas bolas, uma
a uma, é 10 X 9 = 90. Dessas retiradas, ha dez para as quais o segmento determinado pelos pontos
retirados é um diametro, a saber, (1,6), (2,7), (3,8), (4,9), (5,10), (6,1), (7,2), (8,3), (9,4) e (10,5). Logo, a
probabilidade pedida é § = 1.

2% solucdo: Retira-se uma bola qualquer. Das nove possibilidades de retirar outra bola, apenas uma
determinard, junto com a primeira, um didmetro. Logo, a probabilidade de retirar duas bolas que
determinam um didmetro é 3.

3% solugiio: E possivel retirar duas bolas de (120) = 45 maneiras diferentes. Dessas retiradas ha cinco que
determinam didmetros; logo a probabilidade procurada é % = %.

b) 1% solugdo: O principio multiplicativo mostra que o niimero de maneiras de retirar trés bolas, uma a
uma, é 10 X 9 X 8 = 720. Para que uma retirada determine um tridangulo retangulo, ela deve conter duas
bolas a e b que determinam um didmetro e uma terceira bola x distinta dessas duas. Ordenando essas
trés bolas das 3! = 6 maneiras possiveis, vemos que ha seis retiradas que consistem dessas bolas. Como
hé cinco pares de bolas que determinam um didmetro e a bola extra pode ser escolhida de oito maneiras
diferentes, o ndmero de retiradas que determinam um tridngulo retdngulo inscrito é 6 X 5 X 8 = 240.
Logo, a probabilidade procurada é 232 = 1.

2% solugdo: Uma vez retiradas trés bolas, podemos formar com elas trés grupos de duas bolas. Ob-
servamos que se um desses grupos determina um didmetro, entdo isso ndo pode acontecer para os

outros dois grupos. Como cada grupo de duas bolas tem probabilidade § de determinar um diametro,
a probabilidade procurada é entdo § + § + 1 = %

3% solugdo: Ha (130) = 120 maneiras de escolher trés bolas, ou seja, hd 120 tridngulos inscritos com vértices
nos vértices do decagono. Por outro lado, cada didmetro determina oito tridngulos retangulos inscritos,
num total de 5 X 8 = 40; ou seja, ha 40 escolhas de trés bolas que determinam tridngulos retangulos
inscritos. A probabilidade procurada é entdo 75 = 1.

¢) 17 solugdo: O ntimero de retiradas de quatro bolas é 10 X9 x8 X7 e cada uma dessas retiradas determina
um quadrilatero inscrito. Por outro lado, as bolas de uma retirada que determina um retangulo inscrito
devem determinar dois didmetros. Ha dez escolhas para a primeira bola de uma tal retirada e a bola
diametralmente oposta pode entdo aparecer em qualquer uma das trés posicdes seguintes; as outras duas
bolas podem entdo ser escolhidas de oito maneiras diferentes, correspondentes aos quatro didmetros
ainda ndo determinados. Assim, as retiradas que determinam um tridngulo retangulo sdo em ntimero
de 10 X 3 x 8 e a probabilidade procurada é entdo 225X = L.

2% solugdo: Para que as quatro bolas retiradas determinem um retdngulo, as trés primeiras devem
determinar um triangulo retdngulo, o que acontece com probabilidade 1; uma vez isso feito, ha uma
tnica escolha para a quarta bola entre as sete remanescentes. Logo, a probabilidade procurada é
3%7 = or

3% solugdo: Ha (ao) = 210 maneiras de escolher quatro bolas, ou seja, ha 210 quadrildteros inscritos
com vértices nos vértices do decdgono. Por outro lado, um retangulo inscrito é determinado por dois
didmetros, ou seja, ha (g) = 10 retangulos inscritos, correspondentes a dez escolhas de quatro bolas.

Logo, a probabilidade procurada é 5 = 5.

Lonjura — Solugdo

a) Por contagem direta, vemos que a lonjura de (3,2) é 11 e a de (0,4) é 16.

2 (3.2) 3
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b) Os pontos de coordenadas inteiras no interior e nos lados desse quadrado formam # + 1 linhas, cada
uma com 71+ 1 pontos; o total de pontos no interior e nos lados desse quadrado é entdo (n+1)2. Excluindo
a borda desse quadrado, sobra um quadrado de n — 1 linhas e 1 — 1 colunas, que contém (1 — 1)* pontos
inteiros; segue que o niimero de pontos na borda do quadrado original é (1 + 1)? — (n — 1)? = 4n.
Observagio: Pode-se também calcular o niimero de pontos de coordenadas inteiras no quadrado no-
tando que de (0,0) a (0, 1) a poligonal passa por 1 + 3 = 22 pontos; de (0,0) a (2,0) a poligonal passa por
1+3+5 = 3% pontos, de (0,0) a (0,3) a poligonal passa por 1 + 3 + 5 + 7 = 42 pontos e assim por diante.
Logo, o niimero de pontos inteiros do quadrado que tem um de seus vértices no ponto (1,1) é (n + 1)2.
c) 17 solugdo: Para ir de (0,0) até (1,1) sdo 2 passos, de (1,1) até (2,2) sdo 4 passos, de (2,2) até (3,3) sdo
6 passos e assim por diante. Logo, para chegar ao ponto (1, 1) serdo necessarios 2 +4 + 6 +--- +2n =
2x(1+2+3+---+n)=2@ = n% + 1 passos.

2% solugdo: A poligonal chega ao ponto (1, 1) passando por todos os pontos com coordenadas inteiras do
interior e da borda do quadrado do item anterior, com a excec¢do dos n pontos da horizontal de (0, n) até
(n —1,n), caso n seja impar ou da vertical de (n,0) até (n,n — 1), caso n seja par. Logo, a poligonal passa
por (n+ 1)> —n = n?> + n + 1 pontos, incluindo seus extremos, e seu comprimento é entdo n” + n.

d) 1 solugio: Como 425 = (20% +20) + 5 e 20? + 20 é a lonjura do ponto (20, 20), vemos que para chegar ao
ponto de lonjura 425 devemos chegar a (20,20) e andar mais 5 segmentos ao longo da poligonal. Como
20 é par, esses segmentos partirdo do ponto (20,20) na vertical para baixo; assim chegamos ao ponto
(20,15), que é o ponto procurado.

2 ? solugdo: Para ir de (0,0) até (1,1) sdo 2 passos; de (1,1) até (2,2) sdo 4 passos, de (2,2) até (3,3) sdo 6
passos e assim por diante. Logo, para chegar ao ponto (20, 20), serdo necessdrios 2+ 4 + 6 +--- + 40 =
2X(1+2+3+---+20) =2x210 = 420 passos. A partir dai a solugdo procede como acima.

Baralho embaralhado — Solugio

a) Vamos calcular a posicdo ocupada, apés um embaralhamento, pela n-ésima carta da pilha. Ha dois
casos a considerar:

1. Primeiro caso: n < 52 (ou seja, a carta estd na metade superior da pilha)
Neste caso, ap6s um embaralhamento, ficardo acima dela as primeiras # cartas da metade inferior e
as primeiras n—1 cartas da parte superior. Logo, sua posi¢do na pilha passard aser n+(n—1)+1 = 2n.
2. Segundo caso: n > 52 (ou seja, a carta estd na metade inferior da pilha)

Neste caso, apés um embaralhamento, ficardo acima dela as cartas precedentes da metade inferior,
que sdo em ntimero de n — 52 — 1 = n — 53 e igual quantidade de cartas da metade superior. Logo,
sua nova posic¢do na pilha é (n — 53) + (n — 53) + 1 = 2n — 105.

Em particular, podemos agora completar a tabela, observando que 55 = 2x80-105e 5 = 2x 55 —105.

nl’lmero. de err}bara}ha.m'eptos 1 5 3 4 5 6
a partir da situagdo inicial

posigdo f:la carta de numero 5 10° 20° 40° 80° 550 50
a partir do topo da pilha

b) Como visto acima, a carta que ocupa a posi¢do n passa a ocupar, apds um embaralhamento, a posigao
2n,se n< 52 ou 2n — 105, se n > 52.
¢) Inicialmente, observamos que apds um embaralhamento

e as cartas da metade superior da pilha se movem para baixo, pois 2n > n para todo n positivo;

e as cartas da metade inferior da pilha se movem para cima, pois 2n — 105 < n para todo n < 105.
Logo, para que duas cartas troquem de posigdo entre si, uma delas deverd estar na metade superior da
pilha e outra na metade inferior. Suponhamos que existam duas cartas com essa propriedade, e seja 1 a
posicdo da carta de metade superior. Apds um embaralhamento ela se move para a posigdo 27, e entdo
a carta na posigdo 2n deve passar para a posigdo n. Como a carta na posigdo 21 estd na metade inferior
da pilha, devemos ter 2(2n1) — 105 = n, donde n = 35. E, de fato, as cartas nas posi¢des 35 e 70 trocam de
posicdo entre si a cada embaralhamento, pois 2x35 = 70 e 2X (2x35) — 105 = 35. Além disso, concluimos
que néo hé outro par de posi¢des com esta propriedade.
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d) Para simplificar a exposicdo, vamos escrever x — y para indicar que a carta que estd na posi¢do x vai
para a posi¢do y apés um embaralhamento. Suponhamos que exista um trio fixo, e seja n a posi¢do da
primeira carta desse trio a contar do topo da pilha. O argumento do item c) mostra que as cartas ndo
podem estar todas na metade superior ou todas na metade inferior da pilha; logo a posi¢do n estd na
metade superior da pilha. Apés um embaralhamento temos n — 2n; se 2n estd na parte superior da
pilha entdo o trio fixo deve ser n — 2n — 4n — n; se 2n estd na metade inferior da pilha entdo o trio fixo
deve ser n — 2n — 4n — 105 — n. No primeiro caso, temos

n = 2(4n) — 105 = 8n — 105
donde n = 15; no segundo temos
n = 2(4n —105) — 105 = 8n — 315
donde n = 45. Agora basta verificar que (15, 30, 60) e (45,90, 75) sdo efetivamente trios fixos.

A titulo de curiosidade e/ou como exercicio para o(a) leitor(a), listamos na tabela a seguir todas as k-uplas
fixas, incluindo os casos k = 2 e k = 3 trabalhados nos itens ¢) e d) acima.

| k [ k-uplas fixas \
2 | (35,70)

3 [ (15,30, 60), (45,90, 75)

4 (7,14 28,56), (21,42,84,63), (49,98,91,77)

6 | (5,10, 20,40, 80, 55), (25, 50, 100, 95, 85, 65)

(1,2,4,8,16,32,64,23,46,92,79,53), (3,6,12,24,48,96,87,69, 33, 66,27, 54),

12 | (9,18,36,72,39,78,51,102,99,93,81,57), (11,22,44,88,71,37,74,43,86,67,29,58),
(13, 26, 52,104, 103,101, 97, 89, 73, 41, 82,59), (17,34, 68,31,62,19, 38,76,47,94, 83, 61)

Observamos ainda que apés 12 embaralhamentos todas as cartas voltam a posigdo inicial.

Assunto
( Geometria

Porta de garagem — Solugio

a) 1% solu¢do: Na figura abaixo, temos XS = 0,2 e queremos achar CR. Notamos que os dngulos indicados
na figura com vértices em C e X sdo iguais, pois sdo determinados pelas paralelas CR e XS e pela
transversal XY. Logo, os tridngulos retingulos ARC e ASX sdo semelhantes e temos

CR AC
XS AX
ou seja,
AC 0,5
CR—XSXE—O,ZX 1 =0,1

Podemos também argumentar como segue. A razdo de semelhanca entre os tridngulos ARC e ASX é
igual a 4% = % = 0,5; como os segmentos CR e XS sdo correspondentes, segue que o comprimento de
CR é a metade do comprimento de AX, ou seja, é igual a 0, 1m.
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2 * solugdo: Denotemos por « 0 angulo DAX, como na figura abaixo. Como DAX e BAY sio opostos pelos

vértices, temos também BAY = a. Nos tridngulos retangulos ASX e ARC, temos XS = AXsena = sena e
CR = ACsena = 1sena. Logo CR = 3XS =0, 1m.

b) 1% solugio: Como AC = BC = YC os tridngulos ACB e BCY sdo is6sceles; podemos entdo marcar os
angulos a e f como na figura abaixo. A soma dos angulos do tridngulo ABY é 2a + 23 = 180°; donde
a+f=90°. Logo BY é perpendicular ao trilho BD, ou seja, BY é horizontal qualquer que seja a posi¢do
deY.

2% solugio: Como AC = BC = YC, podemos tragar um circulo com centro C e passando por A, Be Y, como
na figura a esquerda. Como os pontos A, C e Y estdo alinhados, o segmento AY é um didmetro desse
circulo. Logo o angulo ABY est4 inscrito no semicirculo, donde sua medida é 90°. Assim BY é horizontal
qualquer que seja a posi¢do de Y.

) Na figura abaixo, queremos calcular DT quando XT = 0, 4. Para isso, notamos primeiro que, quando
a porta se fecha, XY coincide com BD; logo

BD=XY=XA+AC+CY=1+0,5+0,5=2.

Como DTXS é um retangulo, temos SD = XT = 0,4 e segue que BS = BD - 5SD =2 -0,4 =1,6. Por
outro lado, os tridngulos ASX e ABY sdo congruentes; de fato, eles sio ambos retdngulos, seus angulos
em X e Y sdo iguais (como no item a)) e AX = AY. Logo AS = AB e como BS = 1,6 segue que AS =0, 8.
O teorema de Pitdgoras nos diz entdo que

SX = VAX2 - AS2 = 4/1-0,64 = /0,36 =0,6

e concluimos que DT = 0, 6m.
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Tridngulos retdngulos — Solugio

ALTERNATIVA C

Vamos denotar as medidas, em centimetros, das hipotenusas dos tridngulos retangulos que aparecem
na figura por a,b, x,d e ¢, como na figura abaixo. O nosso objetivo é achar x = AD.
Os seis tridngulos retangulos sdo semelhantes, pois tém em comum o dngulo de vértice A. Logo,

24 a b x ¢ _d
b x ¢ d 54
Multiplicando os trés primeiros termos acima e, separadamente, os trés tltimos, obtemos 2 = -

Logo x2 = 24 x 54 = 23 x 3x 2 x 3% = 24 x 3% = 42 x 9? = 36?, donde x = 36.

24

Alternativamente, seja A = £°. Multiplicando os seis termos da sequéncia de igualdades acima,

2
obtemos A° = 21 = % = (%) ,donde A% = 2. Por outro lado, A% = 2 x 4 x f = 2 e obtemos 2 = Z, donde
x = 36.

&) Mesma drea - Solucio

a) Sejam m e n, respectivamente, as medidas das bases do tridngulo ABC e do retdngulo PQRS, como
na figura abaixo. Como a altura destas figuras é 1, segue que drea(ABC) = 7 e drea(PQRS) = n. Da

igualdade destas dreas segue 5 = n, donde % = 2.

b) Quando x = } os pontos D e E coincidem com os pontos médios T e U dos lados AC e BC, respecti-
vamente. Se V é o ponto médio do lado AB, podemos decompor o tridngulo ABC em quatro triangulos
congruentes, como na figura a seguir.
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Assim,
. ey _3m _3m
area(ABUT) = 4area(ABC) =12 - %"
Por outro lado, temos que

drea(PONM) = f (%) "

assim, para que as areas sejam iguais devemos ter:

8 8 4

f(l)n _3m _ 3(2n) _ 3n
2

dondef(%) =3

¢) Vamos primeiro calcular a drea do trapézio ABED em fun¢do de x. Como DE é paralela a AB,
os tridngulos DEC e ABC sdo semelhantes; a razdo de semelhanca é a razdo de suas alturas, que é
1% = 1 - x. Como 4reas de figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado da razdo de semelhanga,
segue que

(1 -x)’m

area(DEC) = (1 — x)*area(ABC) = 5

Logo

1- 2
area(ABED) = area(ABC) — area(DEC) = % - % =

2x — x*)n
Da igualdade das areas de ABED e PQMN, segue que
x —x*)n = f(x)n

e concluimos que f(x) = 2x — x%. A figura a seguir mostra o gréfico de f(x) para0 < x < 1.

A

Trés circunferéncias e um comprimento — Solugio

ALTERNATIVA B

Lembramos primeiro que se duas circunferéncias sao tangentes, entdo, a reta que passa por seus centros
passa também pelo ponto de tangéncia. No nosso caso, chamando de P,Q e R os centros das circun-
feréncias (como na figura), isso mostra que PR = 3,PQ = 4 e QR = 5. Como 3% + 4% = 52, segue que o
tridangulo PQR é retdngulo em P. Além disso, como PA = PB = 1, vemos que AB é a diagonal de um
quadrado de lado 1, ou seja, AB = V2.
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\V4

Papel dobrado — Solugio

ALTERNATIVA C

Consideremos o tridngulo ABC na figura ao lado. Ele é retdingulo com AB = 1cm e BC = 2cm, ou seja,
um cateto é metade da hipotenusa. Segue que DCB = ACB = 30° e, analogamente, CBD = 30°. Como
a soma dos angulos internos de um tridngulo ¢ 180°, segue que BDC = 180° — 30° — 30° = 120°. Como
BDC e a sédo opostos pelo vértice, concluimos que a = 120°.

EA Muitos quadrados — Solucio

a) A drea da folha, era igual a soma das dreas dos nove quadrados, que é (em centimetros quadrados):
P+ 4 +7° 48 +97+10* + 14> + 15° + 187 = 1056.

b) Sejam a e b as dimensdes da folha, onde supomos a < b. Como a drea de um retangulo é o produto de
suas dimensoes, temos ab = 1056. Além disso, como as medidas dos lados dos quadrados em que a folha
foi cortada sdao nimeros inteiros, segue que a4 e b devem ser ntimeros inteiros. Observamos, finalmente,
que a e b devem ser maiores ou iguais a 18, pois um dos quadrados em que a folha foi cortada tem lado
com esta medida. Como a e b sdo divisores de 1056, a fatoragdo em fatores primos 1056 = 2° x 3 x 11
nos mostra que a e b sdo da forma 2* x 3¥ x 117, onde x, y e z sdo inteiros taisque 0 <x <50<y<1le
0 <z < 1. Lembrando que ab = 1056 e que a e b sao maiores que 18, obtemos as seguintes possibilidades:

a b
2x11 =22 | 2*x3=48
22x3=24 | 22x11=44

25 =32 3x11=233

Temos agora que decidir quais destas possibilidades podem ocorrer como medidas da folha. Como
o maior quadrado tem lado 18, que é menor que 22,24 e 32, vemos que nenhum quadrado pode encostar
nos dois lados de comprimento b da folha. Isto quer dizer que b pode ser expresso de duas maneiras
como uma soma, na qual as parcelas sdo medidas dos lados dos quadrados, sendo que:

e nio hé parcelas repetidas em nenhuma das duas expressdes e

¢ ndo ha parcelas comuns as duas expressdes.
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Este argumento mostraque2b <1+4+7+8+9+10+ 14+ 15+ 18 ou seja, 2b < 86. Logob <43 ea
Unica possibilidade é b = 33. Segue que as dimensdes da folha eram a = 32 e b = 33.

Existem outras maneiras de eliminar os pares (22,48) e (24,44), usando o argumento acima e
mostrando, por exemplo, que ndo existem duas maneiras de escrever 22 e 24 como soma dos lados
dos quadrados de duas maneiras com parcelas distintas e sem parcelas comuns. Esta solucdo depende
do fato de que, em qualquer decomposi¢cdo de um retangulo em quadrados, os lados dos quadrados
sdo necessariamente paralelos a um dos lados do retangulo. Um argumento intuitivo para demonstrar
este fato consiste em selecionar um vértice do retdngulo e observar que o quadrado ao qual este vér-
tice pertence tem seus lados apoiados sobre os lados do retdngulo. Qualquer quadrado que toca este
primeiro quadrado (mesmo que em apenas um vértice) tem seus lados necessariamente paralelos aos
lados do retangulo, pois, caso contrario, teriamos angulos diferentes de 90° ou 180° na decomposicdo, e
estes angulos ndo podem ser preenchidos com quadrados.
¢) A tnica possibilidade (a menos de rotag¢des e simetrias) é mostrada a seguir:

14
18
4
10
7
1~ 15
9 8

Luz e espelho — Solugio

a) 17 solugdo: Marcamos na figura os angulos relevantes para a solucdo. Notamos em particular que em
A o angulo de incidéncia (e, portanto, o de reflexdo) é igual a a; de fato, o raio de luz entra paralelo ao
espelho I e a reta suporte do espelho II é transversal a ambos. Como y é angulo externo do tridngulo
AFC, segue que y = 2a. Analogamente, como f3 é angulo externo do tridngulo CEF, temos f = a+) = 3a.
Finalmente, do tridngulo retangulo CDE temos 180° = a +  + 90° = 4a + 90°, donde 4a = 90°, ou seja,
a=22,5°

\
\’csve\“o :

C D F B Espelho |

2% solugio: Como a soma dos angulos do tridngulo ABF é 180°, segue que BAF = 90° — y. E como a soma
dos angulos com vértice em A também é 180°, segue que 2« + (90° — ) + 90° = 180°, donde y = 2a.
Considerando agora o triangulo AFE, temos a +  + (180° — 2y) = 180°, donde tiramos = 2y — a = 3a.
Finalmente, o tridngulo CDE nos diz que 180° = a + f + 90° = 4a + 90° e segue que 4a = 90°, ou seja,
a=22,5°

b) 17 solugdo: Observamos que, como y = 2a = 45°, o tridngulo DEF é isésceles, isto é, ED = DF. O
teorema de Pitdgoras nos diz que

EF? = ED* + DF* = 2ED?
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donde tiramos EF = V2ED. O mesmo argumento aplicado ao triangulo ABF mostra que AF = V2AB =
10 V2.

Notamos agora que os tridngulos CDE e AFE sdo semelhantes, pois tém os angulos a e f em comum.
Logo
CO CD DE DE 1
AF 10v2 FE V2DE V2
donde tiramos CD = 10.
2% solucgdo: Refletimos a reta CF usando a reta CA como eixo de simetria, obtendo a semi-reta CF’, onde
F’" é o simétrico de F (figura abaixo).

Note que
CEA = CEF + g = CEF' + F'EA.
Como CEF = CEF’, a equagdo anterior s6 pode ser valida se F'EA = f. Isso implica que os pontos D, Ee F’
estdo alinhados (ver figura acima); assim, CDF’ é um triangulo. Como a = 22,5° segue que DCF’ = 45°,

donde CDF’ é isosceles e entdo CD = DF’. Para terminar, notamos que ABDF’ é um retangulo, e segue
que DF’ = AB. Logo CD = AB = 10.

Regido comum — Solugio

Observagdo: O argumento geral para a resolucao desta questédo estd ilustrado abaixo. O tridngulo ABC é
um dos tridngulos resultantes do corte do quadrado, e D é um ponto qualquer no lado AB. Fazendo DE
perpendicular a AB, o tridngulo ADE também é retangulo de lados iguais, e sua drea é igual a metade
da drea do quadrado ADEF; a érea do tridngulo ADG é entdo igual a } da drea do quadrado ADEF.

Cc

A D B

a) Quando x = 1, a figura formada pela sobreposi¢do dos tridngulos maiores é um tridngulo menor,
indicado em cinza na figura abaixo. A observagdo acima mostra que sua area é a quarta parte da drea de
um quadrado de lado 1, isto é, f(1) = ;.
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Quando x = 3, a figura formada pela sobreposicdo dos dois tridngulos é um pentdgono, como na
figura abaixo. Como os tridngulos tém catetos de medida 2 e AB = 3, vemos que os catetos se sobrepdem
em um segmento de medida 1. Logo, o pentdgono é a unido de um quadrado de lado 1 e um tridngulo

e 1A e . ., . - _ 1_5
idéntico ao que consideramos no inicio desta questao. Logo, f(3) =1+ 7 = 3.

b) Para valores de x tais que 0 < x < 2, a figura formada pela sobreposicdo dos tridngulos é o tridngulo
em cinza a esquerda na figura abaixo, donde f(x) = xzz para 0 < x < 2, conforme a observagdo inicial.
Quando 2 < x < 4, a figura formada pela sobreposicdo dos tridngulos é um pentdgono, como ilustrado
abaixo.

Temos entdao AC + CD =2 = BD + CD, donde
4=AC+BD+CD+CD=x+CD,

ou seja, CD = 4 — x; logo AC = BD = 2~ (4 -x) = x — 2. Vemos assim que o pentdgono pode ser
decomposto em um retangulo CDFE de base 4 — x e altura CE = AC = x — 2 e um tridngulo retangulo
isdsceles de hipotenusa 4 — x.

Entéo, para 2 < x < 4, temos que:

(4 —x)? _ 3

fx)=@4-x)(x—-2)+ 1 —Zx2+4x—4.

Notamos que esta tiltima expressdo também assume o valor 1 para x = 2. Em resumo, temos:

xz
|, se 0<x<2;
x) =
f() {—?—Lx2+4x—4, se 2<x<4.

Notamos também que f(4) = 0 (como era de se esperar). O grafico de f estd esbocado a seguir; nele
marcamos os valores calculados no item anterior, bem como outros valores importantes para a resolugdo
do item ¢).
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y=x2/4,.""'
4 .
5/4
1
1/4
T 7 2 83 3 >
y=-3/4x>+4x-4

¢) A observagdo direta do grafico mostra que o valor mdximo da fungdo no intervalo [0,2] é f(2) = 1.
Resta analisar a funcdo no intervalo [2,4]. Esquecendo por um momento que estamos neste intervalo,

vamos considerar a fun¢do quadrética g(x) = —ixz + 4x — 4 definida para todo niimero real x; ela é da
forma f(x) = ax*> + bx + c com a = —%,b =4ec= -4 Comoa < 0, ela assume um valor maximo
para x = —% = % e seu valor neste ponto é —£ = 2 (podemos também calcular diretamente g(g) =3).

Uma vez que § pertence ao intervalo [2,4], segue que o maximo de f neste intervalo é 2, e como § > 1
concluimos que este é o valor maximo de f no intervalo [0, 4].

kI Qual a razdao? — Solucio
Q

A G D
S
E ‘ F
R
B C

Como a drea do tridngulo RFS ¢ igual a 1 da drea do retangulo AEFG, ela é igual a § da 4rea do tridngulo
EFG. Como esses tridngulos sdo semelhantes e a razdo entre suas dreas é o quadrado de sua razdo de

semelhanga, segue que essa tltima razédo é f = 1. Logo FR = 1EF e entdo ER = EF— 1EF = 2EF. Como

os tridngulos FRS e EBR sdo semelhantes, isso nos mostra que sua razdo de semelhanga é
FR _EF 1
RE =~ 2pp 2

Temos entdo AE = GF = 3FS e EB = 2FS, donde AB = AE + EB = 3FS + 2FS = 5FS e 4E = 353 = 3 Pelo

5FS
AF _ AE AF _ 3
teorema de Tales temos 4- = 75 e obtemos 45 = 2.

Um tridngulo em quatro partes — Solugio

a) 1° solugdo: Na figura a seguir marcamos, em preto, o angulo em B do tridngulo ABC e o angulo
correspondente no poligono AMJD; em cinza, marcamos o angulo em C do tridngulo ABC e o angulo
correspondente do poligono AELN. Podemos observar na parte superior da figura que o angulo MAN
¢é a soma desses dois dngulos com o angulo em A do tridngulo ABC; como a soma dos dngulos internos
de um triangulo é 180°, segue que MAN = 180°. Logo, M, A e N estdo alinhados.
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2% solugdo: Observamos primeiro que AM é paralelo a BF, pois ele é obtido de BF por meio de uma rotagdo
de 180°; do mesmo modo, AN é paralelo a CG. Como BF e CG estdo na mesma reta suporte e AM e AN
tém o ponto A em comum, segue que os pontos M, A e N estdo alinhados.

b) Na figura abaixo os dngulos marcados em cinza sdo congruentes, assim como os dngulos marcados
em preto. Segue que os dngulos marcados em branco com trago duplo também sdo congruentes, pois
sdo ambos suplementos do angulo vermelho; do mesmo modo, os angulos em branco com trago simples
sdo também congruentes. Notamos agora que MN = MA + AN = BF + CG = BC-FG = 2FG = FG = FG.
Segue, pelo critério dngulo-lado-dngulo, que os tridngulos FGI e MNK sdo congruentes.

¢) Na figura abaixo tragamos a base média DE do tridngulo ABC. O teorema da base média nos diz que
DE ¢ paralelo a BC e que DE = 1BC = FG. Segue que os tridngulos FGI e EHD sdo congruentes, pois
sdo retangulos, tem os dngulos cinzas congruentes (pois sdo agudos de lados paralelos) e hipotenusas
congruentes. Em particular, temos FI = EH, donde FH = FI-HI = EH-HI = EI. LogoLH = LE+EI+IH =
FH + HI + IE = EF.

d) A drea do quadrado HJKL é igual & area do triangulo ABC, que é 9; logo o lado do quadrado mede 3.
Em particular, LH = 3 e segue do item anterior que EF = 3.

B As distancias da formiguinha — Solucio

Vamos denotar as distancias da formiguinha aos pontos A e B, no instante ¢, por A(t) e B(t), respectiva-
mente. As fungdes A(t) e B(f) estdo representadas no gréfico abaixo:
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distancia
ao ponto A
A(t) S S distancia ao
ponto B
B(t) .
t

No gréfico abaixo, o ponto P mostra que A(3) = 1 e o ponto Q mostra que B(8) =3

v distancia
6 ao ponto A
5
4
31 N\ L e -
2 distancia
ao‘ponto B
1
e
0 7
T T 2 3 4 5 6 7 8 9

a) Os pontos R e S, onde os graficos se cruzam, correspondem aos instantes t nos quais A(t) = B(t), ou
seja, quando a formiguinha se encontrava a mesma distdncia dos pontos A e B. Em R temos t = 2 e
A(2) =B(2) =2;em Stemos t =5 e A(5) = B(5) = 3.

b) Os pontos T e U mostram que B(0) = 0 e A(0) = 4, ou seja, em t = 0 a formiguinha se encontrava sobre
B e a distancia 4 de A. Logo, a distancia entre A e B é 4.

¢) Quando a formiguinha F estava na reta que passa por A e B, uma das trés possibilidades a seguir deve
ter ocorrido:

: Aty F BO g
1. Festavaentre A e B, ou seja, A(t)+B(t)=4 A - .
4

2. Aestavaentre F e B, ou seja, B(f)- A(f)=4 . . .

B(t)

A 4 B BW) £

3. Bestavaentre AeF, ouseja, A(t)-B(t)=4

A(t)

No grafico anterior, vemos que a primeira possibilidade ocorreu no intervalo de tempo entre t = 0 e
t = 3; a segunda possibilidade ndo ocorreu e a terceira ocorreu apenas no instante t = 9.
d) Como vimos no item anterior, de até t = 0 até t = 3 a formiguinha partiu de B e se moveu ao longo
do segmento AB. Nesse trajeto a fungdo A(t) decresceu, ou seja, a formiguinha se aproximou de A até
chegar a um ponto que dista 1 de A e 3 de B.

Entre t = 3 et =9 o grafico mostra que B(f) foi constante e igual a 3, ou seja, a formiguinha andou ao
longo de um arco de circulo de centro B e raio 3.

Finalmente, em ¢t = 9 a formiguinha voltou a reta AB, dessa vez em um ponto que dista7 de A e 3 de
B.
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Na figura abaixo, ilustramos esse trajeto, com as posi¢des da formiguinha em instantes especiais.
Assim, a formiguinha percorreu um segmento de comprimento 3 seguido de um semicirculo de raio 3;
o comprimento desse trajeto é 3 + 3.

Triangulagdes legais — Solugio

a) A figura a seguir mostra duas solugdes para o problema.

b) A figura do enunciado mostra que, ao tracar as cinco diagonais do pentdgono, obtemos 10 tridngulos
e um novo pentagono central. A repeticdo desse processo 1 vezes (pensamos na repeti¢do de 0 vezes
como néo tendo feito nada) tem como resultado 10 tridngulos e um pentdgono central, que podemos
dividir em 3,5,7,9, ou 11 tridngulos como mostrado no enunciado. Desse modo, podemos triangular
legalmente o pentdgono em 107 + r tridngulos onde r pode ser 3, 5, 7, 9 ou 11. Como qualquer niimero
impar se escreve dessa forma, segue que podemos triangular legalmente o pentdgono em qualquer
numero impar de tridngulos.

Por exemplo, para triangular legalmente o pentdgono em 229 tridngulos, escrevemos 229 = 10x22+9,
entdo efetuamos o processo de divisdo por diagonais 22 vezes e finalmente dividimos o pentagono central
restante em 9 tridngulos.

c) 1% solugdo: Consideremos um pentdgono triangulado legalmente, e sejam 7 o nimero de tridngulos e
m o namero de pontos legais interiores dessa divisdo. A soma dos angulos de todos os tridngulos é 180n
graus. Por outro lado, essa soma é igual a soma dos dngulos em volta dos pontos legais interiores mais a
soma dos angulos internos do pentagono, ou seja, é igual a (360m + 540) graus. Logo 180n = 360m + 540,
ou seja, n = 2m + 3 que é um ndmero impar. Exemplificamos essa demonstragdo com a figura abaixo:

iy
Y

2% solugdo: Consideremos como acima um pentagono triangulado legalmente em # tridngulos, e seja m o
numero total de lados desses tridngulos. Ao contar os lados desses tridngulos um por um, teremos dois
casos:

1. Primeiro caso: o lado é comum a dois tridngulos

Nesse caso, o lado em questdo serd contado duas vezes.

2. Segundo caso: o lado é um dos lados do pentdgono

Nesse caso ele s6 serd contado uma tinica vez.
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Obtemos entdo m = 252 + 5. Como m e 1 sdo nimeros inteiros segue que ¥52 também ¢ inteiro, ou seja,

3n -5 é par, donde n é impar. A figura usada na solugao anterior exemplifica essa demonstra¢do no caso
emquen=7em=13.

Quadrado legal — Solugio

Observagdo: Para facilitar a escrita desta solugdo, vamos nos referir aos pontos do quadriculado como
pontos legais.

a) 17 solugio: Observando a figura abaixo, vemos que o quadrado B pode ser inscrito em um quadrado
que consiste de 9 quadradinhos.

A parte exterior ao quadrado B na figura acima, pode ser decomposta em quatro tridngulos iguais
(em cinza). Cada tridngulo é a metade de um retangulo feito de dois quadradinhos. Sendo assim a drea
de cada um desses triangulos é igual a 1cm?. Logo a 4rea do quadrado B é 9 — 4 = 5cm?.

2% solugdo: Utilizando novamente a figura da solucdo anterior, podemos também argumentar que o
quadrado B foi decomposto em um quadradinho e quatro tridngulos de drea 1cm?, donde sua 4rea é
1+4 =5cm?.

3% solugdo: Podemos calcular o lado PR do quadrado observando o tridngulo retingulo POR na figura
utilizada nas solugdes anteriores. Seus catetos sdo PQ e QR, de medidas 1 e 2, respectivamente. Pelo
teorema de Pitadgoras, temos

PR*= \PQ2 + QRZ = V12+22 = 5

e segue que a drea do quadrado é (V5)? = 5cm?.

b) Queremos desenhar um quadrado legal de 4rea 13cm?; seu lado deve entio medir V13cm. Observando
a segunda solugdo apresentada no item a), vemos que o lado deve ser a hipotenusa de um tridangulo
retangulo de catetos de comprimentos a e b que sdo ntimeros inteiros e tais que a* + b* = 13. Podemos
entdo escolher @ = 3 e b = 2 (a tnica solugdo, a menos de trocas dos valores de a e b) e construir nosso
quadrado de drea 13cm? como, por exemplo, indicado na figura abaixo.

c) Se existe um quadrado legal de drea 1, entdo seu lado é +in; para construir um segmento deste
comprimento devemos, como no item anterior, encontrar inteiros a e b tais que a* + b* = n. Para 41 ndo ha
problema, pois 41 = 4% + 5?; mas para 43 isto é impossivel, como se pode ver por listagem direta. De fato,
como 72 = 49 ultrapassa 43, devemos testar apenas se 43 se escreve como soma de dois quadrados dos
ntmeros de 1 a 6, 0 que ndo acontece pois 43 —12 = 42,43 —2% = 39,43 —3% = 34,43 -4? = 27,43 -5? = 18
e 43 — 6> = 7 ndo sdo quadrados perfeitos. Logo é possivel construir um quadrado legal de drea 41cm?,
mas ndo é possivel construir um de drea 43cm?.

d) 1% solugdo: A figura abaixo mostra um quadrado legal em cinza e a construgdo de um novo quadrado,
em trago mais grosso, de drea igual ao dobro da drea do quadrado original.
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Notamos que, como os vértices do quadrado original sdo pontos legais, entdo os vértices do quadrado
maior também sdo pontos legais. Para justificar esta dltima afirmativa, basta notar que se A e B sdo
pontos legais e C é o simétrico de A com relacdo a B (como na figura acima) entdo C também é um ponto
legal. Desse modo, o novo quadrado também é legal.

2% solugido: Como vimos no item b), se um quadrado legal tem &drea n entdo existem inteiros a e b tais
que n = a* + b*. Reciprocamente, se existem inteiros a e b tais que n = a> + b?, entdo existe um quadrado
legal de &rea n. Como (a — b)? + (a + b)? = 2(a® + b*) vemos que um tridngulo retangulo de catetosa — b e
a+b terd hipotenusa V211; 0 quadrado construido sobre esta hipotenusa tera drea 21 (em outras palavras,
mostramos que se 1 é soma de dois quadrados de inteiros entdo 2n também o €).

Usando este fato, ilustramos na figura abaixo uma construgdo de um quadrado legal de area 21 (o
quadrado grande em linha continua) a partir de um quadrado legal de drea n (0 quadrado pequeno em
linha continua). O quadrado pontilhado serve apenas para indicar os sentidos horizontal e vertical.

ab

Notamos, como antes, que como o quadrado original é legal entdo todos os pontos indicados sdo
legais.
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