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Prof: Jones Colombo

Polinomio Minimo

A primeira observacdo a fazer é a de que qualquer que seja a matriz A,,»,,, sempre existe um polindmio
que o anula.

De fato, considere os n% + 1 vetores I, A, A2, ..., A" dentro do espaco das matrizes de ordem n. O
espaco vetorial formado pelas matrizes de ordem n é um espaco vetorial de dimensdo n?. Portanto,
n? + 1 vetores sdo sempre LD's. Isto quer dizer, que devem existir constantes, cg,ci, ..., C,2 n3o
todas nulas tais que esta combinac3o linear

col + 1A+ cgA? 4ot AV = 0.

PN . ~ 2
Portanto, o polindmio n3o nulo p(z) = ¢y + 1z + cox® + -+ + cp22™ anula A.
Ja sabemos que basta considerar polinémios de ordem n, visto que pelo teorema de Calyley-Hamilton
o polindbmio caracteristico da matriz sempre o anula.

Definicao Dizemos que um polindmio f(z) # 0 é mdnico se o seu coeficiente do termo de maior
grau for igual a um.

Seja A uma matriz n X n considere todos os polindmios ndo nulos que se anulam ao serem avaliados
em A. Logo deve existir alguns de menor grau, entre estes escolha o ménico. Diremos que este
polinémio é o polindmio minimo de A e o denotamos por m(z).

Fato 1 O polindmio minimo m4(x) de uma matriz A, divide qualquer polindmio que anule esta
matriz. Em particular divide o seu polindmio caracteristico.

Fato 2 O polindmio caracteristico A4(z) e o polindmio minimo m4(z) de uma matriz A tem os
mesmo fatores irredutiveis.

Forma de Jordan para matrizes 2 x 2
Vamos fazer o estudo do operador T': R? — R? definido por (z,y) — (4x—y,x+2y). Seja a C R?
a base candnica, entdo a matriz deste operador com respeito a base « fica

A=[T]" = l‘l _1] .

O polindmio caracteristico serd Ar(z) = 22 — 6x +9 = (z — 3)%. Agora como A — 31 # 0 segue
que o polindmio minimo é my(x) = Ar(z). Portanto, este operador n3o é diagonalizavel. Em geral
isto é tudo que podemos fazer. Mas vamos exibir uma base na qual o operador acima é representado
por uma matriz na forma de Jordan.

Em geral, dado um operador T : R? — R?, cujo o mp(z) = Ap(x) = 22 — 2 \x + N2 = (2 — \)?,
escolhemos um vetor qualquer que nao é mutiplo do autovetor associado ao autovalor A\. Digamos
u.

Afirmacgao: A base 5 = {(T'— Al)u,u} é uma base na qual a matriz fica na forma de Jordan.
Observe que T' (T — M)u) = (T? — AT)u, mas sabemos que 0 = T% — 2\T + N[ = T? — \T =
AT — N2,

AT — T?)u = (AT + XN°Du = \(T — A\ )u + Ou
Tu="Tu—MNMu+MMu=1T— \)u+ Iu.
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Isto demonstra a afirmacao.
Portanto, precisamos encontrar o autovalor associado ao autovetor, justamente para ndo pegar ele

sem querer.
1 -1
Ao [ ]

Portanto, o vetor que anula A — 31 deve satisfazer a restricdo x = y. Segue, que um vetor genérico
é da forma (z,y) = (z,z) = x(1,1). Pelo exposto acima basta escolhermos um vetor que n&o é
multiplo escalar de (1,1). Vamos tomar e; = (1,0).

Logo = {(A — 3I)ey, e}, nos fornece uma base onde a matriz de 7" assume a forma

=15 3]
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