Algebra Linear Il - GAN00164
Aula 18 — Espaco Dual, Transposta e Adjunta
Prof: Jones Colombo

1 Dual

Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K, o espaco dual VV* é o espago de todas transformagoes
lineares de V em K. Uma transformacdo linear de V' em K é chamada de funcional linear. Sabemos
que um funcional linear é definido unicamente pelos valores sobre elementos da base de V. Considere

a base f = {uy,...,u,} de V. Para cada vetor u; da base, associamos o funcional linear f;
determinado por f;(u;) = d;;, onde d;; € 1 se i = j e 0 nos outros casos. No caso em que a
dimens3o V' é finita, o conjunto 5* = {f1,..., f,} é uma base de V* (veja teorema abaixo). Neste

caso, 3* é denominado de base dual de £.

Exemplo .1 Seja V' o espaco vetorial de todas as fungdes polinémiais de R em R que tem grau
menor ou igual a 2. Considere t,, to e t3 trés nimeros reais distintos. Seja

Li(p) =p(t;),Vp(t) eV ei=1,2,3.
Entdo L., Lo e L3 sdo funcionais lineares. Estes funcionais sdo LI, pois, suponha que
L =ciLy + caLy + c3Ls.
Se L =0, isto é, se L(p) = 0 para todo p € V entdo aplicando L nas fungbes 1, x e x* obtemos

c1+ca+ce3=0
t101 + tQCQ + t303 =0
t%CQ + t%CQ + thg =0

Segue que ¢ = co = ¢35 = 0, por causa que o det da matriz

1 11
t1 ty t3
2 t3 2

€ diferente de zero, uma vez que t,, ty e t3 sdo dois a dois distintos.

Como V' tem dimensdo 3, estes funcionais forma uma base de V*. Qual é a base de V', para o qual
Ly, Ly e Ls é a base dual.

Isto €, devemos encontrar polinbmios py, po € p3 tais que

Li(pj) = 6ij ou p;(t;) = 4.

Mas isso é facilmente resolvido, pensando que precisamos encontrar polinémios p; de grau menor ou
igual a 2 tal que x =t; dd 1 e em nos outros valores da zero.

(ZE‘ — t1>(ZE — tg)
(ta — t1)(t2 — t3)

((L’ — tl)(l’ — tg)
(ts —t1)(ts — t2)

((L’ — tg)(l’ — tg)
(t1 —to)(t1 — t3)’

pi(r) = p2(r) = , eps(x) =

E claro também que para qualquer polinémio em p € V' tenhamos

p = p(t1)p1 + p(t2)p2 + p(ts)ps (interpolagdo de Lagrange).
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Teorema .2 SeV for espaco vetorial sobre K com base 8 = {uy,...,u,}, entdo f* = {f1,..., fu}
€ uma base de V'*.

Demonstragao Vamos verificar que 5* é L.I. Se f = ¢ fi+- - -+ ¢ fn = 0, teremos f(u;) = 0(u;) =

0, o que implica que 0 = ¢y f1(u;) + -+ + ¢cufu(u;) = ¢; para cada i = 1,...,n, o que implica que
£* L.l. Agora, precisamos verificar que 5* gera V*. Inicialmente, para cada vetor u € V' existe uma
anico (z1,...,x,) € R™. Nesta situagdo observe que f;((x1,...,2,)) = ;.

Seja f um funcional linear. Lembrando que uma transformacao linear é unicamente determinados
pelos valores que toma ao ser avaliado nos vetores da base, considere ¢; = f(u;). Afirmamos que:
f=afi+ -+ cufn Defato, f(u;) = crfi(u;) + -+ + znfu(u;) = ¢; para cada i, devido a
definicao de f;. Como coincide em cada elemento da base, o funcional deve ser o mesmo e assim,
conseguimos escrever o funcional linear f como combinacao dos elementos de 3*.

Corolario .3 Se V é um espaco vetorial de dimensio finita, entdo V* é isomorfo a V.

Demonstracao Basta lembrar que espaco vetorial de mesma dimensao, quando a dimensdo é finita,
s3o isomorfos.

Como a dualidade depende da base, entdo quando ndo houver ambiguidade podemos denotar v} = f;
para enfatizar que f; é dual de u;. Se for um vetor v = cju; + - - - 4+ ¢, u,, € ndo tem divida quanto
a base a ser dualizada, podemos denotar por v* = cyuj + - - - + cu},.

Com vimos no caso de dimens3o finita, dado uma base de V/, a associacdo v +— v* de V. em V* é
um isomorfismo. No entanto, este isomorfismo depende da base escolhida para dualizar.

No caso do espa¢o de dimensao infinita, dual de uma base nem sempre é uma base. Veja exemplo

Exemplo .4 (dual da base no espaco de dimenséo infinita). Considere
V = R[z] = { polinémios com coeficientes em R} .

Entdo f = {1,z,2% 23,...} éuma basedeV e 3* = { fo, f1, f2,- .. } 0seudual. Entdo f;(ag+a;z+
-+« + apz™) = a;. Vamos mostrar que 5 ndo gera o V*. Considere o funcional linear f(p) = p(1)
que é uma evaliagdo do polinémio p no ponto x = 1. Afirmamos que f ndo € gerado pelos elementos
de 5.

Suponha por absurdo que f = cifi + -+ + cufn (6 € permitido a combinacio finita). Entdo
fE) = it + -+ e fo(t"T) = 0 0 que € absurdo, pois f(t"t!) = 1"t = 1. Assim, f
ndo € gerado pelo [5*.

Imitando o caso de dimensao finita é possivel de mostrar que é L.l.. Assim, teremos

Proposicao .5 Existe aplicagdo linear injetora V +— V*.

Exemplo .6 Considere o sistema de equagdes lineares

a1y + -+ apr, =0

Am1T1 + -+ + Gpp Ty =0

para o qual desejamos encontrar as solucées. Se definirmos f;, i =1, ..., m por colocar f;(z1,...,x,) =
a;1x1 + - - + ap,x, entio desejamos encontrar o subespaco W de V tais que para todo u € W
tenhamos f;(u) =0 parai=1,...,m.
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Em outras palavras, queremos encontrar o subespaco anulador de fi,..., f,.. Fazendo o processo
de escalonamento da matriz nos fornece um método sistematico para encontrar tal subespaco. A
n-upla (a1, ...,a1,) sdo as coordenadas do funcionais lineares f; relativa a base que é a dual da
base canénica do R".

2 Teorema de Representacao

Considere um espago vetorial V' munido de um produto interno (,). Considere um vetor ndo nulo
w €V e a fungdo ¢, : V — K definida por ¢, (v) = (v,w). E facil de verificar que ¢,, € V*.

Teorema .7 (Representacao) Se V' é um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno
(, ), entdo para todo funcional linear f € V* , existe um tnico vetor uy € V tal que f(v) = (v, uy).

Demonstracao Considere uma aplicagdo ¢ : V. — V* definida por p(w) = ¢, : V = K,
onde ¢, (v) = (v,w). Como (v, w; + Awy) = (v,w) + A (v,ws), podemos mostrar que @w; +
AMwsy) (1) = @u, + Apw,. (exercicio), o que é denominado de funcional linear conjugado, devido a
conjugacao do escalar. O funcional linear conjugado tem a propriedade similar ao funcional linear
(se K = R é um funcional linear). Por exemplo, se for injetor no espaco de mesma dimens3o, ele
serd bijetora. Como V' e V* tem mesma dimens&o (provado pela base dual), basta mostrar que ¢
é injetora. Agora se p(w) = 0, entdo @, (v) = (v,w) = 0 para todo vetor v € V. Em particular,
Yw(w) = (w,w) = |w]> = 0, o que implica que w = 0. Como ker(¢) = {0}, ele sera injetora e
consequentemente sera bijetora.

Observacao .8 (isomorfismo de representagdo) Note que a funcdo acima ndo depende da base.
Neste caso, ele sera dito isomorfismo conjugado natural. No caso real, a aplicacdo acima é um
isomorfismo. No caso complexo, podera construir o isomorfismo para teorema de representacdo, mas
ele ndo serd unicamente determinado (ndo € natural). Para tanto, escolha uma base 3 de V' e usando a
conjugagdo complexa relativa a esta base, defina )(cywi+- - -+c,w,) = ¢ (Wi, w)+- - +¢, (Wy, w).
Entdo 1 serd um isomorfismo que permite representar o funcional linear como produto interno (mas
dependerd da base). Note que, na maioria dos casos, o que interessa e ter vetor que represente o
funcional linear. Trabalhando com um pouco de cuidado, podemos partir da expressdo envolvendo
o produto interno (sem ter a base especifica) e chegar na expressdo com o produto interno (sem ter
base especifica), usando uma base ortonormal.

Observacao .9 No caso de dimensdo infinita, a aplicagdo de representacdo acima € apenas injetiva.
Assim, nem todo funcional linear pode ser representado pelo vetor isto sugere que nem todo funcional
linear pode ser obtido como produto interno.

2.1 O Dual do Dual - A imagem no Espelho serei eu?

Como V* é um espaco vetorial, podemos analisar o dual de V*. O espaco dual do dual V** = (V*)*
é interessante por ter transformac3o linear injetora natural L : V' — V** mesmo sem ter o produto
interno.

Lema .10 Se V é um espaco vetorial, entdo L : V — (V*)* definido por L(u) = L, onde L,(f) =
f(u) para todo f € V* € injetora.

Universidade Federal Fluminense IME — Departamento de Anélise



Demonstracao Vamos mostrar que L é linear. Considere u,v € V, f € V* e A € K. Calculando:
L(u+ M)(f) = flu+ ) = f(u) + Af(v) = (L(u) + AL(v)) (f). Se L(u) = L, = 0 entdo
L.(f) = f(u) = 0 para todo funcional linear f € VV* e consequentemente, u = 0. Faga o exercicio
77,

Teorema .11 (dual do dual) Se V' é um espago vetorial de dimenséo finita, entdo L : V — V**
é isomorfismo natural.

Demonstracao Segue da injetividade, pois V' € um espago vetorial de dimens3o finita (Mostre que
dim V' = dim V** como exercicio, para completar o argumento). O fato de ser natural é devido ao
fato da definicao de L n3o depender de uma base especifica.

Observacao .12 O isomorfismo L € natural. Isto significa que ele ndo depende da base. Assim,
identificamos V** com V via L, e escrevemos V** = V quando a dimensdo € finita. No caso de
V'*, precisard de produto interno para ter isomorfismo (ou isomorfismo conjugado) natural. Assim,
s6 podemos identificar V* com V' de forma precisa quando temos o produto interno.

Observacao .13 A aplicagdo L serd bijetora se, e somente se, for de dimensdo finita. Em dlgebra,
ndo permitimos combina¢do linear infinita, mas na analise, pode ocorrer uma combinagcdo linear
infinita, o que permite ter espacos de dimensio infinita com L bijetora.

3 Anulador

Vamos discutir a relacao entre funcionais lineares e subespacos vetoriais. Se f for um funcional linear
ndo nulo, ent3o o seu posto deve ser 1, pois a imagem de um funcional é espaco vetorial miultiplo

do corpo, por isso,
dimker(f) =dimV —1

Nos espacos vetoriais de dimensdo finita, um subespaco de dimensdo n — 1 sdo chamado de um
hiperespaco.

Cada hiperespago é o ntcleo de algum funcional linear? A resposta desta pergunta é facilmente
respondida com um sim. J4 é um pouco mais complicado mostrar que cada subespaco d-dimensional
de um espaco n-dimensional é a intersecao dos niicleos de n — d funcionais lineares.

Definicdo .14 Seja X C V. O conjunto X° = {f e V*:Vu € X, f(u) = 0} é denominado de
anulador de X .

E claro que X serd subespaco vetorial de VV* seja X subespaco vetorial de V' ou n3o.

Teorema .15 Se W é um subespaco vetorial de V, V tem dimens3o finita, entdo W = W para
isso utilizamos a identificac3o dada por L do Teorema .11, isto é W = L(W).

Demonstracdo Se v € W entdo L,(f) = f(u) = 0 para todo f € W°. Logo, W C W via identi-
ficacdo por L. Agora, veremos que se u & W, entdo L, ¢ W. Seja B = {uy,..., up, V1, ..., Vp_r},
a base de V' obtido pela extensdo da base @ = {uy,...,u,} de W. Entdo podemos duali-
zar o vetor relativamente a esta base. Se u ¢ W, entdo ele é escrita como combinagdo finita
u = aiu + -+ auy + byvy + -+ + by v,—, com algum b; ndo nulo. Temos que f = Vi € wo
(prove) e f(u) = b; # 0. Como é de dimens&o finita, todo elemento de W** é imagem do isomor-
fismo L, o que conclui a demonstracgao.
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Observacao .16 A demonstragcdo do teorema acima podera ser adaptado ao caso de dimensdo
infinita, mas sé poderd concluir que L(V)NW? = L(W). Uma vez que L € apenas injetiva, poderd
existir elementos de W™ fora de L(V').

Teorema .17 Se W é um subespaco vetorial de V', V' tem dimensao finita, entdo

dimV = dim W + dim W°.

4 Transposta

Definicao .18 Seja T : V — W uma transformac3o linear, a aplicacido T* : W* — V* definida por
T'(f)=foT:V — K para cada f € W* é denominado de transposta de T'.

Teorema .19 Dado T : V — W, temos
1. ker(T%) = (ZM(T))".
2. SeV e W forem de dimenséo finita, vale também

(@) dimZM(T*) = dimZM(T);
(b) ZM(T") = (ker(T))".

Demonstracao [ € ker(T") & T'(f)=foT =0« VYu eV, f(Tu) = 0 mas isto é equivalente
aVv e IM(T), f(v) =0 f e (ZM(T))".

(a) Como os espacos s3o de dimensio finita, temos dim ZM(T') 4 dim (ZM(T))° = dim W. Pelo
item anterior, Temos que dim ZM(T') 4+ dim ker(T"*) = dim W. Mas dim ZM(T"*) + dim ker(T"*) =
dim W e consequentemente, dim ZM(T') = dim ZM(T").

(b) Como dim (ker(7))° = dim ZM(T) = dim ZM(T") (porqué?), basta mostrar que ZM(T") C
(ker(T"))°. Considere f € TM(T"). Entdo f = T'(g) = goT para algum g € W* e logo, para todo
u € ker(T), f(u) = g(Tu) = g(0) = 0. Logo, ZM(T") C (ker(T))’.

Teorema .20 SeT : V — W, transformacdo linear no espacos de dimensdo finita e o e 3 sdo bases

. ~ B* o\t
de V e W respectivamente, entdo [T],. = ([T}ﬁ> .

a*

5 Adjunta - Imagem no Espelho

Como vimos para cada transformacdo linear T' : V' — W podemos associar a transformacdo linear
T' : W* — V*. O produto interno nos fornece uma forma de permanecer com V e W, isto vai
ser particularmente interessante para operadores lineares T': V' — V. Desta forma temos podemos
analisar as transformacoes lineares sob um novo angulo. Este novo ponto de vista é particularmente
interessante quando ocorre a existéncia de relagdes entre T e T™.

Considere T': V' — W uma transformagdo linear, com V' e W munidos dos produtos internos (, ),
e (, )y respectivamente.

A adjunta de T uma transformacao linear S : W — V/, tal que, paracadav € V e w € W quaisquer
se tenha:

<T(U)aw>w = (v, S(w)>v-
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Assim, a imagem S(w) € V de um vetor arbitrdrio w € W €, por definicdo, aquele vetor de V tal
que representa o funcional linear (T'(v), w),, : V' — K. O teorema .11 garante que S(w) existe e é
nico. Além disso, dados w,w’ € W, X\ € K tem-se, para cada v € V:

(v, S(w+ M)y, =

Assim S(w + Aw') e S(w) + AS(w') sdo vetores em V cujos produto interno por qualquer vetor
v € V sdo iguais. Portanto, S(w + \w') = S(w) + AS(w’). Vamos denotar S por T*.

Teorema .21 Sejam o = {uqy,ug, ... ,u,} CV e ={wy,...,w,} C W bases ortonormais. Se

A = [T)2 = [aij}mxn a matriz do operador T : V' — W com respeito ds bases a e 3 entdo a matriz

da adjunta T* : W — V com respeito a 3 e o € a transposta A = [@jilnxm de A.

Demonstracao A matriz das transformacodes 1" e T s3do dadas pelas relacGes
m
Zawvj j=1...,n)
=1
n
T (UZ):Z . L,...,m).

Onde B = [brilnxm € @ matriz de T* com respeito as bases § e a. Como ambas as bases sdo
ortogonais, temos, paracadai=1,...,nej=1,...,m:

bji = (uj, T*(vi))y, = (T(uy), vi)y, = aij,

portanto, B = A, transposta de A.
Desta forma quando as bases s3o ortonormais o operador 7* coincide com 7.

Teorema .22 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita, munido de um produto interno. Para
todo subespaco vetorial W C V vale a decomposicdo em soma direta V.=W & W+.

Demonstracao Seja {uy,...,u,} uma base ortonormal, cujos m primeiros elementos uy, ..., Uy,
formam uma base de W (comega-se com uma base de W complementa ela para tornar uma base
de V e aplica-se Gram Schmidt). Para cada v € V, v = aju; + -+ + a,u, = z + w, onde
2= a1+ Al € W = Q1 Umg1 + -+ + apu, € WS Portanto, V.= W + W+, Como
W N W+ = {0}, segue que V=W @ W+

Corolério .23 dim W +dim W+ = dim V.

i
Corolario .24 Para todo subespaco vetorial W C V', vale (WL) =W.

i
Demonstracao Em geral, qualquer que seja x C V, vale que (XL C X. Em particular, o

subespaco W esta contido em (WL) . Do corolério anterior vale que
. 1\ . . n . . . .
dlm(W ) =dimV —dimW+ =dimV — (dimV — dim W) = dim W,

logo (VVL)L =W.
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Teorema .25 Dada a transformagdo linear T : V' — W, entre espacos vetoriais de dimens3o finita
munidos de produto interno, tem-se

ker(T*) =IM(T)",
M(T*) = ker(T)*,

ker(T) = IM(T*)*" e
M(T) = ker(T*)*

Demonstracao Basta verificar a primeira das igualdades, pois as outras seguem por utilizar 7** =T
e VL = V. Agora,
v € ker(T*) & T*(v) =0 < (u,T*(v)) =0 paratodou €V
& (T(u),v) =0 paratodou €V < v e IM(T)*.

Corolario .26 Para que um sistema de m equagdes lineares com n. incégnitas
n
Zaijwi = bj (’l = 1,...,777,)
=1

tenha solugdo € necessario e suficiente que o vetor b = (by,bs, ..., by,) € R™ seja perpendicular a
toda a solucdo y = (y1, ..., Ym) do sistema homogéneo transposto

Zajiyj =0 (Z: 1,...,m).
=1

Demonstracao Considere T : R™ — R™, pelo dltimo teorema o sistema T'x = b tem solucdo se, e
somente se, b é ortogonal ao nicleo de T™, isto é, todas as solugcdes y € R do sistema homogéneo
Ty =0.

Teorema .27 O posto de T* é igual ao posto de A.
Alguns operadores importantes

1. Se T* = A é denominado de auto adjunto. Para diferenciar o caso real do complexo, também
pode ser chamado de simétrico (caso real) e hermitiano (caso complexo), mas chamaremos
simplesmente de auto adjunto em muitos casos, sé serd mencionado como auto adjunto. Alguns
casos especiais de auto adjuntos importantes sao 7*T e T* + T

2. T* =T~ Devido a diferenca significativa sobre algumas propriedades do caso real e do complexo,
usaremos nome especial para caso real (denominado de ortogonal) e para o caso complexo
(denominado de unitdrio). Caso n3o precise distinguir, escreveremos a propriedade em vez de
citar pelo nome. O caso bastante importante deste tipo é a mudanga de coordenadas, de uma
base ortonormal para outra base ortonormal.

3. TT* = T*T entdo T é denominado de operador normal. A condicdo é bem mais fraca que nos
casos de auto adjunta ou 7% = T~ ! (auto adjunta, ortogonal e unitdrio sdo normais) mas
também é parte importante do estudo dos operadores.

4, P? = P é denominado de operadores de projecio. Sob que condicdes P* = P.

5. Se tiver o produto interno, o operador auto adjunto que satisfaz a condi¢do Vo € V' : (v, T'(v)) >
0 é denominado de positivo. Note que ele tem a ver com o adjunto e o produto interno.
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6 Exercicios

1. Demonstre o teorema .20.
2. Mostre que se X C V e W = span { X}, entdo X° = W?°.
3. Considere os subespacos W; e W, de V', mostre que:
a) Se W, C W, entdo W3 C W).
b) (Wy + W5)" = WP N wl.
c) No caso de dimensio finita, V = W, @ W, implica que W N W3 = {0}.
4. Mostre que (A + cB)* = A* + éB*, (AB)* = B*A* e se A for inversivel, (A=) = (A*)~".

5. Operador com a propriedade A* = —A é denominado de anti simétrico. Reescreva a nota de
aula, para mostrar que no caso real, qualquer operador é soma de forma (nica, de operador
simétrica e anti simétrico. Agora, pense em fazer o mesmo no caso complexo.

6. Explique a importancia de usar a base ortonormal quanto trabalha com a matriz transposta,
mesmo sem estar usando o espaco dual.

7. Mostre que se A for auto adjunto, (Av,v) € R, para todo v € V.

8. Mostre que, se V' for espaco de dimens3o finita, entdo f(u) = 0 para todo f € V*, implica que
u = 0.

9. Considere os funcionais do (R*)™: f, = @1+ 219+ 223+ 24, fo = 209+24 € f3 = —271 —43+374.
Encontre uma base para o espaco gerado por estes funcionais € uma base para os vetores R*
que s3o anulados por estes funcionais.

10. Se f é um funcional linear n3o nulo sobre um espago vetorial V/, entdo o seu nicleo é um
hiperespago vetorial de V. Reciprocamente, cada hiperespa¢o de V' € o niicleo de um (ndo
anico) funcional linear ndo nulo. (adote a seguinte definicdo: hiperespago vetorial de V' é um
subespa¢o maximal préprio de V).
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