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1. [2,7] Considere as seguintes bases do R*: a = {(1,1), (0, —1)} e 8 = {(2,3),(-3,5) }:
a) Determine a matriz mudanga de coordenadas de a para 3 ([]3).
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular [v]g, sendo [v], = (2,4).

¢) Determinar a matriz de mudanca de coordenadas de 3 para a.
Solugao: a) Precisamos resolver as seguintes equagoes vetoriais
(L1) = 2(2,3) + y(=3,5) e (0, —1) = 2(2,3) + y(=3,5),

que sao equivalentes a resolver dois sistemas em que os coeficientes sao 0os mesmos,
isto significa que podemos considerar

2 -3 :1 0 10: 5 -5
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Portanto, [I]3 = {5 [_1 _2}

b) Para encontrarmos as coordenadas do vetor v com respeito a base 5 basta mul-

. e 2 1| 4
tiplicarmos a matriz [I]§ pelo vetor LJ e temos [v]g = 75 {_10}

c) Para obter [I]7 basta invertermos a matriz (%, logo

-2 2

2. [2,4] Em cada item determine se a proposicao é falsa ou verdadeira e justifique com
uma demonstragao ou um contra-exemplo.

a) Se A é uma matriz diagonalizavel e invertivel, entao A~! sera diagonalizavel.
b) Seja A uma matriz 2 x 2. Entdao A e A’ tem os mesmos autovetores.

¢) Se A, B e C' sao matrizes quadradas, tais que A é semelhante a B e B é semelhante
a C, entao A é semelhante a C.



|11 ~
d) A matriz [1 _J representa uma reflexao numa reta.

Solugao: a) (VERDADEIRO) Se A é diagonalizavel, existe uma matriz invertivel
P tal que P7'AP = D, onde D é uma matriz diagonal. Como A é invertivel, o
0 (zero) nao é autovalor, logo todos os valores da diagonal de D sao diferentes de
zero. O inverso de D é ainda uma matriz diagonal, onde cada elemento da diagonal
é o inverso multiplicativo do elemento correspondente. Mas D™ = (P_lAP)f1 =
P~1A~1P. Portanto, a prépria P é uma das matrizes que diagonaliza A~!.

b) (FALSO) Seja A = [CCL b] calculando os polinémios caracteristicos de A4 (z) =

d
Api(z) = 22— (a+d)x+ (ad—bc). Portanto, ambas tem os mesmos autovalores. Por
11 -

5 3] entao Ay (z) = 22 — 4z = z(x — 4). Se calculamos
o autovetor associado a x = 0 obtemos (1, —1) e se calculamos o autovetor associado
ao autovalvor x = 0 em A’ obtemos (3, —1).

¢) (VERDADEIRO) De B ser semelhante a C' sabemos que existe uma matriz
invertivel @ tal que B = Q7 'CQ, e do fato de, A ser semelhante a B sabemos que
existe uma matriz invertivel P tal que A = P~'BP, logo multiplicando, por P~!
e por P a identidade B = Q7 'CQ temos P™'BP = P7'1Q7'CQP = (QP)~'CQP,
mas A = P~'BP de onde tiramos A = (QP)"'CQP, mas isso quer dizer que A ¢é
semelhante a C'.

outro lado, considere A = [

d) (FALSO) Se isso fosse verdade, a matriz ao quadrado deveria ser igual a identi-

dade, mas
1 11 1| (20
1 =11 —=1| [0 2|°

2,2

Considere a transformagao linear T : R? — R? tal que T(1,—-1) = (1,1,1) e
T(0,~1) = (-1, -1,2).

a) Determine T'(z,y).

b) Se a = {(1,-1),(0,-1)} e 8 = {(1,0,—1),(0,1,2),(1,2,0)} sao bases de R? e
R? respectivamente, determine [T7§.

¢) Determine uma base v C R? tal que [T]7 =

O O =
_ O O

Solugao: a) Vamos determinar como T age sobre a base canonica do R?, para isso
veja que

T(1,0)=T((1,-1)—(0,-1))=T(1,-1) = T(0,-1) =
T(07 1) =T (_<Oa _1)) = _T<Oa _1) = _(_17 _17 2) = (17 L, _2>

Logo,

T(x,y) =2T(1,0) +yT(0,1) = (2,2, —1) + y(1,1,-2) = 2z + y,2x + y, —x — 2y)
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(1,1,1) = (-1,-1,2) = (2,2, —



b) Como

T(1,-1) = (1,1,1) = 1(1,0, —1) + 1(0,1,2) + 0(1,2,0)
T(0,—1) = (—1,—1,2) = 0(1,0, —1) 4+ 1(0,1,2) + (—1)(1,2,0)

1 0
Temos que [T]5 = |1 1 |.
0 -1

¢) Precisamos determinar uma base v = {vy, v9,v3} do R? tal que

T(1,—-1) = 1vy + Ovg + Ous
T(O, —1) = 0U1 + 01)2 + 1U3
Disto vemos que devemos adotar para v; = (1,1,1), v3 = (—1,—1,2) e para vs

qualquer outro vetor de tal forma que {v,vs,v3} seja LI. Por exemplo podemos
adotar vy = v; X v3 = (3,—3,0).

. [2,7] Considere a transformagao linear 7" : R* — R3 dada por

a) Seja a a base candnica do R? e considere A = [T]¢. Encontre uma base para

W = Col(A) (o espago coluna de A) e Z = N(T') (o espago nulo de A).

b) Este operador é diagonalizavel? Se for, encontre uma matriz P tal que D =
P~1AP seja diagonal, se nao for explique o motivo.

¢) Se o operador fosse diagonalizavel, explique qual seria o procedimento para de-
terminar uma base para Col(D) e N(D).

Solugao: a) Como « ¢ a base canonica do R? temos

0o -2 =2
A=1| 2 4 2
-2 =2 0
escalonando obtemos
2 4 2 1 2 1 1 2 1 1 0 -1
O -2 -2/—=10 -1 -1 =10 -1 —-1| =10 -1 -1
-2 =2 0 0 1 1 0 O 0 0 O 0

O vetor tipico que esta no espacgo nulo deve satisfazer t — 2z =0 e y + 2z = 0, dali,
(x,y,2) = (2,—2,2) = 2(1,—1,1). Portanto, Z = Span{(1,—1,1)} e como a pri-
meira e a segunda coluna tem pivo, segue que os vetores W = Span {(0, 2, —2), (=2, 4, —2)}.

b) Vamos calcular o polinomio caracteristico

Ay(r) =det(z] —A)=2° —da® +4r = x(2® —do +4) =2(r —2)* =0
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Portanto, os autovalores sao x = 0 e x = 2, associado ao autovalor x = 2 te-
mos (—1,0,1),(—=1,1,0) e ja calculamos o autovetor associado ao autovalor 0 que
é (—1,1,1). Portanto, este operador é diagonalizdvel. Considerando a base =
{(1,-1,1),(-1,0,1),(—1,1,0)}, temos que

1 -1 -1 000
P=|-1 0 1| eD=P'AP=1{0 2 0
1 1 0 00 2

¢) Como j4a calculamos a matriz P para obtermos uma base de N (D) e Col(D) basta
multiplicar pela matriz P os vetores obtidos para serem a base de N(A) e Col(A),
isto é, N(D) = Span {P~!(1,-1,1) = (1,0,0)} e

Col(D) = Span {P71(0,2,—2) = (0,-2,2), P~'(-2,4,-2) = (0,—2,4) } .




