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1. [2,7] Considere as seguintes bases do R?: o = {(1,2),(3,5)} e 8 = {(1,-1),(1,-2)}:
a) Determine a matriz mudanga de coordenadas de a para 3 ([1]3).
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular [v]g, sendo [v], = (2,4).

c¢) Determinar a matriz de mudanca de coordenadas de 3 para a.

Solugao: (a) Precisamos expressar os vetores da base a em termos dos vetores da base £,
isto é, precisamos resolver os seguintes sistemas lineares

T4y = 1 o T4y = 3
—r+2y = 2 —z+2y = 5

Precisamos resolver dois sistemas onde os coeficientes do sistema sao o mesmo, para isso,
montamos uma matriz aumentada e escalonamos ela
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Portanto, [I]§ = {_43 ilg}
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¢) Para calcular [I]7 basta inverter [I]5. Logo, [I]5 = [

2. [2,4] Em cada item determine se a proposigao é falsa ou verdadeira e justifique com uma
demonstracao ou um contra-exemplo.

a) Considere

1 —-15 30 —-10
A= 35 30 17 6
—-10 6 33

Entao esta matriz é de um operador reflexao em torno do plano 5x — 3y + z = 0.
b) Se T': R™ — R™ é uma transformacao linear e m > n, entao 7" é injetora.
c) Se A é um autovalor de T' e T ¢ invertivel, entao A\~* é autovalor de 7.

d) O escalar 0 é um autovalor de T' se, e somente se, T nao é invertivel.



Solugao: a) (VERDADEIRO) Para ser a matriz de uma reflexao, ela, ao quadrado, deve ser
igual a identidade,

1 —-15 30 -10 1 —-15 30 —-10 1 1225 0 0 1 00
A= 35 30 17 6 35 30 17 6 | = 352 1225 0 | =1(0 1 O
-10 6 33 —-10 6 33 0 0 1225 0 01

Além disso, o vetor normal 7 do plano é 5x — 3y + z = 0 é (5,—3,1) e quando multiplicamos
Al = —ni. Os seguintes vetores @ = (1,0,—5) e v = (0,1,3) geram o plano e A.@ = @ e
AW = U. Portanto, estes vetores sao mantidos fixos e o outro muda de direcdo. Portanto,
realmente A é a matriz de uma reflexao em torno no plano 5z — 3y + z = 0.
b) (FALSA) Apesar da sugestao dado pelo teorema do nicleo e da imagem, veja que T : R — R?
tal que 7'(0) = (0,0) é linear, mas nao é injetora.
¢) (VERDADEIRA) Seja v o autovetor de T associado ao autovalor A, isto é, Tv = Av. Aplique
T~ dos dois lados e teremos
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v=T "To=T"M) = X""v=T"v= 3

d) (VERDADEIRA) (=) Seja v um autovetor associado ao autovalor 0, isto é, Tv = 0, mas

isto significa que N(T") # {6} Portanto, 7" nao é injetora e dai nao ¢é invertivel.

(<) Se T néao é invertivel, isto significa também que N(7T") # {6}, logo deve existir um vetor

v # 0 tal que Tw = 0. Portanto, 0 é um autovalor.

. [2,2] Considere a transformacao linear T : R? — R3 tal que T'(1,—1) = (1,—1,1) e T(1,-2) =
(—1,1,-2).

a) Determine T'(z,vy).

b) Se a = {(1,-1),(1,-2)} e S = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} sao bases de R? e R? respectiva-
mente, determine [T5.

10
c) Determine uma base v C R? tal que [T]5 = |0 0.
0 1

Solugao:  a) inicialmente veja que (1,0) = 2(1,—1) + (—=1)(1,—-2) e (0,1) = 1(1,-1) +
(—=1)(1,—2) Aplicando T nestas igualdades obtemos

T(1,0) = 2(1,—1,1) — (=1,1,-2) = (3,-3,4) e T(0,1) = (1, —=1,1) — (=1, 1, —2) = (2, -2,3).
Dai, T'(z,y) = 2T(1,0) + y1'(0,1) = 2(3, —3,4) + y(2, —2,3) = (3z + 2y, —3z — 2y, 4z + 3y).

b) Para determinar [T']§ precisamos escrever T'(1,—1) e T((1, —2) como combinagao linear dos
vetores de [3.

T(1,-1)=(1,-1,1)=1(1,1,1) + (=2)(1,1,0) + 2(1,0,0),
T(1,-2) = (~1,1,-2) = (=2)(1,1,1) + 3(1,1,0) + (=2)(L,0,0).

Portanto,

c¢) Para obtermos esta matriz basta eleger v = {(1, -1, 1), (1,—-1,1) x (—=1,1,-2),(-1,1,-2)} =
{(1,-1,1),(1,1,0),(—1,1,-2)}.




4. [2,7] Considere a transformagao linear T : R* — R? dada por
T(x,y,z) = 4z +y— 2,20+ by — 22,z + y + 22).

Este operador ¢ diagonalizavel? Se for, encontre uma matriz P tal que D = P7'AP seja
diagonal, se nao for explique o motivo.

Solucao: Fixe o a base canonica do R3, logo

4 1 -1

7= |2 5 —2

11 2
O polinomio caracteristico é A4(x) = 23 — 1122+ 392 — 45 = (z — 3)*(z — 5). Logo temos duas
raizes repetidas. Vamos procurar os autovetores associados a cada um dos autovalores e obtemos
r=3: N(A—3I) = Span{(1,0,1),(—1,1,0)} e para x = 5 temos N(A—5I) = Span {(1,2,1)}.
Portanto T' é diagonalizavel e elegendo a base § = {(1,2,1),(1,0,1),(—1,1,0)} a matriz P se

torna
-1

11
P=12 0 1
1 1 O

e dal
1 1 1 -1l 14 1 -1 -1

11
:P*lAP:5 -1 -1 3 2 5 =212 0 1
-2 0 2 11 2 11 0
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