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PREFACIO

"Por favor, poderia me dizer que caminho devo seguir agora?
Isso depende bastante de até onde vocé quer chegar."
Lewis Carrol - Alice no Pais das Maravilhas

Os topicos introdutérios que apresentamos neste livro originaram-se, inicialmente, dos pro-
blemas praticos que surgiram no dia a dia e que continuaram impulsionados pela curiosidade
humana de entender e explicar os fendnemos que regem a natureza.

Historicamente, o Célculo Diferencial e Integral de uma varidvel estuda dois tipos de proble-
mas: os associados a nogdo de derivada, antigamente chamados de tangéncias e os problemas
de integracdo, antigamente chamados de quadraturas. Os relativos a derivagdo envolvem va-
riagdes ou mudangas, como por exemplo, a extensdo de uma epidemia, os comportamentos
econdmicos ou a propagacdo de poluentes na atmosfera, dentre outros.emplos Como exem-
plos de problemas relacionados a integragdo destacam-se o calculo da dreas de regides delimi-
tadas por curvas, do volume de sélidos e do trabalho realizado por uma particula. O principal
objetivo do livro foi apresentar os primeiros passos do Célculo Diferencial e Integral de uma
variavel com simplicidade, através de emplos exemplos, mas sem descuidar do aspecto formal
da disciplina, dando énfase a interpretacdo geométrica e intuitiva dos contetidos. O livro inclui
a maioria da teoria bdsica, assim como varios exemplos aplicados & Eonomia e Administracao
e problemas. As provas muito técnicas ou os teoremas mais sofisticados que nao foram prova-
dos no apéndice, foram ilustrados através de exemplos, aplicagdes e indica¢des bibliograficas
adequadas e estdo incluidos como referéncia ou leitura adicional para os leitores interessados.
Os conceitos centrais do Calculo Diferencial e Integral de uma varidvel sdo relativamente pro-
fundos e ndo se espera que possam ser assimilados de uma s6 vez. Neste nivel, o importante é
que o leitor desenvolva a habilidade de calcular e adquira a compreensdo intuitiva dos proble-
mas. As expressdes do tipo "é facil ver"ou semelhantes, que aparecem no texto, ndo devem ser
encaradas de forma literal e tem o propodsito de dar um aviso ao leitor de que naquele lugar a
apresentacdo é resumida e os detalhes, perfeitamente acessiveis, deverdo ser preenchidos.
Esperamos que o livro permita ao leitor um acesso rapido e agraddvel ao Calculo Diferencial
e Integral de uma varidvel. Nao podemos deixar de recomendar aos alunos a utilizagdo, cri-
teriosa, dos softwares de Célculo existente no mercado, pois eles sio um complemento ttil ao
aprendizado da disciplina.

Desejamos agradecer aos nossos colegas do Departamento de Anédlise e do IME-UER] que, de
algum modo, nos motivaram e deram condi¢bes para escrever estas notas e a Sra. Sonia M.
Alves pela digitagdo. Certamente, todos os erros sdo exclusivamente de responsabilidade do
autor.

Mauricio A. Vilches
Rio de Janeiro - Brasil
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisdo de alguns tépicos do 2° grau essenciais para
o estudo do Célculo de uma Varidvel Real. Admitiremos a familiaridade do leitor com o con-
junto dos niimeros reais, denotado por R, com as opera¢des fundamentais e suas respectivas
propriedades, bem como com a visualizagdo geométrica de R como uma reta e dos ntimeros
reais como pontos dessa reta. Denotemos por N o conjunto dos nimeros naturais, por Z o
conjunto dos ntimeros inteiros.

1.1 Desigualdades

A representagdo geométrica dos niimeros reais sugere que estes podem ser ordenados. Usando
os simbolos usuais para maior (>), maior ou igual (>), menor (<), menor ou igual (<), podemos
ver, por exemplo, que se a,b € Re a < b, entdo b — a > 0; no eixo coordenado temos que a estd
a esquerda de b. Para todo a, b € R temos: oua > b, oua < b, oua = b.

E conhecido que a ordenagdo dos nimeros reais é compativel com as operag¢des definidas em
R.

1.2 Intervalos

Muitos subconjuntos de R sao definidos através de desigualdades. Os mais importantes sdo os
intervalos.

Sejam a, b € R tais que a < b.

Intervalo aberto de extremidades a e b, denotado por (a, b) é definido por:

(a,b) ={zr e R/a < x < b}.

o~

:
b
Figura 1.1: Intervalo aberto.

11
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Intervalo fechado de extremidades a e b, denotado por [a, b] é definido por:

[a,b] = {z € R/a <z < b}.

]

b

Figura 1.2: Intervalo fechado.

o

Intervalo semi-aberto e intervalo semi-fechado, sio denotados e definidos, respectivamente,

por:
[a,b) ={z € R/a<z<b} e (a,b={reR/a<z<0b}

)
b

[

L il
\ 1
a b
Figura 1.3: Intervalos semi-abertos e semi-fechados.

Os quatro intervalos assim definidos sdo ditos limitados. Introduzindo os simbolos —oc e +o0,
0s quais nao sao numeros reais, podemos definir os intervalos ilimitados:

(a,+00) ={r eR/a<z} e (—o00,al={reR/zx<a},

(—o0,a) ={z e R/x<a} e [a,+0)={zxeR/z>a}.

Note que R = (—o00, +00). Os intervalos aparecem de forma natural na resolugio de inequa-
¢Oes, pois, a solugdo é, em geral, dada por um intervalo ou uma reunido de intervalos.

Desigualdades Lineares:

Determinemos o conjunto-solucao de:
ar+b>0.
ax +b > 0éequivalente a ax > —b; logo:

b . ,
Sea>0,x>——;0 Con]unto—solugéo é
a

b .
Se a < 0,z < ——; o conjunto-solugao é
a
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Desigualdades Quadraticas:

Seja a x? + bx + ¢ = 0 a equagdo do segundo grau. Denotemos por

A=0b"—4dac
o discriminante da equacdo e «, 3 as raizes reais da equacdo (o < ). O conjunto-solugdo S de
uma desigualdade quadrética depende do sinal de a e de A.

Para A > 0.

Se a > 0, a desigualdade ax? + bz + ¢ > 0 tem conjunto-solugdo S = (—o0,a] U [8,+) e
az?+ bz + ¢ < 0 tem conjunto-solugdo S = [a, ]

Se a < 0, a desigualdade a 2 + bz + ¢ > 0 tem conjunto-solucdo S = [, Bleax? + bz +¢ <0
tem conjunto-solugdo S = (—oo, ] U [3, +00).
Para A = 0.

Se a > 0, a desigualdade a 22 +bx+c>0tem conjunto-solucdo S =Rea 22 4+bx+c<0tem
conjunto-solugdo S = {a}.

Se a < 0, a desigualdade a 2% + b + ¢ > 0 tem conjunto-solugdo S = {a} eax? + bz +c <0
tem conjunto-solugdo S = R.

Para A < 0.

Se a > 0, a desigualdade az? + bx + ¢ > 0 tem conjunto-solugdo R e az? + bx + ¢ < 0 tem
conjunto-solugdo (). Se a < 0, a desigualdade az? + bz + ¢ > 0 tem conjunto-solugéo ¢ e
ax? + bz + ¢ < 0 tem conjunto-solugéo S = R.

Exemplo 1.1.

[1] Ache a solucdo de: 22 — x — 2 > 0.

Noteque A >0ea > 0easraizesde 52° — 4z — 12 =0sdoz =2 e z = —1; logo:

S =(—o00,-1]U[2,+00).

[2] Ache a solucdo de: 23 < z.

Fatorando 2® —z = 2 (z + 1) (z — 1); entdo, 73 — 2 < 0 é equivalentea z (v + 1) (z — 1) < 0,da
qual obtemos z < —1 ou 0 < = < 1. O conjunto-solugao é:

S = (—o0,—-1)U(0,1).
[3] Ache a solucgao de:

6x—2
> 9.
3r+6
Note que a desigualdade nao é equivalente a:




14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

6x—2>9(3z+6).

8
Se3x+6>0,istoéx > —2; entdo, 6z — 2 > 9(3z + 6), donde obtemos = < —3

8
Se3z+6 < 0,isto é z < —2; entdo, 6z —2 < 9(3z + 6), donde obtemos —3 < z. Logo, o

conjunto-solugdo é:

8
[4] Ache a solugao de:
T+ 2 x
< .
z—1"x+4
2
Resolvemos - * 1~ i 1 < 0, que é equivalente a:
xr — x
Tx+8 <0,
(x—1)(x+4)

8
da qual obtemos — <z <1louz < —4. Logo, o conjunto-solucao é:

8

7,1).

S = (—o0,—4) U[-

1.3 Valor Absoluto

O valor absoluto ou médulo de um ntimero real a, denotado por |a| é definido como o maior
numero do conjunto {a, —a}, ou equivalentemente:

ase a>0
lal =
—a se a<0.

Observe que o valor absoluto de um ntimero real é sempre ndo negativo e possui as seguintes
propriedades imediatas. Sejam a, b € R; entdo:

1. Va2 = |a, para todo a € R

2. |b| < aseesomenteseb e (—a,a),a>0

3. Ja-b| = lal - o

4. |b| > aseesomenteseb>aoub< —a,a>0

|a|
=-—,5eb#0
1d

6. |a+b| < |a| + [b].

5.

a
b
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Exemplo 1.2.

[1] Achar a solucdo de: |22 —z + 1| > 1.
¢

Pelas propriedades anteriores, |2 —z+1| > 1 é equivalentea: 22 —x+1 > louz?—z+1 < —1.
Sex?—z+1>1,entdioz(r—1)>0ex<Ooux > 1;sex?—x+1< —1,entdo:

1.0 7
(x—i) +Z<0,

o que é impossivel. O conjunto-solugdo é:
S = (—00,0) U (1,+00).

[2] Achar a solugdo de: |9 — 2z| > |4 z|.

Pela propriedades anteriores, |9 —2 x| > |4 z| é equivalentea: 9—2x > [4z|ou9—22 < —|4dz|;
Se9—2x > |4z|,entdo 22 —9 <4z <9 —2z;logo,

—5 <z <

| ©
N W

Se9—2z < —|dz|,entdo 9 — 2z <4z <2z —9, que ndo possui solucdo. O conjunto-solugdo é:

9 3

S=[-23

[3] Achar a solugdo de: 2 — |z — 3| < 3z + 1.

Pela propriedades anteriores, se  — 3 > 0, temos: 2 — (z — 3) < 3z + 1 que é equivalente a
x > 1. Por outro lado, se ¢ — 3 < 0, temos: 2 + (x — 3) < 3z + 1 que é equivalentea z > —1. O
conjunto-solugdo é:

S =[-14 ).

1.3.1 Distancia

Usando o valor absoluto podemos definir a distancia entre dois ntimeros reais. A distancia
entre os ntimeros reais a e b é |a — b|. Entdo |a| é a distancia de a a origem.

Exemplo 1.3.

[1] A distancia entre os nameros 7w e —7 é |7 — (—m)| = 2.

[2] A distancia entre os niimeros —2 e —12 é | — 12 — (—2)| = | — 10| = 10 e a distancia entre os
numeros —2 e 23 é |23 — (—2)| = 25.

. . 1
[3] A distancia entre os ntimeros 5 e 3 é:
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1.4 Plano Coordenado

Um par ordenado de ntimeros reais é uma dupla de ndameros reais (z, y), tais que (z,y) = (y, )
se, e somente se x = y. O elemento = do par ordenado é chamado primeira coordenada do par
e y é chamado a segunda coordenada do par.

De forma andloga a representacdo geométrica dos ntimeros reais, podemos representar geo-
metricamente os pares ordenados. Para isto consideramos duas retas, que por conveniéncia
impomos que se intersectem perpendicularmente. A reta horizontal é chamada eixo das abs-
cissas ou eixo dos z e a reta vertical é chamada eixo das ordenadas ou eixo dos y. A intersecao
das retas é chamada origem, a qual associamos o par (0,0) e atribuimos sentidos a estas retas,
que descrevem um plano, chamado plano coordenado.

As quatros regides determinadas no plano por estas retas sio chamadas quadrantes. A repre-
sentacdo de um par ordenado como um ponto do plano ( e reciprocamente), é feita de forma
andloga a do eixo coordenado.

Por exemplo, os seguintes pontos A = (1,2), B = (-2,1),C = (-2,—1), D = (1,-2), tem a
seguinte representa¢do no plano coordenado:

YA
o I A
B o222l 1 :
1 .
1 ]
! . o
2 | LI -
1 0 1 X
1 1 1
ctTTTTEES :
1
2L e maip
Figura 1.4:

Usando o teorema de Pitdgoras podemos definir a distancia entre dois pontos do plano coor-
denado.

Figura 1.5:
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Sejam A = (z1,y1) e B = (22, y2) pontos do plano. A distdncia d entre A e B é:

d(A,B) = /(w2 — x1)2 + (y2 — y1)?

A distancia possui as seguintes propriedades imediatas. Sejam A, B e C pontos do plano,
entao:

1. d(A,B) > 0ed(A, B) = 0seesomentese A= B.
2. d(A, B) = d(B, A).

3. d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).

Exemplo 1.4.

[1] Calcule a distancia entre os pontos A = (2, —3) e B = (-2, 1). Aplicando a férmula:

d(A,B) = /(=2 —2)2 + (1 — (-3))2 = V32.

N - f
N
N
| i 3
2 N
N |
_}\ ‘
N \
N
2 N |
N
N
3 — — — — S
-4
Figura 1.6:

[2] Se a abscissa de um ponto é 4 e sua distancia ao ponto (—2,6) é 10. Determine a ordenada
do ponto.

Denotemos A = (4, y) o ponto em questdo e B = (—2,6). Aplicando a férmula:

0=d(A,B)=+36+(y—6)?2<=y=-2 e y=14
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1.5 Equacdo da Reta

1.5.1 Equacdo Geral da Reta

Sejam P, = (x1,y1) e P» = (x2, y2) dois pontos distintos no plano:

yA

7 IR

Y1

|- = = =\~0
04

<Y

Figura 1.7:

A equacdo da reta que passa pelos pontos P; e P; é:

aa:—i—by—i—c:O‘

ondea =y —y2, b =22 —x1 € c = 21Y2 — 22y1. Veja [TA], [?].

Se a = 0 a reta é horizontal; se b = 0 a reta é vertical. O ponto Py = (x¢, yo) pertence a reta
ax+by+c=0se esomentese axy+byy+c=0.

Exemplo 1.5.

[1] Ache a equagdo da reta que passa pelos pontos P, = (—1,3) e P» = (2, —4).
Nestecaso: a =3 +4=7,b=2+1=3ec= —2;logo,aequagdo é: Tz + 3y — 2 = 0.

Figural.8: Areta7x +3y —2=0.
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[2] Determine k tal que o ponto P = (3, k) pertengaareta3z + 5y — 12 = 0.

O ponto P = (3, k) pertenceareta3z +5y — 12 = 0 se, e somentese 3-3+5- k — 12 = 0; logo,
3

k=—.
5

Figural9: Areta3z + 5y — 12 =0e o ponto P = (3,3/5).

1.5.2 Equaciao Reduzida da Reta

Se uma reta ndo é paralela ao eixo dos y, entdo b # 0. Fazendo:

T2 — I T2 — I

Y2 — Y1 T2Y1 — T1Y2
m = e n=———

obtemos a equacao reduzida da reta:

m é chamado coeficiente angular da reta e n coeficiente linear da reta. E facil ver que a equagio
da reta que passa pelo ponto Py = (2, yo) e tem coeficiente angular m é:

’y—yozm(ﬂf—ﬂﬁo)‘

Exemplo 1.6.

[1] Obtenha a equagdo reduzida da reta que passa pelos pontos P, = (2,1) e P, = (6, 5).

Neste caso: m = 1 e fazemos Py = P, ou Py = P»; entdo,sexg =2eyy = 1,temos,y—z+1 =10
ouy =z — 1.
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Figura 1.10: Aretay = = — 1.

[2] Escreva na forma reduzida a equagdo: 4z +2y + 5 = 0.

5
A forma reduzida é do tipo y = mx + n; entdo, y = —2x — 3

1.5.3 Paralelismo e Perpendicularismo de Retas
Sejam y = m; x + n1 e y = ma x + ng as equagdes de duas retas.

As retas sdo paralelas se, e somente se:

[ = ma

As retas sdo perpendiculares se, e somente se:

’ml-mgz—l‘

Logo, as retas de equagdes a1 = + b1y +c1 = 0e agz + by y + co = 0 sdo perpendiculares, se, e
somente se:

‘CLlCLQ—}—ble:O‘

Exemplo 1.7.

[1] Ache o valor de k tal que as retas:

2+k)z k-2 .
(a)y Sk ley—3x+ ) = 0 sejam paralelas.
(b) ky =2+ k> ey — 1 = 2 kx sejam perpendiculares.

(a) As retas sdo paralelas se os coeficientes angulares sdo iguais; logo,

24k

k=1.
5 & 3=

1 1
(b) As retas sdo perpendiculares se: [%} -[2k%* = —1;donde k = —5
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201

151

051

7(‘1 7(‘) 2 0‘2 D‘,4 X \
_os| ey rys \ o5 10 X

Figura 1.11: As retas dos exemplos (a) e (b), respectivamente.

[2] Determine a reta que passa pelo ponto de intersegdo dasretas 22 —3y+7 =0e 52 +y+9 = 0
e é perpendiculara 2z —y + 1 = 0.

Primeiramente, determinemos o ponto de interse¢do das retas, resolvendo o sistema:

20 —3y= -7
Sr+y=-9.
Obtemos o ponto (—2, 1). A reta que procuramos tem equagdo y = my z+btal que mi-mo = —1,

onde m; = 2 é o coeficiente angular dareta 2z —y+1 = 0; logo, ma = —3 ey = —g +b. Como

a reta passa por (—2, 1), a reta procurada é:

r+2y=0.

Figura 1.12: As retas do exemplo [2].

1.6 Equagdes das Conicas

A equacdo do segundo grau em duas varidveis:

Ar* + Bay+Cy*+Dx+Ey+F =0
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sendo A e C' ndo simultanemente nulas representa, em geral, uma curva no plano chamada
conica, cuja natureza depende dos coeficientes. Denotemos por A = B? — 4 A C, temos:

Se B =0e A = C, aequacdo representa um circulo.

Se A < 0, a equagdo representa uma elipse ou uma circunferéncia.

Se A = 0, a equacgdo representa uma pardbola ou uma reunido de duas retas paralelas.
Se A > 0, a equagao representa uma hipérbole ou duas retas concorrentes.

SeA=C=D=FE=0,B#0eF #0, temos que:
vy =k,

¢ uma hipérbole.

Os outros casos sdo degenerados, os quais incluem pontos e retas.

1.6.1 Forma Normal das Codnicas

Utilizando completamento dos quadrados é possivel obter as chamadas equa¢des normais das
cOnicas.

Forma normal da elipse centrada no ponto (h, k):

(z—h)?  (y—k)?
-t =1

Figura 1.13: Elipses com a > b e a < b, respectivamente.

Em particular, se a = b a equagao representa um circulo centrado em (h, k) de raio a:
(x—h)?+ (y— k)? =d’.

Forma normal das parabolas. As pardbolas de eixo paralelo ao eixo dos z:

Yy =pr+g

De eixo paralelo ao eixo dos y:

> =py+gq
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p#0.

_—
C
~__

Figura 1.14: Parabolas.

Forma normal da hipérbole centrada no ponto (A, k):

(x—h? (y—h? _

ou

(0= h? (= h? _

~_
T

e AN

Figura 1.15: Hipérboles.

Exemplo 1.8.

Diga o que representam as seguintes equacoes:

1422 +y?> —322— 12y + 84 = 0. [5] 22 —y?> -2z —4y —3=0.
2] 22 4+ 9> —2x = 3.
3]9y? — 422 = 36.
41922 —4y%> - 182+ 8y —31=0.

[6]y> —x—1=0.

[
[
[ 2

[ [7]x* —4y —3=0.
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Solugoes:

[1]1A =4, B =0eC =1, entdo A < 0. A equagdo representa uma elipse, pois A # C.
Completando os quadrados:

da+9y? =320 —12y+ 84 =4(x—4)* + (y—6)2 - 16 =0,
logo, a equacdo de uma elipse centrada no ponto (4,6):

(=42 (y—6)> _
R T

[2A=C =1eB = 0,logo, A < 0. A equagdo representa um circulo. Completando os
quadrados:

4y 22 -3=(z—-1)2+y*-4=0

logo:
($_1)2+y2 :47

a equagao de um circulo centrado no ponto (1, 0) e de raio 2.

10

EY 2 3 a E3 6 -2F

Figura 1.16: Desenhos dos exemplos [1] e [2], respectivamente.

[38]Como A= —4,B=0e(C =9, entdo A > 0; logo, temos a equagdo de uma hipérbole ou de

duas retas concorrentes:
2 2 Z/2 z?
9y —42x" =36 <— — — — = 1.
yoose 49
[4] Como A =9, B=0eC = —4,entdo A > 0; logo, temos a equagdo de uma hipérbole ou de

duas retas concorrentes.Completando os quadrados:
922 — 49> 182+ 8y —-31=9(z—1)2—4(y—1)>-36=0
logo, a equagéo representa uma hipérbole:

(-1 (=1 _,
4 9 '
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y Yy

1F

Figura 1.17: Desenhos dos exemplos [3] e [4], respectivamente.

[6]Como A =1, B=0eC = —1,entdo A > 0; logo, temos a equagdo de uma hipérbole ou de
duas retas concorrentes.Completando os quadrados:

x2—y2—2x—4y—3:(x—l)Z—(y+2)2:0.

Logo, (r — 1) = (y + 2)% entdo, y = * — 3 ouy = —x — 1, que representam duas retas
concorrentes.

[6] Como A =B =0e(C =1,entdo A = 0, a equagdo representa uma parabola de eixo paralelo
ao eixo dos .

y y

3+ L
AL
2f / [
i i
- — ; e X / -
\ 1 2 3 a 5 X

Figura 1.18: Desenhos dos exemplos [5] e [6], respectivamente.

[7]Como A =1e B =C =0,entdo A = 0, a equagdo representa uma parabola de eixo paralelo
ao eixo dos y.
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2.0
15
10

05

L L L [ L L L
-3 -2 -1 L 1 2 3 X
-05F

—10b

Figura 1.19: Desenho do exemplo [7].

1.7 Polindmios de uma Varidvel Real
Um polindmio de grau n em uma varidvel real, ¢ denotado e definido como:
P(x)=ao+ a1z + ag P +asad+... ... + an_1 2"+ ap 2™, (1.1)

onde a; € R e a, # 0. Os nimeros reais a; sdo ditos coeficientes do polindmio. O nimero real
ap é dito termo independente do polindmio. O polinémio (1.1) é dito ménico se a,, = 1.

Uma forma conveniente de escrever os polindmios ¢é utilizar o simbolo de somatério, isto é:

n
Zai =aytarr+asxt+azxd+...... +ap_1 2" + a, 2", (1.2)
=0

onde 20 = 1.

O ntimero natural n é dito grau do polinémio (1.1) se é o maior valor tal que o coeficiente a,, # 0
e é denotado por grau(P(x)). Se grau(P(x)) = 0, entdo (1.1) é dito polindmio constante; em
particular , um polindmio é dito nulo se todos os coeficientes de (1.1) sdo nulos.

Se grau(P(z)) = 1, entdo (1.1) é dito polindmio afim; se grau(P(x)) = 2, entdo (1.1) é dito
polinémio quadrético e assim por diante.

Proposicao 1.1. Sejam:
m
P(z) = Zaixi e Qx)= ij z’
, =
polinémios de grau n e m, respectivamente, entio:
(a) P(x) = Q(x) se, e somente se n = m e:
ai:bi, Vi=1l...n=m.

(b) Adicao de polindmios.
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1. Sen > m, entio

(ar + bg) 2k + ampr ™ 4 +a, z".

NE

Pz) + Q) =

B
Il
=)

2. Sem > n, entdo

(ar + bi) zF + bppr ™t 4+ + by ™.

NE

P(r) + Q) =

b
Il
o

(c) Multiplica¢do de polindmios. Seja n > m

n+m k

P(z) Q(z) =Y cpa® onde cp=3 ai-bpy 0<i<n 0<k—i<n
k=0 i=0
Logo:
P(x)'Q(x):(a0'60)+((10‘b1+a1-b0)$+ ...... an‘bm$n+m

ea; =0sei>n,b; =0sej>m.

F imediato que se P(z) e Q(x) sdo polindmios de uma variavel real, entéo:

1. grau(P(z) + Q(x)) < maior{grau(P(x)), grau(Q(z))}.
2. grau(P(z) - Q(x)) = grau(P(z)) + grau(Q(z)).

Exemplo 1.9.

[1] Determine as constantes «, 3, v e § para que os polindmios P(z) = a (z + )3 + B (z + §) e
Q(z) = 2% + 6 2% + 152 + 14 sejam iguais.

Note que P(z) = az3 +3ay2?+ (B+3ar?) 2+ a3+ 35 logo P(x) = Q(z) se, e somente se:

a=1
3ay=6
B+3ay? =15
a3+ 6 = 14,

dondea=1,=3ey=4§=2.

[2] Sejam P(z) = 32° — 2 +r-5eQ(z) = —32° + 62 + 223+ 22 — 2 + 1. Calcule P(z) + Q(z)
e P(z) - Q(x).
Note que grau(P(z) + Q(z)) < 5:

Px)+Qx) =32 —a*+2-5-32°+62" + 223 + 22 —x+1=52" + 223 + 2% — 4.
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Note que grau(P(z) - Q(z)) =5+ 5 = 10:

P) - Qx)=0Ba%—zt+2-5) (=325 +62*+223 + 22 —2+1)
—920 4212 + 27 —72% 4+ 252° — 2921 —92% — 622 + 62— 5.
[3] Determine as constantes A, B e C' tais que:

1 B A Bz +C
B-—24+r—-1 z-1 x24+1

A Bz+C A(@*+1)+(Bz+C)(z—1)

Noteque:x_1+ 21 B Ba— ; entdo:
1 _A@+1)+(Bz+C)(z-1) 2 (A+B)+z(C-B)+A- c
w3 —a2+r—1 3 —z24+x—1 -2 4+x—1

Logo, temos a igualdade de polindmios: 022 +0x+1 = 22 (A+ B) +x (C — B) + A— C, donde:

A+B=0 ) )
C—-B=0 :>A:§,B:C’:—§.
A-C=1
Logo:
1 11 1 x 1

x3—:c2+m—1:§ r—1 2241 22+1)

1.7.1 Raizes de um Polindémio

O namero real 7 é dito raiz do polindmio P(z) se, e somente se, P(rg) = 0. O seguinte resul-
tado é um teorema cldssico em Matematica chamado Teorema Fundamental da Algebra:

Teorema 1.1. Todo polinémio P(z) de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz.

Estas raizes podem ser reais e/ou complexas; simples e/ou multiplas.

Como corolério do teorema temos que todo polindmio P(x) de coeficientes reais pode ser ex-
presso como um produto de fatores lineares e/ou quadréticos.

Naturalmente esta decomposi¢do depende essencialmente do grau de P(x) e da natureza das
raizes. Por exemplo:

1. P(z) = (z — a1) (z — ag)eereeen... (z — an) ou

2. P(z) = (z — )" (2 — by)eveeoo.(z — by) 0U

3. P(z) = (az® + ba +¢) (z — dy).o....(x — d}) OU
4. P(z) = (a2 + bz + o) (x—dy)o(z — dy).

Coroldrio 1.2. Todo polinémio P(x) de grau n > 1 possui n raizes.
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Se r; sdo raizes do polindmio P(x), entdao existem dnicos k;, tais que:
P(x) = an (& —r)" (@ —rg)F2 ... (x — rj)kj

onde k1 + ko +...... + k;j = n. Os nimeros k; sdo ditos multiplicidade da raiz. As raizes
complexas de um polindmio aparecem aos pares, a raiz e sua conjugada. A cada par de raizes
complexas conjugadas aparece na fatoracdo um fator quadratico. De fato, se a +ibe a —ibsdo
raizes, entdo na fatoragdo de P(z) aparecerd (z — a)? + b%. (Verifique!)

Exemplo 1.10.

1] P(z) =22 —3z4+2=(z —2) (z — 1).

2] P(z) =23+ 422 + 50 +2= (v + 1)*(x + 2).
( 3242 —1=(22+1)(z—1).
(

28 + 27 — 925 + 32° — 3301 + 323 — 3522 + 2 — 12 = (22 + 1)® (z — 3) (v + 4).

[3] P(x
[4] P(x

)
)
)
)=

1.7.2 Algoritmo da Divisao de Polindmios

O algoritmo da divisdo de polindmios é completamente andlogo ao da divisdo de nimeros
reais.

Proposicao 1.2. Sejam P(x) e Q(x) polindmios tais que Q(x) é monico; entdo existem tinicos polind-
mios F'(z) e R(x) tais que:

P(z) = Q(z) F(z) + R(z), grau(R(z)) < grauw(Q(z)).
Se R(x) = 0 Vz, dizemos que Q(x) divide P(x). O polindmio R(x) é dito resto da divisdo.

Exemplo 1.11.
[1] Dividir os polindmios P(z) = 2! — 423+ 62% — 4z +2e Q(z) = 2° — 22 — 2.

(a) Escrevemos os polindmios na ordem decrescente de seus expoentes.

2t =423 4627 —4x+2
22— 21— 2.

(b) Obtemos o primeiro termo do quociente dividindo o termo de maior grau de P(x) pelo
termo de maior grau de Q(z): 2* + 2% = 22, A seguir, multiplicamos o termo obtido por Q(z) e
subtraimos esse produto de P(z): P(z) — 2? Q(z) = —2 3 + 822 — 4z + 2. H4 um dispositivo

prético para efetuar a divido:

2

gt — 423 4627 —4x+2:27 22 -2=12 1° termo do quociente

2t — 223 — 242

— 223+ 822 —4x+2
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(c) Se o polindmio obtido da diferenga tem grau maior ou igual ao de Q(z), repetimos o pro-
cesso para a diferenga a partir de (b), ou seja, —2 2% + 22 = —21:

2t =42+ 622 -4 +2:22 22 —-2=2>-22
2t =223 242

— 22+ 822 — 42 +2
— 223 + 4% +4x

Continuando o processo, obteremos finalmente, o quociente 72 — 2z + 4 e resto 10 Logo:

P(z) = Q(z) (z* — 2z + 4) + 10.

[2] Divida os polindmios P(z) = 2% — 22 + 22 — 2 e Q(x) = 2% — 1.
Repetiremos novamente os passos do algoritmo:
(a) Escrevemos os polindmios na ordem decrescente de seus expoentes.
2 — 2?4212
22— 1.
(b) Dividimos o termo de maior grau de P(z) pelo termo de maior grau de Q(z). Obtemos o

primeiro termo do quociente. A seguir, multiplicamos o termo obtido por Q(x) e subtraimos
esse produto de P(z):

2?2?42 -2:2° —1=x 1° termo do quociente
z® —
—2?+3x—2

(c) Se o polindmio obtido da diferenga tem grau maior ou igual ao de Q(z), repetimos o pro-
cesso para a diferenca a partir de (b):

22—’ 420 -2: 22 -1=2-1

z° —x
— 224+ 32-2

—22 41

3r—3 resto

Logo P(z) = Q(z) (x — 1) + 3 (z — 1).
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Se dividimos o polindmio P(z) de grau n por x — ¢, obtemos um polindmio )(z) de graun — 1
tal que R(z) é de grau zero, isto é, constante R, tal que:

P(c) = R..
Esta propriedade é chamada regra de Ruffini.

Exemplo 1.12. Questdo de (FEI-SP)

Calcule as constantes a e b do polindmio P(z) = 23 + 22?2 + ax + b para que P(z) + 1 seja
divisivel por z + 1 e P(x) — 1 seja divisivel por = — 1.

P(z) + 1 divisivel por = + 1, implica em P(—1) + 1 = 0; logo, 2 — a + b = 0. Por outro lado,
P(z) — 1, divisivel por  — 1, implica em P(1) — 1 = 0; logo, 2 + a + b = 0. Entdo, temos o

seguinte sistema:
2—a+b=0
24+a+b=0,

dondeb=—-2ea=0.

Raizes Racionais de um Polin6mio
Considere o polindmio:
Px)=ao+aiz+asa®+azaz®+...... +ap_1 2"+ an 2"

tal que os a; € Z. Se P € Qirredutivel, for raiz de P(z), entdo p divide ag e g divide a,.
q

Exemplo 1.13.

Ache as raizes de:
[1] P(z) =423 - 32+ 1.
Os divisores de 1 sdo =1 e de 4 sdo £1, £2 e £4; as possiveis raizes racionais do polindmio sao:

1 1
+1, j:§ e il Note que P(—1) = 0; logo, dividindo por z + 1, obtemos:

Pl)=(z+1)(4z?—4z+1)=(z+1)2z-1)%
araiz % é dupla.
2] P(z) =32* — 223 — 2122 — 42+ 12.

Os divisores de 12 sdo +1, £2, +3, £4, +6 e +£12; os de 3 sdo *1 e +3; as possiveis raizes

1 2 4
racionais do polindmio sdo: +1, ig' +2, ig' +3, +4, ig' +6 e £12.

2
Note que P(—1) = P(-2) = P(3) = P(g) = 0; logo, efetuando divisdes sucessivas, obtemos:

Pz)=(z+1)(x+2)(x—3)(3z—2).

2
As raizes sdo: —1, -2, 3 e 3.
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1.8 Inequacdes que Envolvem Polin6mios

Neste pardgrafo apresentaremos inequagdes que envolvem polindmios ou combinagdes de po-
lindbmios e que sdo um pouco mais complexas do que as estudadas no inicio do capitulo. O
método de resolucdo, é essencialmente, estudar os sinais da desiguladade numa tabela.

Exemplo 1.14.

[1] Determine a solugdo de: 223 — 222 — 22 —4 > 0

Primeiramente fatoramos o polindémio:
203 222 — 22 —4=(x—2)(22° + 22+ 2);

O polindmio tem uma raiz real. De fato, o polindmio 2 2% + 2z + 2 tem A < 0 e seu coeficiente
principal é positivo; logo, 22% + 2z + 2 > 0, para todo z € R.

20 —22% —22-4>0= (z—-2) (222 +22+2)>0<=2—-2>0.
Logo, o conjunto-solugdo é S = (2, +00).

[2] Determine a solucdo de: z* — 223 — 422 +8x > 0

Primeiramente fatoramos o polinémio:
ot —22% 422 48z =2 (x —2)(x —2) (z +2).
O polindomio tem 4 raizes reais, duas repetidas. Logo:

gt —22% 42482 >0=z(z—-2)(z—2)(z+2) > 0.

Entédo, ou todos os membros da desiguldade sdo positivos ou todos negativos ou com sinais
trocados aos pares:

Polindmio (—00,—2) | (=2,0) | (0,2) | (2,400)
x - - + +
r—2 - - - +
T —2 - - - +
x4+ 2 - + + +
ot —22% —42% + 82 + - + +

Logo, o conjunto-solugdo é S = (—oo0, —2) U (0,2) U (2, +00).

[3] Determine a solugéo de:
B+ 22 —2x

< 0.
T +4
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Primeiramente fatoramos o polinémio:
4?2 =2(x—1)(x+2).
O polindmio tem 3 raizes reais diferentes. Note que = # —4. Logo:

x3+x2—2m<0<:>x(m—l)(:v—|—2)
x+4 T +4

Entdo, ou o numerador é negativo e o denominador é positivo ou vice-versa, lembrando que

x # —4:

< 0.

Polindbmio | (—oo,—4) | (—4,-2) | (—2,0) | (0,1) | (1,400)
x - - - + +
x4+ 2 - - + + +
z—1 - - - - +
x+4 - + + + +
342?22
_ + - + - +
x+4
Logo, o conjunto-solugdo é S = (—4,—-2) U (0, 1).
[4] Determine a solucéo de:
6 2
> .
22 —4x+37 12—4x
Primeiramente fatoramos o polinémio:
2 —4x+3=(x—1)(x—3).
Logo:
6z S 2 — 6x _ 2 5 0 s 13z -1 >0
22 —4x+37 12—-4z 2 —4x+3 12—4z 2(x—3)(z—1) ’

se x # 3 e x # 1. Entdo, ou o numerador e o denominador sdo positivos ou ambos negativos:

Polindémio (—00,1/13) | (1/13,1) | (1,3) | (3,+00)
13z -1 - + + +
z—1 - - + +
x—3 - - - +
6z 2
2 —dz+3  12-4z ) * ) *

1
Logo, o conjunto-solugdo é S = (ﬁ’ 1) U (3, 400).
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1.8.1 Sistemas de Inequacdes de uma Varidvel

Para resolver um sistema de inequagdes resolvemos, em separado cada inequagdo do sistema
determinando seus respectivos conjuntos-solugdo. Finalmente, o conjunto-solugdo do sistema
é a intersec¢do de todos os conjuntos-solugdo achados.

Exemplo 1.15.

[1] Determine a solugdo do sistema:

=222 +52> 10
20 +3<4x-—05.

Resolvamos, primeiramente, a inequagao: 23 — 222 + 52 > 10. Fatoremos o polindmio:
23 —22%+ 52— 10 = (x — 2) (22 + 5), 0 polindmio s6 tem uma raiz real; logo:

2 =22 +52>10 =2 —-2>0.
E o conjunto-solugdo é S; = (2, c0). Por outro lado, resolvemos:
20+3<4x—-5<=zx—-4>0
que tem como conjunto-solugdo S> = [4, +00). Finalmente, o conjunto-solugdo do sistema é:

S=5N8 = [4,+OO).

[2] Determine a solugédo do sistema:

22 —4
>0
3—x

24z —-3) <9z —2.

Resolvamos, primeiramente, a inequacgao:

x2—4

0.
3—=x -

Paraz # 3ex? —4 = (x — 2) (z + 2), temos:

Polindémio | (—o0,—2) | (=2,2) | (2,3) | (3,+00)
T —2 - - + +
x4+ 2 - + + +
3—x + + + -

Sistema + - + -

Logo, o conjunto-solugdo é S; = (—oo, —2) U (2, 3). Por outro lado, resolvemos:
24z —-3)<9r—-2<=x+4>0
que tem como conjunto-solugdo Sz = [—4, +00). Finalmente, o conjunto-solugdo do sistema é:

S=5N8=[-4,-2)U(2,3).
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1.9 Inequagdes no Plano

Consideremos curvas e/ou retas, no plano, que sejam definidas pela equacao:
F(z,y) =0.
Definamos os seguintes subconjuntos do plano:

Ay ={(z,y) / F(z,y) = 0}
Ay = {(z,y) / F(z,y) > 0}
Az =A{(z,y)/ F(z,y) < 0}.

Estes subconjuntos tem as seguintes propriedades:
AiNAsNAs=0 e A1UA2UA3:R2.

Isto é, um ponto do plano pertence a um e somente um desses subconjuntos. Estes subconjun-
tos sdo chamados regides do plano.

Exemplo 1.16.
[1] Seja F(x,y) = x +y — 2. A reta x + y = 2 divide o plano em:
Ay ={(wy) /oty =2} = {(@.y) [y =2 — =}

Ay ={(z,y) [z +y>2}={(z,y) /y >2—x}
As={(z,y) /v +y <2} ={(z,y) /y <2 -z}

Note que o ponto (1,1) € A;;(3,2) € Az e (0,0) € As.

al

3L

Figura 1.20: Regides do exemplo [1].

[2] Seja F(x,y) = 2% + y* — 1, entdo o circulo x2 + y? = 1 divide o plano em:
Ar={(z,y) /2® +y* =1}
Ay = {(z,y) /2® +y* > 1}
Az ={(z,y) /2® +y* < 1}.
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11
Note que o ponto (0,1) € A;; (1,1) € Az e (5, 5) € As.

Figura 1.21: Regides do exemplo [2].

Em geral, toda curva separa o plano em 3 regides A;, As e As.

Por exemplo, se F(z,y) = 0 representa uma reta no plano, entdo os subsconjuntos A, e A3 sdo
ditos semi-planos.

Logo, os pontos do plano que sdo solugdo de um inequagdo no plano, determinam uma regido
no plano.

Exemplo 1.17.

[1] Esboce a regido determinada pelos pontos que sdo solucao de: z —y < 0.

x —y < 0 se, e somente se y > x, para todo x € R. Os pontos que sdo solucdo da inequacdo
determinam uma regido acima da reta y = x.

Figura 1.22: Regido do exemplo [1].
[2] Esboce a regido determinada pelos pontos que sdo solucdo de: z2 +y* — 22 — 2y + 1 > 0.
Completando os quadrados:

Py’ 22 -2y +1=(x—-1)*+(y -1 -1;
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logo, (z — 1)? + (y — 1)2 = 1 é a equagdo de um circulo centrado em (1, 1) e raio 1. Os pontos
que sdo solugdo da inequacdo determinam uma regido fora do circulo (z — 1)2 + (y — 1)? = 1.

Figura 1.23: Regido do exemplo [2].

[3] Esboce a regido determinada pelos pontos que sdo solugdo de:
Tyt
r+y+2

rT—y—+2
Y > 0 se, e somente se:

Note que —————
d r+y+2

r—y+2>20 e xz+y+2>0 ou xz—y+2<0 e z+y+2<0.

Sex—y+2>0ex+y+2>0entdo, 22— <y <zxr+2talquez > -2
Sex—y+2<0ex+y+2<0entdo, 2+ 2 <y < —-2—ztalquezr < -2

4k

Figura 1.24: Regido do exemplo [3].

[4] Esboce a regido determinada pelos pontos que sdo solucao de: |z + y| < 2.

|z + y| < 2 éequivalente a —2 < z + y < 2;logo, temos —2 —z < y < 2 — z, para todoz € R.
Isto é, a regido delimitada entre asretas y = —x —2ey =2 — z.
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-2

Figura 1.25: Regido do exemplo [4].

1.9.1 Sistemas de Inequacdes no Plano

Seja um sistema com n inequagdes. O método para determinar a regido do plano que representa
a solugdo do sistema, consiste em determinar n regides do plano, uma para cada inequagéo.
Finalmente, fazemos a intersec¢do das n regides obtidas.

Exemplo 1.18.
[1] Esboce a regido determinada pelos pontos que sdo solugdo do sistema:

T+y>2
—2x+y<1
—r+2y > 3.

Esbocemos asretasy = —x+2,y=2x+1e2y=2—3

4l

Figura 1.26: As retas y = —z + 2 (azul), y = 2z + 1(vermelho) e 2y = = — 3 (verde).

A regido R; determinada por x +y > 2 é o conjunto dos pontos que ficam estritamente acima
dareta y = —x + 2. A regido Ry determinada por —2x + y < 1 é o conjunto dos pontos que
ficam abaixo daretay =2z + 1.
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- - 7 ' 2\
1

2L

Figura 1.27: Graficos das regides R e Ry, respectivamente.

A regido R3 determinada por —z + 2y > —3 e o conjunto dos pontos que ficam acima da reta
2y=x—3:

Figura 1.28: regido R3.

Finalmente a regido que é solugdo do sistema é R = Ry N Ry N R3:

a4t

Figura 1.29: regido R.
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[2] Esboce a regido determinada pelos pontos que sdo solugdo do sistema:
z? +y? <25
{x2+y2 — 122420 > 0.
x? + 3% = 25 é um circulo de raio 5, centrado na origem e:
22 4+92—1224+20=(z—-6)2+4> - 16 =0

é um circulo de raio 4 centrado no ponto (6,0). Logo, os pontos que sdo solugdo do sistemas,
sd0 os que estdo fora do circulo (z — 6)? + y? = 16 e dentro do circulo z? + y? = 25:

Figura 1.30: Regido do exemplo [5].

1.10 Aplicacoes das Inequacdes
A seguir apresentaremos alguns exemplos de inequagdes aplicados a Economia:

Exemplo 1.19.

[1] Uma empresa produz x unidades de um certo produto a um prego, em doélares, dado por
22 — 200 x + 1200. Quantas unidades do produto podem ser fabricadas com um orcamento de
5600 dolares?

Devemos verificar quando 22 — 200 x + 1200 < 5600; isto é, resolver 22 — 200 z — 4400 < 0, que
é equivalente a:
(x+20) (z — 220) < 0 <= —20 < z < 220.

Logo, podem ser produzidas no maximo 220 unidades.
[2] Uma empresa produz dois tipos de produtos obtendo um lucro de 10 délares pelo primeiro

e 20 ddlares pelo segundo. Quantas unidades de cada produto deve produzir para obter um
lucro acima de 10000 délares?

Sejam a e b os produtos, = e y as unidades produzidas de cada produto, respectivamente. Logo,
o lucro serd dado por 10 z 4 20 y; entdo, devemos resolver:

102 + 20y > 10000 <= y > 500 — g
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Entdo, se x é a quantidade de produtos do tipo a e y é a quantidade de produtos b, entdo y deve

. . x
ser estritamente superior a 500 — 3

500
400

300

100 -

Figura 1.31: Regido do exemplo [2].

[3] Um investidor dispde de 3000000 dolares para investimentos. Se aplica 1000000 délares
num investimento que paga % de juros mensal e o restante do montante o aplica num outro
investimento que paga o dobro do primeiro, que condigdes deve ter a taxa de juros x para que
o investidor obtenha ganhos maiores que 90000 ddlares?

Como z é o percentual dos juros, temos que os ganhos do investidor é:

2z
2000000 | —
|+ 2000000 [ 5|

T

1000000
| 100

Como o investidor deseja ganhar mais que 90000 délares, devemos resolver:

2z

100 > 90000 <= 50000 = > 90000 <= x > 1.8%.

T
1000000 | | + 2000000

[4] Uma empresa produz dois tipos de produtos. Para produzir o primeiro necessita 20 uni-
dades de uma certa matéria prima e 6 unidades de mao de obra e para produzir o segundo
necessita 10 unidades da mesma matéria prima do primeiro produto e 8 de mao de obra. A
empresa tem um dep6sito com 400 unidades da matéria prima e 180 de mao de obra. Repre-
sente graficamente as possibilidades de producdo da empresa.

Denotemos por x o nimero de unidades produzidas do primeiro produto e por y o ntimero
de unidades produzidas do segundo produto; tendo em conta que existem 400 unidades de
matéria prima:

10z + 5y < 200.

Por outro lado, a mao de obra é de 180:
6x+8y <180

Lembrando que z > 0 e y > 0. Logo, devemos estudar o sistema:

20x + 10y < 400
6x+ 8y < 180,
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que é equivalente a:

y<2(20 - )
_3(30-2)
vy ——

Como z > 0 ey > 0, o conjunto-solugado corresponde aos pontos que estdo na intersegdo dos
quatro semi-planos.

y <2(20—x)
_3(30—2)

y="""3

z>0

y>0

, . . .
5 10 15 2 25 30

Figura 1.32: Regido do exemplo [3].
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1.11 Exercicios

1. Determine os valores de x tais que:

(@ Va2 =z @ |z+1] =z -1
b) V@ -1)2=2-1 (f) |z -1 =[22 -1
(© Va2 -2z +1=1-x (g |z| =]z +7|

d) Vai =22 (h) |z —12=|2z+1]

2. Verifique se é verdadeiro ou falso, dando um exemplo no caso de a resposta ser falso:

(@) Paratodoz,yez: |zt +y+z| = |z|+ |y| + |2 e

(b) Paratodo zey: |x — y| < |z| — |y|.

3. Marque os seguintes pontos no plano coordenado e calcule a distancia entre eles:

@) (4,5); (=4,-9) 6 (=m,3); (3,7)
(b) (0,6); (=3,-6) (€ (=5,9); (4,-7)
(© (=2,-3); (=8,-6) (h) (=1,-10); (10,2)
d 5,7); (=4,3) (i) (=4,5); (=4,9)
(€ (v2,1); (0,1) G) (v225,3); (15,V3)

4. Utilize a férmula da distancia para verificar que os pontos (-2, 1), (2, 2), (10, 4) sdo coli-
neares.

5. Utilize a férmula da distancia para verificar que os comprimentos das diagonais de um
retangulo sdo iguais.

6. Verificar que os seguintes pontos: (3,—3), (=3,3) e (3v/3,31/3) sdo os vértices de um
triangulo equilatero.

7. Determine os pontos equidistantes dos pontos (0, —2) e (6,4).

8. Verifique que a distancia do ponto (zo,yo) a reta ax + by +c=0¢

lazo + byo + ¢|
Vaz £

9. Determine a distancia entre as retas 4z + 3y + 12 =0e 4z + 3y — 38 = 0.

10. Ache a equagdo da reta que passa pelos pontos:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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(@ P =(3,1); P=(52) d P =(1,-1); P=(-11)
(b) Plz(lvg); P2:(2a5) (e) P1:(273); P2:(477)
(C) P = (_573); Py = (O¢4) (f) P = (17 1); Py = (_17_1)

Obtenha a equacado da reta paralela a reta 2z + 3y + 1 = 0 e que passa pelo ponto
P =(5-2).

Ache a equacdo da reta perpendicular a reta 22 + 5y — 1 = 0 e que passa pelo ponto

P=(1,1).
Verifique que asretas 2z +3y = 1e 62 — 4y — 1 = 0 sdo perpendiculares.

Determine a natureza das curvas representadas pelas seguintes equagdes:

(@) 3y — 22— 12y +12=10 (h) 2% 4 9%+ 162 + 16y + 64 = 0.
(b) 1622 — 9y% = —144 (i) 522+ 252 +10y2 -5=0

() 2> +y?> 22 —8=0 G) 22 +8x+ —y? +3y =0.

(d) 222 +4x+3y—4=0 k) 22+ —4x—4y=0

(e) 922 4+ 4y?> — 18z — 16y — 11 =0 (1) 22 +y?>— 18z — 14y + 130 = 0.
(f) 922 — 169> — 362 — 32y — 124 =0 (m) 22+ 9> +8x+ 10y +40=0
(g) 9% + 16y*> =25 (n) 422 +4y>+ 122 — 32y = —37.

Dada areta y = x + k e o circulo 22 + y? = 9, determine k tal que:

(a) sejam secantes;

(b) sejam tangentes.

Para que valores de k a reta y = k x é tangente ao circulo 2% + y? — 20y + 36 = 0?

Determine as constantes A, B e C' tais que:

2x+1 A B

(@) 1—22 1+x+1—a:'

1 A B

(b) (x+2)(2z+1) :x+2+2x+1'

()

1 A B c
(

(r+2) xz—l)_ﬂc+2+x+1+x—1'
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18. Determine o quociente e o resto das divisdes:
(@32* —522 +6x+1+22 -3z +4.
b)52° —423 —22+1+z+1.
(Qaz't—1+z+1.

(d)2® +122* + 322 — 16 - 22 + 32 — 4.

(e —3224+2x+1 =22 -2+ 1.

19. Determine as constantes a e b de modo que o polinomio P(x) seja divisivel por Q(x),
onde:

(@ P(x) =232 +ar+bQ(x) =22 -2z +4.
(b) P(z) =62 — 723 +az?>+32+2,Q(x) =2 —z +b.
() P(x) =82® —1022 +az +b,Q(z) =222 — 3z + 2.

(d) P(z) =323 +ax?> —Ta+b,Q(x) =22 — 5z + 1.

20. Determine as raizes racionais dos polinomios:
(@) P(z) =102% — 2725 — 1202* + 12022 + 272 — 10
(b) P(x) =22° —32* — 1423 + 3822 -8z — 15
(c) P(z) =32° —22* — 32 +2

(d) P(x) =23 - 622+ 112 -6
21. Verifique a regra de Ruffini: O resto da divisdo de P(x) por z — c é P(c).

22. Sea + Vb, coma € Zeb € N é uma raiz irracional do polinomio P(z) de coeficientes
racionais, verifique que a — v/b também é uma raiz do polindmio.

23. Resolva a equagao 3 22 =523 —T22+32x+2=0,se 1+ +/2éuma das raizes.

24. Ache a solucdo das seguintes desigualdades e represente no eixo coordenado o conjunto

solucdo:

(@ z*—22<0 ) |z =5 < |z+1|
(b)xz—22x (g) 422 +10x—-6<0
(© 2" +z>2 M) - 1P <[22 +1]

(d) (z—5)*(z+10) <0 3z-5
(e) [x+2] <1 (@) 2x+4>1
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G) o? = 1je+1] >0

k) 222 -2<2%? -2z

D) |z—=1]+ |z —2|>|10x — 1]
(m) 22 -T2 +8> (z —6)2

M) |22 —z—1|<2

25. Determine o conjunto-solugédo de:

3r—2<=x
(a)
6r—4>3—=x

z+3<5
(b){
z+3<2zx

3
5x+1§§+5

2(x+3) >

26. Esboce as regides determinadas por:

@ z—2y—3>0
(b) 2 +y>5

(c) 22 — 3y < —1

27. Esboce as regides da solugdo de:

20—y <3
(a)
r+y<3

T+y<2
(b){
29 -2z >4

CAPITULO 1. INTRODUCAO

|22 — 52 + 4

<1
27— 4]

(0)

v 2|
2

(q |lz+ 1+ |z+2[>[10x -1

() ? — 1 < Jo — 1)

P [z —1[+]z+2[ =

5r—3<6+4+22x
(d)
3—2x >4

© {3x—15<:1c—5

2—x>6

z+3>0
® 9 ,
+x—2<0

(d) 3z —2y <13
r+y
— <0
(©) r—2y+3 <

(f) 2> +9y?> —22 -2y +1>0

(2 +y <120
3y—x <0
x <100
y < 100

(©

z+y>2
d) ¢ 2z+y<1
—x+2y>-3

28. Se a soma de 3 ntimeros naturais consecutivos é menor que 12, quais sdo os possiveis

numeros?
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29.

30.

31.
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Um caminhdo suporta uma carga maxima de 12 toneladas e deve transportar dois volu-
mes de igual peso. Qual serd a variagdo do peso dos volumes se o caminhdo ja tem uma
carga de 4 toneladas?

. 300 . .
Se sdo compradas = unidades de um certo produto a um preco de — + 3 reais, qual é o
nimero de unidades que devem ser vendidas para que as vendas ultrapassem 6000 reais?

Uma empresa pode vender um produto por 720 d6lares a unidade. Se 2% + 360 z + 1000
é a lei para produzir  unidades por més, determine quando a empresa tem perdas para
produzir tal produto.
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Capitulo 2

FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL

2.1 Defini¢des e Exemplos
Neste capitulo estudaremos uma das no¢des fundamentais da Matematica, o conceito de fun-
¢do. Uma funcdo de uma varidvel real é uma regra que descreve como uma quantidade é

determinada por outra quantidade, de maneira tinica. Existem vérias alternativas para definir
formalmente uma fungdo. Escolhemos a seguinte:

Definicdo 2.1. Sejam A, B C R. Uma fungio f definida em A e com valores em B é uma regra que
associa a cada elemento x € A um tnico elemento y € B.

As notagdes usuais sdo: f : A — Btal quey = f(x) ou

f:A— B
x — f(z).

O ntimero x é chamado variavel independente da fungdo e y variavel dependente da funcao.

Exemplo 2.1.

[1] A seguinte tabela, que mostra a vazdo semanal de 4gua de uma represa, representa uma
funcao:

Dia 1 2 3 4 5 6 7
m3/seg 360 510 870 870 950 497 510

De fato, a tabela representa uma fungéao, pois a cada dia fica associada uma tinica quantidade de
vazdo. Note que, possivelmente, ndo existe uma férmula matemadtica para expressar a funcado
do exemplo, mas, a defini¢do de funcdo ¢ satisfeita.

[2] Foi feita uma pesquisa de precos (em R$) de produtos da cesta basica em trés supermercados

49
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de um determinado bairro, obtendo-se a seguinte tabela:

Produto Sup. A Sup. B Sup. C
1 2.6 2.9 2.52
2 0.96 0.94 1.0
3 1.78 1.5 1.6
4 1.23 1.45 1.36
5 3.2 3.0 2.95
6 4.07 3.96 4.2
7 2.3 2.62 2.5

Esta tabela ndo representa uma funcéo, pois a cada produto corresponde mais de um preco.
[3] Uma pequena empresa de servico postal cobra 10 reais pelo primeiro quilo de correspondén-

cia e 4 reais por cada quilo adicional; se a capacidade méxima de cada envio de correpondéncia
é de 4 quilos, a seguinte fung¢do representa o custo de entrega da correspondéncia:

f(x)

[4] A populacdo P de um pais, em milhdes é funcdo do tempo ¢, em anos. Na seguinte tabela
temos a estimativa de populagdo P no tempo ¢:

Como a cada valor de ¢ existe um tinico valor de P(t), temos que P = P(t) é uma fungao.

[6] Um tanque para estocagem de oxigénio liquido num hospital deve ter a forma de um cilin-
dro circular reto de 8 m (m =metros) de altura, com um hemisfério em cada extremidade. O

se
se
se
se

O<xr<1
l<x <2
2<x<3

3<x<A4.

Ano | Populagdo
2000 5
2003 5.3
2006 5.6
2008 6.1
2009 6.2

volume do tanque é descrito em fungdo do raio .

Figura 2.1: Tanque de raio r.
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3

. . . . 4rem
O volume do cilindro é 8 72 7 m3 e o dos dois hemisférios é m3; logo, o volume total é:

472 6
Vir)= 4ri(r+6)m m3.
3
. j 287 4
Por exemplo, se o raio for 7 = 1m, o volume é V(1) = — ™

[6] Temos 1000 metros de arame para fazer um curral de formato retangular. Podemos escrever
a area do curral em fung¢do de um dos lados. De fato, se = e y sdo os lados do curral, seu
perimetro é 2 (z + y) = 1000 e a area do retangulo é A = z y; logo:

A(x) = z (500 — z) = 500 x — 22,
[7] Considere A = R e f a regra que associa a cada ntimero real z € A, o seu cubo, isto é:
y = f(z) =2

Por exemplo, a0 ntimero —1 associamos o ntimero f(—1) = (—1)? = —1; ao ntimero 2 associa-
mos o nimero f(2) = (2)3 = 8; ao ntimero v/2 associamos o ntimero f(1/2) = 2v/2, a0 ntimero
t* + 1 associamos o namero f(t* + 1) = (t* + 1)3, etc.

x f(z) =2?

-1 (-1)3=-1

2 (23 =8

V2 (V2)? =2v2

t 3

th+1 (t* +1)3

/4 +—3/4

% m1/2

= 4vVE+1)° | (P —aVt+ 1)

[8] Seja A = [0, +00) e f aregra que associa a cada niimero real > 0 sua raiz quadrada, isto é:
y = f(x) = /. Por exemplo, a0 ndmero 0 associamos o nimero f(0) = +/0 = 0; ao ntimero t*
associamos o nimero f(t4) = V/t4 = ¢? e ao ntimero —4 nio podemos associar nenhum niimero
real, pois, v/—4 ndo é um ntimero real.

x f(z) =V

0 0

2 V2

4 2

-4 indefinido

4 t2

tt+1 t+1

Im ¥m
+4Vt+D0 | (1 +4aVi+1)P
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[9] Seja A = R e f a seguinte fungdo :

f(a:):{wj se <2

z° se x> 2.

Ao ntmero —1 associamos o ndmero f(—1) = (—1)? = 1; ao ntimero 2 associamos 0 nimero
f(2) = 23 = 8; a0 ntimero /2 associamos o nimero f(v/2) = (v/2)? = 2, etc.

x 0 -1 3 2 | V3 V5
fl@) | 0| (-12=1 | (-3?=9 | (2)°=8 3 | 5V5

[10] Seja A = R e f a seguinte funcéo :

(@) 1 se z€Q@Q
xr =
-1 se z¢Q.
Por exemplo, ao niimero —1 associamos o namero f (=1) = 1; ao nimero 2 associamos 0
ntimero f(2) = 1; ao ntimero v/2 associamos o ntimero f(v/2) = —1, pois v/2 é irracional;

fm)=-1f(2) =1

T 0 -1 2 e V3 V5
f(x) 1 1 1 -1 -1 -1

Nos exemplos [5], [6], [7] e [8] as fungdes sdo definidas por férmulas (que fornecem y quando
sdo atribuidos valores a z). Nos exemplos [9] e [10], as fun¢des ndo sdo dadas por uma férmula,
mas, a defini¢do de funcao é satisfeita.

Em geral, nem todas as fun¢des sdo necessariamente, definidas de maneira explicita. Por exem-
plo:

[11] Se, durante o verdo de 2012, no Rio de Janeiro, registrassemos a temperatura méxima
ocorrida em cada dia, obteriamos uma fung¢éo. De fato, a cada dia, esta associado uma tnica
temperatura maxima, isto é, a temperatura é fun¢do do dia. Embora ndo exista uma férmula
explicita para expressar a fun¢do do exemplo, a defini¢do de fungao é satisfeita.

Em geral, a maioria das fun¢des usadas nas aplicagdes sdo dadas por férmulas ou equagdes.
Mas é preciso ter um pouco de cuidado, pois nem toda equagdo de duas varidveis define uma
fungdo. Por exemplo, a equagdo y* = x ndo define uma fungdo, pois para = 1 temos dois
valores para y, a saber: y = +1; mas y?> = z d4 origem a duas fungdes: y = fi(z) = VT e

y = fa(z) = =z

Podemos imaginar uma fun¢do como uma méquina que utiliza uma certa matéria prima (input)
para elaborar algum produto final (output) e o conjunto dos nlimeros reais como um depdsito
de matérias primas. Fica evidente que é fundamental determinar, exatamente, neste depésito,
qual matéria prima faz funcionar nossa maquina; caso contrdrio, com certeza, a estragaremos.
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 m—" ——1(x)

Figura 2.2:

Esta analogia nos leva as seguintes defini¢des:
Definicio 2.2.

1. O conjunto de todos os x € R que satisfazem a definigdo de fungio é chamado dominio da funcdo
[ e é denotado por Dom(f).

2. O conjunto de todos os y € R tais que y = f(x), onde v € Dom(f) é chamado imagem da
funcio f e é denotado por Im(f).

E claro que Dom(f) C R, Im(f) C R, e que Dom(f) é o conjunto dos valores da variavel in-
dependente para os quais f é definida; Im(f) é o conjunto dos valores da varidvel dependente
calculados a partir dos elementos do dominio.

Duas fungoes f e g sdo ditas idénticas se tem o mesmo dominio D e f(z) = g(z), para todo
z € D; por exemplo as fungdes f(x) = 22, z > 0 e g(z) = 22,z € R sdo diferentes pois seus
dominios sdo diferentes.

Antes de ver alguns exemplos, voltamos a insistir que para estudar qualquer fungéo, devemos
sempre determinar os conjuntos Dom/(f) e Im(f).

Exemplo 2.2.

[1] A &rea de qualquer circulo é fungdo de seu raio.

De fato, se o raio do circulo é denotado por r > 0, entdo, a drea é A(r) =« r2; logo,
Dom(A) = Im(A) = (0,+0c0).

Um circulo de raio igual a 5u.c., tem drea A(5) = 25 7 u.a; um circulo de raio igual a 300 u.c.,

tem drea A(300) = 90000 7 u.a. (u.c.=unidades de comprimento) e (u.a.=unidades de érea).
[2] Considere a funcdo y = f(x) = z2.

E claro que ndo existem restri¢des para o ntiimero real z; logo, temos que:
Dom(f) =R

ey = x? > 0, para todo = € R; entdao Im(f) C [0, +00). Como todo ntimero real ndo negativo
possui raiz quadrada real; entdo:
Im(f)=1[0,4+00).

[3] Considere a fungdo y = f(z) = /.
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Uma raiz quadrada existe somente se z > 0; entao:
Dom(f) = [0, +00).
Como todo ntimero real = > 0 possui raiz quadrada:
Im(f)=1[0,+00).
[4] Considere a fungdo y = f(z) = Va2 — 1.
Como no caso anteriot, m existe somente se 22 — 1 > 0; resolvendo a inequac;éo temos:
Dom(f) = (—o0,—1]U[1,400) e, novamente, temos: Im(f) = [0, 400).

1
[5] Considere a fungdo y = f(z) = -

E claro que f é definida se e somente se = # 0; logo temos que:
Dom(f) = R — {0} = (~00,0) U (0, +00);
por outro lado, uma fracdo é nula se e somente se o numerador é nulo; entao

Im(f) = & - {0}.

1

[6] Considere a funcdo y = f(z) = — .
x4 —1

Como no caso anterior o denominador da fra¢do nao pode ser nulo; logo 2 —1 =# 0; entdo,
r#+le:
Dom(f)=R—{-1,1}; Im(f)=R—{0}.

[7] Considere a funcdo y = f(x) = /x.

Como a raiz ctibica de um niimero positivo ou negativo é positiva ou negativa,

Dom(f) =Im(f)=R.
[8] Considere a funcdo y = f(x) = vz + Va2 — 1.
A funcdo é definida se z > 0 e 22 —1 > 0 simultaneamente. Resolvendo as inequagdes, obtemos
x > 1; logo,
Dom(f) = [1,400) e Im(f) = (0,+0c).

Agora que determinamos nos exemplos os dominios e imagens das fung¢des, podemos avaliar,
sem perigo, estas fungoes.

[9] Se f(z) = /z, entdo f(5) = /5, f(7) = /T e f(x® + 1) = VaZ + 1, pois 22 + 1 é sempre
positivo.

1

_ 1 Ly _ 4 _
[10] Se g(z) = x,calculamos g(t) =t set#0eg(x*+4)= S
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2.2 Grificos de Fungoes

A representagdo geométrica de uma fungdo de uma variavel real é dada por seu grafico no
plano coordenado zy.

Definicdo 2.3. O grdfico de uma fungdo y = f(z) é o sequinte subconjunto do plano:

(G(f) = {(=, f(x))/x € Dom(f)}|

Geometricamente G(f) é, em geral, uma curva no plano. Nos exemplos [1], [2] e [4] da segdo
2.1, G(f) ndo é uma curva. Nos casos em que G(f) é uma curva, intuitivamente podemos
pensar que os conjuntos Dom(f) e Im(f) representam a “largura” e “altura” maxima da curva,
respectivamente. Inicialmente, a construgdo dos graficos sera realizada fazendo uma tabela,
onde as entradas da tabela sdo os elementos do dominio e as saidas, as respectivas imagens.

Figura 2.3: Grafico de uma funcéo.

Este processo é demorado e ineficiente e serd abandonado nos capitulos seguintes, quando
serdo dadas técnicas mais eficientes para fazer o gréfico. E importante ndo confundir a funcao
com seu grafico, pois o grafico é um subconjunto do plano.

Exemplo 2.3.

[1] Esboce o gréfico da fungdo dada pela seguinte tabela, que mostra a vazao semanal de dgua
de uma represa:

Dia mg/seg
360
510
870
870
950
497
510

N OO W N
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O grafico desta fungdo ndo representa uma curva. A primeira coluna da tabela representa a
abscissa e a segunda coluna as respectivas ordenadas; logo, obtemos:

1006

606

400

200

1 3 4 5 6

Figura 2.4: Grafico da vazao semanal de 4gua da represa.

[2] Esboce o gréfico da fungdo f(z) = x2. Note que Dom(f) = R e Im(f) = [0,c). Fazendo a
tabela:

x fla) =a?
0 0
+1/4 1/16
+1/3 1/9
+1/2 1/4
+1 1
+2 4
+3 9

2 >0 para todo z € R, os pontos de abscissas = e —x tem a mesma ordenada y = z2. Logo,
o grafico de f fica situado no primeiro e segundo quadrantes. Observando a tabela, conclui-se
que se o valor de |z| aumenta, os valores da correspondente ordenada aumentam mais rapi-
damente. Se os valores de |z| aproximam-se a zero, os valores correspondentes da ordenada
aproximam-se mais rapidamente de zero.

\ /
NIy
N/

N

-1.0 -0.5 05 1.0

Figura 2.5: Gréfico de f(x) = 2.
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[3] Esboce o gréfico da fungéo f(z) = 3. Note que Dom/(f) = Im(f) = R. Fazendo a tabela:

x fla)=a®
0 0
+1/4 +1/64
+1/3 +1/27
+1/2 +1/8
+1 +1
+2 +8

Sex > 0,entdoy > 0 esex < 0, entdo y < 0. Logo, o gréfico estd situado no primeiro e terceiro
quadrantes. Observando a tabela, vemos que quando = > 0 e x cresce, os valores correspon-
dentes da ordenada y também crescem e mais rapidamente. Quando =z < 0 e x decresce, os
valores correspondentes da ordenada y decrescem e mais rapidamente. O grafico de f é:

/

/

Figura 2.6: Gréfico de f(x) = 23.

[4] Esboce o grafico da fungdo f(z) = 1. Note que Dom(f) = Im(f) = R — {0}. Fazendo a
tabela:

1
x fla) =~
+1/100 +100
+1/4 +4
+1/3 +3
+1/2 +2
+1 +1

+2 +1/2

+3 +1/3

Sez > 0,entdoy > 0esex < 0, entdo y < 0. Logo, o grafico estd situado no primeiro e terceiro
quadrantes. Observando a tabela, vemos que quando x > 0 e x cresce, os valores correspon-
dentes da ordenada y aproximam-se de zero e a medida que = aproxima-se de zero, os valores
correspondentes da ordenada y aumentam muito. Quando = < 0 e = cresce, os valores corres-
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pondentes da ordenada y decrescem e a medida que x decresce, os valores correspondentes da
ordenada y aproximam-se de zero. O grafico de f é:

[5] Esboce o grafico da seguinte func¢do : f(z) = { « se —-—<zr<-=

\

Figura 2.8: Grafico de f(x) do exemplo [5].

[6] Determine a funcédo f cujo grafico é:
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25

—

Figura 2.9:

Claramente, f(z) = 0 se x < 1 e x > 3. Determinemos os segmentos de reta que ligam os
pontos (1,0) e (2,2), (2,2) e (3,0), respectivamente. A equacdo da reta que passa por (1,0) e
(2,2) éy =2(x —1). A equagdo da reta que passa por (2,2) e (3,0) é y = —2 (z — 3); entdo:

0 se <1

2(x—1) se 1<zx<2

—2(x—3) se 2<x<3

0 se 3<x

fz) =

[7] Uma pequena empresa de servigo postal cobra 10 reais pelo primeiro quilo de correspondén-
cia e 4 reais por cada quilo adicional; se a capacidade méxima de cada envio de correpondéncia
é de 4 quilos, a seguinte fung¢do representa o custo de entrega da correspondéncia:

10 se O<zx<1
14 se 1<ax<2
18 se 2<z<3
22 se 3<xz<A4.

fz) =

Claramente a fungdo é constante e igual a 10 no intervalo (0, 1], a 14 no intervalo (1, 2], a 18 no
intervalo (2, 3] e 22 no intervalo (3, 4], entdo:

22+

18-

14+

L 2 3 4

Figura 2.10:
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Observacgio 2.1.

Os grdficos de f(z) + ¢, f(x +¢), c f(x) e f(cz) (¢ € R) podem ser obtidos diretamente do grdfico de
f(z). De fato.

1. O grdfico de g(x) = f(z + ¢) pode ser obtido a partir do grdfico de f transladando-o ao longo do
eixo dos x em c unidades para a esquerda se ¢ > 0, ou transladando-o ao longo do eixo dos x em ¢
unidades para a direita se ¢ < 0.

2. O grifico de g(x) = f(x) + ¢, ¢ € R pode ser obtido do grdfico de f transladando-o ao longo do
eixo dos y em c unidades para cima se ¢ > 0 ou ¢ unidades para baixo se ¢ < 0.

3. O grdfico de g(x) = c f(x), ¢ > 1 pode ser obtido "esticando-se”o grdfico de f verticalmente pelo

fator c.

4. Ogrificode g(z) = f(cx), ¢ > 1 pode ser obtido "comprimindo-se”o grdfico de f horizontalmente
pelo fator c.

5. O grifico de g(x) = ¢ f(z), 0 < ¢ < 1 pode ser obtido "comprimindo-se”o grdfico de f vertical-
mente pelo fator c.

6. O grifico de g(x) = f(cz), 0 < ¢ < 1 pode ser obtido "esticando-se”o grdfico de f horizontal-
mente pelo fator c.

7. O grifico de g(x) = — f(x) pode ser obtido pela reflexio do grdfico de f em torno do eixo dos x.

8. O gridfico de g(x) = f(—x) pode ser obtido pela reflexdo do grdfico de f em torno do eixo dos y.
Em cada caso é conveniente especificar os dominios e imagens.

Exemplo 2.4.

[1] Observe os graficos de y = f(z) = 22 — 3 (azul), dey = f(—2z) = —4x — 3 (vermelho) e
y=2f(r+1) =4z — 2 (verde).

Figura 2.11: Gréficos de [1].
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[2] Observe os graficos de y = f(z) = 2% — 4 (azul), de y = f(x + 1) = (z + 1)? — 4 (vermelho)
ey=2f(r—1)=2(z—1)%? -8 (verde):

)

Figura 2.12: Gréficos de [2].

[3] Os graficos de f(x) = 2? (azul), de f(z + 1) = (z + 1) (vermelho) e f(—3z) = —2723
(verde):

Figura 2.13: Gréficos de [3].

A seguir daremos vérios exemplos de fung¢des, com seus respectivos dominios, imagens e gra-
ficos. A idéia é formar um "catdlogo"das fun¢des mais usadas, as quais serdo utilizadas nos
exemplos e exercicios.

Exemplos de Funcoes

2.3 Func¢dao Modulo ou Valor Absoluto

Esta fungao é definida por:

ly=f@)=a|]

Note que Dom(f) = R e Im(f) = [0,+00), pois o valor absoluto de um ntimero real é sempre
nao negativo. O grafico é constituido de duas semi-retas de coeficientes angulares 1 e —1,
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respectivamente, que se intersectam em (0, 0).

Figura 2.14: Grafico de f(x) = |z|.

Observe que os graficos de |f(z)| e de f(|z|) podem ser obtidos do gréfico de f(x). De fato,
g(x) = |f(x)| é obtido refletindo através do eixo dos z, no primeiro e segundo quadrantes a
porcdo do gréfico de f que esteja no terceiro e quarto quadrantes. Como exercicio, diga como
pode ser obtido o gréfico de f(|z|).

Exemplo 2.5.

[1] Escreva a fungdo f(x) = |z — 3| sem usar valor absoluto.

Primeiramente, note que f(x) = 0 se, e somente se x = 3. Pela defini¢do do valor absoluto,
temos:

z—3 se x> 3.

_ se l‘<3_ —r+3 se <3
se >3

“s 5 10
Figura 2.15: Grafico de f(x) = |z — 3.

[2] Escreva a funcgdo f(x) = L sem usar valor absoluto.
x

Primeiramente, note que Dom(f) = R — {0}. Pela defini¢do do valor absoluto, temos:

x
—— se x<0
T

@) = :{1 se <0

T se x> 0.
— se x>0
x
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Figura 2.16: Grafico de f(x) = lal

T

[3] Esboce os gréficos de:
(@) g(2) = |z — 1] +2.

(b) h(z) = |2°].

Seja f(z) = |z|.

(@) g(x) = f(z—1)+2; entdo, o grafico de g é obtido a partir do gréafico da fungédo f transladando-
0 ao longo do eixo dos x em 1 unidade para a direita e 2 unidades para cima. O gréfico é
constituido de dois segmentos de retas de coeficientes angulares 1 e —1, passando por (1,2) e
(0,3), respectivamente.

Figura 2.17: Grafico de g.

(b) Por outro lado h(z) = f(x3).

2 a

Figura 2.18: Grafico de h.
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2.4 Func¢ao Polinomial do Primeiro Grau ou Afim

Esta funcao é definida por:

[v= @) —ma 1]
onde m, b € R. Note que Dom(f) =ReIm(f)=R.

Usando a defini¢do de distancia entre pontos do plano néo é dificil provar que dados trés pon-
tosno grafico de f, estes sdo colineares; o gréafico de f é a reta de coeficiente angular m passando
por (0,b). E, reciprocamente, dados dois pontos que determinem uma reta ndo vertical existe
uma fungdo afim cujo grafico é a reta. (Verifique!). Note que:

_ fl=f(d)
- c—d
paratodoc, d € R, c # d. Logo:
f(0)=0b, f(1)=m+0b, f(2)=2m+b=f(1)+m, f(3) =3m+b= f(2)+m;
em geral, f(k+ 1) = f(k) + m, para todo k € N. Logo, f(0), f(1), f(2).., f(n),.. formam uma
progressdo aritmética de razdo m.

A propriedade que caracteriza as funcdes polinomiais de primeiro grau é que f(z + h) — f(x)
depende apenas de h, isto é, a acréscimos iguais dados a = correspondem acréscimos iguais
para f. E esta caracteristica que deve ser utilizada nas aplicagdes. Quando m = 0, a fungio é
chamada constante e seu grafico é uma reta paralela ao eixo dos x que passa pelo ponto (0, b).

Exemplo 2.6.
Usando as observagoes 2.1, temos:
N 1 1
[1] A esquerda, os gréficos de f(z) = x + 1 (negro), e B flx) = ? ;_ (azul)e 2 f(z) =22+ 2

(vermelho), respectivamente.

[2] A direita, os gréficos de f(z) = = + 1 (negro), e f(g) = g + 1 (azul) e f(—22) = 1—2x
(vermelho), respectivamente:

3

/
-~

H
N
\
\
-
:
N

Figura 2.19:
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Quando b = 0, obtemos um tipo importante de fungdo, chamada funcao linear. Portanto, a
fungdo linear é definida por:

flx)=mz

e é modelo matemaético para resolver problemas que envolvem proporcionalidade. Seu gréfico
é uma reta de coeficiente angular m passando pela origem.

Figura 2.20: O gréfico de f(x) = mz, para diversos m.

Proposicao 2.1. Seja f uma fungao linear:

1. Paratodo x1, x2 € R, temos que:

oy +w2) = fa) + f() |

2. Como f(1) =m, f(2) = f(1) + f(1) = 2m; em geral:

f(na)=nf()]

paratodox € Ren € Z.

3. Quando m = 1, temos:
f(z) ==z

que é chamada fungio identidade. Seu grdfico é uma reta de coeficiente angular 1.
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4k

—ab

Figura 2.21: O gréfico de f(x) = «.

Exemplo 2.7.

[1] O lucro obtido pela venda de um certo produto, depende da quantidade de unidades vendi-
das vezes o prego unitdrio. Se o preco unitdrio é 4 reais, escreva e esboce a func¢do que representa
o lucro.

Claramente este problema envolve proporcionalidade. Logo:
flx)=mz=4=f(1)=m,

entdo f(z) = 4x. Note que Dom(f) = [0, +00). O grafico da fun¢do é uma reta de coeficiente
angular 4 passando pela origem.

20
15
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Figura 2.22: O gréfico de f(z) = 4.

[2] Suponha que os seguintes dados foram coletados num experimento. Se a teoria subjacente
a experiéncia indica que os dados tem uma correlagdo afim, ache tal func¢do afim.

—-10.3 —6.8 1.5 14.6 234.6
—-35.9 —25.4 -0.5 38.8 698.8
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Sejay = f(x) = az + b. Pelas propriedades das fungdes afins:
—05=f(1.5)=15a+b e —2359=f(—10.3)=—10.3a+Db.

Resolvendo o sistema:

1.5a+b =-05
—10.3a+b =-35.9

obtemos: a =3 e b= —5;logo, f(z) =3z —5,e:

y=3x —5.

Figura 2.23: Aretay = 3x — 5.

Note que como o gréfico de uma fung¢do afim é uma reta, podemos tomar qualquer par de
pontos e obtemos a mesma funcao; por exemplo:

38.8 = f(14.6) = 14.6a+ b
698.8 = f(234.6) = 234.6a + b.

[3] Sabe-se que 100 g (g=gramas) de soja contem 35 g de proteinas e 100 g de lentilhas contem
26 g de proteinas. Um adulto médio, num clima moderado, necessita de 70 g de proteinas
didrias em sua alimentacdo. Uma pessoa deseja prover estas 70 g de proteinas somente com
soja e/ou lentilhas. Se x é a quantidade de soja e y a quantidade de lentilhas diarias (z e y
medidas em unidades de 100 g), qual é a relagdo entre = e y?

A quantidade de proteina na soja é 35 x e a quantidade de proteina nas lentilhas é 26 y por dia
(ambas medida em gramas). O total de proteinas didrio é 70; logo, temos a equagao de primeiro
grau:

35x+26y:70:>y:—3§—6x+%.
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Figura 2.24: Grafico de 35z + 26y = 70.

z, y > 0. Os pontos do gréfico sdo as possiveis combinagdes de soja e lentilhas para fornecer 70
gramas de proteinas didrias.

24.1 Juros Simples

Vejamos um modelo elementar para quando a taxa de juros somente incide no montante inicial
aplicado.

Denotemos por r 0s juros, py o capital inicial, £ a taxa de juros (em decimais) e ¢ o periodo que
o montante foi aplicado, entdo:
r(t) =pokt.

Isto é, os juros ganhos s6 depende do montante inicial, da taxa de juros e do tempo que foi apli-
cado. Logo, o montante acumulado, apés um tempo ¢ é composto pelos juros mais 0 montante
inicial:

m(t) = pokt+ po.
Note que os graficos de r = r(t) e m = m(t) sdo retas paralelas. Como os juros sao sempre
positivos, o grafico de m = m(t) estd sempre acima do de r = r(t).

Exemplo 2.8.

[1] Se 100000 reais foram aplicados a uma taxa de 2.5% durante um periodo de 3 meses, deter-
mine o valor dos juros e do montante acomulado.

Temos py = 100000, & = 0.025 e t = 3, logo o valor dos juros é:
100000 x 0.025 x 3 = 7500 reais.

E do montante acomulado é: 7500 + 100000 = 107500 reais.

[2] Se 200000 reais foram aplicados a uma taxa de 7% durante um periodo de ¢t meses, determine
r =r(t) em = m(t). De quanto é o montante ap6s 24 meses?

Temos que py = 200000 e k& = 0.07, logo:

r(t) = 14000¢ e m(t) = 14000¢ -+ 200000.
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Logo, m(24) = 536000 reais.

500000 -
400000+
300000
200000

100000 -

L L L L L
5 10 15 20 25

Figura 2.25: Grafico de r = r(t) e m = m(t).

2.4.2 Depreciacao Linear

Quando uma empresa compra algum tipo de equipamento, seu valor é registrado como ativo
no balango geral da empresa. Com o passar dos anos, o valor deste equipamento diminui, até
converter-se em obsoleto. Esta redugdo do valor do ativo é dita depreciagdo. Um dos métodos
para determinar a depreciacdo é reduzir do valor do equipamento uma quantidade constante
cada ano, de tal modo que valor do equipamento seja zero no final de sua vida 1til. Este tipo
de depreciacdo é dita linear.

Denotemos por 1} o valor de compra do equipamento, ¢ a vida ttil do equipamento, em anos e
por V = V(t), o valor do equipamento apds t anos, em reais. Note que 0 < t < ¢. A depreciacado
anual (constante) é:

logo:
V(t) =mt+ V.

Note que, m < 0 e que o equipamento torna-se obsoleto quando V' (¢) = 0. A depreciagdo é
dada por:
D(t) = mt.

Exemplo 2.9.

Uma empresa compra um equipamento por 3000000 de reais e espera que sua vida til seja de
15 anos:

(a) Determine a depreciagdo anual.

(b) Determine V' = V() e calcule o valor do equipamento apds 7 anos.
(c) Qual é a depreciagdo apds 10 anos?

(a) Note que ¢ = 15 e V5 = 3000000. A depreciagdo anual é:

0 — 3000000
mn= ————

= —200000.
15
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(b) Logo:
V(t) = —200000 ¢ + 3000000.
e V(7) = 1600000 reas.
(c) A depreciagdo é dada por: D(t) = —200000¢, logo D(10) = —2000000 reais.

3000000

1600000

I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14

Figura 2.26: Grafico de V'(t).

2.4.3 Restricao Orcamentaria

A restricdo orcamentdaria para compra de dois produtos z e y, de acordo com um or¢amento
fixo é dada por:
axr+by=or,

onde, a z é o valor gasto com x, by é o valor gasto com y e or é o or¢amento. Logo, a restricao
or¢amentdaria para compra de dois produtos é uma funcao afim. Note que z, y > 0.

A regido determinada por:
ar+by < or,

corresponde as quantidades quando o gasto ndo ultrapassa o or¢amento.

A regido determinada por:
ax+by=or,

corresponde as quantidades quando o gasto iguala o orgamento.

A regido determinada por:
axr+by > or,

corresponde as quantidades quando o gasto ultrapassa o orcamento.
Note que para b # 0, temos:

Yy = [—am—kor};

(SR

or . Lo
logo, se x = 0, temos que y = n é a quantidade maxima de y que se pode comprar com o
or¢camento.
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or | . L.

Analogamente, se a # 0, z = — é a quantidade méxima de = que se pode comprar com o
a

or¢camento.

Figura 2.27: Regides determinadas pela restricdo orcamentaria.

Exemplo 2.10.

Uma familia dispde de um or¢camento mensal de 1200 reais e tem um gasto fixo, como aluguel,
alimentacdo, luz, etc, de 650 reais e de 200 reais em artigos supérfluos.

(a) Determine a restricdo orcamentéria da familia.
(b) Determine a regido dos gastos, onde os mesmos nédo ultrapassam o orgamento.

(a) Sejam x os artigos supérfluos e y artigos fixos; entdo:
200z 4+ 650y = 1200 = y = —0.3077 x + 1.846.
(b) Devemos resolver 200 x + 650 y < 1200; entdo:

0.3077 2 + y < 1.846.

L L L L L
1 2 3 4 5 6

Figura 2.28: Regido determinada pela restri¢do or¢amentaria do exemplo.
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2.5 Funcao Polinomial de Segundo Grau ou Quadratica

Esta fungéo é definida por:

y=f(z)=az?+br+c

onde a, b, ¢ € R; a # 0. Claramente Dom(f) = R.

Paratodo h € R, f(z + h) — f(z) é uma funcdo afim em x. A I'm(f) e o grafico de f dependem
essencialmente do discriminante A da equagdo do 2° grau az? + bz + ¢ = 0 e do coeficiente a
do termo principal.

Nao ¢ dificil verificar que o grafico da funcdo f(z) = ax?

diretrizy = —1/4a.

é uma pardbola de foco (0,1/4a) e

Fazendo uma translacdo adequada dos eixos coordenados verifica-se que o grafico da funcao
f(z) = az? + bx + c é uma parébola cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo dos y, tem foco:

(7i 4ac+b2—1)
2a’ 4a

dac—b—1

e diretriz y = 1
a

2.5.1 Vértice da Pardbola

O vértice da parabola y = a 22+br+céo ponto onde a pardbola intersecta seu eixo ; logo, é
dado por:

v=(=b/2a,—A/4a).

Se a > 0, entdo v é o ponto da pardbola de menor altura, pois o ponto mais préximo da diretriz
é o vértice. Logo, a funcdo f(z) = ax? + bx + c atinge seu menor valor.

Se a < 0, entdo v é o ponto da paradbola de maior altura. Logo, a fungéo f(z) = ax? + bx + ¢
atinge seu maior valor.

Nao é dificil ver que se v; é a abscissa do vértice da pardbola y = f(z), entdo:
flvr+z)= f(v —2)
para todo x € R.

Usando completamento dos quadrados:

fl@)=a(z—v)*+q,

onde ¢ = f(v1).
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Gréficos da Func¢ao Quadratica

AN

Figura 2.29: Gréficos paraa > 0, A > 0, A = 0e A < 0, respectivamente .

\WAY

Figura 2.30: Gréficos paraa < 0, A >0, A = 0e A < 0, respectivamente .

Exemplo 2.11.

[1] A drea de uma esfera é funcdo quadrética de seu raio. De fato, S(r) = 4 772

B 16 22

[2] Pelas observagdes 2.1, os graficos de y = f(z) = 2% (azul), y = f(— —)
ey = f(2x) = 422 (verde), sdo:

(vermelha)

Figura 2.31: As parabolas do exemplo [2].
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[3] A emissdo de particulas de polui¢do produzida pelos 6nibus, na atmosfera de uma cidade
¢ dada por:

h(t) = —10* 4+ 300¢ + 2.61
t em anos e h em milhares de toneladas, onde se utilizou como ano base 2000.
(a) De quanto foi a polui¢do no ano de 20077
(b) Em que ano a poluigdo atingiu o méximo?
(a) Calculamos h(8) = 1762.61 milhares de toneladas.

(b) Como o fator da poténcia quadratica é negativo, temos que o valor méximo serd atingido
na ordenada do vértice:

b
—— =15.
2a

Logo, o maximo de poluigdo sera atingido no ano de 2015.

2000 |-

1000

500 -~

L L L L L
o 5 10 15 20 25

Figura 2.32: A parédbola do exemplo [3].

[4] Se o lucro mensal de uma loja pela venda de x unidades de um certo produto é dado por
I(z) = 80z —0.13 2%, em reais, determine o ntimero de unidades que deve vender mensalmente
para obter lucro maximo. Qual é o lucro méximo?

Como o fator da poténcia quadréatica é negativo, temos que valor maximo serd atingido na
abscissa do vértice:

b
0g = 307.69.

a

Logo, o lucro méximo serd obtido com a venda de 308 unidades. Por outro lado, o lucro ma-
ximo serd atingido na ordenada do vértice:

A
—— =12307.7.
da

O lucro méaximo obtido é de 12307.70 reais.
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10000 [~
8000
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Figura 2.33: A parédbola do exemplo [4].

2.6 Funcdo Polinomial de Grau n

A fungédo polinomial de grau n é definida por:

onde a,, An_1, ceee. ,ao € R; ap, # 0; Dom(f) = R, mas a Im(f) e o grafico de f dependem es-
sencialmente do grau do polindmio e de a,. Esta funcdo é, claramente, a generalizagdo natural
das fungoes anteriores.

Como exemplo, vejamos as funcdes: f(z) = 23 —z e g(x) = 242* + 1; Im(f) = Re Im(g) =
[1,400). Seus respectivos graficos sdo:

05

—0.5

Figura 2.34: Graficos de f e g, respectivamente.

Exemplo 2.12.

[1] O faturamento de uma empresa, num certo periodo, foi expresso em fungdo do nimero z de
vendedores por f(x) = 23 — 32?2 — 18 x milhares de reais por dia. Quantos eram os vendedores
no dia em que o faturamento atingiu 70 mil reais?

Estudemos as raizes inteiras de f(x) = 70, isto é, 23 — 3 2% — 18 x — 70 = 0. Nao é dificil ver que
7 é uma raiz do polindmio; de fato:

3 —322 — 182 — 70 = (x — 7) (2® + 4z + 10);
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logo, eram 7 vendedores.

Figura 2.35: Grafico de f(x) = 70.

[2] Suponha que foram introduzidos numa ilha, 144 individuos de uma certa espécie de maca-
cos. Inicialmente, a quantidade de individuos tende a crescer; ap6s um certo tempo, o alimento
e a populacdo de macacos decresce. Se o nimero de macacos no tempo ¢, em anos, é dado por:

P(t) = —t* + 32¢* + 144,

quando a populagdo se extingue?

Estudemos as raizes inteiras de P(t) = 0, isto ¢, —t* + 32¢? + 144 = 0. Nao é dificil ver que —6
e 6 sdo raizes do polindmio; de fato:

—t 1327 + 144 = —(t — 6) (t + 6) (t* + 4);

como t > 0, temos que em 6 anos a populacao serd extinta.

Figura 2.36: Grafico de P = P(t).

[3] A divida interna de certo pais, em milhdes de délares é modelada pela seguinte funcéo:
D(t) = —2.5> + 260> — 700t + 4500,

onde t = 0 representa o ano 2000. Estime a divida interna do pais no ano 2020. Quando a
divida é zerada?
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Primeiramente devemos calcular D(20) = 74500 milhdes de délares. Por outro lado D = D(t)
pode ser fatorada:

D(t) = =25 (—101.414 + ¢) (17.749 — 2.58594 ¢ + £%);

logo, a divida é zerada quando ¢ = 101.41, isto é, ap6s 101 anos.

400000 -

200000 -

L L L L L
(o] 20 40 60 80 100

Figura 2.37: Grafico de D = D(t).

2.7 Funcdes Pares e Impares

Definicio 2.4.

1. Uma fungdo f é dita par se, para todo x € Dom(f) entdo —x € Dom(f) e

Pelas defini¢des de funcdo par e de funcdo impar é facil ver que o gréfico de uma funcéo par
é simétrico em relagdo ao eixo dos y e o grafico de uma fungdo impar é simétrico em relagdo a
origem.

Exemplo 2.13.

[1] Sejay = f(x) = 2 + %

Dom(f) =R — {0}, a primeira parte das defini¢des é verificada e:

logo, f é funcdo par.
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5

Figura 2.38: Grafico do exemplo [1].
[2] Sejay = f(x) = 2° — 3.
como Dom(f) = R, a primeira parte das defini¢des é verificada e:
fl=w) = (—2)° = (%) = ~(@%) + 2 = —f(z);

logo, f é funcdo impar.

0.2

_o2L

Figura 2.39: Grafico do exemplo [2].

A fun¢ioy = x"
Sejay = f(z) =2",ne Ntalquen > 1.
A fungdo é par se n é par e é impar se n é impar.

Para z € (0, 1), tem-se:

2> >at>a®>ab> ,
isto é, quanto maior o valor de n, menor o valor da fun¢do. Consequentemente, o grafico de
y = 2, estd abaixo do gréfico de y = 2, que também estd abaixo do grafico de y = z°, e assim
sucessivamente.
Para valores de = préximos de zero, as poténcias menores dominam e quanto maior o expoente

n, os graficos ficam cada vez mais “planos” (quase paralelos ao eixo dos x).
Para x € (1,400), tem-se:

<t <at<ad<ab< .l ,
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ou seja para valores grandes de z, as poténcias de maior grau dominam as de menor grau.

1~

-10 -05 00 05 10 1 b

Figura 2.40: Graficos de y = f(z) = 2" paran = 2, 4, 6 en = 1, 3, 5, respectivamente.

Algumas vezes, para esbogar o grafico de uma funcdo é conveniente verificar se a fungdo é par
ou impar, pois a simetria presente nos graficos destas funcdes facilitard o desenho. Note que
existem muitas fun¢des que ndo sdo pares e nem impares.

Por exemplo, seja f(z) = 22 + x; Dom(f) = Re f(-z) = 22 — z; logo, f(—z) # f(x) e
f(—x) # —f(z); entdo, f ndo é fungdo par nem impar.

Achar os z tais que f(z) > b é equivalente a determinar os elementos do Dom( f) tais que os
pontos do grafico de f, estdo acima da reta y = b. Achar os z tais que f(z) < b é equivalente
a determinar os elementos do Dom(f) tais que os pontos do grafico de f, estdao abaixo da reta
y =0b.

Exemplo 2.14.

[1] Se f(x) = 22, entdo, achar z tal que f(x) > 1 é equivalente a determinar os elementos do
Dom( f) tal que os pontos do gréfico de f, estdo acima da reta y = 1.

NS

Figura 2.41: Grafico do exemplo [1].

[2] f(z) = 22 (z — 1); entdo, achar x tal que f(z) < 0 é equivalente a determinar os elementos
do Dom/(f) tal que os pontos do gréfico de f, estdo abaixo da reta y = 0.
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Figura 2.42: Gréfico do exemplo [2].

Observagao

Podemos afirmar que o grafico de uma fungdo é, em geral, uma curva no plano coordenado; a
reciproca nem sempre é verdadeira, isto é, nem toda curva no plano coordenado (ou conjunto
do plano) é o grafico de alguma funcdo. Geometricamente uma curva no plano coordenado é
o grafico de uma fungédo se toda reta paralela ao eixo dos y intersecta a curva no maximo num
ponto (por que?). Por exemplo, a seguinte curva ndo representa uma fungéo:

Figura 2.43:

O conjunto A = {(z,y) € R?/2? + y* = 1} ndo é o grafico de uma fungdo. De fato, temos
y = £v1 — z?; logo, para todo x € (—1,1) existe mais de um y tal que (z,y) € A.

—

L

Figura 2.44: O conjunto A.
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2.8 Intersecao de Graficos

Sejam y = f(z) e y = g(z) tais que seus graficos se intersectam no ponto P; entdo, as coordena-
das de P sdo: P = (z1, f(z1)) = (z1,9(21)), logo f(z1) = g(z1); equivalentemente, z; é solugdo

do sistema:
{y = f(=)
y = g(w).

Analogamente, para n fungdes:

y= fi(z)
y=fa(z)
y= f3()
Yy = fn(x)

2.8.1 Intersecdo de Retas

Se f(x) = mix+ by e g(x) = mgx + by sdo fungdes afins, entdo, o sistema:

y=mz+b
Yy =max + by,

tem uma tnica solugdo se, e somente se as retas sdo nao paralelalas, isto € m; # ms; logo, seus
graficos se intersectam num tinico ponto:

P:(bg—bl bgml—blmg)'

ml_mQ’ mip—ma

“

N

Figura 2.45: Interse¢do de fungdes afins ndo paralelalas.
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Exemplo 2.15.

[1] Achar o ponto de interse¢do dos gréficos de f(z) = 42 + 6 e g(z) = 1 — 2. Resolvemos o
sistema:

y =4x+6
y =1-2x,

) , 5 8
donde z = — . O ponto é (- & §)

10F

N

Figura 2.46: Exemplo [1].

[2] Achar o ponto de intersecdo dos gréficos de f(z) = 2z, fo(x) = 2 —z e f3(z) = = — 5.
Resolvemos o sistema:

(1) y =3z

2 y =2-z
(3) y =x—b.

1
Fazendo (1)=(2), temos = = Jey= g ; fazendo (2)=(3), temos

5 15

e finalmente fazendo (1)=(3), temos z = —pey=—4-
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Figura 2.47: Exemplo [2].

[3] Achar os pontos de intersegdo dos gréficos de f(z) = z e g(z) = z%. Resolvemos o sistema:

donde 2% —x =z (r — 1),logo z (x — 1) =0 ez = 0 ou z = 1. Os pontos sdo (0,0) e (1, 1).

Figura 2.48: Exemplo [3].

[4] Achar os pontos de intersecdo dos gréficos de f(z) = 2° — z e g(z) = 2* + 23. Resolvemos

o sistema:
y =a°—=zx
y =a'+a?,

donde 7 + 23 = 2® — z,logo2* + z =z (> + 1) =0ex = 0 ou x = —1. Os pontos sio (0,0) e
(=1,0).
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0.4 —

Figura 2.49: Exemplo [4].

[5] Os niveis de dois reservatérios de d4gua sdo expressos em fungdo do tempo ¢ pelas seguintes
funcdes: hy(t) = 100t3 + 5t — 1.8 e ha(t) = 50> +2¢ — 0.8. Determine os instantes em que cada
um dos niveis se reduz a zero, sabendo que alguma vez isto acontece simultaneamente.

Como existe ¢ tal que hi(to) = 0 e ha(tp) = 0, devemos resolver o sistema:

hi(to) =0 (1) 100t} +5t—1.8 =0
ha(ts) =0 (2) 50t +2tH—08 =0

Multiplicando (2) por 2 e subtraindo de (1), temos que ¢y = 0.2 é a raiz comum.

2

L L L L L L
—-0.1 L .2 0.3 0.4 0.5 0.6
—

Figura 2.50: Exemplo [5]

Dividindo os polindmios (1) e (2), verificamos que ndo possuem outras raizes reais. Logo, o
anico instante em que cada um dos niveis desce a zero é em 0.2 u.t. (u.t.=unidades de tempo).

2.9 Algebra de Funcdes

A seguir, veremos como construir novas fung¢des a partir de outras ja conhecidas.

Definicdo 2.5. Sejam y = f(z) e y = g(x) fungdes.
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1. Adigdo e subtragdo de fungdes:

((f £9)(@) = f(2) £ g(a)]

2. Multiplicacao de funcdes:

(f-9)(@) = f(2) - g(a)]

3. Divisao de fungdes:

(D))= 29 se gt 20

g g(z)’

Em particular, se k € R, temos que (k- f)(x) = k- f(x). Antes de apresentar exemplos destas
defini¢des, determinemos os respectivos dominios.

Dom(f & g) = Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g),

Dom(g) = (Dom(f) N Dom(g)) —{x € Dom(g)/g(x) = 0}.

Geometricamente o grafico da soma, diferenga, produto ou quociente de f e g tem, em cada
ponto uma ordenada que é respectivamente, a soma, diferenga, produto ou quociente das or-
denadas de f e g nos pontos correspondentes. A aplicagdo destas defini¢des é, em geral, muito
simples, como observaremos nos exemplos.

Exemplo 2.16.

[1] A adigdo e a subtracdo de fungdes afins sdo fungdes afins. De fato, se f(z) = mix + by e
g(x) = ma x + be; entdo:
(f £ 9)(x) = (m1 £ma) x + (by £ ba).

Por exemplo, se f(z) =2x—1leg(x) = —3z+2;entdo, (f+g)(z) =1—ze(f—g)(z) =5z —3.

T~

-2 -1 2

_—

Figura 2.51: Graficosde f, g, f +ge f — g.
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[2] A adigdo e a subtragdo de fungdes polinomiais quadraticas sdo, em geral, fun¢des polinomi-
ais quadréticas. De fato, se f(z) = a1 22 + by x + ¢1 e g(z) = ag ¥? + ba T + c3 tais que a; # a;
entao:

(f £9)(x) = (a1 £ ag) x® + (by £ by) z + 1 £ ca.

Por exemplo, se f(z) = 2% — 2z + 1 e g(z) = 22% +  — 4; entdo, (f + g)(z) = 322> —z — 3 e
(f —g)(x) = —2® — 32 +5.

Figura 2.52: Graficosde f, g, f +ge f — g.

[3] Sejam f(z) = Va2 —1leg(z) = 2° + 1.
Logo, (f +g)(x) = f(z) £g(z) = Va? —1£ (2° + 1), e (f - g)(z) = (Va2 —1) - (a® + 1); os

dominios séo:
Dom(f +g) = (—oo0,—1] U [1,+00) = Dom(f - g).
f(z) z? —1

E)(:p) =@ = #i1 ; 0 dominio é Dom(ﬁ) = (=00, —1) U[1,+00).

2.9.1 Fungoes Racionais

Sejam P(z) e Q(x) polindmios de coeficientes reais. Podemos definir a func¢do racional por:

Da definigao, temos que Dom(f) = R — {x € R/Q(z) = 0}, em outras palavras, o dominio
de uma funcdo racional é o conjunto dos ntimeros reais menos as raizes do polinémio que
aparece no denominador. Note que as fung¢des polinomiais sdo um caso particular das fungdes
racionais; basta considerar Q)(x) = 1 para todo = € R.

Exemplo 2.17.

: z? + 1
[1]Seja flx) = rt+ad+4a? —x -5
Fatorando Q(z) = o* + 23 + 422 — 2 — 5 = (22 — 1)(2? + 2 + 5), tem-se: Q(z) = 0se x = +1;
logo, Dom(f) =R —{—1, 1}.
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. T +8
[21Seja f(x) = 2 —4x3 —x2 +4°

Fatorando Q(z) = 2% — 423 — 22 + 4 = (23 — 1)(2? — 4), tem-se: Q(z) =0sex = 1,z = 2 ou
x = —2;logo, Dom(f) =R —{-2, 1, 2}.

. zt +6
BlSeja /o) = g 13

Fatorando Q(z) = z* + 422 + 3 = (22 + 1)(2? + 3), tem-se: Q(z) ndo possui raizes reais; logo
Dom(f) =R.

[4] Uma empresa de embalagens deve produzir uma caixa de base quadrada, sem tampa de
modo que tenha volume igual a 120 cm?. Determine a 4rea da caixa em fun¢do do comprimento
da base.

Denotemos por = o comprimento da base da caixa e h a altura da caixa, o volume é:

120

120=a2"h=h=—Fr.
x

Por outro lado, a 4rea total da caixaé A = 22 + 4z h; logo:

A(z) =x2+@ = 7:634_480.

x x
Note que Dom(A) = (0, +00).

Se uma das variaveis de uma func¢do aumenta e a outra diminui elas sdo ditas inversamente
proporcionais.

O seguinte tipo de funcédo racional, modela esta situagéo:

ko
Q(z)’

onde k é constante de proporcionalidade e Q(z) é um polindmio ou uma expressao que envolve
polindmios. Note que Dom(f) =R — {zo / Q(z0) = 0}.

y=f(r) =

Figura 2.53: Grafico de y = %
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2.9.2 Taxa de Desvalorizacio de uma Moeda
A taxa de desvalorizacdo de uma moeda é dada por:

o

Des(I) = TT1

onde I é a taxa de inflagdo no periodo.

Figura 2.54: Grafico de y = Des(I).

Exemplo 2.18.

[1] O valor V' de um equipamento = anos ap0s ter sido comprado é inversamente proporcional
ao quadrado de = + 2. Se 0 equipamento foi comprado por 12000 reais.

(a) Determine V' = V (z)

(b) Qual é o valor do equipamento apds 5 anos?

k k
(a) Considere V(x) = CETIEX como 12000 = V(0) = T entdo k = 48000 e:
48000
V(z) = .
() (x +2)?

(b) Calculamos V (5) = 979.59, aproximadamente 980 reais.

10000

Figura 2.55: Grafico do exemplo.
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[2] Se em determinado periodo, a taxa de inflagdo de um pais é de 8%, qual serd a redugdo do
poder de compra das pessoas?

0.08
1+0.08
logo, a perda de compra foi da ordem do 7.4 %.

Des(0.08) = = 0.074;

210 Composta de Funcdes

Definicdo 2.6. Sejam f e g fungdes tais que Im(f) C Dom(g). A composta das funcdes g e f ¢
denotada por g o f e definida por:

(90 0)(@) =9/ (@)

Observe que a definicdo faz sentido, pois f(z) € Dom(g). Por outro lado:
Dom(g o f) = {x € Dom(f)/f(x) € Dom(g)}.

Esta defini¢do produz, a partir de fun¢des conhecidas, novas fungdes, como veremos mais adi-
ante. A definicdo de composta de fungdes é de facil manejo, como veremos nos exemplos.

Exemplo 2.19.
[1] A composta de fungdes afins é uma fungdo afim.
De fato, sejam f(x) = my x + b1 e g(x) = ma x + by; entdo,
(go f)(x) =(mima)x+maoby+by e (fog)(x)=mimax+mby+b.

Por exemplo, se f(x) = —2x—1eg(z) = 45, entdo, (gof)(x) = —2z+4e (fog)(z) = —2x—11.

\\

NN
AN

[2] Sejam f(x) = Va2 —1eg(z) = x + 1; calculego f, fog, fof,gogoge fofofof

respectivamente.
Im(f)=1[0,+00) e Dom(g) =R. (go f)(z) = g(f(x)) = g(vVa? — 1) = Va2 — 1+ 1. Logo,

Dom(go f) = (—o0, —1] U [1, +00).

Figura 2.56: Gréficosde f,g,go fe fog.
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Im(g) = Re Dom(f) = (—o0,—1] U [1,+00); logo, ndo podemos calcular f o g a menos que
consideremos um dominio menor para g de modo que I'm(g) C Dom(f).

De fato: (f o g)(x) = f(g(x)) = f(x +1) = /(z + 1)2 — 1 = V22 + 2 2. Temos:

Dom(f og) = (—o00,—2] U0, +00).

Dom(f o f) = (=00, =V2] U [V2, +00).
(gogog)(z) =g(g(9(x))) =g(g(z+1)) =gz +2) =z +3.
Dom(gogog)=R.
(fofofolf)z)=f(f(f(f(2)=Va?—-4

Dom(fo fofof)=(—00,—2]U/[2,+00).

Dos exemplos anteriores podemos concluir que, em geral:

(Fog)(@) # (90 f)(=)]

[3] Suponha que uma mancha de poluente que contamina uma lagoa tem a forma de um disco
de raio r (em c¢m) e sua drea A (em cm?) é fungdo do raio. Se o raio cresce em fungéo do tempo
t (em min) pelaleir = r(t) = (10t +0.5) cm, determine a drea da mancha em fungdo do tempo.

A drea é A(r) = mr%; devemos calcular A(t), por outro lado A(t) = (Ao r)(t) = A(r(t)); logo:

A(t) = A(r(t)) = A(10t +0.5) = w (10t + 0.5)* cm?.

350
300
250 -
200 -
150
100 -

50

02 04 06 08 10

Figura 2.57: Grafico de A = A(t).

[4] A produgdo y para fabricar um certo componente eletronico das TV de plasma é modelada
em funcdo da quantidade de matéria prima z utilizada por: y = f(z) = —2% + 10.4z + 20. Se
a venda dos componentes depende da produgao e é dada por v(y) = 1.2y + 0.1, determine a
venda a partir da quantidade da matéria prima utilizada.
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Devemos calcular v o f:

(vo f)(z) =v(f(z)) = v(—2® + 104z +20) = —1.222 +12.48z + 24.1.

T S S S RS
2 4 6 8 10 12

Figura 2.58: Grafico da venda x a quantidade de matéria prima

2.11 Inversa de uma Funcao

Observe as seguintes tabelas:

a B = B(a) B a = a(B)
0 25 25 0
1 28 28 1
2 31 31 2
3 35 35 3
4 38 38 4
5 41 41 5
6 44 44 6

A primeira tabela foi obtida num estudo sobre a populagdo de baleias corcundas num certo
setor costeiro utilizado como ponto de reproducao pela espécie. O tamanho da populagao de
baleias é medido anualmente, durante 6 anos. O ntimero B de baleias é fun¢ao do ano a em
que é realizada a medi¢do: B = B(a). Suponha que, em certo instante, os biol6gos mudam o
ponto de vista e ficam interessados no tempo estimado para que a populacado de baleias atinja
um certo nimero de individuos B, ou seja, desejam obter a em func¢do de B: a = a(B). Tal
func¢do é chamada de inversa de B = B(a). Veja a segunda tabela.
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50
40 o 5
30 ° 4
20

10

1 2 3 4 5 6 10 20 30 40

Figura 2.59: Gréfico da B = B(a) e a = a(B), respectivamente.
Definigao 2.7. A fungio g é dita fungio inversa de f se:

1. Im(g) = Dom(f) e Im(f) = Dom(g).

2. Para todo x € Dom(g), (f o g)(z) = x e para todo x € Dom(f), (go f)(xz) = x. Em tal caso f
é dita invertivel.

Exemplo 2.20.

] f(z)=2—-4,-1<z<leg(zx)=x+4, -5 <z < —3sdoinversas.

De fato, Dom(f) = Im(g) = [-1,1], Dom(g) = Im(f) = [-5, 3] e:

(fog)(@)=flg(@)) = fz+4) =z, (g0 f)(z)=9(f(z)) =gx—4) =2

2] f(x) = /z,2 > 0 e g(x) = 2%, 2 > 0 sdo inversas.

De fato, Dom(f) = Im(g) = [0, +0c0), Dom(g) = Im(f) = [0, +00) e,

(fog)(x) = flg(x)) = f(2?) =z, (g0 )(z) = g(f(2)) = g(V) = =.

Seja f uma fungéo invertivel. Denotemos por f~! sua inversa.

Dizer que f~! é a funcdo inversa de f é equivalente dizer que fo f~' e f~! o f sdo a fungéo
identidade. Em outras palavras, f é bijetiva, ou seja, a func¢do f é invertivel se, e somente se
para todo z1, zo € Dom(f), temos; se x1 # x2, entdo f(x1) # f(x2) e para todo y € Im(f),
existe x € Dom/(f) tal que f(z) = v.

Se f é invertivel entdo f~! é invertivel e (f~!)~! = f. Note que f~*(z) # (f(z)) L.

O grafico de f~! é simétrico ao grafico de f em relacdo a reta y = .
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//

Figura 2.60: Gréficos de f e f~1.

2.11.1 Método para Determinar a Inversa

Escreva a equagdo y = f(x) que define a fungdo f. Resolva a equagdo y = f(x), para z em
funcdo de y para obter z = f~!(y) e, a seguir, permute z por y. A equacdo obtida define f~1.

Note que, a rigor, a fungdo f~! toma valores nos y € Im(f).

E possivel determinar geometricamente se uma fungao possui ou ndo fungao inversa. Para isto,
desenhe qualquer reta paralela ao eixo dos z; se a reta intersecta o grafico da fun¢do no méximo
num ponto, entdo a fungdo possui inversa.

/ ™\
/ /

Figura 2.61: Fungdo sem inversa.

Exemplo 2.21.

[1] Funcionamento de um termdmetro: O volume de uma quantidade de merctrio é fungao
da sua temperatura. Usando a fungdo inversa, determinamos a temperatura através de seu
volume.

[2] A inversa de uma fung¢do afim ndo constante é afim.
1

De fato, se y = f(r) = mx + b; entdo, f~!(y) = — (y — b). Permutando z por y,temos:
m

y=f2) =~ (@b

m
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Figura 2.62: Uma fungédo afim e sua inversa.

[3] Seja f(x) = 2™, n € N.

Sabemos que se n é par a funcdo é par e se n é impar a fungdo é impar. Logo f possui inversa
paraz > 0 sen é par:

Figura 2.63: Desenho para n impar.

f possui inversa para todo = € R se n é impar. A inversa para ambas é f~!(y) = ;/y. Permu-
tando x pory, f~1(z) = ¥z.

1

Figura 2.64: Desenho para n par.

b
[4] Determine a inversa de f(x) = ar+ ,ad—bc#0.
cr+d
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ax+b ~ ~
Fazendo: y = e resolvendo a equagdo em relagdo a z, temos,
cCX

+d
_dy—b
Ca—cy’
duy —
logo f “y) = ay—icy se y # ¢ ou, equivalentemente,
_ dr—b
f @) =
a—czx

a L.
se x # —, que é a inversa de f.
c

[5] Uma bola de borracha estd sendo inflada e seu volume V é funcdo do tempo ¢ (em min)
sendo V (t) = (4t + 5) em3. Quanto tempo demora a bola para atingir o volume de 45 cm?3?
V-5

Devemos determinar a fungdo inversa de V. Como V =4t + 5entdot = 1

e

V-5
t= VLV = e t = V71(45) = 10 min.

10—

Figura 2.65: Desenho de V1.

[6] Calcule a inversa de uma fungdo polinomial de segundo grau.
b
Seja f(z) = ax? + bz + ¢, a # 0; observando o gréfico de f temos que fazer ~%a < z (ou
b
—— > x) para obter a inversa. Resolvendo y = az? + bz + c ou az? + bz + (c — y) = 0, temos

2a
—b =+ \/b? — dac + 4ay
2a

. Entéo:

que: z =

—b+/b*—4 4
i) = i gc Tt cay se a>0e
2a
—b—b?—4 4
i) = g+ oy se a<0.

2a

b .
Analogamente se ~5g > x; ou equivalentemente:
a
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 —b+ Vb - dac + dax
o 2a

fil (=)

a>0e

—b—Vb*—4 4
fyt(x) = 5 gt fax se a<0.

2.12 Funcgdes Definida por Partes

E comum aparecer nas aplica¢des, fungdes definidas por:

fi(x) se x € Dom(f1)
fa(x) se = € Dom(fs2)
fa(x) se = € Dom(fs3)
h(z) = fa(x) se = € Dom(fs)
fn(x) se x € Dom(fp).
Note que Dom(h) = Dom(f1) U Dom(f2)U...... U Dom(f,) e que:

h(z) = fi(z) <= = € Dom(f;), Vi=1,...,n.

Exemplo 2.22.

[1] Considere a funcao :
1

<0
x2+1 se T <
1
se x> 1.
T+ 1

Logo, Dom(h) = (—00,0] U (0,1] U (1, +00) = R, entado:

1 .
h(—3) = m = E pois -3 € (—O0,0]
h(1) = é pois 1€ (0,1]
1 1 )
h(3) = = pois 3e€(1,+00).

3+1 2
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20

1.5

. .
—a -2 o 2 4

Figura 2.66: Grafico do exemplo [1].

[2] Uma empresa de 6nibus cobra 40 reais pela passagem unitaria, se vende menos de 20 pas-
sagens, e cobra 50 centavos a menos pela passagem adicional. Denotemos por x o ntiimero de
passagens, entdo a fungdo h = h(x), representa a quantidade de dinheiro que recebe a empresa
por x passageiros, e é dada por:

h($):{40x se x <20

[40 — (z —20)0.5|z  se x> 20
B 40 x se = <20
[50 — 0.5x] x se x> 20
Por exemplo, para saber quanto dinheiro recebe a empresa com 46 passageiros, calculamos:
h(46) = [50 — 0.5 x 46] x 46 = 1242 reais,

pois 46 > 20.

1200 -

I L L L L I L L L L I L L L L I
10 20 30 40

Figura 2.67: Grafico do exemplo [2].
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[3] Um atacadista vende um certo tipo de produto, por caixas, segundo a seguinte tabela de
precos, em dolares:

Preco | 25.8 241 22.5 21.6 20.9 20
x r<20|20<2<50 |50<2z<100 | 100 <z <250 | 250 <2 <400 | 400 <z

onde x é a quantidade de caixas; a tabela de precos pode ser modelada por:

(2582  se 0<z<20

24.1x se 20<z <50
22.5x se 50 <z <100
21.6x se 100 <z <250
209z se 250 <z <400
20z se x > 400.

1500 |- /

500 -

o w &  w
Figura 2.68: Grafico de p = p(x).

Note que existem algumas compras erradas, por exemplo, p(20) = 516 e p(21) = 506.1; logo, é
melhor comprar 21 caixas.

2.13 Funcoes Elementares
A seguir apresentamos uma classe importante de fun¢des que tem um papel fundamental nas

aplicacdes que serdo tratadas nos capitulos posteriores. Estas func¢des sdo ditas elementares,
pois ndo podem ser obtidas através de outras fungdes.

2.14 Funcao Exponencial

A fungdo exponencial estd associada a fendmenos de crescimento ou decrescimento, como por
exemplo, crescimento populacional e desintegracao radioativa.
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Exemplo 2.23.

Suponha que ap6s 7 meses de observagdo foram obtidos os seguintes dados de uma populacao
de formigas:

Q Vv
150000
159000 9000
168540 9540
178652 10112
189371 10719
200733 11362
212777 12044

\]CDU‘»PCO[\')HZ

M é o més, Q é a quantidade de formigas em cada més da observagdo e V é a variacdo mensal
da populagdo. Dividindo a quantidade de formigas de um més em relacdo ao més anterior,
obtemos um fator constante 1.06, o que mostra que a populacdo de formigas cresce, aproxima-
damente, 6 % ao més. Temos:

se z = 0, entdo 150000 = 150000 x (1.06)°;
se z = 1, entdo 159000 = 150000 x (1.06)';
se r = 2, entdo 168540 = 150000 x (1.06)?;
se z = 3, entdo 178652 = 150000 x (1.06)3.

Em geral, decorridos = meses apds a primeira observacado, a populacédo de formigas é dada por:

f(z) = 150000 x (1.06)".

200000 (]
150000 (]
100000

50000

1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.69: Grafico de f(x) = 150000 x (1.06)".

Definicao 2.8. Seja a € R tal que 0 < a # 1. A fungdo exponencial de base a é denotada e definida
por:

ly=f(z) =a"|
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Dom(f) = R, Im(f) = (0,400), f(0) = 1, f(1) = a e seu grafico depende de ser a > 1 ou
0<a<l.

1
Sen € N,entdoa” =axax...Xa, nvezes. SeneN,entéoa‘":—n.SexEQ,entéom:]B,
a q
ondepeZeqeZ—{0},e:
D
a® =a1 = vaP.

Se x ¢ Q, isto é, x é um nuimero irracional como , V3, que sentido tem a expresdo a™ e aV3?
A resposta rigorosa a esta pergunta serd respondida em niveis de estudos mais elevados que o
destas notas introdutérias. Por enquanto, vejamos uma idéia intuitiva:

Exemplo 2.24.

Considere 2V3; 0 nimero irracional v/3 ¢ aproximadamente /3 2 1.732050807568 . . . Por outro
lado, os seguintes niimeros sdo racionais: 1.7, 1.73, 1.732, 1.73205, etc. Logo, pela observacao

anterior sabemos calcular 27, 2173, 21.732 9L.73205 o podemos obter um valor aproximado
para 2V3, Observe a tabela:
x 2%
1.7 3.249009

1.73 3.317278
1.732 3.321880
1.73205 3.321995

V3 9V3

Proposicdo 2.2. Seja f(x) =a”, a € Rtalque 0 < a # 1

1. f(x1+m2) = f(x1) f(x2). Isto é:

a1t — g% arz’

para todo x1, x2 € R.

b

2. fbx) = (f(=))" = (). Isto é:

para todo x, b € R.

Dada uma fungdo exponencial f(z) = a*, os valores f(1), f(2), f(3),...... formam uma pro-
gressao geométrica (P.G.) de razdo a. Na verdade, para toda fun¢do exponencial f(z) = a¥, as
razoes
fleth)
— =g
f(z)

dependem apenas de i e ndo de x. Esta é uma propriedade caracteristica das fun¢des exponen-
ciais e significa que se consideramos a progressdo aritmética de razdo h:

z,x+h,x+2h,z+3h,x+4h,......



2.14. FUNCAO EXPONENCIAL 101

entdo, obtemos a progressao geométrica de razdo a’:

fl@+h) =d" f(x),
f(x4+2h) = f((x+h)+h) =a" flz +h) = a®" f(z)

f(a+nh) = a" f(a)

Pelas propriedades anteriores, cada vez que a abscissa aumenta uma unidade a ordenada é
multiplicada por a e cada vez que a abscissa diminui uma unidade a ordenada é multiplicada

or —.
p a

Se a > 1, entdo, a distancia da curva ao eixo dos x cresce quando z cresce e decresce quando x
decresce. Se a < 1 ocorre o contrério.

Um caso particular e importante de fun¢do exponencial é quando a é a constante de Euler:

e~ 2.718281828.

Graficos para 0 < a < 1:

—

L L L
-2 -1 1

L
3

N

Figura 2.70: a = % (verde) e a = % (azul).

Gréficos para a > 1:
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L L
-2 -1 o 1 2

Figura 2.72: Graficos para a = % (verde) e a = 2 (azul).

Exemplo 2.25.

[1] Um fabricante de certos componentes eletronicos fez um estudo estatistico da confiabilidade
do seu produto. O estudo indicou que a fracdo dos componentes que apds t anos de uso, ainda
estdo em condicdes de funcionamento é, aproximadamente, f(t) = e 7021,

(a) Que fracdo dos componentes deve funcionar pelo menos por trés anos?
(b) Que fragdo dos componentes deve parar de funcionar durante o terceiro ano de uso?

(a) Devemos calcular: f(3) = e7%¢ 22 (.54, isto é, podemos esperar que aproximadamente 55%
dos componentes funcione pelo menos trés anos.

(b) Para determinar a fracdo dos componentes que deve parar de funcionar durante o terceiro
ano de uso, basta calcular:

f(3) — f(4) = e 06 — 708 =2 ,099.

Portanto, podemos esperar que, aproximadamente, 10% dos componentes parem de funcionar
durante o terceiro ano de uso.
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Figura 2.73: Gréfico de f(t) = e 0%

[2] Num dia de verdo, um refrigerante gelado é retirado de uma geladeira cuja temperatura
é de 12°C' e é colocada numa sala onde a temperatura é de 32°C. De acordo com uma lei da
Fisica, a temperatura do refrigerante, apds t minutos mais tarde, é dada por T'(t) = 32— Ae~*?,
onde A, k > 0. Supondo que a temperatura do refrigerante é 16°C' ap6s 20 minutos, qual sera
a temperatura do refrigerante, apds 40 minutos?

Primeiramente devemos determinas as constantes A e k. Sabemos que inicialmente a tempera-
tura do refrigerante é de 12°C; logo, 7'(0) = 12 e 32 — A = 12, donde A = 20. Por outro lado,
ap6s 20 minutos a temperatura é de 16°C, e:

4
T(20) =16 = 32 —20e 2% = 16 = ¢ 20F = =

Finalmente:

4 2
T(40) = 32 — 20 10% =32 — 20 [¢"20%]2 = 32 — 20 M >~ 19.2°C.

10-

Figura 2.74: Grafico do exemplo [2].

[3] Uma empresa deve encerrar suas atividades em 15 semanas. A diretoria deseja diminuir
os pregos de todos os artigos que vende de tal modo que quando feche suas atividades, as
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mercadorias restantes tenham o valor de 30% de seu prego original. Em que percentual deve
diminuir, semanalmente, os precos para obter este resultado?

Se uma mercadoria custa 100 u.m. apds 15 semanas deveria valer 30 um. Seja x o fator de
desconto, entdo:

3 1/15
30=100(1 —2)® =2 =1— [10] >~ (.0771281.

Logo, deverd reduzir o prego em torno de 7% por semana.

2.15 Funcao Logaritmica

Como qualquer reta paralela ao eixo dos z intersecta o grafico da fungdo exponencial y = a” no
maximo num ponto, ela possui uma inversa denominada fungao logaritmica de base a, que é
denotada por:

| f(z) = loga(x) |

e definida por:

’y:loga(x)<:>ay:ac‘

onde a € R é tal que 0 < a # 1. Note que Dom(f) = (0,400), Im(f) =R, f(1) =0, f(a) =1e
seu gréfico depende desera > 1oul < a < 1.

Graficos para0 < a < 1:

20H
15l
10

o5l

_osl

_10L

_15F

Figura 2.75: a = % (verde) e a = % (azul).

Graéficos para a > 1:
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151
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osf

Figura 2.77: Graficos para a = 2 (azul) e a = % (verde).

Usando novamente o fato de y = log,(x) ser a inversa da exponencial temos as seguintes
identidades:
log,(a”) =z,

paratodoz € Re

alo.ga(x) =z,

para todo z € (0, +00).

Proposicao 2.3. Seja y = log,(x), a € Retal que 0 < a # 1:
1. f(z1-x2) = f(z1) + f(x2), para todo x1, x9 € (0,400), isto é:
loga(z1 - x2) = loga(x1) + loga(x2), paratodo x1, xo € (0,+00).

2. loga(xz®) = b - log,(x).

3.. loga(%) = l0ga(71) — loga(x2); para todo 1, x2 € (0, +00).
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5. loga(x) = i(o)zzgz;.

6. a® = brlog(a),

Um caso particular e importante de func¢do logaritmica é quando a é a constante de Euler, o
ndamero e ~ 2.718281828. Em tal caso a notagao usual é :

f(z) = loge(z) = In(x),
chamado logaritmo natural de z. Veja os préximos capitulos.

y

Figura 2.78: Grafico de f(x) = In(z).

A relagdo entre a” e e” é:

a® = (eln(a))l’ _ ekx

onde k = In(a).

Exemplo 2.26.

[1] Determine o dominio da fungdo f(z) = In(In(x)).

Note que [n(u) é definido se u > 0; logo, para que f(z) = In(In(x)) esteja definido é necessario
que In(z) > 0;logo x > 1 e Dom(f) = (1,+00).
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0.5

—-0.5 -

—-1.0-

Figura 2.79: Gréfico de f(x) = In(In(z)).

[2] Determine a inversa da funcéo f(z) = 81 x (6561)".

Fazendo y = 81 x (6561)® = 3% e aplicando logaritmo de base b = 3 a ambos os lados:

! —4
1093(y>:8$+4ex:M0u,

8

1, logs(y) —4
F ) = — 5

logs(z) — 4
N 8
[3] Uma floresta possui, aproximadamente, 24000 m? de madeira comercializdvel, a qual au-
menta na razdo de 3.5% ao ano. Outra floresta possui, aproximadamente, 48000 m? de madeira
comercializavel com a mesma razdo de crescimento da primeira.

Equivalentemente, f~*(z) , (z > 0) que é a inversa da func¢do dada.

(a) Quantos anos devem trascorrer para que a primeira floresta tenha a mesma quantidade de
madeira da segunda?

(b) Quantos anos sdo necessdrios para que ambas as florestas tripliquem a quantidade de ma-
deira?

Denotemos por f(t) = 24000 x 1.035" e g(t) = 48000 x 1.035' as funcdes exponenciais que
modelam cada floresta. Entdo:

(a) Devemos ter f(t) = 48000; logo, 24000 x 1.035! = 48000, entdo 1.035' = 2. Aplicando
logaritmo natural a ambos os lados:

In(2)

_ 2 96 14ano0s.
In(1.035) anos

(b) Devemos ter f(tg) = 72000 e g(t1) = 144000, entdo 1.035" = 3 e 1.035"* = 3. Aplicando
logaritmo natural a ambos os lados: :

In(3)

= MY~ 31 93an0s.
In(1.035) anos

t =1y =11
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200000

48000
24000

Figura 2.80: Grafico de f(x) e g(x).

[4] O montante da divida de uma empresa com os fornecedores, apds ¢ meses é modelada por
M (t) = 5000000 x 1.07" em reais. Determine quando a divida atinge 15000000 reais?

Devemos determinar ¢ tal que 15000000 = M (¢) = 5000000 x 1.07¢, isto é 3 = 1.07¢, entdo:

In(3)
3=1.07"=t= ~ 16.23
In(1.07) ’

logo, a divida atinge 15000000 reais em aproximadamente 17 meses.

15000000 -

L L L L L
10 20 30 40 50

Figura 2.81: Grafico de M = M (t).
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2.16 Exercicios

1. Exprima como fungdo de z:

(a) adrea de um tridangulo de base x se sua altura é o dobro de sua base.
(b) o volume de uma esfera de raio x.
(c) o volume de um cone circular reto de raio z se sua altura é o triplo do raio da base.

(d) o volume e a 4rea total de um cilindro circular reto de raio = sendo sua altura igual

a 30 do raio da base.

2. Determine o dominio e a imagem das seguintes fungdes:

@) f(z)=2q" 6 flz)=v1-Vz

(b) f(z)=Vad -z () f(z ): 22 —dz+3
© f(a:):xi - 0 f2)= Vo=V
. /T —3
@ 1) = 5= Q) fla)= (/T
x 2 —
© (@) = 1~ 0) ) = 22500

3. Escreva a fungao f(x) = |z| + |z + 4| sem usar valor absoluto e esboce seu gréfico.

4. Seja f(x) = |z| — 22; determine Dom(f); calcule f(1), f( — g) e verifique que
f(lal) = —lal.

5. Determine o dominio de f(z) =

r—1 1 1
PR e calcule f(;) e (f(z) .

6. Simplifique a seguinte expressao: W, x # a, se:
(@) f(x)=2a%a=1 (g flz)=a3+2,a=2
®) f(2)=a* a= -2 .
© flz)=a*+z,a=-1 (h) f(z)=—5,a=3
1
@) f(z) =~ a=1 .
x’ r)=vVr+1l,a=1
(e) f(x):2x+1 a=2 ) f(z) T
® f(2) =, a=2 () fr) = a=14

7. Repita o exercicio anterior para um a qualquer e compare os resultados obtidos.

8. Fazendo uma tabela, esboce os graficos das seguintes fungdes:
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(@ y=22+1
(b) y=(z —1)?
(€) y=(z+1)?
@ y=a*—1
(@ y=uxlzl

6 y=—1

(8) y=v4d—a?
h)y=vVor—-1+V3—x
D y=177

G) y=lz—1+[z -2
) y=12

D y=1+z—|z

9. Verifique se as seguintes fung¢des sdo constantes, explique:

@ fr) =+

X

10. Esboce os gréaficos no mesmo desenho:

@ y=lz,y=lr+1,y=lzr -1

11. Determine f +g, f —g, f-ge f/g, se:

@ fr) =22, glr)=a?+2

() flx) =302, gla)=|a+2]
© f@)=VaFT, glr) =21
@) J@)=VETT, ga)=ViT3
@ fr) =2, glx) = (L)'

6 f@) ==, o) =2

@) flx) ="+ a2 gla) = (g)*
(0 J(@)= . gle) =4

12. Seja f = g o h. Calcule h se:

@ f(x)=22+1,g(z)=2+1
(b) f(z)=bx+a,g(x)=x+a

b) f(z) = ——

T

||

(© f(z) =|2? =32 +5], g(z) = |z|
(d) f(z) =2"+2, g(z) =2

13. Seja f(z) = ax + b. Para que valores de a e bvale: (fo f)(z) =92 —37?

14. Se f(z) =Vx —4eg(x) = 2i' determine o dominio de g o f e esboce o grafico de g o f.
X

15. Verifique que Im(f) C Dom(g) e determine g o f se:
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@ f(z)=2+2,¢9(x)=3x+1 (d) f(z)=2r-3, gx)=—-22+3zx+1
b) f(z) =27 +2, g(z) =z (€ f(z) =z +1, g(z) = %2
© fle) =22 +3, () = "1 0 () =~ o) = T
16. Escreva h(z) como composta de duas outras fungdes:

17.

(@) h(z) = (22 +1)*

(c) h(z) = v/3xz+5

(d) h(z) = (In(x))? +1

(b) h(z) = (2* —9)7?

Determine f,, se fo(x) =x+3e fnt1 = foo fn,n=0,1, 2,

(e) h(z) =ex
(6 h(r) = In(—y)

rz+1

18. Esboce o gréfico das seguintes fungoes:
(@) y=a*+ 23 — 22 (C)y:az—l (d) y=a®—2?
) y=2+ (z—1)3 z+4
19. Ache o dominio das seguintes fungdes:
(@) f(2z0=+/In(z) () fz) = loga(|x])
(b) f(z) = in(In(z)) (d) f(z) = loga(z (2* — 2)(a? - 3))
20. Determine a inversa das seguintes fungdes:
1 2
@ f(@) = () o) =5
b x+2
(b) flz)=—— (i)f(w):fi,m>0
(© flx)=2*2>0 =+ 1
2
(d) f(z) == 2§,x>1 ) f(x):ix_—gi
(e flz)=2+ Tl
() (k) f(z) =1+ loga(z)
()

21. Sejam f(x) =1 —=x e g(x)

vamente.

) f(x) = 5 logu( )

2
L+1' Verifique que f e g sdo as inversas de f e g respecti-
T —
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22. Sejam f(z) = % [a® +a "] eg(x) = % [a® —a™"],a >0, a # 1. Verifique que:

@) flz+y)=f() f(y) +9(x)g(y)
(b) g(z +y) = f(z)g9(y) + f(y) 9(z)

(c) Analise o caso a = e.

23. Esboce o grafico das seguintes fun¢des exponenciais:

axaa:27a:% (C)f(x):a_x7a:eaa:3

@) f(z)
(b) f(z) =a", a=10,a =20 (d) f(z)=a"%* a=2a=10

24. Esboce o grafico das seguintes fun¢des logaritmicas:

(@ y=In(-x),z<0 (©) y= In(z) (e) y = |in(x)|
x
(b) y = in(|z]) (d) y = zlin(x) (f) y = In(a?)

25. (a) Se f(x) = ln(;i), verifique que:

a+b

fla) + 1) = F(7557).

(b) Se f(x) =27, verifique que: f(z +3) — f(zr — 1) =15 f(z — 1).

26. Se f(z) = ? i_ 1, determine Dom(f) e calcule:
(@) (fofofof)(a+1) © (fof)(l%)
1
(®) (fofof)(x+1)?) ) (Fe (=)

Determine em cada caso as condigdes para as compostas.

27. Quando uma fungdo polinomial do primeiro grau verifica:
flx1 4+ x2) = f(x1) + f(x2) ?

Esta propriedade vale ou ndo para:
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(@) f(z)=a? ©) flz)=2z+1
(b) f(z) =223 d) f(z)=3z

Determine os vértices das seguintes parabolas:

(@) y=—-2>+4x—-3 () y=2a22> -2 -1
(b) y=x>—-8zx+12 d) y=a—22-9

Determine a funcao afim f tal que f(1) = 2 e f(2) = —4 e a fungdo quadrética g tal que
9(1) = -1,9(2) = —2e9y(3) = L.

Seja f(z) = \/log%(loglg(:c + 1)). Determine Dom( f) e calcule f(9).

Se logy(a V) = 4 e log,(b) = ¢, determine c.
Verifique que a fungao afim tem como grafico uma reta ndo vertical.

O custo para produzir uma unidade de um certo produto é de 5 reais e a partir da décima
unidade o custo é de 2 reais. Se o custo é uma funcdo afim, determine tal funcéo.

Uma garagem cobra didrias de 10 reais, mas dispobiniliza para os clientes mais frequentes
um selo por 60 reais, tal que os motoristas que possuem o selo pagam didrias de 4 reais.

(a) Determine as fun¢des que modelam o custo para estacionar z dias por més.

(b) Determine o ponto de intersecdo e explique o resultado.

Uma empresa comprou uma méaquina por 25000 reais. Sabendo que a vida ttil da ma-
quina é de 10 anos, determine a depreciagdo linear e o valor da maquina ap6s 5 anos.

Um empresario comprou equipamentos de informaética por 32000 reais. Uma depreciagdo
linear reduziu seu valor a 4000 reais apds 8 anos.

(a) Determine o valor do equipamento ap6s 4 anos.

(b) Daqui a quantos anos o valor do equipamento serd nulo?

O prego de um carro daqui a 3 anos sera de 20000 reais e sofre uma depreciacdo linear
que reduz seu valor a 10000 reais ap6s 5 anos. Determine o preco atual.

O orcamento mensal de uma familia é de 8000 reais. Se tem uma despesa fixa de 3500
reais e despesas varidveis no valor de 1500 reais, determine a restri¢do orcamentéria da
familia. Esboce as regides determinadas pela restricdo or¢amentéria, explicando o que
cada uma representa.
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Um grupo familiar destina 500 reais para comprar refrigerantes e dgua mineral. Cada
litro de refrigerantes custa 2 reais e cada litro de 4gua mineral custa 1.2 reais. Determine
a restricdo orcamentaria.

Determine em quantos meses um capital de 30000 reais, aplicados a taxa de 12% ao ano,
rende 4500 reais de juros simples.

Qual o capital que acrescido de seus juros a taxa de 8% ao ano, num periodo de 2 anos e
3 meses, produz um montante de 110689 reais?

O capital de 30000 reais, foi aplicado a uma taxa de 5% ao més durante 15 meses. Deter-
mine 0 montante.

Determine a taxa anual em que esteve aplicado o capital de 45300 reais sabendo que em
3 anos rendeu 13590 reais de juros simples.

Os ganhos de uma empresa, em milhdes de ddlares, é modelado por:

2
f(x):—%+6x+20, 0<az <39

onde z & quantidade de dinheiro que a empresa aplica em publicidade trimestralmente.
Que montante a empresa deve utilizar em propaganda para ter ganhos maximos?

Um produto é vendido a um prego p, em délares, tal que o preco de compra é modelado

por:
45.67

P@) = T 50037
onde x 6 nimero de unidades vendidas.

(a) Determine a inversa de p = p(z).

(b) Quantas unidades foram vendidas ao prego de 10 délares?

O pH (potencial hidrogénico) é uma escala logaritmica que varia de 0 a 14, e nos indica
qudo 4cida ou alcalina é uma substancia. Valores abaixo de 7,0 sdo 4cidos e acima sdo
alcalinos. O valor 7 é neutro e corresponde ao pH da dgua destilada. O pH é modelado
por:

pH = —logio[H™],

onde [H ] é a concentagdo de fons de hidrogénio mol/litro. Complete a seguinte tabela:

Substancia [H] pH
Leite 1.5848 x 10"
L. de Magnesia 10-10
Suco de laranja | 3.162 x 10°
Limao 0.501 x 10~*
Vinagre 12.58 x 1074
Tomates 6.30 x 1078




Capitulo 3

FUNCOES EM ECONOMIA

3.1 Introducao

Nestas notas aplicaremos os conceitos do Célculo Diferencial e Integral de uma varidvel a um
ramo da Economia, chamado de Microeconomia, que estuda como os agentes individuais, as
empresas e os consumidores tomam decisdes, bem como suas respectivas iteracdes no mercado.

Em geral, em Andlise Econdmica as varidveis utilizadas sdo, em geral, discretas e ndo negativas;
isto é, definidas em subconjuntos do conjunto dos niimeros naturais. Para aplicar os conceitos
do Célculo Diferencial e Integral, estenderemos, de forma natural, todas as fun¢des aos ntime-
ros reais positivos. Portanto, os gréficos das funcdes utilizadas neste capitulo, se localizam no
primeiro quadrante.

Alguma vezes os economistas consideram valores negativos; por exemplo, a oferta negativa
de um produto (veja no préximo pardgrafo), implica em que os bens e/ou servigos ndo podem
ser achados no mercado seja por ndo serem produzidos ou por estarem estocados esperando
uma alta nos pregos. Por outro lado um preco negativo, implica em que o produtor pague aos
consumidores para levar os bens que oferece no mercado.

Nos exemplos e exercicios utilizaremos o principio ceteris paribus, frase em latim que significa,
todas as outras coisas ficam iguais, isto é, a tinica coisa que estard se alterando serd a varidvel
que se estiver analisando. A seguir daremos algumas defini¢des bédsicas da Economia:

Empresa ou fabrica é a unidade bésica de produ¢do num sistema econdmico.
Produto é qualquer bem ou servico obtido por processo produtivo.
Mercado é qualquer sistema que permita por em contato os compradores e os vendedores de

um mesmo bem ou servigo para a realiza¢do de intercdmbios voluntérios.

A concorréncia perfeita entre empresas é caracterizada pela hipotese de que existem muitas
empresas e que nenhuma em particular consegue controlar o pre¢o do produto por mudangas
na sua cadeia produtiva.

Nos proximos pardgrafos, utilizaremos as notagdes que usualmente aparecem nos livros de
Economia.

115
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3.2 Func¢dao de Demanda e de Preco

A demanda ¢ a relacdo entre o preco de um bem e a quantidade demandada pelos compra-
dores. A lei de demanda diz que: se tudo permanecer constante, a quantidade demandada
de um produto ou bem, varia inversamente proporcional a seu respectivo preco e vice versa.
Logo, é equivalente utilizar o preco em fun¢do da quantidade ou a quantidade em fungdo do
preco.

Segue diretamente da lei de demanda que quando o preco de um produto sobe a demanda
diminui e vice-versa. Em geral, a demanda de um produto, assim como outras quantidades
estudadas em Economia, dependem de intimeras varidveis. Por exemplo, a demanda de um
produto depende do prego, da quantidade ofertada do produto, do prego de possiveis substitu-
tos do produto, da renda, hdbitos e preferéncias dos consumidores. Nestas notas, assumiremos
que todas as fungdes a estudar dependem somente de uma varidvel, permanecendo as outras
constantes.

Definigao 3.1. Se denotamos por p o preco unitdrio de um produto e por x a quantidade demandada
deste produto oferecido no mercado por uma empresa, entio a fungio x = f(p) que os relaciona é chamada
funcio de demanda.

A funcdo de demanda define a relacdo que existe entre a quantidade oferecida e o prego do
produto. Logo, a fun¢do demanda descreve o comportamento do consumidor. A quantidade
demandada de um bem é aquela que os compradores desejam e podem comprar a determinado
preco.

O gréfico da funcdo de demanda é chamado curva de demanda. A funcdo de demanda pode
sofrer mudangas ou perturbag¢des devido, essencialmente, a varia¢des na renda dos individuos,
ao preco de outros bens substitutos e ao gosto dos consumidores. Uma curva de demanda
tipica tem forma descendente porque, quanto maior o preco unitdrio, menor o interesse dos
compradores em adquirir o produto.

O modelo mais simples de fun¢do de demanda é a funcado afim ou polinomial de primeiro grau.
O modelo deve ter coeficiente angular negativo, isto é:

x=f(p)=ap+b, a<DO.
Se p = 0, temos que = b é o nimero de unidades demandadas, quando o produto é gratis.

X

Figura 3.1: Modelo afim de demanda.
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Definigao 3.2. A funcio inversa (se existe) da fungio de demanda é chamada fungao de prego e a
denotamos por p = g(x).

Logo, o preco e a quantidade de um produto sdo inversamente proporcionais. Isto é, aumento
de preco implica em uma diminui¢do de demanda, valendo a reciproca.

Se a funcdo de demanda de um produto é afim, a funcdo de preco é dada por:
p=gx)=mzx+r, m<O0.

Se z = 0, temos que p = r é o maior prego que os consumidores pagariam pelo produto.

Exemplo 3.1.

[1] Uma companhia ferrovidria verificou que quando cobra 6 reais pela passagem, a média de
passagens vendidas é de 720 e quando o preco é de 11 reais, a média de passagens vendidas é
de 320. Ache a fungdo de demanda, se ela for afim.

Como deve ser afim: x = f(p) = ap + b; logo, resolvemos o sistema:

£(6) =720 . 6a+b=1720
F(11) = 320 11a+ b= 320

Temos que a = —80, b = 1200, Logo:
x = f(p) = —80p+ 1200.
Note que = > 0 se, e somente se 0 < p < 15.

X
1200

1000
800+
600 -
400

200+

Figura 3.2: Curva de demanda do exemplo [1].

A fungdo prego para esta demanda é:

x
=——+15
P 30 + 1o,

tal que 0 < = < 1200.
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Figura 3.3: Curva de preco do exemplo [1].

[2] Uma fébrica de equipamentos eletronicos vende uma quantidade z de artigos (em milhdes)
quando o preco é de p, reais por unidade. Se a relagdo que existe entre p e x é dada por:

z? —2px = p? + 25,
determine o ntiimero de artigos vendidos a 10 reais.

Resolvamos a equagio de segundo grau 22 — 2pz — p? — 25 = ( para x, lembrando que a raiz
negativa da equagdo, em Economia, ndo tem significado. Entado:

z = f(p) =p+/2p>+25.

Logo, f(10) = 25 milhdes de artigos.

X
sF
L
250
20F
15f

10}

5¢

Figura 3.4: Curva de demanda do exemplo [2].

[3] Numa empresa, a venda de certo produto tem a seguinte fungdo de demanda:
x = f(p) = 3.25 x e 0317,

onde p é dado em milhdes de reais e z em unidades/més . Determine a fun¢do de prego.

Devemos calcular a funcdo inversa de = = 3.25 x e~ 931P; entdo, aplicando logaritmo a ambos

os lados, obtemos:
o

1
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Figura 3.5: Curva de prego do exemplo [3].

3.3 Func¢ao de Oferta

A oferta é a relacdo entre o preco de um bem e a quantidade do mesmo que é oferecida pe-
los produtores. A lei de oferta diz: se tudo permenecer constante, a oferta de um produto,
durante um periodo de tempo, varia diretamente proporcional ao preco.

A oferta de um produto depende essencialmente da quantidade, do preco e do custo do pro-
duto, da tecnologia com que se produz o produto, dos concorrentes, do clima, etc. Como antes,
consideramos estas variaveis como constantes, exceto uma.

Definicao 3.3. Se denotamos por p o prego unitdrio de um produto e por x a quantidade do produto
oferecido no mercado, entdo a fungido p = f(x) que os relaciona é chamada fungao de oferta.

A funcdo de oferta define a relagdo que existe entre o pre¢o de mercado de um produto ou bem
e a quantidade desse mesmo produto ou bem que os produtores estdo dispostos a produzir e a
vender.

A funcado de oferta descreve o comportamento do produtor. O grafico da fungdo de oferta é
chamado curva de oferta.

A funcdo de oferta pode sofrer mudangas ou perturbagdes devido, essencialmente, a variagdes
do preco das matérias primas, ao prego dos fatores de produgdo, aos pregos de substitutos e
dos fatores tecnolégicos.

Uma curva de oferta tipica tem forma ascendente, porque quanto maior o prego unitdrio, maior
o interesse dos empresarios em fabricar o produto.

O modelo mais simples de func¢do de oferta é o de fungédo afim ou polinomial de primeiro grau.
E bastante intuitivo que quando o preco de um bem aumenta, a oferta aumenta e decresce se o
preco decresce. Logo, o modelo afim deve ter coeficiente angular ndo negativo, isto é:

p=f(z)=ax+b, a>0.

O caso a = 0, indica um preco constante independente da oferta. Se a reta for vertical, isto é, se
o coeficiente angular ndo é definido, isto implica em que a oferta é constante, independente do

preco.
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Exemplo 3.2.

[1] Quando o prego de mercado de certo produto atinge US$ 300 por unidade, a fabrica nao
produz este produto; quando o preco do produto aumenta US$ 20 a fabrica disponibiliza 600
unidades do produto no mercado. Ache a fungdo de oferta se ela for afim.

Como a fungdo deve ser afim: p = f(x) = az+0b; para z = 0, temos que 300 = be p = a x + 300;

1
por outro lado, 300 4 20 = 600 a + 300, logo a = %; entdo a curva de oferta é:

X
=+ 300.
p(x) a0t

600
500
400
300
200

100

2000 4000 6000 8000

Figura 3.6: Curva de oferta.

[2] Numa empresa a relacdo entre o preco p em reais e a quantidade = de unidades de certo
produto é x = p? — p — 6. Determine a partir de que preco havera oferta? A que prego a oferta
serd de 24 unidades. A partir de que preco a oferta serd superior a 14 unidades? Qundo a oferta
ficard entre 14 e 66 unidades?

A empresa tera oferta se x > 0,isto é p> —p —6 = (p — 3) (p+2) > 0; sendo p > 0, entdo, temos
que p > 3. Por outro lado, temos que

24=p>—p—6= (p—6)(p+5) =0=p=R$6.00
Agora resolvemos p2 —p—6 > 14; como p > 0, entdo p > 5. Finalmente, resolvemos:

M<p?—p—6<66=5<p<9.



3.4. FUNCAO CUSTO TOTAL 121
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Figura 3.7: Curva de oferta.

3.4 Fungao Custo Total

O custo para produzir certo produto ou servigo pode ser subdividido em custo fixo e custo
variavel. Os custos fixos sdo associados ao gasto da empresa decorrente de produzir ou nao
um produto, isto é, independem da quantidade produzida; por exemplo, o aluguel e certo tipo
de imposto. O custo varidvel é o que muda de acordo com o volume de produgdo, isto é, os
custos sdo igual a zero quando néo existe produgao.

Definicao 3.4. A funcao custo total representa o custo final para produzir x unidades de um certo
produto.

Denotemos por C' = C(z), a fungdo custo total de uma empresa. Esta fun¢ao tem duas compo-
nentes, a saber, o custo varidvel que representa os gastos em matéria prima, mao de obra, entre
outros, e o custo fixo. Se a quantidade de unidades produzidas for zero, temos que C'(0) > 0.
Quando C(0) # 0, entdo C(0) representa o custo fixo de produgdo. O dominio desta fungao é
determinado pelo produtor, considerando a quantidade méxima que pode produzir.

Custo Médio

Seja C = C(z), a fungdo custo total de uma empresa. A funcido custo médio é denotada e
definida por:

CM.(x) = Cix), x>0,

isto &, o custo total dividido pela quantidade produzida. Esta fungdo representa o custo para
produzir uma unidade do produto.

Exemplo 3.3.
[1] Uma empresa para produzir x unidades de um certo tipo de produto tem como funcao de

custo total C(z) = 22* 4+ 1223 + 9z + 30. Determine as fun¢des de custo fixo, custo variavel e
custo médio. Calcule o custo para fabricar 10 unidades.



122 CAPITULO 3. FUNCOES EM ECONOMIA

Primeiramente escrevamos C(z) = [2z* + 122° + 9 x| + 30, logo: o custo fixo é de 30u.m. e 0
custo varidvel é 22 + 1223 + 92. Da definicdo, temos que o custo médio é:

30

CM(z) =223 +122° + 94+ =, 2>0.
X

e o custo para fabricar 10 unidades é de C'(10) = 32120 u. m.

30r
301

Figura 3.8: Graficos de C' e de C'M,, respectivamente.

[2] Uma empresa de distribuicdo de combustiveis necessita adquirir um caminhao tanque ao
custo de 50000 u. m. Estima-se que o custo operacional do caminhéao é de 2 u.m. por quild-
metro rodado e que pode percorrer 100000 km antes da primeira revisdo. Ache a funcado custo
total se ela for afim.

Se z é o ntiimero de quilometros percorrido pelo caminhdo, 2 x representa o custo varidvel e
50000 o custo fixo. Entao:

C(z) = 2z + 50000, = € (0,50000).

Logo o custo médio é:

50000
CM.(z) =2+ —=, =z € (0,50000)
X

que representa o custo do caminhao por quilémetro percorrido.

t 14+
140000 [

L 12 -
120000 [

L 10
100000 r

80000 |-

60000

40000 —

20000 - 2

I I I I L L L L L L
10000 20000 30000 40000 50000 10000 20000 30000 40000 50000

Figura 3.9: Graficos de C' e de C'M,, respectivamente.
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3.5 Func¢ao Receita Total

A receita total é a quantidade total paga pelos compradores aos vendedores por um certo bem.

Definigao 3.5. A fungao receita total de uma empresa é todo o dinheiro que recebe pela venda de seus
produtos e/ou servigos.

Logo, a funcado receita total de uma empresa é o produto da quantidade do produto que é
vendido pelo prego unitdrio do produto. Se p = f(z) é uma fungdo de prego, entdo a funcao
receita total é dada por:

R(x) = = f(x),

onde o preco de venda ou do servigo varia segundo o nimero de unidades vendidas. Da
definicdo segue que a funcdo receita total depende da fung¢do de oferta, a qual depende do
ntmero de unidades vendidas; logo, a receita total depende do nimero de unidades vendidas.

Se x > 0, entédo:
R(z)

X

= f(x),
¢ a receita média por unidade, que é igual a oferta por unidade.
Exemplo 3.4.

Uma montadora de carros tem como fungdo de receita total R(z) = 5z — 3 x? para um certo
tipo de carro. Ache a fun¢do da oferta e esboce ambos os gréaficos.

Como R(z) =5z —32? = 2 (5—3x), temos que p = 5 — 3 x é a fungdo da oferta da montadora.

5

L L L
0.5 1.0 15

Figura 3.10: Curva da receita (azul) e de oferta (vermelho).

3.6 Funcdo de Lucro

O lucro ¢ a relagdo entre os beneficios de uma empresa e a quantidade de bens e/ou servigos
que esta produz.

Definicao 3.6. A funcdo lucro é a quantidade de dinheiro que uma empresa obtem por produzir e
vender uma certa quantidade de bens e/ou servigos.
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Sejam C' = C(z) a fungdo custo e R = R(x) a receita de uma empresa. Se denotarmos por
L = L(x) a fungdo lucro, entdo
L(z) = R(z) — C(x).

Se R(x) > C(x), temos L(x) > 0; analogamente se, R(z) < C(x), entdo L(z) < 0, isto é, uma
empresa so tem lucro se os custos totais ndo ultrapassam a receita total de producao.
Definimos a func¢do de lucro médio, para x > 0:

L(z
LMe(z) = (7)
x
O lucro médio representa o ganho obtido em produzir e vender uma unidade do produto. Os
pontos de intersecdo dos gréficos das fungdes de custo e da receita sdao chamados de nivela-
mento, isto é, a quantidade minima que a empresa pode produzir para a receita igualar-se a
despesa.

Exemplo 3.5.

[1] Um laboratério farmacéutico tem um novo medicamento que deseja colocar no mercado.
Estudos de mercado indicam que a demanda anual do produto depende essencialmente do
preco. Estimou-se que a fungdo de demanda para produzir este remédio é = + 500 p = 250000,
onde p é dado em US$ e x é a quantidade de caixas. Por outro lado, o custo de produgédo deste
remédio é C(z) = 300000 — 300 x — 0.25 2%, Determine a funcdo lucro. Qual é o lucro se vender
1000 caixas do remédio?

Primeiramente calculemos R(z) = z f(z), onde p = f(x) é a fungdo preco, entdo:

2

X X
= Y 1500 = R(z) =500z — —— — L(z) = 0.248 22 + 800 2 — 300000.
P="50" (z) 7500 () v el

Logo, L(1000) = 748000 dolares.

748000 -

/ 500 1000 1500 2000
Figura 3.11: Grafico da funcéo lucro.

[2] Uma fabrica de circuitos para telefones celulares tem custo fixo para funcionar de US$
100000 e um custo de US$ 4 para produzir cada unidade, que sdo vendidas a um preco de US$
8 por unidade. Determine as fung¢des custo, custo médio, receita e lucro da fabrica. Calcule
cada uma das fungdes obtidas, para 10000 unidades. Quando a fbrica tera lucro?
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Observamos que o custo para produzir  unidades do produto é de US$4 z, entdo a fungdo
custo total é C'(z) = 4 + 100000. Logo:

100000

CM.(x) = .

+4, R(x)=8x e L(x)=4x—100000.

Calculemos as fungoes:

C(10000) = 140000, o custo para fabricar 10000 unidades
CM,.(10000) = 14, o custo médio para fabricar 1 unidade
R(10000) = 80000, a receita total da venda de 10000 unidades
L(10000) = —60000, resultado da venda de 10000 unidades.

A fabrica tera lucro se L(z) > 0, isto é, 4 — 100000 > 0, ou seja, se > 25000. Logo, a fabrica
tera lucro se fabricar mais de 25000 circuitos.

300000
200000

100000

10000 200, 30000 40000 50000

- 100000

Figura 3.12: Gréficos do custo e do lucro.

[3] Uma empresa pode vender um determinado artigo a um certo prego unitdrio. Se o custo de
produgdo ¢ dado por C(x) = 90 2% + 900 e a receita ¢ R(z) = 18 2*, determine o lucro, o lucro
médio e ponto de nivelamento da empresa. Esboce seus gréficos.

Determinemos o ponto de nivelamento, resolvendo o sistema:

y =902 4 900
y = 18 z4.

Subtraindo, obtemos 18 x* — 9022 — 900 = 18 (2% — 10) (22 + 5) = 0; logo temos a raiz real
positiva z = /10 e, portanto, y = 1800. O ponto de nivelamento é (1/10, 1800). Por definicao:

L(z) = R(z) — C(z) = 18 z* — 90 2% — 900,

LM (x) = L@) 548 _g0g— 200

x €T

Note que L(x) = 18 (2% — 10) (22 + 5); logo, L(z) > 0 se, e somente se = € [/10, +00)
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1500
1000

500

1 2 3 4 5

Figura 3.13: Graficos da receita (azul), do custo (vermelho) e do lucro , respectivamente.

[4] Uma empresa que produz componentes eletronicos para sistemas de injegdo eletronica de
carros, tem fungdes de custo total C(x) = 10z +8 e de receita R(z) = —2 2% +25 2 + 1 referentes
a producédo e a venda de x unidades do produto. Calcule os pontos de nivelamento. Quando a
empresa tem e ndo tem lucro por produzir estes componentes?

Primeiramente observamos que R(x) > 0se 0 < z < 12.539. Resolvendo o sistema:
y=10x+8
y=—-222+252+1,

obtemos os pontos de nivelamento: (0.5, 13) e (7, 78). Diretamente da defini¢do do lucro, temos
que L(z) = —22% + 152 — 7= (x — 7)(1 — 2z), entdo

L(z)>0 <= =x¢€(057)
L(z)<0 <= z¢€/(0,0.5)U(7,400).

20
15

10

-10

0 P p) s s I 2 -15
Figura 3.14: Graficos de C, R e L, respectivamente.

[5] Uma empresa que produz softwares para seguranga de iméveis tem como fungdo de custo
total C(z) = 22 4+ 52 4 10 e de demanda = = f(p) = 100 — 5 p. E possivel determinar o lucro
maximo da empresa?

x x?
Primeiramente escrevemos p = 20 — = entdo R(z) =20z — = e:

2
L(z) = —GT”: +152 — 10.
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Logo, L = L(r) é uma fungdo quadrética. Portanto, como o coefiente de 22 é negativo, o ponto
de maior altura da pardbola é o vértice:

b A
(- %0 —@) = (6.25,36.87).

10~

L L L L L L
o 2 4 6 8 10 12

Figura 3.15: Grafico de L.

3.7 Func¢ao de Producao

A produgdo é a relacdo entre a quantidade de fatores utilizados para produzir um bem e a
quantidade total produzida deste bem.

Sao chamados fatores de produgdo os bens e/ou servigos que podem ser transformados em
producéo. A produgao é a transformacédo dos fatores de produgao da empresa para a venda no
mercado.

Sao chamados fatores fixos de produgdo as quantidades que envolvem a producdo e que nao
podem ser modificadas rapidamente, por exemplo, o prédio onde se efetua a produgdo. Os
fatores varidveis de produgdo sdo os que podem ser modificados rapidamente no processo
produtivo, por exemplo, a energia elétrica utilizada na produgdo

Definicdo 3.7. A func¢do de producdo indica qual a quantidade mdxima de produto que pode ser
produzida, dada uma determinada quantidade de fatores produtivos e uma determinada tecnologia.

Se denotamos por ¢ a quantidade de insumos utilizados por uma empresa para produzir um
determinado produto e por y a quantidade de produtos que pode produzir com a quantidade
g de insumos, a fungdo de producéo serd denotada por y = P(q).

Este conceito pode ser aplicado a um produto ou a um servigo, a uma empresa, a um setor de
atividade, ou mesmo a toda uma economia. O gréfico da fun¢ado de produgado é chamado curva
de producao.
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Exemplo 3.6.

[1] Uma fébrica produz um ntimero y de um determinado produto em fungdo da quantidade
de trabalho ¢, medida em homens/hora. A relacdo entre estas duas quantidades é dada pela
fungdo y = P(q) = 32¢, onde 0 < ¢ < 8. Que quantidade destes bens é produzida por 5.5
homens/hora? Quantos homens/hora sdo necessarios para produzir 96 unidades do produto?

Primeiramente calculamos P(5.5) = 32 x 5.5 = 176 unidades. Por outro lado, temos que
96 = 32 ¢; entdo ¢ = 3 homens/hora.

500
400 -
300

200

Figura 3.16: Curva de producao.

[2] Uma usina produz dois tipos de ago: A; e As. O lucro que representa para a usina a venda
de cada tipo de acgo é dado, respectivamente por:

Li(z) = 3602z — 500 e Lo(z) =400z — 1500.

Para produzir ambos os tipos de ago é utilizada a mesma matéria prima e as fung¢des de produ-
¢do associadas a cada tipo de ago, sdo:

Pi(q) =24q e P(q) =32q,

onde 0 < ¢ < 100 (¢ em toneladas de ferro). Se a usina possui 60 toneladas de ferro, que tipo
de aco a usina deve produzir?

Para produzir 60 toneladas de A;, temos
Li(Pi(q)) = 864q —500; entdo Lq(P1(60)) = 51340.
Para produzir 60 toneladas de A, temos
Ls(P(q)) = 1280¢g — 1500, entdo Lo(P»(60)) = 75300.

Logo, a produgédo de ago A, dard maior lucro a usina.
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Figura 3.17: Lucro de A; (vermelho) e A5 (azul).

3.8 Equilibrio da Oferta e da Demanda

Em geral, o equilibrio é relativo as condi¢des do mercado que tendem a persistir. Se a determi-
nado prego, as quantidades de produtos que o produtor deseja vender se igualam as quantida-
des que os consumidores desejam comprar, diz-se que o mercado estd em equilibrio.

Definicdo 3.8. O equilibrio de mercado ocorre na intersegio das curvas de demanda e de oferta.

Figura 3.18: Equilibrio de demanda (vermelho) e de oferta (azul).

Isto é, nos pontos que representam os pregos, a quantidade ofertada se iguala a quantidade
demandada.

O ponto de intersegdo é dito ponto de equilibrio do mercado; a ordenada do ponto é dita preco
de equilibrio do mercado e a abscissa do ponto é dita quantidade de equilibrio do mercado.

Em mercados perfeitamente competitivos, se o preco de mercado de um produto estd acima do
preco de equilibrio, temos excesso de oferta, o que deve fazer abaixar os pregos.

Quando o prego de mercado de um produto estd abaixo do preco de equilibrio, temos excesso
de demanda, o que eleva os pregos do produto.
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Interpretacdo Geométrica do Equilibrio de Mercado

Considere o seguinte grafico, formado pelas curvas de demanda e de oferta:

Figura 3.19: Equilibrio de demanda (vermelho) e de oferta (azul).

Denotemos por (zg,pg) o ponto de equilibrio do mercado.

Se o preco do produto em questao for p; < pg, entdo a empresa espera vender xp; unidades e
os consumidores planejam comprar xp; unidades do produto; logo estariam faltando xp; —zo1
unidades aos consumidores, o que forcaria o aumento de prego do produto até, pg, onde seriam
oferecidas x g unidades.

Se o preco do produto em questdo for pr < ps, entdo a empresa espera vender xp2 unidades e
os consumidores planejam comprar x p2 unidades do produto; logo estariam sobrando a quan-
tidade zp2 — zp2 de unidades, o que forgaria a queda do prego do produto, até pg, onde seriam
oferecidas x g unidades.

Com a passagem do tempo é possivel provar que desequilibrios entre a oferta e a demanda sao
corrigidos e tendem a aproximar-se do equilibrio. De fato, o preco tem um efeito regulador,
isto é, cada vez que se tem um excesso de oferta segue uma escassez de oferta, e vice-versa.
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Figura 3.20: Equilibrio da oferta e da demenda. Zona de escassez em verde e do exesso em
amarelo.

3.8.1 Equilibrio Linear

E comum utilizar funcdo de demanda e funcio de oferta, afins. Neste caso, a determinacéo do
equilibrio é bastante simples, pois basta resolver o sistema:

xr =—ap+b
r =cp+d, a,c>0.

b—d ad+bc
e ITgp = .
a—+c a-+c

A solugdo do sistema é:

O ponto de equilibrio é (zg, pE).

P

Figura 3.21: Equilibrio Linear.

3.9 Equilibrio do Custo e da Receita

De forma anéloga ao equilibrio da oferta e da demanda podemos tratar o do custo e o da receita.
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Suponhamos que um empresdrio deseja saber quantas unidades de um certo produto terd que
vender para que a receita das vendas seja igual ao custo para produzir o produto, isto é, quando
ndo terd prejuizo.

Sejam C = C(z) e R = R(x) as fungdes de custo e da receita para = unidades do produto
vendidas. Inicialmente, devido aos custos fixos a curva do custo estd acima da curva da receita.

Para pouca produgdo a empresa tem prejuizo. Por outro lado, para uma elevada produgédo a
curva do custo estd abaixo da curva da receita, logo a empresa tem lucro.

Definicdo 3.9. O equilibrio do custo e da receita ocorre na intersegdo das curvas do custo e da receita.

O ponto de equilibrio é exatamento onde a empresa ndo tem lucro e nem prejuizo.

Figura 3.22: Equilibrio da receita (vermelho) e do custo (azul).

A regido amarela no desenho corresponde ao prejuizo da empresa e a regido verde corresponde
ao lucro obtido pela empresa.

Exemplo 3.7.

[1] A demanda de um certo produto é dada por x = 36 — 4 p e a oferta por z = 30 + 2 p.
(a) Determine o prego de equilibrio e a repectiva quantidade.

(b) Se o prego for 4 u. m., existe excesso de oferta ou de demanda? Determine o excesso.
(a) Pelo visto anteriormente:

pE:1 e xE:32.

(b) Para um prego de p = 4, a quantidade demandada é: + = 36 — 16 = 20 e a quantidade
ofertada é x = 30 + 8 = 38; entdo, existe um excesso de oferta de 38 — 20 = 18.
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- p

Figura 3.23: Equilibrio de demanda (vermelho) e de oferta (azul).

[2] A demanda e a oferta de um certo produto fabricado por uma empresa sdo dadas pelas
seguintes equagoes:
224+p*—25=0 e p*—8x+8=0,

(a) Ache o ponto de equilibrio.
(b) Se o prego for 2 u. m., existe excesso de oferta ou de demanda. Determine o excesso.

(a) Devemos resolver o sistema:

22 4+p?—25=0
p? —8x+8=0.

Obtemos p = 4 e z = 3 e o ponto de equilibrio é (4, 3). Note que a funcdo de demanda é dada

porz = /25 —p?,0<p<5.

(b) Para um preco de p = 2, a quantidade demandada é: 22 = 25 —4 = 21,isto é, r = V2l ea
3 3

quantidade ofertada é oY entdo existe falta de oferta igual a v/21 — 5 = 3.08.

5¢

1 2 3 4 5

Figura 3.24: Equilibrio de demanda (vermelho) e de oferta (azul).

[3] Se a oferta e a demanda de um certo produto fabricado por uma empresa sdo dadas pelas
seguintes equacdes:
322 —6x+p—8=0 e z2—p+4=0,
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ache o ponto de equilibrio.

Devemos resolver o sistema:

322 -6x4+p—8=0
22 —p+4=0.

Obtemos p = 8 e x = 2 e o0 ponto de equilibrio é (8,2). Note qua a fungdo demanda é dada por

r=+p—4,4<p.

2 4 6 8 10 P

Figura 3.25: Equilibrio de demanda (vermelho) e de oferta (azul).

[4] Uma empresa que produz componentes eletronicos para sistemas de injegdo eletronica de
carros, tem fungdes de custo total C(z) = 10 z+12 e de receita R(z) = 2 22 referentes a produgao
e a venda de = unidades do produto.

(a) Quantos componentes devem ser vendidos para que a empresa ndo tenha prejuizo?
(b) Se sao produzidas 12 unidades do produto a empresa tem lucro?
(a) Devemos resolver:
C(z) = R(z) <= 102+ 12 = 22? <= z = 6.
A empresa deve vender 6 unidades do produto para néo ter prejuizo.

(b) Como foram produzidas 12 unidades do produto a empresa tem lucro:

L(z) = R(z) — C(z) <= L(12) = R(12) — C(12) = 156 u.m.
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Figura 3.26: Equilibrio da receita (vermelho) e do custo (azul).

3.10 Calculo de Juros Compostos

Se uma quantia inicial Ay em dinheiro for investida a uma taxa de juros compostos de %, m
vezes ao ano, o montante do investimento, ap6s ¢ anos sera dado por:

A(t) = Ay [1 + ;]mt

A taxa anual de juros de uma aplicagdo financeira é chamada taxa nominal. A capitalizagao
dos juros da aplicagdo é chamada taxa efetiva, que em geral, é sempre menor do que a taxa
nominal. A relacdo entre estas taxas é:

r m
Tef:|:].+m:| — 1.

3.10.1 Desconto

O conceito de desconto é complementar ao de juros compostos. De fato, num problema de
juros compostos, procuramos determinar o valor futuro A de um montante A, do presente. O
problema de descontar é inverso ao anterior, isto é, achar o valor A a partir de um montante
A que podera estar diponivel daqui a t anos. Entdo, o valor atual da quantia:

—mt
m

e

[1] Se 1000 reais sdo investidos a uma taxa de juros compostos de 7% ao ano, qual é o montante
acumulado apo6s 5 anos, se os juros forem capitalizados semestralmente?

Exemplo 3.8.

Temos que Ay = 1000, m = 2 e r = 0.07, entdo:

2t
A(t) = 1000 [1 + 0'207] :
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logo A(5) = 1410.59 reais. A taxa efetiva é r.y = 7.12% ao ano.

2000
1800
1600
1400

1200

2 4 6 8 10

Figura 3.27: Evolugdo dos juros.

Note que se queremos determinar o montante acumulado ap6s ¢ anos, se os juros forem capi-
talizados mensalmente, devemos calcular:

24
A(12) = 1000 [1 + 0'207] =~ 2283.33.

[2] Se 20000 reais sdo investidos a uma taxa de juros compostos de r% ao ano e se 1000000 reais
¢ o montante acumulado ap6s 10 anos, determine os juros, se forem capitalizados semestral-
mente?

Temos que determinar r, onde

20
20000 [1 4 ;} — 1000000,

logo r = 43.2% reais. A taxa efetiva é r.y = 47.8% ao ano.

3.11 Demografia: Modelos Populacionais

A fungdo de populagdo total definida num certo conjunto de individuos que integram uma
populagdo determina a evolucdo no tempo das variacdes desta populacdo. Existem diversos
modelos para determinar esta evolugdo. Estudaremos os mais simples.

Uma fungdo de populagdo bastante simples é a definida por:
N(t) = No(1 + 1), (3.1)

onde Ny é a populacdo inicial que se incrementa numa taxa anual de i%. Note que N (0) = Np.
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Exemplo 3.9.

Ao redor de um garimpo se estabelece uma populagdo inicial de 150 habitantes que cresce a
uma taxa anual de 6%. Se este crescimento da populagdo cresce segundo (3.1), determine a
populagdo apoés 10 anos.

Como i = 0.06, temos: N(t) = 150 (1 + 0.06)" = 150(1.06)", logo N(10) = 268.62, isto &,
aproximadamente, 268 pessoas.

L L L L
5 10 15 20

Figura 3.28: Evolugdo da populacao.

3.12 Crescimento e Decrescimento Exponencial

Um modelo para estudar populagdes, um pouco mais complexo que o anterior, é o chamado
modelo exponencial.

Diz-se que uma quantidade experimenta um crescimento exponencial quando cresce de acordo
com a lei:

Q(t) = Qo ™, (3.2)

onde Qo, k > 0. Q(0) = Qo é dito o valor inicial. Este modelo se aplica em diversas situagdes
interessantes.

Exemplo 3.10.

[1] Projeta-se que em ¢ anos, a populacdo de um estado serd de P(t) = 10¢e%%% milhdes de
habitantes. Qual é a populacdo atual? Qual serd a populacdo em 20 anos, se a populacdo
continuar crescendo nesta proporgao?

A populagéo atual é P(0) = 10 milhdes de habitantes e P(20) = 10¢%* = 14.918 milhdes de
habitantes .



138 CAPITULO 3. FUNCOES EM ECONOMIA
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Figura 3.29: Grafico de [1].

[2] Bidlogos determinaram que em condi¢des ideais uma colonia de bactérias cresce exponen-
cialmente. Se, inicialmente existem 3000 bactérias e ap6s 30 minutos estdo presentes 9000,
quantas bactérias estardo presentes apds uma hora?

Note que:
Q(t) = 3000 €™,

pois Q(0) = 3000; por outro lado 9000 = Q(30) = 3000 3% e €3%% = 3. Logo,

Q(60) = 3000 ¢®* = 3000 (¢*°)* = 3000 x 9 = 27000  bactérias.

30000
25000
20000
15000

10000 F

5000 |

Figura 3.30: Grafico de [2].

Uma quantidade que decresce de acordo com a lei Q(t) = Qo e™*; Qo, k > 0 é dita que experi-
menta um decrescimento exponencial com valor inicial Q(0) = Qo.

[3] Se o indice anual de inflagdo permanecer constante em 5% durante os préximos 10 anos, o
custo de um servico em qualquer ano da década sera dado, aproximadamente por:

I(t) = ¢(1.05)", t€[0,10],

onde ¢ é o tempo, em anos, e ¢ é o custo atual do servi¢o. Se o preco atual de uma entrada de
cinema é 15 reais, qual deverd ser o prego da mesma entrada daqui a 10 anos?

O prego sera dado por: 1(10) = 15 (1.05)10 22 24.43 reais.
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10—

Figura 3.31: Grafico de [3].

[4] O produto interno bruto (PIB) de um certo pais era de 100 bilhdes de délares em 1990 e de
180 milhdes de délares no ano 2000. Supondo que o PIB tem um crescimento exponencial, qual
serd o seu valor no ano 2010?

Seja t o tempo, em anos, decorridos desde 1990 e denotemos por:
P(t) = Aett

In(1.8)

o PIB; entdo P(0) = A = 100; logo: P(t) = 100", 180 = P(10) = 100e'% e k = o

Podemos escrever:

P(t) = 100¢ T = 100 0587787

P(20) = 1002™(18) = 100 (1.8)? = 324. Logo, o PIB no ano de 2010 sera de 324 bilhoes de
dolares.

Figura 3.32: Grafico de [4].

[5] Havendo uma recessdo econdmica, o lucro anual de uma empresa americana diminuiu de
US$ 840.000, em 2003 para US$ 630.000 em 2005. Se o lucro segue um modelo exponencial de
decaimento, qual é o lucro esperado em 2008?

Seja L(t) = C ekt o lucro, onde t é dado em anos; entdo, 840 = L(0) = C e L(t) = 840 . Apbs
1 3
dois anos: 630 = L(2) = 840 ¢%*, donde k = 5 ln(z) =~ —(.1438. Logo:

L(t) = 840 ¢ 014381
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e L(5) = 840¢°(70:1438) =~ 409.28. O lucro esperado para 2008 é de US$ 409.280, aproximada-
mente.

200

Figura 3.33: Grafico de [5].

[6] Quando se estocam graos, apds certo tempo, os graos se deterioram e a quantidade de graos
em condi¢des de comercializar tem decaimento exponencial. Sabendo-se que inicialmente estdo
estocados 750 toneladas de graos e ap6s 3 anos tem-se 290 toneladas, determine a quantidade
de grdos em condigdes de comercializar ap6s 5 anos.

Seja E(t) = C ek a fungdo que representa a quantidade de grao em condicdes de comercializar,
em toneladas, ap6s t anos; entdo, 750 = E(0) = C, logo:

E(t) = 750 e = 290 = 750 &3* — k = —0.316731.

Entao:
E(t) =750 6—0.316731t

e E(5) = 153.9 toneladas.

Figura 3.34: Grafico de £ = E(t).

3.13 Funcao Logistica

O modelo exponencial é interessante, pois é simples e serve como base para outros modelos
mais complexos que estudam situagdes mais gerais. Por outro lado, crescimentos exponenciais
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ndo acontecem na natureza, pelo menos por tempo ilimitado. No entanto, durante breves inter-
valos de tempo populagdes crescem com este modelo. Observa-se que os niveis de natalidade
de uma populacdo diminui quando a populagdo aumenta. Os motivos podem ser variados,
como fatores sociais, econdmicos ou suprimento limitado de alimentos e de espaco. A popu-
lagdo eventualmente se estabilizaria num nivel compativel com o que o meio ambiente pode
suportar, sem a extin¢do da espécie. Um 6timo modelo para o estudo deste tipo de situagdo é a
funcao logistica, definida por:

A
M) =15peo

onde A, B, e C' sdo constantes positivas. Este modelo também é usado no estudo da propaga-
¢do de epidemias, da propagacado de doengas infecciosas e da propagacdo de boatos ou noticias.

Exemplo 3.11.

[1] Uma populagdo de moscas droséfilas num ambiente limitado é dada por:

400

Lu(t) = 1439047

onde t denota o niimero de dias transcorridos. Qual é a populagao inicial? Qual é a populagdo
no 10¢ dia?

Note que inicialmente, temos L;(0) = 10 moscas; L;(10) = 233.33; aproximadamente, 233
moscas.

400 -

300 -

200 -

100 -

S S R S S Y R SRS S R |
10 20 30 40 50

Figura 3.35: Grafico de Li = Ly (t).

[2] Durante uma epidemia de dengue, o ndmero de pessoas que adoeceram apds ¢ dias, num
certo bairro, é dado por:
10000

La(h) = T g9 o

Quantas pessoas ficaram doentes apds o primeiro dia? Quantas pessoas ficaram doentes ap6s
25 dias?

Note que inicialmente, temos Ly(1) = 121.87; aproximadamente 121 doentes e Ly(25) = 5998.6;
aproximadamente, 5998 doentes.
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Figura 3.36: Gréfico de Ly = Lo(t).

[3] A populagdo de uma cidade é de 20000 habitantes, de acordo com um censo realizado em
1990 e 25000 habitantes de acordo de um censo realizado em 1995. Sabendo que a populacao
tem um crescimento exponencial, pergunta-se:

i) qual era a populagdo no ano de 19807
ii) quando a cidade atingird uma populagdo de 40000 habitantes?

i) Q(t) = 20000 **; por outro lado, 25000 = Q(5) = 20000 €°* e k = £ In(2) = 0.044628; logo,

Q(t) = 20000 60.044628t

e Q(—10) = 12800 habitantes.

ii) Se Q(t) = 40000, entdo ¢ = 15.531; aproximadamente, 15 anos.

40000
30000
200

10000 -

L b 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 3.37: Grafico da evolugdo da populagao.

[4] Se a populagdo de uma certa espécie de peixes num ambiente limitado é dada por:

50000

Lit)= ————
) = qg9e

onde ¢ denota o nimero de semanas transcorridas, quanto tempo serd necessdrio para a popu-
lagdo atingir 20000 peixes?



3.14. FUNCAO DE GOMPERTZ

Devemos determinar ¢t = L~1(y), onde y = L(t); logo:

199y

_ 71 _
t=1 (y)—ln(50000_y).

Entdo, para y = 20000, temos t = ln(%) = 4.88, aproximadamente em 5 semanas.

50000 L
101

30000

10000 -
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0 2 4 6 8 10 12 14 o 0000 20000 30000 20000

Figura 3.38: Gréficos de L e L™!, respectivamente.

3.14 Funcao de Gompertz
Esta fungdo de crescimento é dada por:

N(t) = ca,

L
50000

onde N é o nimero de individuos de uma populagdo no instante ¢, 0 < R < 1 ¢é a taxa de

crescimento da populagdo; a populagdo inicial é N(0) = ca.

O gréfico desta fungdo é dito curva de Gompertz.

Figura 3.39: Curva de Gompertz padrao.

Esta curva foi utilizada em grande escala por psic6logos na descri¢do de diversos aspectos do
crescimento humano. Os administradores, por analogia, utilizam esta fungao para descrever o

crescimento das empresas e como fungdo de lucro total.
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Exemplo 3.12.

[1] A diretoria de uma empresa apds diversas analises, deduz que o niimero de empregados da
empresa sera: N (t) = 325 x 0.05%6, onde N é o nimero de empregados ap6s t anos. Supondo
que o modelo esta correto, pede-se:

(a) Quantos empregados tinha inicialmente?

(b) Quantos empregados terd a empresa ap6s 3 anos?

(a) Calculamos N (0) = 325 x 0.05 = 16.25; aproximadamente 16 empregados.
(b) N(3) = 325 x 0.05°%° = 170.16; aproximadamente 170 empregados

Figura 3.40: Curva de Gompertz do exemplo.
[2] O ntimero de empresas que possui uma multinacional é modela por:
N(t) =cx 0.5%7"

onde t é o niimero de anos apds a fundagdo da multinacional. Se inicialmente tinha 10 empre-
sas, quantas terd ap6s 20 anos?

Note que 10 = N(0) = 0.5¢,logoc=20e:
N(t) =20 x 0.5°7",

e N(20) = 19.95, aproximadamente 20 empresas.

3.15 Lei de Pareto

O economista V. Pareto propds uma funcdo para a distribuicdo de renda em um grupo de
individuos.

A distribuicdo de renda, segundo Pareto, é dada pela seguinte lei (empirica):
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onde IV é o nimero que exprime a renda maior que o nivel de renda z; a constante b depende
somente da populacdo; usualmente é considerado b = 1.5. Note que 0 < z < im, onde im é o
lucro méximo.

Figura 3.41: Grafico de N = N(z) padrao.

Exemplo 3.13.
[1] Suponha que num certo pais a fungdo de Pareto de distribuigdo da renda seja dada por:

121 x 1010
N(z) = —5

(a) Determine o ntiimero de pessoas que possuem mais de um milhao de reais.
(b) Quantas pessoas tem renda entre 10000 e 100000 reais?

(c) Das 100 pessoas de maior renda, qual é a de renda menor?

30000
20000

10000]-

200000 400000 600000 800000 1 ,q¢
Figura 3.42: Fungao de Pareto.

(a) Calculamos N (10%) = 1210 pessoas que possuem pelo menos um milhdo de reais.

(b) Calculamos N (10000) — N (100000) = 1210000 — 38263.6 = 1171736; logo, sdo aproximada-
mente 1171736 pessoas.
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121 x 1010

——— = 100, entdo 2% = 121 x 10%, logo 2 = 5.27056 x 10°
oy

(c) Resolvemos

[2] Se a lei de Pareto de distribuicdo da renda, em ddlares, de uma certa populagéo é:

300 x 10?
N(t)=—17—

(a) Quantas pessoas possuem mais de um milhdo de délares?
(b) Quantas pessoas possuem renda entre 3000 e 10000 délares?
(c) Qual é a menor renda das 35 pessoas que possuem renda mais alta?

(a) Devemos calcular N(1000000) = N(10%), logo:

1 9
N(10°) = % >~ 18.92;

aproximadamente 19 pessoas.

(b) O ntimero de pessoas que excede 3000 é dado por: N(3000) = N (3 x 10%) = 368142 e o
ndamero de pessoas que excede 10000 ¢ dado por: N(10000) = N (10%) = 47546, logo o ntimero
de pessoas que possuem renda entre 3000 e 10000 ddlares é:

N(3000) — N (10000) = 320596.
(c) Devemos resolver:

~ 300 x 10

35 t1'7

= t = 696582 doblares.

3.16 Escala Logaritmica

A escala logaritmica é utilizada em diversas areas, quando se deseja representar graficamente
dados que tem uma grande variagdo. Vejamos o seguinte exemplo:

Suponha que a evolugdo da populagdo numa grande metrépole, por décadas, é dada pela se-
guinte tabela:

Ano Populagao P
1940 1250000
1950 2750000
1960 3840000
1970 4760000
1980 5260000
1990 5940000
2000 6890000
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Facamos a escala logaritmica para logaritmo na base 10, base 20 e na base e:

Ano log10(P) logao(P) In(P)
1940 6.09 4.68 14.03
1950 6.43 4.94 14.82
1960 6.58 5.06 15.16
1970 6.67 9.13 15.37
1980 6.72 5.16 15.47
1990 6.77 5.20 15.59
2000 6.83 5.25 15.74

Gréficos em diversas escalas logaritmicas:

log,o

6.8

1940 1950 1960 1970 1980 1990 ZOOOAnO

Figura 3.43: Escala logio.

1940 1950 1960 1970 1980 1990 ZOOOAnO

In

15. 75

15. 5

15. 25

15

14.75

14.5

14. 25

]
1940 1950 1960 1970 1980 1990 ZOOOAnO

Figura 3.44: Escala logy e In, respectivamente.

3.17 Regressdes por Minimos Quadrados

3.17.1 Regressao Linear

Suponha que numa experiéncia realizada foram coletados os seguintes pares de dados (z1,y1),
(x2,92), -+ (Tn—1,Yn—1), (Tn,yn), tais que os z; ndo sdo todos iguais. A teoria subjacente a
experiéncia sugere que os dados devem estar ao longo de uma curva. O método dos minimos
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quadrados consiste em determinar a curva que melhor se ajusta aos dados, ou seja, consiste em
determinar uma curva de modo que a soma dos desvios verticais a curva seja minima.

Quando a curva em questdo é uma reta o procedimento é chamado regressao linear por mini-
mos quadrados. Denotemos a reta por y = ax + b. E possivel verificar que a e b sdo a tGnica

solugdo do sistema linear:
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n n n
2
ag a:l-—f—bga:i :E TiYi
i=1 i=1 i=1

n
aZmi—l—nb
i=1

Exemplo 3.14.

[1] Determine a reta que melhor se ajusta aos pontos (0,0), (—1,2), (-2, —1), (2,3), (1,

n
= Z%w
i=1

{ X Yi x; ZiYi
1 0 0 0 0
2 -1 2 1 -2
3 —2 -1 4 2
4 2 3 4 6
5 1 2 1 2
6 3 2 9 6

3
(]
&

>z

8 19

14

Logo, obtemos o sistema:

B 4 22 N )
que tem como solugao a=—-eb=—;entdo,aretaéy = —

19a+3b=14
3a+6b=38,
4x Q
7 21 7 21°
3 °
2 [ ) [}
// 1 2 3
° -1

Figura 3.45: Exemplo [1].
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[2] Considere a seguinte tabela sobre mortes por consumacado de &lcool per cdpita, no ano de
2003, dos seguintes paises:

Pais l/p Mortes
A 250 95
B 300 120
C 350 165
D 370 167
E 400 170
F 470 174

(a) Suponha que existe uma correlagdo linear entre os dados da tabela e utilize o0 método dos
minimos quadrados para determinar a reta de melhor ajuste a tabela.

(b) Se num pais a consumacao foi de 550 litros per capita no ano de 2003, utilizando (a), deter-
mine a possivel mortalidade.

(a) Determinamos a reta que fica a menor distancia vertical dos pontos (250,95), (300,120),
(350, 165), (370, 167), (400, 170) e (470, 174).

6 2140 891 792800 329070

Logo, obtemos o sistema:

{792800 a+2140b = 329070

2140a +6b = 891,
ue tem como solucdo a = % eb= @ entdo,aretaéy = 846z + @
d A00 = 9915 €7 T Tgs6 MY Y7 9215 T 886
200

150

100

50

100 200 300 400 500
Figura 3.46: Exemplo [2] (a).

196995
886

(b) Se x = 550, y = ~ 222.34.
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3.17.2 Regressao Quadratica

Analogamente a regressdo linear, quando a curva em questdo é uma parabola o procedimento

é chamado regressdo quadrética por minimos quadrados. Denotemos a pardbola por:

obde a, b e ¢ sdo constantes por determinar. E possivel verificar que a, b e ¢ sdo a tinica solugao

do sistema linear:

Exemplo 3.15.

[1] Determine a pardbola que melhor se ajusta aos pontos (0,0), (—1,1), (1,1), (2,5), (—2,3) e

y=ax?+bx+c,

n
= Zyz
i=1

n n n n
ag x?—l—bix?—l—c%x? :E w?yl
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
CLZI?ﬁLbZl‘%ﬁLCZIEi :inyi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
a E z? +b g x;t+en
L =1 i=1

(3,7).
T; Yi TiYi 9512 xf x? 9%2 Yi
0 0 0 0 0 0 0
-1 1 -1 1 -1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
2 5 10 4 8 16 20
2 3 -6 4 -8 16 12
3 7 21 9 27 81 63
ol Y | Y u | Y | oyow | D a | Y at | D
6 3 17 25 19 27 115 97
Logo, obtemos o sistema:
115a +27b+19¢ =97
27a+19b+3¢c =25
19a+3b+6¢c=17,
ue tem como solucido a = ? b=—ec= E entdo, a parabola é
d §40 4 =7/ 0= 35 €€~ 35/ ap

_ 52 8z
Y= T35

16
35
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Figura 3.47: Exemplo [1].

[2] Determine a parabola que melhor se ajusta aos pontos (0,0.01), (0.26,0.17), (0.35,0.25),
(0.51,0.23), (0.74,0.19) e (1,0.02).

i Yi iy a; ) x} 22y
0 0.01 0 0 0 0 0
0.26 0.17 0.0442 0.0676 0.017576 0.004569 0.011496
0.35 0.25 0.0875 0.1225 0.042875 0.0150062 0.030625
0.51 0.23 0.1173 0.2601 0.132651 0.067652 0.059823
0.74 0.19 0.1406 0.5476 0.405224 0.299866 0.104044
1 0.02 0.02 1 1 1 0.02

n Z!Ez Zyz Z!Ezyz 29312 Zx? Zfﬂf foyz

6 2.86 0.87 0.4096 1.9978 1.59833 1.38709 0.225984S

Logo, obtemos o sistema:

1.387909 a + 1.59833 b + 1.9978 ¢ = 0.2259885
1.59833 a + 1.9978 b + 2.86 ¢ = 0.4096
1.9978a 4+ 2.86 b+ 6 c = 0.87,

que tem como solugdo a = —0.900803, b = 0.909109 e ¢ = 0.0115957; entdo, a pardbola é

y = —0.900803 2% 4 0.909109 = + 0.0115957.



152 CAPITULO 3. FUNCOES EM ECONOMIA

L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.48: Exemplo [2].

3.17.3 Regressao Exponencial

Se a curva procurada é do tipo f(z) = ba”, talque a € Re 0 < a # 1, aplicando logaritmo a
ambos os lados, obtemos:

In(f(x)) = xzin(a) + In(d);

obtemos a reta Y = Ax + B na escala logaritmica, onde Y = in(f(z)), A = In(a) e B = In(b).
Logo, aplicamos a regressao linear aos pontos (In(x;),n(y;)); o procedimento para determinar
a e b é chamado regressao exponencial por minimos quadrados. Entdo, da regressdo linear,
obtemos:

Ay — Ay
A =1
K
B —AB
B =172
n

n n n n 2
onde 4; = Z x;ln(y;), Ay = % [Z :UZ] [Z ln(yi)], K= Z 3:12 — % [ xz} ,
i=1 i=1 i=1 1

i=1

B = Z In(y;) e By = Z z;. Note que:
i=1

=1

Exemplo 3.16.

Suponha que os seguintes dados foram obtidos do valor das a¢des de certa empresa na bolsa,
entre os meses de marco e outubro: (3,0.37), (4,0.46), (5,0.51), (6,0.66), (7,0.8), (8,0.98),
(9,1.26) e (10,1.59). A primeira coordenada indica o més e a segunda o valor das a¢des no
més correspondente, em u.m. Suponha que existe uma correlagdo exponencial entre os dados.
Determine a exponencial que melhor se ajusta aos pontos.
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x; Yi In(y;) zi In(y;) 7
3 0.37 -0.994 -2.982 9
4 0.46 -0.776 -3.106 16
5 0.51 -0.673 -3.366 25
6 0.66 -0.415 -2.493 36
7 0.80 -0.223 -1.562 49
8 0.98 -0.020 -0.16 64
9 1.26 0.190 1.71 81
10 1.59 0.463 4.63 100
ol Y | Y w | Y In(y) | D miln(y) | Y a4}
8 52 6.63 -2.448 -7.318 380

Logo, A1 = —7.318 Ay =
B = —1.6359. Finalmente:

—15912, K = 42, B4

a=e"201=1227 e bp=¢e169=0194

y = 0.194 x 1.227%.

L
2

L
6

L L
10 12

Figura 3.49: Grafico de y = 0.194 x 1.227".
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—2.448 e By = 52; entdo A = 0.2046 e
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3.18 Exercicios

1. Considere as seguintes fun¢des de demanda:

@ f(p)=1-p° ) flp)=+vp*—4p+3
(b) f(p) =VD*—p ® f()=\p—/p

© )= -2 @) 1) = L

(d) f(p) = 1+1\/]5 0 f(p) = i:g

© 1) = 22 0 1) =2

(a) Determine o dominio e a imagem de cada fungéo.
(b) Esboce o gréfico de cada fungdo.

(c) Ache as fungdes de prego de cada fungao, se existirem.

2. Quando o preco for 2500 reais, 2000 computadores de determinado tipo sdo oferecidos aos
consumidores; quando o prego sobe para 3200 reais, 5000 computadores sdo oferecidos.
Ache a fungdo da oferta, se for afim e esboce o grafico

3. Quando o preco for 1000 reais, nenhum ténis de determinado tipo estd disponivel no
mercado; quando o preco cai para 400 reais, 10000 ténis sdo oferecidos. Ache a fun¢ao da
oferta se for afim e esboce o gréfico

4. A funcéo de custo total de uma fébrica é C(z) = 23 — 922 + 42 x.
(a) A funcdo de oferta serd p(x) = 322 — 18 x + 42?

(b) Esboce ambos os graficos no mesmo sistema de coordenadas.

5. O custo em u.m. (unidades monetdrias) para remover x% dos detritos toxicos despejados

num aterro é dado por:
0.8x

T 00—z

C(x)
para 0 < x < 100.

(a) Determine o custo total referente a remogdo de 40%, 60% e 90% dos detritos. Esboce o
graficode C' = C(x).

(b) Que percentual de detritos pode ser removido por 10.000 u.m?

(c) Determine o custo médio e esboce seu gréfico.
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6. Uma empresa que produz componentes eletronicos para computadores, tem custo total
de C(z) = 2* + 40z + 100.

(a) Calcule o custo médio e o custo fixo da empresa.
(b) Se o preco do produto for 80 reais, qual deve ser a quantidade produzida?

(b) Quando a empresa tem lucro?

7. Uma empresa que fabrica avides de pequeno porte, tem como fungdo de receita total
R(x) = V2?2 — z* para um determinado modelo:

(a) Esboce o grafico de R = R(z).

(b) Determine a fungdo de demanda e esboce seu grafico.

8. Determine o ponto de equilibrio de empresas que tem as seguinte fun¢des de oferta e de
demanda:

@)2p=20—2zredp=3x+2.
b)2p=10—6xe2p=8x+ 24.
()z=4p—3e(p+10)z =120 —5p — 50.
d(x+1)p=5edp=u.
(e)x=10p+4p’ex =96 —8p—2p°

(f) (x+10) (p+5) =225ex—p+5=0.

(g) Esboce os graficos de (a), (b), (c), (d), (e) e (f).

9. Uma montadora de carros, tem fung¢des de custo total C'(z) = 10x + 80 e de receita
R(z) = —32? + 50 ¢ + 5 referentes a produgéo e a venda de x unidades do produto.

(a) Calcule os pontos de nivelamento.

(b) Quando a empresa tem e ndo tem lucro por produzir estes componentes?

10. Uma cadeia de lanchonetes, tem fung¢des de custo total C'(x) = 600 — 20z e de receita
R(z) = 40 z referentes a produgdo e a venda de = unidades do produto.

(a) Calcule os pontos de nivelamento.

(b) Quando a empresa tem e ndo tem lucro?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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O custo para produzir um certo tipo de perfume é de 25 reais por unidade e o custo
associado a producao é de 120 reais. O preco ao consumidor é de 35 reais, Ache:
(a) O custo total e esboce o gréfico.
(b) A receita total e esboce o gréfico.
(c) O lucro total e esboce o grafico.

(d) A produgdo para ter um lucro de 2500 reais

O custo total para produzir um certo bem é C(z) = 10z + 4 e a fun¢do de demanda é

x =10 — z2.

(a) Ache a fungédo receita total e esboce o gréfico.

(b) Ache a fungdo lucro total e esboce o grafico.

20 artigos de um certo produto sdo vendidos quando seu preco unitério é 90 dolares e sdo
vendidas 58 unidades quando seu preco cai para 50 ddlares. Supondo que a demanda é
uma funcdo afim, determine-a.

Quando um certo produto é vendido a 20 ddlares, nenhum produto é achado no mer-
cado; a cada aumento de 5 ddlares, 100 a mais destes produtos sdo ofertados no mercado.
Supondo que a oferta é uma funcado afim, determine-a.

Se 25000 reais sao investidos a uma taxa de juros compostos de 12.5% ao ano, qual é o
montante acumulado apds 10 anos, se os juros forem capitalizados semestralmente?

Suponha que se aplicou 1000 reais a uma taxa de juros compostos de 19% ao
(a) Calcule o montante final do capital inicial, ap6s 5 anos, apds 10 anos e ap6s 15 anos

(b) Represente graficamente o crescimento do investimento.

Se 1000 reais sdo investidos a uma taxa de juros anual de 6%, capitalizados trimestral-
mente, calcule o capital ao final de:

(a) 1 ano, 5 anos e 10 anos.

(b) Represente graficamente o crescimento do investimento.

A lei de Pareto para a distribui¢do de lucros de certo grupo é dada por:

625 x 109
N@) = —5m—

(a) Quantas pessoas recebem lucros entre 2500 e 10000 u.m.?

(b) Qual é o menor lucro das 6 pessoas que recebem os maiores lucros?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

A lei de Pareto de distribuicdo da renda de uma certa populacao é:

50 x 1010
N(t) = 14

(a) Quantas pessoas possuem mais de um milhado de ddlares?
(b) Quantas pessoas possuem renda entre 4000 e 12000 ddlares?

(c) Qual é a menor renda das 20 pessoas que possuem renda mais alta?

Se parar a contaminagdo de uma certa lagoa, estima-se que os niveis de contaminacéo

diminuem de acordo com a lei:
—0.2582¢
)

Yy=Ye¢
onde ¢ é dada em anos e yp é o nivel de contaminagdo quando parou a contaminag¢do. Em
quantos anos a lagoa reduzird a contaminacao pela metade?

Se o valor de um imével cresce a razdo de 10 % ao ano, apds ¢ anos, o valor do imével
comprado por pp u. m. é modelado por:

V(t) = po x 1.11%,

Se um imoével foi comprado em 100000 u.m. no ano 2000 qual serd seu preco em 2010 e
em 2015?

O comprimento (em centimetros) de muitos peixes, de ¢t anos de idade, importantes na
alimentacdo de muitas populag¢oes, pode ser, aproximadamente, modelado pela fungao
de Von Bertalandffy:

f)=all—be™],

onde a, b, ¢ € R.

(a) Para um peixe tipico do Oceano Pacifico: a = 200, b = 0.965 e k£ = 0.18. Calcule o
comprimento de um destes peixes tipicos de 10 anos.

(b) Como se interpreta a constante a na férmula?

Resolva a formula de Von Bertalandffy y = a[1 —b e*kt], paratem funcdodey, a, bek. O
resultado pode ser empregado para calcular a idade de um peixe conhecendo a medida
de seu comprimento.

Se certa marca de uma certo produto é comprada por C' doélares, seu valor comercial ao
final de ¢ anos pode ser modelado por w(t) = 0.78 x C x 0.85'"!. Se o prego inicial
da marca é de 10000 délares., calcule, aproximadamante, o seu valor depois de 1 ano e
depois de 7 anos.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Para calcular a dosagem de medicamentos que pode ser prescrita para criangas de 1 a 14

anos é utilizada a funcao

et

T i+14

W(t)

onde e é a dose para adultos em mg e t é aidade em anos. Determine a dose que pode ser
indicada para uma crianga de 6 anos se a dose adulta é de 400 mg.

Numa epidemia de gripe, o nimero de pessoas num bairro que pegaram gripe apods t
dias é dado por :
90000

L(t) = 7 11990 0.5t

(a) Quantas pessoas foram infectadas apds 1 dia? ap6s 10 dias?

(b) Em quantos dias 50000 pessoas ficaram com gripe?

Utilizando exemplos determine o comportamento do gréfico da funcao logistica se vari-
amos A, Be C.

O departamento de pessoal de uma empresa determina que o niimero de empregados é
modelado por:

N(t) = ¢ x 0.04%%,

onde ¢ é dado em anos. Se a empresa incialmente tinha 8 empregados, quantos terd apos
10 anos?

Determine a reta que melhor se ajusta aos pontos:
(a) (—6,—10), (=3,3), (=1,0), (1,1), (2,1) e (4, 7).

(b) (1,-1), (3,-3),(0,—1), (1,1), (—3,2) e (5,4).

Determine a pardbola que melhor se ajusta aos pontos:

(@) (—2,7.7), (—1,5.3),(0,3), (1,4.9), (2,8.3) e (4,19).

(b) (—3,-1.2), (=2,3), (—1,7.3), (0,8.4), (0.5,7.6), (1,7.2) e (2,3.8).
Determine a exponencial que melhor se ajusta aos pontos:

(a) (—1,0.3), (—0.5,0.56), (0,1.13), (0.5,1.6), (2,8.8) e (2.5, 15).

(b) (—1,4.2), (—0.5,1.8), (=0.1,1), (0,0.8), (0.5,0.6), (1,0.3) e (2,0.05).
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32. A seguinte tabela mostra a populagdo de um certo pais, no periodo 2000-2009, em milhdes

33.

e t representa o tempo, em anos, inicilamente com ¢ = 10:

t| 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

25.3 | 25,51 | 25.62 | 25.67 | 25.7 | 25.81 | 2591 | 30.2 | 30.52 | 30.6

Suponha que existe uma correlagdo linear entre os dados.
(a) Determine a reta que melhor se ajusta aos pontos.

(b) Utilizando (a), determine a possivel quantidade de habitantes no ano 2030.

A seguinte tabela mostra qual é o tamanho médio, em alqueires, de terras cultivadas por
pequenos donos de terras.

Ano | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

Alg. | 211 | 301 | 380 | 421 | 469 | 491

Suponha que existe uma correlacdo quadrética entre os dados.
(a) Determine a pardbola que melhor se ajusta aos pontos.
(b) Utilizando (a), determine a possivel quantidade de habitantes no ano 2010 e 2020.

(c) Suponha que também existe uma correlagdo linear entre os dados. Determine a reta
que melhor se ajusta aos pontos e compare os resultados obtidos em (b).
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Capitulo 4

LIMITES E CONTINUIDADE DE
FUNCOES

4.1 Introducao

O desenvolvimento tedrico de grande parte do Célculo foi feito utilizando a nogao de limite.
Por exemplo, as defini¢des de derivada e de integral definida, independente de seu significado
geométrico ou fisico, sdo estabelecidas usando limites.

Inicialmente desenvolveremos a idéia intuitiva de limite, estudando o comportamento de uma
fungdo y = f(x) nas proximidades de um ponto que nido pertence, necessariamente, ao seu
dominio. Por exemplo, seja

.%'2—1'— T T —
fay = 2 l_Qe+l@-1)

r—1 r—1

E claro que Dom(f) = R — {1}. Estudaremos a fungao nos valores de z que ficam préximos de
1, mas sem atingir 1. Para todo x € Dom(f) temos que f(x) = 2z + 1. Vamos construir uma
tabela de valores de x aproximando-se de 1, pela esquerda (z < 1) e pela direita (z > 1) e os
correspondentes valores de f(z):

r<l1 f(x) r>1 f(zx)
0 1 2 5

0.5 2 1.7 4.4

0.7 2.4 1.5 4

0.8 2.6 1.2 3.4

0.9 2.8 1.09 3.18

0.99 2.98 1.009 3.018
0.999 2.998 1.0009 3.0018
0.9999 2.9998 1.00009 3.00018
0.99999 2.99998 1.000009 3.000018
0.999999 2.999998 1.0000009 3.0000018
0.9999999 2.9999998 1.00000009 3.00000018

161
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Observando as tabelas, podemos verificar que: “a medida que z vai se aproximando de 1, os
valores de f(z) vdo aproximando-se de 3”. A nogdo de proximidade pode ficar mais precisa
utilizando valor absoluto. De fato, a distancia entre dois pontos quaisquer z, y € R é |y — z|.
Assim a frase escrita entre aspas, pode ser expressa por:

se |x — 1| aproxima-se de zero, entdo |f(z) — 3|

também se aproxima de zero; em outras palavras: para que | f(z) — 3| seja pequeno é necessario
que |z — 1| também seja pequeno. O ntimero 3 é chamado limite de f(z) quando x esta préoximo
de 1. No exemplo, temos | f(z) — 3| = 2|z — 1|; logo, a distancia de f(z) a 3 é igual a duas vezes
a distancia de = a 1. E claro que quando x aproxima-se de 1, |z — 1| aproxima-se de zero e
consequentemente | f(z) — 3| também aproxima-se de zero. Mais ainda, poderemos tornar f(z)
tdo perto de 3 quanto desejarmos, bastando para tal considerar z suficientemente préximo de
1. Por exemplo, se desejarmos que |f(z) — 3| seja igual a 0, 2, basta considerar |z — 1| = 0, 1;
agora, se desejarmos que | f(x) — 3| < 0,02, basta considerar |z — 1| < 0,01.

De um modo geral, considerando qualquer nimero real positivo ¢ (letra grega epsilon), tdo
€
pequeno quanto se deseje e definindo o namero real § (letra grega delta), § = oY teremos que

a distancia de f(z) a 3 é menor que ¢, desde que a distancia de x a 1 seja menor que 0. Entdo
para todo namero real positivo € existe outro ntimero real positivo J, que depende de ¢, tal que
se0 < |z —1] < ¢, entdo |f(x) — 3| = 2|z — 1| < 20 = e. Note que todos os intervalos abertos
que contém 1 intersectam R — {1} de forma nédo vazia.

Figura 4.1:

Definicado 4.1. Sejam f : A — R uma fungdo e b € R tais que para todo intervalo aberto I, contendo
b, tem-se I N (A — {b}) # ¢. O miimero real L é o limite de f(x) quando x aproxima-se de b quando
para todo niimero € > 0, existe § > 0 (§ dependendo de <), tal que, se v € Ae 0 < |x — b| < § entdo
|f(z) —L| <e.

A notagio é:

lim f(z) =L

z—b

A definicdo é equivalente a dizer:

Para todo e > 0, existe § > O tal que sex € (b—8,b+ ) N (A — {b}), entdo f(z) € (L—¢,L +e¢).
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ol-F-—-"—-"—"——- = =m=m=-

b- o

Figura 4.2:

Observe que o limite de uma fungdo y = f(x) num ponto b, depende apenas dos valores que f
assume nas proximidades de b, ou seja, num pequeno intervalo aberto de centro b.

Proposicdo 4.1. Unicidade do limite Se lin}) fx)=1Lie lin[}7 f(z) = Lo; (L1, Ly € R), entdo
z— T
Ly = Lo.

Em outras palavras se o limite existe (6 um ntmero real), ele é tinico. Para a prova veja o
apéndice.
Coroldrio 4.1. Se as fungoes f(x) e g(x) sdo tais que f(x) = g(z) exceto num ponto b, entdo:

lim f(z) = lim g(z),

z—b z—b

desde que exista um dos limites.

Esta propriedade nos permite "simplificar"antes de calcular o limite, como no primeiro exem-

plo.

Exemplo 4.1.

[1] Sejam f(z) = 2961__561_1 eg(r) =2x+1.

Logo, f(x) = g(z) se x # 1; entdo, il_}Hi f(z) = il_)ﬂ?i g(x), como ja foi verificado.
[2] Seja

_Jz+5 se xz#1
f(@) = {2 se x=1.

Calcule lim f(x).
z—1

Observemos que f(1) = 2, mas o valor do limite da fun¢do quando z tende a 1 ndo depende
do valor da fungdo no ponto 1, pois f(x) = = + 5 se x # 1; logo:

lim f(x) = lim (z + 5) = 6.

rz—1
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L
1

Figura 4.3: Exemplo [2].

Proposicao 4.2. Se lim f(z) e lim g(z), existem, entdo para todo c, 5 € R:
r—a

1.

r—a

lim [ f(2) + B g(x)] = o lmn f(x) + 5 lim g(x)

lim [f(z) g(x)] = [lim f(z)] [ lim g(z)].

r—a r—a r—a

lim f(x)
lim J@) _ o ,se lim g(x) # 0.
T—a g(m th g(x) T—a

lim [f(z)]" = [lim f(x)]", sen € N.

r—a Tr—ra

hm vf v/ hrn f(z), se hrn f(z) > 0 e n é qualquer natural, ou ligl f(z) positivo,

negatzvo ou nulo en e um natuml zmpar

lim In[f(z)] = In[lim f(z)], se lim f(z) >0

r—a T—a Tr—a
Se lim h(z) = 1_> m g(x) = Leexisted > 0 tal que h(z) < f(x) < g(z), para 0 < |x —a| <,
entao hm f(z) = L.

Segue diretamente da proposigao 4.2:

(a) Se P(z) é uma fungdo polinomial, entdo:

(b) Se f(z) =

;gr(lz P(z) = P(a).
P(z)
Q(x)

é uma fungédo racional e a € Dom(f), entdo:

lim f(x) = f(a).

T—ra
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Exemplo 4.2.

Calcule os seguintes limites:

[1] lim[10 2% — 325 + 22 + 23 + 52 + 10].
z—0
Neste caso P(z) = 102% — 32° + 22* + 23 + 52 + 10; logo:
lim([102% —32° + 22* + 2® + 52+ 10] = lim P(x) = P(0) = 10.
T—

z—0

. T+ 2
[2]i1—>rnz x4 -9

Como lir% (z* — 9) = 7 # 0, podemos aplicar a proposicio 4.2; entdo,
z—

) T+ 2 i1_>n12($+2) 4

lim 1 == I = .

e=2 24 =9  lim(z*-9) 7
r—2

o3 —8x2+17x—10
[3]i1312 T —2 ’

Como lir% (x — 2) = 0, ndo podemos aplicar a proposi¢do 4.2; mas fatorando o numerador:
T—

?—822+172—-10  (z—1)(z—2)(z—5)
xr—2 - xr—2

=(r—1)(x—5),
para todo x # 2. Logo:

3 _ 2 _
lim ~ So” 17w 10:Iim(a;—1)(a;—5):—3.

z—2 T — 2 z—2

[4] Determine o valor de a tal que

. 32°+ax+a+3
lim
T——2 22 4+x—2

exista.

Note que 22 + z — 2 = (z + 2) (z — 1). Dividindo 32? + ax + a + 3 por z + 2; obtemos:

322 +az4+a+3=(x+2) Bz+a—6)+(15—a);
logo, para que a divisdo seja exata devemos ter a = 15; entdo:

322 +tar+a+3=32*+52+6)=3(x+2)(z+3)

. 322 +ax+a+3 . z+3
lim =3 lim =

=—1.
r——2 x2+x—2 z—=—-2 r—1

[5] lim 7V$+5_3_

r—4 Tz —4

165
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Como linf}1 (x —4) = 0, ndo podemos aplicar diretamente a proposicao 4.2; mas racionalizando
T—r

o numerador:

VT+5-3 Vr+5+3 1
r—4 VT+5+3 Vr+5+3

Logo:
. Vr+5-3 : 1 1
lim ———— = lim ——— = —.
T—4 T —4 z—4 \/x+5+3 6
I
Figura 4.4: Grafico de f(x) = 7””;154_1, perto de 4.
Yzt
[6] ignl Jx — 1

Para calcular este limite facamos a mudanca de varidveis = = t?Y; entao:

Ve—-1 -1 E+834+2+t+1)(t—1)

Jr—1 -1  (t—1)B+2+t+1)

Sex — 1, entdo t — 1; logo:

. V-1 4B+ +t+1 05
lim —— = lim = —.
=1 r—1 t=1 B+t24+t+1 4

[7] Seja f(x) uma funcdo tal que |f(z)| < 2?; entdo, lirr%] f(x)=0.
T—

De fato. Pela proposicado 4.2, item 7, temos: 1111(1) |f(z)| =0, o que implica, lin% f(z)=0.
T T—

4.2 Limites Laterais

Sejam f uma funcdo definida em um dominio D (que pode ser um intervalo ou uma reunido
de intervalos).



4.2. LIMITES LATERAIS 167

Definigio 4.2.

1. Seja a € R tal que existem b € Re (a,b) C Dom(f). O niimero real L é o limite a direita de f(z),
quando x se aproxima de a pela direita se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(x) — L| < ¢, se
a < x < a+ 9. Notagdo:

lim f(z)=1L

z—a™t

A+

Figura 4.5: Limite a direita.

2. Seja a € R tal que existem ¢ € Re (¢c,a) C Dom(f). O niimero real L é o limite a esquerda
de f(z), quando x se aproxima de a pela esquerda se para todo € > 0, existe § > 0 tal que
|f(z) — L| < e sea—0 < x < a. Notagio:

lim f(x)=1L

T—a—

Figura 4.6: Limite a esquerda.

Exemplo 4.3.

[1] Calcule:
lim f(z) e lim f(z),

r—2+ T—2~
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se:

24+1 se <2
flx) = 2 se x=2
2249 se x>2.

Para calcular estes limites observemos que x — 2t significa que x fica perto de 2, para valores
de x maiores que 2 e x — 2~ significa que x fica perto de 2, para valores de x menores que 2.
Assim:
lim f(z)=lim(z>+1)=5 e lim f(z)= lim(—z?+9) =5.
x

T—2~ z—2 z—21 —2

[

Figura 4.7: Grafico de f, perto de 2.

[2] Calcule lim f(x)e lim f(x), se:
z—07t

z—0~

m se x#0
x

1 se z=0.

fz) =

Novamente, para calcular estes limites observemos que x — 07 significa que z fica perto de 0,
para valores x maiores que 0 e z — 0~ significa que x fica perto de 0, para valores  menores
que 0. Primeiramente, escrevamos a funcdo da seguinte maneira:

f(:c):{ 1 se >0

-1 se x<0.

Assim lim f(z) = lirr%]l =1le lim f(x)=lim(-1)=—1.
d

z—0t z—0~ z—0



4.2. LIMITES LATERAIS 169

=t

Figura 4.8: Grafico de f.

[3] Calcule lim f(z)e lim f(z), se:
z—2+1

T—27

22 —4x4+6 se <2
flz)= )
—x“+4x—2 se x>2

Calculando diretamente :

lim f(z) =lim(—2? +42—-2)=2 e lim f(z)=lim(2®> —42+6) =2.

r—2+ x—2 r—2— r—2

Figura 4.9: Grafico de f, perto de 2.

Relagdo entre limite e limites laterais

Teorema 4.2. Seja f(x) uma fungdo com dominio D nas condigdes das defini¢des. Entdo lim f(x) = L
Tr—a

se, e somente se, os limites laterais existem e :

lim f(z)= lim f(x)=L.

z—a™t T—a~

Para a prova, veja o apéndice.
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Teste para determinar quando nao existe um limite

Se

lim f(x) # lim f(x)

z—at T—a~

ou se um dos limites laterais ndo existe, entdo lim f(z) ndo existe.
r—a

Exemplo 4.4.
[1] Calcule il_)ﬂa f(x), se:
?+1 se x<2
flx)=q 2 se =2
—22+9 se z>2.

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites laterais correspondentes. Do exemplo
[1] das pdginas anteriores temos lim f(z) =5e lier f(z) = 5. Pelo teorema, temos que:
T2~ T2

lim f(x) = 5.

r—2

Figura 4.10: Grafico de f, perto de 2.

[2] Determine o valor da constante c tal que liin f(x) exista, se:
r—cC

f(a:):{Q_xZ se z<c

T se x> c.
Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites laterais correspondentes.

. 1 . . 1 2o 2
xli>r£1+f(x)—glcl_>rrlcx—c e xlggf(:r)—igr(l:@ x¥) =2 —c°.

Pelo teorema, devemos ter lim f(x) = lilrn+ f(z); logo, resolvemos a equagéo ¢ + ¢ —2 = 0 de
Tr—Cc Tr—C
onde obtemos ¢ = 1 e ¢ = —2. Entdo, podemos definir:

f(x):{Q—xz se <1 ou f(:c):{2_x2 se x< =2

T se x>1 T se x> —2.
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—2r —10}

Figura 4.11: Graficos de f para c = 1 e c = —2, respectivamente.
[3] Calcule lim f(x), se:
r—1

fz) =

22 se x<1
3r se x>1.

Utilizando o teorema anterior, basta calcular os limites laterais correspondentes:

lim f(z)=3 e lim f(z)=1.

z—1t z—1-
Logo, lim f(z) ndo existe.
rz—1
[4] A funcdo degrau unitdrio é definida como:

(2) 0 se rx<c¢
ue(z) =
c 1 se x>,

onde ¢ € R. Logo, lim u.(xz) =0e lim wu.(x) = 1;logo, lim u.(z) ndo existe.
T—c z—ct T—C

4.3 Limites no Infinito

Definigao 4.3.
1. Seja f : (a,+00) — R. Diz-se que:

lim f(z)=1L

Tr——+00

quando para todo € > 0, existe A > 0 tal que |f(xz) — L| < e sex > A.

2. Seja f : (—o0,b) — R. Diz-se que:

lim f(z)=1L

T—r—00

quando para todo € > 0, existe B > 0 tal que |f(z) — L| < esex < —B.
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Proposicio 4.3. Para todo niimero natural n e para b € R — {0}, tem-se:

1. lim i =0
z—+oo ™

2. lim — =0
rz——oo "

b
Figura 4.12: Graficos de f(x) = —n para diferentes b e n.

Proposicdo 4.4. Se lim f(z)e lim g(x) existem, entdo, para todo o, 5 € R:
T—Fo00 Tr—Fo00

b lim e @)+ s M = lp f@+8 Ip o),

2. lim f(x)g(x)] :[ lim f(ar)] [ lim g(w)}

r—+o00 xr—*+o00 r—+o00

lim f(z)
3. lim /() = 22E ,se lim g(x) #0.
z—+00 g(m) Erin g(:L') z—+o00

Exemplo 4.5.

. 3
[1] Calcule xgrfoo (ﬁ +5).
Aplicando diretamente a proposicdo anterior:

lim (3+5)= lim (3)+ lim 5=0+5=5.

r—+00 :L‘3 T—+00 1‘3 r—+00
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Figura 4.13: Gréfico de f quando x — +o0.

—5-

[2] Calcule lim
r—+oco I

Aplicando diretamente a proposi¢do anterior :

: ) .
hm ) =35 llm 3 = O
r—+00 I T—+00 I

4.3.1 Calculo de Limites no Infinito de Fun¢des Racionais

Proposicao 4.5. Seja

onde P(z) = apa™ + an—12" 1 + . + ag € Q(x) = by 2™ + by 12™ 1 + ... + by sdo polindmios
de coeficientes reais de graus n e m, respectivamente, isto é a,, # 0 e b,, # 0. Entdo:

Qan
— 5S¢ n=m

im P(:U) = om
r—r+o0 Q(.CU) o

De fato:
P(x) _ "+ Q12" L+ tag _ a" [an + =L+ + 2]
Q(x)  bpa™ 4 by 2™ 4 . +by gm [bm + me,l y o N 3%91] .

Aplicando limite e as propriedades da proposi¢do 4.4, obtemos o resultado. Para n > m, veja o
proximo paragrafo.

Exemplo 4.6.

3
. 2+ 1
[1] Calcule zgrfoo AP a2

. 3 +1
Comon < m, temos: lim —; =
e—too £t 4 53 + x + 2
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2x + 3

2] Calcule 1l .

[2] acuer—l>r—n003:c+2
2 3 2
Como n = m, temos: lim Tt = —,
z——o0 3T + 2 3

[3] Calcule lim LH
z—+oo /12 _ §

Neste problema, a fun¢do nédo é racional, mas utilizaremos a mesma idéia dos exercicios ante-

riores:
i r+1 i (z+1)* I 242241
a:—1>I—iI—1c>o \/m o :c—1>I—|I-1c>o 2 -5 J:—1>I—il:loo 2 —5

2
1
:\/lim c+2x+ —Vi=1.

T—+00 z2 -5

1
[4] Calcule lim —t =
z——00 /12 _ §
Aparentemente este limite é andlogo ao do exemplo [3]; mas devemos ter cuidado, pois,
xr — —o0, significa que = < 0; logo, consideramos vV z? = —x:
1 -1-1
lim 2t i L1,

T——00 \/x2_5_7ma+oo 1_@ -
\/ =2

4.4 Limites Infinitos

Seja f uma fungdo definida num dominio D, que pode ser um intervalo ou uma reunido de
intervalos. Seja @ um ponto que ndo pertence necessariamente a D, mas tal que nas proximi-
dades de a existam pontos de D; em outras palavras, qualquer intervalo aberto que contem a
intersecta D de forma ndo vazia.

Definic¢io 4.4.

1. Diz-se que lim f(x) = 400, quando para todo A > 0, existe 6 > 0 tal que f(x) > A,sex € De

T—a

0<|z—al<o.

2. Diz-seque lim f(x) = —oo, quando para todo B > 0, existe 6 > 0 tal que f(x) < —B,sex € D

T—a

e0 < |z —al <4

Analogamente podemos definir limites laterais infinitos. Assim:

Diz-se que lim f(r) = 400, quando paratodoA > 0, existe 6 > 0 tal que f(x) > A se
T—a—

a—0d<x<a.

Diz-se que lim f(x) = —oo, quando para todo B > 0, existe § > 0 tal que f(z) < —B se
T—ra

a<x<a-td.

Nao é dificil ver que para todo nimero natural n, temos:
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1. lim — = +4o0.
z—0t ™

2. lim — =

z—0— ™

1 +o00 se mnépar
—oo se néimpar

Proposicao 4.6. Sejam f(x) e g(x) fungdes tais que 1iin f(z)#0e liin g(x) = 0. Entdo

1. lim J@) = +o00 se J@) > 0 para valores de x préximos de a.
za g(x) g(x)
2. lim fo) = —00 se J@) < 0 para valores de x préximos de a.
wha g(x) 9()
Exemplo 4.7.
3T — 2
[1] Calcule hm m

2
Como hIIll(?)IE —2) = le lim(z—1)? = 0, observando que se z > 3/ mas z # 1, entdo
T—

r—1
3r—2 .
> 0,aplicando o teorema, temos:

(@1
I 3r—2 n
a:l—>nll (x - 1)2 N o
20 —
[2] Calcule lim (;_2?
Como lim2(2x —-5) =—-1e lim1 (x —2)*> = 0, observando que se z < g, mas x # 2, entdo
T—r T—r

2r—5
(z —2)?

< 0, aplicando o teorema, temos:

25
xl—% (LIZ - 2)2 -
Analogamente podemos definir outros tipos de limites. Como exercicio, defina os seguintes
limites:
lim f(z) =400, lim f(z)=—-occe lim f(z)= 400, lim f(x)= —oc.

r——+00 r——+00 T——00 T——00
Corolario 4.3. Para fungdes racionais, temos:

+oco se n>m
. P(x) an
lim ={{— s n=m.,

se n<<m
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Exemplo 4.8.

1 1 _ 1
+E+E = 1, temos,

T——+00 T—>—+00 2

3
[1] lim [2°+32° + 2+ 1]. Como lim [1 + =
: 5 3 : 5 s 1 1 : 5
lim [:r + 3z —l—:v—i—l}: Im 2°|14+—=4+—4+ —=|= lim z° = +o0.
r—400 Tr—400 xz x4 :L‘5 Tr—400
. 5 3 . 3 1 1
[2] lim [2°+32°+2+41].Como lim |14 = 4+ — + —| = 1; temos,
T——00 T—>—00 X X T

11
lim [2°+32° +2+1] = lim x5[1+32—|—4+5]: lim 2° = —oc.
xT Z T

T——00 T——00 T——00

T—>—00 T—>—00

1 1
3] lim [2°+2®+1]. Como lim [1 + =+ 6} = 1; temos,
X X

1 1
lim [2°42°+1] = lim 2%|1+ =+ —| = lim 2°=4occ.
T——00 T——00 3 g6

T——00
5
. r°+1
4] xgl-fl—loo {m‘l + 5z3 + 2]'
: : z® +1
Como n > m, pelo coroldrio anterior: lim |—F———=——| = +o0.
a—too | ot + 53 + 2

4.5 Simbolos de Indeterminagao

Nas operag¢des com limites, muitas vezes aparecem os simbolos:

oo 0
00 — 00, 000, —, —, 0°, 1%, o
o 0

chamados simbolos de indeterminagdo. Quando aparece um destes simbolos no célculo de
um limite, nada se pode dizer sobre este limite. Ele poderd existir ou ndo, dependendo da
expressdo da qual se estd calculando o limite.

Exemplo 4.9.

[1]Se f(z) =1+ (33_11)2 eg(zr) = (33_11)2, onde f e g sdo definidas em R — {1}, entdo,

lim f(z) = lim g(x) = 400,

z—1 z—1
mas lim (f(z) — g(z)) = 1.

r—1
1 1 5 .. ~
[2] Se f(z) = po— + @1 eg(x) = m, onde f e g sdo definidas em R — {1}, entao,

lim f(z) = lim g(z) = +o00, mas lim (f(z) — g(z)) ndo existe.
z—1 z—1 z—1
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4.6 Limites Fundamentais

[1] Primeiro limite fundamental:

) 1.2
S (0
1.2
Facamos uma tabela usando a funcéo f(z) = (1 + ;)
z>0 f(x) z <0 f(zx)
10 2.59374 —10! 2.86797
102 2.70481 —10? 2.73200
103 2.71692 -103 2.71964
104 2.71815 —104 2.71842
10° 2.71827 —10° 2.71829

Figura 4.14: Grdficode f(z) = (14 1)" paraz # 0ey =e.

E possivel provar que:

r—+o0

onde e ~ 2.71828... é o numero de Euler.

. Iz
lim (1—}—;) =e,

177

A prova direta desta propriedade podera ser encontrada na bibliografia intermediéria ou avan-

cada.

[2] Segundo limite fundamental.

Sejaa € R, a >0, a # 1, entdo:

a:r

. —1
lim (~——)

= In(a)

Em particular, e é a tinica base da exponencial tal que:
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Exemplo 4.10.
1
[1] Calcule lim (1 + 2)=. Sejaz = 1; se 2 — 0 entdo t — Foc; logo:
x—0

lim (1+az)% = lim (1+%)t =e.

x—0 t—+oo

b
[2] Calcule lim (1+ —)", onde b é um ntimero real.
r—+o00 x
. T .
Seja 7= t, entdo:
r—=to00 T t—=too

b, s 1tb b
lim (1+-) :{ lim (1+t)} =e".

1 |z
[3] Calcule lim (1 + 7) ,onde b é um nimero real.
r—+o00 T + b

Seja x + b = t, entdo:

. T . 1it—b .
2\x
[4] Calcule lim (x + ) * onde b é um ntmero real.
z—too ' — 1
. T+ 224 . 3 & . 3 b 3
xgrinoo(x—l) _xll)Iirloo(1+x—1) zgrinoo(l_‘_x—l) ¢
. a1
[5] Verifique que }:13[1) = In(a).
. ~ In(t+1)
Sejat = a” —1; entdo In(a”) = In(t+1);logo zin(a) = In(t+1)ex = “In(a) Quando x — 0
nla
temos quet — O e:
-1 1 1
lim & = lim t = In(a) lim = In(a) im ——— = In(a).
=0 t=0 In(t+ 1) t—0 1 In(t+1) =0 In((141)7)
In(a) t
a® —b*

[6] Calcule liH(l) ,ondea, b>0ea,b#1.
T—

a’ b — lim 2 R zlim(a L _1):ln(a)—ln(b):ln(g).

x—0 xT xz—0 T z—0 xT T

4.7 Assintotas

Definicdo 4.5. A reta y = b é uma assintota horizontal ao grdfico da fungio y = f(x) se pelo menos
uma das sequintes afirmagoes é verdadeira:

lim f(z)=b ou lim f(z)=0.

r—-+00 T——00
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Exemplo 4.11.

[1] Esboce o grafico da funcao logistica:

A

L) = — 2
(*) 1+ Be ¢t

onde A, B,CeR.

A
Dom(L) = R e a curva passa por (0, 1+73) Por outro lado:

lim L(t) = A;

t—+o0
Logo, y = A é uma assintota horizontal. . lim L(t) = 0;logo, y = 0 é uma assintota horizontal.
——00

No caso em que L = L(t) descreve o crescimento de uma populagdo, o valor A é dito valor
limite da populagéo e corresponde ao niimero méaximo de individuos que um ecossistema pode
suportar.

X

Figura 4.15: Gréfico da funcéao logistica.

[2] A fungdo de Gompertz é dada por:
N(t) = ca®™, 0<R<1.

Apliquemos logaritmo a ambos os lados da fungdo de Gompertz: In(N(t)) = In(c) + In(a) RY;
logo:

lim R'=0= lim N(t) =c,
t—+o00 t—+o00

isto é, y = ¢ é uma assintota horizontal de N (t)
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Figura 4.16: Curva de Gompertz.

Definicado 4.6. A reta x = a é uma assintota vertical ao grdfico da fungio y = f(x) se pelo menos uma
das seguintes afirmagoes é verdadeira:

lim f(z)=+4o00 ou lim f(x)= toc.

z—at T—a—

Em geral, se o Dom(f) = R, entdo o grafico de f ndo possui assintotas verticais.

4.7.1 Esbog¢o Aproximado de Fun¢des Racionais

P(x)

Seja f(z) = o0

tal que a ¢ Dom(f), isto é, Q(a) = 0; entdo:

Qz)=(x—a)" Qi(x), n>1

e Q1(a) # 0; analogamente, se P(a) = 0, entdo P(z) = (z — a)™ Pi(z), m > 0e Pi(a) # 0. Se
m < n, fazendo k = n — m, temos:

1
f(z) = m fi(z),

P
onde fi(z) = Qi((ff) é uma fungao definida em a. Entdo mligli |f(x)| = oc.

~—

Figura 4.17: Graficos de f ao redor do ponto a, para k impar e k par e fi(a) > 0.
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Figura 4.18: Gréficos de f ao redor do ponto a, para k impar e k par e fi(a) < 0.

Logo, a fungdo possui uma assintota vertical em cada raiz do polindmio Q(z).

Exemplo 4.12.
x
11E Afi = ——.
[1] Esboce o grafico de y R
Dom(f) =R —{—1,1} ea curva passa por (0,0). Por outro lado:
_ Ni@)
f(.%') - T — 17
onde fi(x) = ° ; k=1e fi(1) > 0; entdo, lim f(x) =400, lim f(x)= —oo, Analoga-
z+1 z—1t z—1—
mente: 1
f(@) = 5 Hla),
onde fi(x) = a: 1; kE=1e fi(—1) > 0, entdo:
T —
lim f(z)=+00 e lim f(z)= -0
z——171 z——1"
logo, z = 1 e x = —1 sdo assintotas verticais. Por outro lado, Erf (x) =0;logo, y = 0 é uma
x oo

assintota horizontal.

2,

1;

| |

| |

| |
L L ‘ ‘
_ P | | 2 4

| |

| |

(I, |

x
r2—1"

Figura 4.19: Graficode y =
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2

x
2] Esb dficodey = ——.
[2] Esboce o grafico de y R
Dom(f) =R —{—1, 1} ea curva passa por (0,0). Por outro lado:
_ filx)
f(%‘) - T — 17
72
onde fi(x) = ; k=1e fi(1) > 0; entdo, lim f(z) =+4o0, lim f(x) = —oco. Analoga-
z+1 z—1t z—1—
mente: ]
f(w):x_’_lfl(x)ﬂ
72
onde fi(x) = U k=1e fi(—1) < 0; entdo,
x J—
lim f(z)=-0c0 e lim f(z)=+4o0;
z——17+ z——1"
logo z = 1 e x = —1 sdo assintotas verticais. Por outro lado, ligl f(z) =1;logo, y =1 ¢é uma
T—>00
assintota horizontal.
| Fo
2,
.
1 1 I 1 : 1 I 1 1
-4 -2 r 2 4
L[\
-1r
I\l
_ob
|
Figura 4.20: graficode y = xﬁl.

4.8 Continuidade

A nogao de continuidade em Matemaética é a que utilizamos no dia a dia, isto é, onde ndo ha
interrupgdo ou, entdo, onde ndo existem partes separadas umas das outras.

Nos paragrafos anteriores, estudamos o comportamento de uma fun¢do y = f(x) para valores
de x préoximos de um ponto a. Pode acontecer que o limite de f(x) quando z tende para a
exista, mas que f ndo seja definida em «a; ou ainda, pode acontecer que o limite seja diferente

de f(a).

Estudaremos, agora, uma classe especial de fung¢des, onde se verifica que:

lim f(x) = f(a).

T—ra
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Definicdo 4.7. Seja f uma fungio e a € Dom(f), onde Dom( f) é um intervalo aberto ou uma reunido
de intervalos abertos. f é dita continua em a, se:

1. lim f(x) existe.
r—a

2. lim f(z) = f(a).

r—a

Se f ndo verifica qualquer das condi¢des da defini¢do, f é dita descontinua em a.

Exemplo 4.13.

[1] Considere:

x?—1

fla)=q z-1

1 se x=1.

se x#1

Note que Dom/(f) =R, mas f ndo é continua em 1.

De fato, lim1 f(z) = lirri(:v +1) =2 # f(1). Veja o desenho:
r—r T—r

VAl

N
N h

Figura 4.21: Exemplo [1].

Observe que se redefinirmos a fungao, fazendo f(1) = 2, a fungdo serd continua em todos os
pontos de R. Verifique este fato.

[2] Seja:

() 1 se z>c
Ue() =
¢ 0 se z<ec.

A fungdo degrau unitério y = u.(z) ndo é continua em ¢, pois nao existe lim u.(z).
Tr—cC
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Figura 4.22: Fungao degrau unitario.

Intuitivamente, a continuidade de uma fun¢do em um ponto indica que o gréfico da fungdo
ndo apresenta saltos nesse ponto (veja o desenho anterior).

2
-1
[3] f(z) = i 1 é uma fungdo continua em todo ponto de seu dominio.
r—

De fato f(z) =x+1sex # 1 e$li_>ngrcl flz)=x0+1= f(xo).

[4] Seja
2 se r<-—1
flx)=<Ax+B se —1<x<3
—2 se x> 3.

Determine A e B tais que f seja uma func¢do continua em R.

Os pontos problemédticos do dominio de f sdo x = —1 e z = 3. Utilizando a definigdo, f é
continua se:

lim f(z)= lim f(z)

rz——1" r——171
li = i ,
que é equivalente ao sistema:
—A+B=2
3A+ B =-2;
logo, A= —1e B = 1. Entdo:
2 se x<-—1
flz)=q1—2 se —-1<z<3

-2 se x> 3.
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Figura 4.23: Grafico de f do exemplo [4].

A continuidade também pode ser expressa em fungdo de € e 6.

De fato, liin f(z) = f(a) significa que: para todo € > 0 existe § > 0 tal que, se z € Dom(f) e
|z —a| <, entdo |f(z) — f(a)| <e.

Em outras palavras, f é continua em a se, e somente se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
f(z) € (f(a) — e, f(a) + ¢) desde que x € (a — d,a + 0) N Dom(f).

Proposicdo 4.7. Sejam f e g fungdes continuas no ponto a. Entdo:

1. o f + B g sdo continuas em a, para todo o, B € R.

2. f g é continua em a.

3. f é continua em a, se a € Dom(i).
g g

As provas destas propriedades decorrem imediatamente das definigdes.

Definicao 4.8. Uma fungio f é dita continua em A C R se f é continua em cada ponto de A. Se f é
continuaem Ae B C A, entdo, f é continua em B.

Exemplo 4.14.

[1] Os polindmios sdo fungdes continuas em R, pois sdo expressos por somas e produtos de
fungdes continuas em R.

[2] As fungbes racionais sdo fungdes continuas no seu dominio.
[3] As fungdes exponenciais sdo fungdes continuas em R.

[4] As fungdes logaritmicas sdo fung¢des continuas em (0, 4+00).

Proposicao 4.8. Sejam f e g fungdes tais que ligl f(z) = be g é continua no ponto b. Entdo:
r—a

lim (go f)(a:) = g( lim f(x))

Tr—a Tr—a
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A prova segue das definigdes.

Exemplo 4.15.

Como aplicagdo direta desta propriedade temos:

[1] A funcdo g(x) = e é continua em R; logo, se existe lim f(z), entdo:
Tr—a

lim f(x)

11_1)11 ef(l‘) = ex—a
r—a

[2] A funcdo g(x) = In(z) é continua em (0, +00); logo, se liin f(z) € (0,400), entdo:

lim In(f(z)) = In(lim f(z)).

T—a T—a

. 4+ +1 . 2+t +1 3
3] ili%l”[xzﬂ] - l"{ibml x2+1} =in(3)-

2?1 lim (z — 1)
[4] lirqe o+l = ez—1 =¥ =1.
z—

Teorema 4.4. Sejam f e g fungoes tais que g o f esteja bem definida. Se f é continua no ponto a e g é
continua em f(a), entdo g o f é continua em a.

Exemplo 4.16.

[1] A fungdo h(z) = |z2+2x+1| é uma fungdo continua em R, pois h é a composta das seguintes
funcdes: f(x) = 22 + 2z + 1 e g(z) = |z|; ambas fungdes sdo continuas em R. (Verifique !).

[2] A funcdo h(z) = e**+57+2 & continua. (Verifique !).

O teorema seguinte estabelece que, com hipéteses adequadas, uma fungdo f, definida num
intervalo fechado [a, b], assume todos os valores entre f(a) e f(b); em outras palavras, para
que f passe de f(a) a f(b) tem que passar por todos os valores intermedidrios. A definigdo
anterior de continuidade foi feita considerando como dominios intervalos abertos ou reunidao
de intervalos abertos; entdo necessitamos da seguinte definigao:

Definicdo 4.9. Seja f : [a,b] — R; f é continua em [a, ] se:

1. f é continua em (a,b).

2. lim+ f(x)existee lim f(z) = f(a).

T—a z—a™t

3. lim f(z)existee lim f(x)= f(b).

r—b— r—b—

As condigdes 2 e 3, sdo chamadas continuidades laterais, a direita e a esquerda, respectiva-
mente.
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Teorema 4.5. (do Valor Intermediario) Se f : [a,b] — R é uma fungdo continua em [a, b] e

fla) <d < f(b) ou f(b) <d< f(a),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Para a prova, veja [TA] ou [?].
Exemplo 4.17.

3
Seja f : [-1,1] — R tal que f(z) = 2® — V2% + 1 + 2; entdo f assume o valor %

3
De fato f é continuae 1 — 2 = f(—1) < = < f(1) = 3 — v/2; logo, do teorema, temos que

2

. . . .
7 —05 L 0.5 1.0

Figura 4.24:

existe c € (—1,1) tal que f(c) = g

Corolario 4.6. Seja f : [a,b] — R uma fungio continua em [a,b]. Se f(a) e f(b) tem sinais opostos,
ou seja f(a) f(b) < 0, entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Figura 4.25:

Aplicagdes

Este resultado pode ser utilizado para localizar as raizes reais de um polindmio de grau impar.
De fato, seja
f(zx) =z"+a " 4. +an_1x+ ap
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uma fungdo polinomial de grau n impar, a; € R. Para os x # 0, escrevemos:

a
fl@)=a" |14+ 2+ ... +—
Como lim [1 + “u + o + a—n] = 1; entao,
z—+o0 T xn

lim f(z)=+00 e lim f(z)=—o0,

T—r+00 T——00

pois, n é impar. Logo, existem z; < x5 tais que f(z1) < 0e f(xz2) > 0. f é continua no intervalo
[x1, x2]; pelo coroldrio, existe ¢ € (x1, z2) tal que f(c) = 0.

Se n é par, a conclusao é falsa. O polindmio f(z) = x2 + 1 ndo possui raizes reais.

Exemplo 4.18.

[1] A equagdo 7 — 4 x + 2 = (0 possui 3 raizes reais distintas.

De fato, a funcdo f(z) = 2% — 4z + 2 é continua em R; logo, é continua em qualquer intervalo
fechado.

Considere:
x1 | x2 | f(x1) - f(x2) Conclusao
3] -2 -26 Existe ¢; € (—3,—2) tal que f(c1) = 0.
110 -2 Existe ¢; € (0,1) tal que f(c2) = 0.
112 -2 Existe c3 € (1,2) tal que f(c3) = 0.

N

\

[N

Figura 4.26: Exemplo [1]

[2] A equagéo 2% In(x? + 1) + 23 logg(e ™)

no intervalo [—1, 2].

0 = 0 possui pelo menos 4 raizes reais distintas

1
De fato, a fungdo f(z) = 2% In(2? + 1) + 23 logs(e ™) — % é continua em [—1,2] e
F(=1) =~ —0.26, f(—0.5) =~ 0.072, f(0) = —0.05, f(0.5)~0.23 e f(2) ~ —2.542;

entao:
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T xzo | f(z1) - f(z2) Conclusao

-1 | =05 —0.019 Existe ¢; € (—1,—-0.5) tal que f(c1) = 0.
05| 0 —0.003 Existe ¢c; € (—0.5,0) tal que f(c2) = 0.

0 0.5 —0.011 Existe c3 € (0,0.5) tal que f(c3) = 0.
0.5 2 —0.586 Existe ¢4 € (0.5,2) tal que f(c4) = 0.

—17 ~ 1 2

Figura 4.27: Exemplo [2]

O seguinte algoritmo serve para determinar aproximadamente as raizes de uma equacao, uti-
lizando o corolario:

Seja f continua em [a, b|.
i) Se f(a) f(b) < 0, entdo, existe pelo menos um ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

ii) Considere:
a+b
2 Y
se f(m1) = 0, achamos a raiz. Caso contrdrio, f(a) f(m1) < 0ou f(m1) f(b) <O0.

my =

iii) Se f(a) f(m1) < 0, entdo, f(z) = 0 tem solucdo em [a, m;]. Considere:

a+m1.
2 )

mo =

se f(mzg) = 0, achamos a raiz. Caso contrario f(a) f(ma) < 0ou f(mz) f(m1) <0.
iv) Se f(m2) f(m1) < 0, entdo, f(x) = 0 tem solugdo em [mz, m;]. Considere:

- mp +mag
3 = 2 )
se f(mg) = 0, achamos a raiz. Caso contrario f(ms) f(mz) < 0ou f(ms) f(m1) < 0.

Continuando obtemos m,, tal que |f(c) — f(m,)| é menor que a metade do comprimento do
altimo intervalo.
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Exemplo 4.19.
No exemplo [1] temos f(z) = 23 — 4z + 2.

i) f(1) f(2) < 0; sejamy = g, como f(my) # 0e f(my) f(2) < 0, entdo, procuramos a solugdo

no intervalo [m1, 2]; seja:
my + 2 B 7

2 4’
ii) Como f(mz) # 0e f(m1) f(msa) < 0, entdo, procuramos a solugdo no intervalo [m1, ms); seja:

mo =

mi + meo 13
my= T = g

Assim, continuando podemos, por exemplo, obter

27445
= —— =1.6751
mia 16334 675109

no intervalo [1.67504, 1.67517] e tal que f(m14) = —0.0000928.
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49 Exercicios

1. Calcule os seguintes limites usando tabelas:

(@) lim(3z —8) 27
z—1

(8) lim («* ~ 3555)
1 (h) lim
(C) hm rx—1 T
z—=1\/x —1 62x
i) li
@ i 5242 ()zli%x2+1
z—4 20 + 3 3 _ 1
(&) lim Va2 +1 Ol e
3_942 4 21
(f) lim 2T FOT ) tim &=V
r—1 r—1 =1 x—1

2. Verifique se sdo corretas as seguintes afirmacdes:

2 —6 2 —6
(a) w:x+3 (b) limw: lim (z + 3)
T —2 2 T—2

r—2 xr —

3. Calcule os seguintes limites:

Adx® + 92+ 7 . r+1
im ——— k) lim —
(@) lim oo P I F
34322 -9 —2 v 422 —
(b) hmx +3x T () lim 9+ 5x + 4x 3
r—2 x> —x—6 x—0 x
© tim 59 (m) lim Y132
¢ xl—r>n3:c2—3x 0 x
222 —3x +1 . 2—+Vx -3
; lim ————
(@ lim =—— =19
$2—a2 . .’IJ4+CU3—(I,'—1
; _ 0) lim
(e) ili%az?-l—an—f—az ()m—ﬂ z?2—1
. 20 + 2 lim 212
(O lim o5 ® A, e
2 — . VT —4/a
(g) lim —— (@ lim T=——== \/;
=292 — /21 T—a \/12 — q
t+ h)2 — ¢2 ) r—ya++Vr—a
N ) it @) 1 VI
h—0 h r—a T4 —a
4 2
rx*—1 . T4 —x
. . 1
8—3;3 $3+8

. . t 1'
) lim s ® lim, VI +2
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4. Verifique se os seguintes limites existem:

. =1
@ lim o]
(b) lim |z — 3|
Tr—r
o o2 —3x+2
(c) il—% r—1
22 —622+6x—5
1

5. Calcule os seguintes limites no infinito:

) 223 +5x + 1

lm ——m——

z——4o00 x4 + 53 + 3
3zt —2

(a)

o ox?—2x+3

lim =—————
5 0 322+ +1

) x

lim ———M—
z—400 2 4+ 3x + 1

2+ 1

im ——

z—+o00 3x + 2

i 2 +1
® :cgr—noo 3x+2

VT4
(8) zgrfoo 22+ 3

(h) lim (z—+va2+1)

()
(d)

(e)

x——+00
) . 5
) xgrfnoo 22+ 3
Va3 + 2 —1

) lim ST
O I T

6. Calcule os seguintes limites infinitos:

2+ 3z +1
@ lm ———
z—o400 222 +x + 1
% + 3z
x2 -4

(b) lim

r—21

3

x° —1
C 1. —
()xg{l+:v2—2:n+l
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. 2 +3x—4
lim
zo—4 g3 +422 -3¢ —12

(e)

(f) lim z-8

z—=8 Jx — 2

b
(8) lm = ||

z—0t a 'T

(k) xggloo(\/x +1-Vz+3)

. 2°+1
QP LW

241
Vad 4+ 1
)
3

lim
T—r—+00

(m)

. 3 22+ 8
im -
z—+oo \| x4+

(r) 1
. 4z
m ———
zo4o0 2 —4x+ 3
. 3zt +r+1
lim —
T——400 xr —5

(s)
(t)

lim (5 — 4z + 2 — 2°)

T—r+400

. b3 —6r+1
hm —_——
z——00 612 +x+1

x

(d)

(e)
()

()

lim
T—r+00

lim
z—=3+ 3 —x
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(h) lim 2z +1

z—0t x
2x + 3
N1
(1) a:lgl7L 2 -1
2x + 3
Nt
(]) a:igl* CCQ -1

K) lim — %
& m e 79

22 —4
) lim ———
M xi%l+x2—4x+4

m) lim &)
z—0+t I

x? — 3x

193

(n) Tim I (|

2
x
I
(0) x_1>nz?+ 1042

. 1
(P xlg}){r Vo — ﬁ

(q) zliri& ve—1

1
y
® i BT —3

7. Sef(x):3x—5eg(x):§— 3
@) lim(f +9)(x) 6 lim(f )(z)
(6) lim (g~ f)(x) (@) m(f o g)(a)
© Jmlgf)(e) (h) lim(g o f)()
@ tim (1)@ @) lim, (fogo f)()
(© lim ()(x) ) liny in(|£(2)])
8. Calcule lim 1)~ fla) e lim flt+a)- f(a), se
T—a T —a t—0 t
@) f(z) =22 a=2 ® f@)=a(l-a), a=1
(b) f(x)=22+1, a= (22
et @) f@)= (-3 a=1
d) f(z) =z, a= (h) f(z) =in(z), a=1
© f(z) = v, a=1 () f(z) = e, a=0

9. O custo em u.m. (unidades monetdrias) para remover x% dos detritos toxicos despejados
num aterro é dado por:
0.8z

T 00—z’

C(x)

para 0 < x < 100.

(a) Calcule lim S(x).
2100~

(b) Interprete o resultado obtido.
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10. Durante uma epidemia de dengue, o ntimero de pessoas que adoeceram, num certo
bairro, ap6s ¢ dias é dado por:

(t) — 100000
~ 14 19900 08¢

(a) Determine a quantidade méxima de individuos atingidos pela doenca.

(b) Esboce o grafico de L.

11. Esboce o gréfico das seguintes fungdes:

(@) y= (Hl)l(xg_ 0 Dy=qGz 1)3?x3+1)

(b)y:(:z:+1):§x3—1) (e)y_(w—?))(xj?)(x“l)

©v=1z l)tw3+1) Ov=G9n fz) (22 —1)
1+x

12. Use a continuidade da funcao para calcular o seguinte limite: lim
caop & oA T+ 1

13. Determine o valor de L para que as seguintes fung¢des sejam continuas nos pontos dados:

{132—LU 0
(a) f(z)= s e ,no ponto x = 0.
L se x=0
2 =9
b fl@)={z-3 x7é3,nopontox=3.
L se x=3
r+2L se x> -1
& T) = - ,ho ponto z = —1.
(@) fl) {L2 se x<—1 P
4x3" se x<0
d T) = ,ho ponto z = 0.
(@) flo) {2L+x se >0 P
et —1
(e) flx)= T 5¢ m%o,nopontox:O.
L se x=0

4—x+23 se <1
T) = —  ,nopontozx =1.
() J@) {Q—Lx2 se xr>1 P

14. Verifique se as seguintes fung¢des sao continuas.
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|22 — b5z + 6|
22 —b5x+6

1= 3 x#1
1 r=1

() flz)=

x#2,3
r=2
r=3

1— 22 < —1
In(2-2%) —-1<z<1
—1
3: x>1
r+1

(222 +3) z<1
l<z<3

15. Verifique se as seguintes equag¢des admitem, pelo menos, uma raiz real:

(@) 23422 —4x—-15=0
(b) 22 +22=0

() 2°—a3+22=0

(d) 2" +2°+1=0

195
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Capitulo 5

APLICACOES DE LIMITES E
CONTINUIDADE

Neste capitulo apresentaremos diversos exemplos e algumas aplicagdes que envolvem os con-
ceitos de limite e de continuidade, estudados anteriormente.

Exemplo 5.1.

[1] Uma montadora de computadores determina que um empregado apds x dias de treina-
mento, monta m computadores por dia, onde:

(@) 20 22
mx) = ———-.
2+ +5

Qual é o comportamento de m = m(z) para treinamentos longos?
Observe que:

20 22
lim m(z) = lim °

= 20.
z—+00 z—+oo x4 +x + 5

Logo, ap6s um longo treinamento, um empregado pode montar 20 computadores por dia.

20

15

10+

Figura 5.1: Grafico do exemplo [1].

197
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[2] O custo para produzir = unidades de um certo produto é dado por C(z) = 0.25 z 4 3600 em
reais.

(a) Determine o custo médio quando x cresce.

(b) Interprete o resultado.

(a) Primeiramente, C M. (z) = Clz) =0.25 + 3600 ; entdo:
xT
lim CMe(iL‘) = lim {0.25 + 3600} = 0.25.
Tr——+00 r— 400 X

(b) Isto é, quando o bem em questdo é produzido em grande escala o custo médio tende a
estabilizar-se em 0.25 reais.

CMe
a00 |-

300

L L L L X
20 40 60 80 100

Figura 5.2: Grafico do exemplo [2].

[3] Um governo determina que o custo para despoluir 2% de metais pesados que contaminam
uma reserva de dgua doce é dado por:

120000 z
Clr) =100 -2

medido em délares.
(a) Qual é o custo para eliminar a metade dos metais pesados?

(b) Com 1000000 délares, que percentual da reserva fica despoluida? E economicamente vidvel
despoluir totalmente a reserva?

(a) Calculamos C(50) = US$ 120000.

(b) Agora, devemos resolver a equagéo:

120000 x 625
1 = — = — ~89.2%.
000000 100 — 2 == x - 89.2 %

Por outro lado,

lim C(z) = +o0,;
2100~
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isto implica em que a medida que nos aproximamos para despoluir toda a reserva, os custos
crescem arbitrariamente, isto é, é economicamente invidvel, despoluir toda a reserva.

C
120000}
100000}

BOOOO}
60000}
40000}
20000}

X
20 40 60 80 100

Figura 5.3: Grafico do custo para despoluir.

[4] A funcdo de producdo de um certo bem em relacdo a quantidade de matéria prima, em
quilogramas, é dada por:

2 —4

r—2

Determine e interprete a produgdo quando se tem 2 quilogramas de matéria prima.

P(z) =

Como P = P(z) ndo estd definida para « = 2, devemos calcular:

lim P(z) = lim (z + 2) =4,
T—2

r—2
isto é, sdo produzidas 4 unidades.

6L

i _—

L L L L L L
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5

Figura 5.4: Comportamento de P = P(x).

[5] Modelou-se a evolugdo da populagdo de uma certa cidade, apés ¢ anos, a partir de 2009 por:

15000¢

E(t) =2 - .
®) 0000+t2+2t+10

Determine o comportamento da populagdo apést = 3,t = 5, ¢t = 15 anos. Qual é o comporta-
mento a longo prazo?
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Como a fungdo é continua, primeiramente calculamos:

t | EQ)
3 21800
5 | 21666.7
15 | 20849.1
A longo prazo, temos que:
. . 15000¢
Jm B0 = T 20000+ 57775 | = 20000

Isto é, a longo prazo a populacdo fica estavel.
22000
21500
21000
20500
20000

19500

L L L L L L
o 5 10 15 20 25 30

Figura 5.5: Comportamento da populacéo.

5.1 Juros Compostos
Sabemos que se uma quantia Ay é investida a uma taxa r de juros compostos, capitalizados m
vezes ao ano, o saldo A(t), apds t anos é dado por:

A= AO [1 + L}mt.
m

Se os juros forem capitalizados continuamente, o saldo devera ser:

A= lim Ao[1+—]™ =4 lm [[1+

r
m—-+oo m—-+o0 m

Analogamente, com a taxa efetiva:

lim r.r=¢€e" —1.
m—-+00 ef

e o valor atual da quantia (desconto):

Ag= lim A[14+—]"™ =4

m——+00 m
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Exemplo 5.2.

[1] Os juros de uma aplicagdo de renda fixa é de 6% ao ano, compostos diariamente. Sdo apli-
cados R$100,00 neste fundo. Determine o ganho apds 10 anos, considerando a taxa de 6% de
juros compostos continuamente.

Calculando diretamente A(t) = 100 x %%, logo A(10) ~ 182.21 reais.

Figura 5.6: Comportamento da aplicagéo.

[2] Considere um certo investimento que paga 14% de juros anuais sobre um depésito inicial
de R$ 3000. Os ganhos da aplicacdo apés 5 anos foram estimados por:

A =3000 (14 0.14)%,

onde ¢ é medido em anos. Calcule os ganhos trimestrais e didrios da aplicagdo. Que acontece
no caso de os juros serem aplicados continuamente?

Devemos calcular Ay = Al,_; 4 (trimestral), Ay = Al,_; /35 (didria) e o limite de A, respectiva-
mente:

A1 =3533.88 reais
Ay =3005.35 reais e
A =6041.25 reais.

20000
15000

10000 [

0.5 10 15 2.0 25 3.0

Figura 5.7: Grafico de A = A(t).
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Muitas fungdes utilizadas em Economia e em Administracdo ndo sdo continuas e apresentam

uma quantidade finita de pontos de descontin
quentemente discreta devido a natureza dos be

Exemplo 5.3.

uidade. Por exemplo, a fungdo de custo é fre-
ns que ela representa.

[1] Um distribuidor de refrigerantes vende um certo tipo de refrigerante segundo a seguinte
lista de preco: R$ 10 por caixa, na compra de até 30 caixas. R$ 8 por caixa, na compra de mais
de 30 caixas e menos de 70 caixas. R$ 5 por caixa, na compra de mais de 70 caixas e menos que

150 caixas e R$ 4 por caixa , na compra acima d
lista e esboce seu grafico.

e 150 caixas. Ache a fungdo que representa esta

Se z é a quantidade de caixas e p o prego total, a fun¢do prego é:

10x se 0<x<30
8z se 30<x<70
p(z) =
5z se 70 < x <150
4x se 150 < x.
o}
70 //
5006 / / /

40

/

306

206

/

10

30 70

150

Figura 5.8: Grafico da fungao preco.

[2] Em geral os custos de producdo diminuem quando aumenta a produgdo. Suponha que uma

empresa tem a seguinte fun¢do de custo, para c

12z
0.9
Ow) =9 "
0.75x
0.6z
(a) Esboce o grafico de C = C(x).
(b) Determine lim C(z), lim C(z), lim
2100~ 2—100+ 2—600~

(a) Esboco de C' = C(x):

erto produto z:

se 0<xz<100

se 100 < z < 300

se 300 <z <600

se 600 < x.

C(x)e i C(x).
(:C) zﬁlé(IJlO‘*' (x)
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m -

300

Figura 5.9: Grafico de C(x).
(b) lim C(x)= lim 1.2z =120, lim C(z)= lim 092 =90e
x—100— z—100 z—100+ —100

lim C(z)= lim 0.752z =450, lim C(z)= lim 0.6x = 360
z—600~ z—600 z—6001 z—600

[3] Uma empresa tem como fung¢ao de custo, para certo produto z:

C(x) =

2x se O0<x<10
0.6x+14 se 10 < z.

(a) Esboce o gréfico de C = C(z).
(b) Determine lim C(z)e lim C(z).

z—10— z—10F
(c) C = C(x) é continua?

(a) Esbogo de C' = C(x):

25
20
1sf

10F

Figura 5.10: Grafico de C(x).

(b) lim C(x)= lim 22 =20e lim C(z)= lim 0.6z + 14 = 20.
z—10 z—10

z—10— z—10+

(c) E continua, pois C(10) = 20.

203
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[4] Numa cidade se observa que a despesa de uma familia com TV a cabo depende do tempo
t, mensal, que os habitantes assistem TV e esta quantidade, em centenas de reais, é modelada

por:

0 se 0<t<20
P(t) = 0.1¢ se 20 <t¢<100
061000 o0
2t 4100 '

Estude a continuidade da despesa P = P(t). A despesa de uma familia é sensivelmente di-
ferente se o tempo que assiste TV é ligeiramente inferior ou superior a 20 horas? E para 100
horas?

Primeiramente calculamos:

lim P(t)) = lim 0=0

t—20—
lim P(t) = lim 0.1t =2

Logo, a fungdo é descontinua em ty = 20. Note que a mudanca de gasto de uma familia varia
sensivelmente se as horas que assiste TV ¢é ligeiramente inferior ou superior a 20 horas. Por
outro lado, calculamos

lim P(t)) = tli%OO.lt =10
—

t—100—
40t — 1000
lim P(t) = lim — "% _ 19
Jim  P(t) = lim =05

Logo, a fungdo é continua em ¢, = 100. Note que ndo existem mudangas de gasto quando a
tempo em que assiste TV muda ligeiramente inferior a 100 horas ou superior a 100 horas.

P
14F
12F

10F

. . . .
20 50 100 150 200

Figura 5.11: Grafico de P = P(t).

[5] A despesa em artigos de limpeza, de certa familia, depende de sua receita =, em centenas
de reais. A despesa destes artigos é modelada por:

0.025z—-2 se 0<z<200
G(x) = 40 x

2T 200 < z.
2242000 °° <7
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(a) Estude a continuidade da despesa G = G(x). A despesa de uma familia é sensivelmente
diferente se sua receita é levemente inferior ou superior a 200 reais?

(b) Pode uma familia gastar mais do que 20 reais?

(a) Note que o tinico ponto problematico é xy = 200, entdo devemos estudar:

lim G(:r) = 1iI2I(1)00.0251' —2=3
T—

x—200—

40z
lim G(z) = _ 2T _ 333
Jim  Gz) = lm oo

Logo, a funcdo é descontinua em zp = 200. A mudanga da despesa de uma familia varia
sensivelmente se sua receita é levemente inferior ou superior a 200 reais.

(b) Por outro lado:

40
lim G(z) = x 20.

im —— =
T—+00 z—+o00 2 2 + 2000

A fungdo apresenta uma assintota em y = 20; logo, nenhuma familia pode gastar mais do que
20 reais em artigos de limpeza.

N
B

[
B

wa I I I =X
100 200 300 400 500

Figura 5.12: Gréfico de G = G(z).

[6] A administracdo de um hospital vai implementar um novo sistema que pretende reduzir o
tempo de espera para cirurgias. O seguinte modelo foi experimentalmente determinado para
prever que em ¢ meses o percentual de pacientes que podem ser operados sem entrar em lista
de espera é:
t2-8t+50 se 0<t<10
h(t) = { 38— 100
0.4¢

Estude a continuidade da funcado h. Qual é o percentual que ndo poderd nunca ser atingido?

se 10 < t.

Note que o tinico ponto problematico é ¢y = 10; entdo, devemos estudar:
lim h(t) = lim t* — 8t 4 50 = 70
t—10

—1
lim A(t) = lim 381100

70.
t—10+ t—10 0.4t
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h(10) = 70. Logo, a fungdo é continua em ¢y, = 10. Por outro lado:

38¢ 100

lim h(t) = li = 95.

m
t—+o00 t—+oo 0.4t

A funcdo apresenta uma assintota em y = 95; logo, o percentual nunca podera ultrapassar
95 %.

20+

I I I I
5 10 15 20

Figura 5.13: Grafico de h = h(t).

[7] Num certo pais, o montante de impostos de renda 7'(z) devido por uma pessoa fisica que
recebe x u. m. é modelado por:

0.15z se 0 <z < 25000
T(x) = 43750 + 0.25 (x — 25000) se 25000 < x < 60000
12550 + 0.35 (z — 60000) se 60000 < x.

Estude a continuidade do imposto de renda 7' = T'(x). A renda de um contribuinte é sensivel-
mente diferente se sua receita é ligeiramente inferior ou superior a 600000 reais?

Note que os pontos problematicos sdo zp = 25000 e 1 = 60000; entdo devemos estudar:

lim 7T(z)= lim 0.15x = 3750

z—25000— x—25000
lim  T(z) = lim [3750 + 0.25 (z — 25000)] = 3750
—250001 x—25000

lim T(z)= lim [3750 +0.25 (z - 25000)] = 12500

z—60000— x—6000
lim  T(z)= lim [12550 + 0.35 (z — 60000)] = 12500.
z—60000+ x—60000

Logo, a funcdo é continua . As mudangas da renda do contribuinte ndo tem variagdo sensivel
se sua renda é levemente inferior ou superior a 60000 u.m.
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T

25000 -
20000 -
15000 -
10000 -

5000 -

I I I I = X
20000 40000 60000 80000 100000

Figura 5.14: Graficode T' = T'(z).

5.2 Funcao Parte Inteira

Como vimos nos exemplos anteriores, muitas vezes é necessdrio representar uma situagdo que
ndo é possivel modelar através de fun¢aos continuas. Neste sentido, a seguinte fungdo é utili-
zada para modelar situagdes onde a varidvel independente é escalonada.

Definamos a seguinte funcdo: f : R — Z por:
f(z) =maior{n € Z /n <z <n+ 1}.

Denotamos f(x) = [[z]]. Isto é, [[x]] denota 0 maior niimero inteiro n tal que n < z < n + 1.
Claramente esta fun¢do é descontinua. Note que [[z]] = —1se -1 < 2z < 0, [[z]] = 0 se
0<z<lz]]=1sel<xz<2etc

Exemplo 5.4.

[1] A fungdo f(z) = [[x]] é descontinua para cada k € Z.

De fato, se k € Z, lim [[z]] =k —1e lim [[z]] = k; logo, link [[x]] ndo existe. Se k € R — Z,
Tr—r

r—k— z—kt
entdo lim [[z]] existe.
z—k

Figura 5.15: Gréfico de f(x) = [[]].
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[2] Suponha que a fungdo custo para produzir, em reais, certo tipo de produto é dada por:
C(z) =0.34([[z]] +2), em milhdes de reais.

Esboce o grafico de C = C(x).

Como [[z]] =0se0 <z < 1,[[z]] =1sel <z < 2, etc. Temos:

Tk W N~ O 8
Ju—
w
(@)

1.7

L L L L
o 1 2 3 a4

Figura 5.16: Gréfico de C' = C(z).

[3] Serdo aplicados R$ 5000 numa aplicagdo financeira que rende 15% ao ano com juros ca-
pitalizados trimestralmente. O montante apds ¢ anos pode ser calculado utilizando uma das
seguintes férmulas:

A; =5000(1+0.15)% ou Ay = 5000 (1 + 0.15)1),

Que férmula é mais conveniente utilizar ap6s 210 dias de aplicagdo?

As férmulas sdo iguais se [[4t]] é inteiro. Em geral, Ay < A; para todo ¢ > 0. Logo, é mais
vantajoso utilizar A;. De fato, calculando para ¢ = 210/365:

A; =6896.96 e Ay =6612.50 reais.
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10006

5000

0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4

Figura 5.17: Graficos de A; e Ay, respectivamente.

[4] Uma refinaria de petréleo possui 10 torres de destilagdo. O custo para operar cada torre é
de US$ 140 por semana e o custo da matéria prima é de US$0.9 por barril de petréleo refinado.
Cada torre pode processar matéria prima de modo a produzir 15000 barris por semana. Se as
torres s6 sdo ativadas quando houver matéria prima, e se x é a quantidade de matéria prima,
em barris, o custo de producdo é:

O(e) = 140 ([[1z555)] +1) + 09z

Esboce o gréfico de C' = C(x).

Note que a quantidade || foi aumentada de 1, pois [| torres de destilagao pro-

el 5000
. 15000- 15000: - . .
duzem no méximo 15000 x barris e que para qualquer produgdo adicional serd necessario co-

mecgar a operar com outra torre.

7

80000 -

60000

d

40000 -
20000

20000

40000

60000

L L L L Il
80000 100000

Figura 5.18: Grafico de C' = C(z).

[5] A tarifa de uma ligagdo telefénica a longa distancia noturna do Rio de Janeiro para New
York é 70 centavos de real pelo primeiro minuto e de 50 centavos de real por minuto ou fragdo
de minuto adicional. A tarifa é modelada por:

() = 0.7 se 0<t<l1
107405t +1)]  se 1<t



210 CAPITULO 5. APLICACOES DE LIMITES E CONTINUIDADE
Determine quanto se deve pagar por uma ligagdo de 2 minutos e 43 segundos?

Calculemos 7T'(2.43); como t > 1 utilizamos a parte da fun¢do 7'(t) = 0.7 + 0.5 [[t + 1]]; logo
7(2.43) = 0.7+ 0.5[[3.43]] = 0.7+ 0.5 x 3 = 2.2. Deve pagar 2 reais e 20 centavos.

T
25
20 —
15 —
10f

05f

T S RS S S t

1 2 3 4

Figura 5.19: Graficos de T' = T'(t).
[6] A quantidade de matéria prima de uma certa empresa é modelada por:

mu)ZQOD[ﬁgzﬂ—wy

Esboce o gréfico de m = m(t) no intervalo [0, 6) e determine quando a empresa deve repor o
estoque.

Note que:
t+2 t
2] = 14 (12]]
Entao, [[EH = 1se,esomentese 0 <t < 2; H%H = 2 se, e somente se 2 < t < 4;
[[EH = 3 se, e somente se 4 < t < 6; logo:

2
202—-t) se 0<t<?2
m(t) = 20(4—1t) se 2<t<4

20(6 —1) se 4<t<6

O grafico de m = m(t) é:
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Figura 5.20: Graficode T' = T'(t).

Por outro lado:

lim m(t) = lim m(t) = lim m(t) = 0;
t—2— t—4- t—6—

logo, deve repor o estoque a cada 2 anos.
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Exercicios

A evolugdo no tempo ¢ da capacidade de produgdo de uma fébrica é dada por:

B 40000
~ 10000 — (t — 100)2"

P(t)

(a) Calcule P(10), P(20), P(50), P(100) e P(150). Explique o que estd acontecendo com a
producéo.

(b) Calcule tgrl%o P(t)
(c) Calcule tgrzl(l)o P(t); explique o resultado.

(d) Esboce o gréfico de P.

A populagdo (em milhares) de uma colonia de bactérias, ¢ minutos ap6s a introdugdo de
uma toxina, é dada pela funcao:

P+7 se t<5H
ft) =
—8&t+72 se bH<t.

(a) Calcule tlg?o f(t).

(b) Calcule tlilglﬁ f(t)e lim f(t).

t—5t

(c) A fungédo f é continuaem t = 5?

(d) Explique por que a populagdo deve ser de 10000 bactérias em algum momento entre
t=1let="T.

(e) Esboce o grafico de f.

A pontuagdo num vestibular obtida por um estudante depende do tempo ¢, em horas,
que dedicou ao estudo. Esta pontuagdo é modelada por:

3 se 0<t<15
V(t) = 2t

_ =t 15 < .
02t+3 °>°

(a) Estude a continuidade da funcao.

(b) Justifique por que a pontuagdo ndo pode ultrapassar 15 pontos.



5.3. EXERCICIOS 213

4. O prego atingido por certos artigos num leildo depende do ntimero de pessoas interessa-
das na sua aquisi¢do. O preco é dado por:

S5+ 5 se 0<x<10
P(x) =< 38z + 700
f se 10<x.

Verifique se existe alguma varia¢do importante quando o ndmero de pessoas interessadas
é ligeiramente superior a 10.

5. Numa cidade o consumo de dgua é modelado em fun¢do do consumo de = metros ctibicos
mensais por:

8 se x <10
A(z) = 8+ 2 (z — 10) se 10<x <20
284+2.8(z—20) se 20 <.

(a) Estude a continuidade do consumo da dgua A = A(x).

(b) Analise se o consumo de dgua € sensivelmente diferente se sdo gastos em torno de 20
metros ctibicos de dgua.

(c) Esboce o gréfico de A = A(z).

6. O namero de unidades de um certo produto mantido em estoque é dado por:

t+2

E(t) =25(2 H 5

(a) Esboce o grafico de E = E(t).

H —t), 0<t<12

(b) Com que frequéncia a empresa deve repor o estoque?

(c) Calcule lim E(t).

t—12—

7. O preco de um certo produto é

pio) = || 5] oas e o[ ]|

onde z o nimero de produtos vendidos. Determine lim p(z)e lim p(z); o que pode-
xz—16~ z—161

mos concluir?

8. Um acordo coletivo dos empregados de uma empresa garante um aumento anual de 11%
durante os proximos 10 anos. Se o salario anual dos empregados é 12000 dodlares e se tal
situagdo é modelada por:

s(t) = 12000 x 1.1,
(a) esboce o grafico do salario.

(b) determine o saldrio apds 8 anos.
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O namero de pessoas infectadas por uma epidemia de dengue é modelada por:

301
d(t) = =——.
(®) 2 —-2t+4

(a) Esboce o grafico de d = d(t).
(b) A epidemia de dengue passard a longo prazo? Justifique sua resposta.

Definamos e denotemos o lucro médio por:

LMe(z) = L(z) =

x x

(a) Uma empresa fabrica um produto a um custo unitdrio de 0.15 u. m. e o vende a 0.9 u.
m. a unidade;. Se a empresa invistiu 50000 u. m. para fabricar o produto., determine o
lucro médio, para 10000 e 20000 unidades. Qual é o lucro médio a longo prazo?

(b) Se o custo de uma empresa é dado por C(z) = 1.5y/z + 1.5z + 10 e a receita é dada
por R(z) = 2.7z, esboce o grafico do lucro médio.



Capitulo 6

DERIVADA

6.1 Introducao

Neste capitulo estabeleceremos a no¢do de derivada de uma fungdo. A derivada envolve a
varia¢do ou a mudanga no comportamento de varios fendmenos. Inicialmente apresentaremos
a defini¢do de reta tangente ao grédfico de uma fung¢do. Posteriormente, definiremos fung¢des
derivaveis e derivada de uma fungdo num ponto, dando énfase ao seu significado geométrico.
Iniciemos o capitulo com um exemplo.

Suponha que em z unidades de trabalho é produzida uma quantidade y = f(z) de um certo
produto. Em geral, se a quantidade de trabalho varia, a producdo também varia. Se o trabalho
para produzir o produto é aumentado, isto é de x passa para z+h, (h > 0 pequeno) a producdo
se modificara passando a ser f(z + h).

Por exemplo, se a cada aumento na unidade de trabalho a produ¢do aumenta quadraticamente,
entdoy = 2
fx+h)— f(z)=(x+h)?—2®>=2zh+ h%

Logo:
f(:c+h})L—f(x) =22+ h;
se h é pequeno (h — 0), temos que:
flath) = /() =2x+h—2z.

h

Isto é, para um pequeno incremento do trabalho a producéo foi aumentada em 2 = unidades,
aproximadamente.

6.2 Reta Tangente
Seja:
f:D—R

uma fungdo definida num dominio D que pode ser um intervalo aberto ou uma reunido de
intervalos abertos, ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto I que contenha x, se tenha:

I0(D—{z0}) # @.

215
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Considere P = (zo, f(z0)) e Qi = (4, f(z;)) (i = 1, 2, 3......) pontos no gréfico de f, P # Q;;
seja r1 a reta secante que passa por P e (01; seu coeficiente angular é:

_ f@1) = flwo)

1 — Xo

Fixemos o ponto P e movamos () sobre o gréfico de f em dire¢do a P, até um novo ponto
Q2 = (x2, f(z2)) tal que Q2 # P; seja 12 a reta secante que passa por P e ()2; seu coeficiente

angular é:
g = 472 ~ f(@o)
T2 — Zo

Suponha que os pontos Q; (i = 1, 2, 3......) vao se aproximando sucessivamente do ponto P
(mas sem atingir P), ao longo do gréfico de f; repetindo o processo obtemos r1, 3, 3, ..., retas
secantes de coeficientes angulares m;, mq, ms, ..., respectivamente. E possivel provar, rigoro-
samente, que quando os pontos ); vao se aproximando cada vez mais de P, os m; respectivos,
variam cada vez menos, tendendo a um valor limite constante, que denotaremos por m.,,.

A

r
n r

1
1
1
1
1
1
1
0 *n X3 X2 X1

Xk = ==

Figura 6.1:

Definicdo 6.1. A reta passando pelo ponto P e tendo coeficiente angular my,, é chamada reta tangente
ao grdfico de f no ponto (xo, f(xo)).

Se

e — i 1@~ 0]

T—T0 Tr — X0

existe, fazendo a mudanca t = x — x(, temos:

- }in% f(xo+1) — f(wo).

Como z( é um ponto arbitrdrio, podemos calcular o coeficiente angular da reta tangente ao
gréfico de f para qualquer ponto (z, f(z)):

i IETD i@
t—0 t
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Assim, m, s6 depende z.

Definicdo 6.2. Se f for continua em x(, entdo, a equagdo da reta tangente ao grdfico de f no ponto

(zo, f(0)) €&

’y—f(xo)zmzo(ﬂf—fvo)‘

se o limite existe,

Exemplo 6.1.

[1] Determine a equagao da reta tangente ao grafico de f(z) = 4 — 22, no ponto (1, 3).

Denotemos por my o coeficiente angular da reta tangente a pardbola y = 4 — 22 passando pelo
ponto (1, f(1)) = (1,3). Seja P = (1,3) e Q = (w0,4 — 2) pontos da parédbola; o coeficiente
angular da reta secante a pardbola passando por P e Q) é:

mpg = W — (20 +1).

N

4
o

H

Figura 6.2:

Do desenho, é intuitivo que se () aproxima-se de P (zg aproxima-se de 1), os coeficientes angu-
lares de ambas as retas ficardo iguais; logo:

=1li = -2
= Jim meo
A equacdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto (1,3) é y — 3 = —2 (z — 1) ou, equivalen-

temente, y + 2z = 5.
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3 | ?\

Figura 6.3: Reta tangente a y = 4 — 22, no ponto (1, 3).

[2] Determine a equacdo da reta tangente ao gréfico de f(z) = a3

agora diretamente a defini¢do:

—x,no ponto (1, 0). Utilizemos

lim M — lim

t (t + 1) (t + 2)
t—0 t t—0 t

=limt+1) (t+2) = 2.
t—0

Logo m; = 2. A equagdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto (1,0) éy =22 — 2.

2

Figura 6.4: Exemplo [2].

Da definicdo segue que a equagdo da reta normal ao gréfico de f no ponto (xo, f(zo)) é:

1

Mgy,

y— f(zo) = —

(z —x0), se My 7 0

6.3 Funcoes Derivaveis

Definicdo 6.3. Seja f : D — R uma fungdo definida num dominio D que pode ser um intervalo aberto
ou uma reunido de intervalos abertos ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto I que contenha x,
setenha: I N (D — {xzo}) # @. f é derivavel ou diferenciavel no ponto zo quando existe o sequinte
limite:

Fen) — tim 208 = I

T—TQ r — X
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Fazendo a mudanga t = x — x, temos:

(o) = }g% f(zo + t?g - f(iﬁo)‘

f'(zo) é chamada a derivada de f no ponto zyp. Como zy é um ponto arbitrdrio, podemos
calcular a derivada de f para qualquer ponto z € Dom(f);

o) — 1y LE D @)

t—0 t

Assim f’ é fungdo de x e f'(zg) € R.

Definicao 6.4. Uma fungio f é derivdvel (ou diferencidvel) em A C R, se é derivdvel ou diferencidvel
em cada ponto x € A.

d
Outras notagoes para a derivada de y = y(x) sdo: d—y ouD,f.
x

Exemplo 6.2.
[1] Calcule f’(%) e f'(2),se f(z) = 22

f/(z) = lim flatt) - f@) = lim

t—0 t t—0

Logo, f’(i) = % e f'(2) = 4.

(z+1)? — 22

=1lim(2z +1t) =2u=z.
t—0

R el C ) R 2 e 2x 4+t =z
f@) = i t i I e SV g A, el
1 3
Logo, f/(i) = —\3[.
[3] Calcule f/(1) se f(x) = 4 — 2.
o) = iy B = SR — (4 20) = 2
Logo, f/(1) = —2.
1
[4] Calcule f/(i) se f(z) = %
1 1
/ _ f($+t)_f()_. x—i—t_g_. -1 1
o=y~ = Tl e
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Interpretacdo Geométrica

A fungdo F' : (D — {x0}) — R, definida por

T — X0

)

representa, geometricamente, o coeficiente angular da reta secante ao gréfico de f passando
pelos pontos (zo, f(z0)) e (z, f(z)). Logo, quando f é derivavel no ponto z, a reta de coefici-
ente angular f'(zo) e passando pelo ponto (zo, f(zo)) € a reta tangente ao gréfico de f no ponto
(x0, f(x0)). Se f admite derivada no ponto x(, entdo, a equagdo da reta tangente ao grafico de

f no ponto (xo, f(z0)) é:

y — fzo) = f'(z0) (x — x0)

A equagdo da reta normal ao grafico de f no ponto (zo, f(z¢)) é:

1

yaen) (x —x0), se f'(xo)#0

y — f(wo) = —

Z

Figura 6.5: As retas tangente e normal ao grafico de y = f(x).

Exemplo 6.3.

[1] Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = \/x que seja paralela a reta
2z —y—1=0.
Para determinar a equacdo de uma reta, necessitamos de um ponto (xo,yo) e do coeficiente

angular f'(zo). Neste problema, temos que determinar um ponto.

Sejam 7, a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coeficientes angulares; como
r¢ e r sdo paralelas, entdo m; = m; mas m = 2 e m; = f'(x¢), onde z( é a abscissa do ponto
procurado; como:

1
, j—
fwo) =57
- 1 1 1 L
resolvendo a equagdo f/(zg) = 2, obtemos x¢ = 6 °© f (E) =/ aequagdo &

162 —8y+1=0.
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1.5

1.0

0.5

Figura 6.6: Reta tangente ao grafico de f(z) = \/z paralela areta 2z —y — 1 = 0.

3

[2] Determine as equagdes das retas tangentes ao gréfico de f(z) = % — 1 que sejam perpen-

diculares a reta y + x = 0.

Sejam 7, a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coeficientes angulares; como
¢ e r sdo perpendiculares, entdo mym = —1; masm = —1lem; = f'(x), onde x( é a abscissa do
ponto procurado; resolvendo a equagdo f’(zg) = 1, temos f'(x¢) = :1:3 e ro = *1; as equagdes
sao:3y—3zx+5=0e3y—32z+1=0.

\ 20

—15

£

Figura 6.7:

Teorema 6.1. Se f é derivdvel em x entdo f é continua em x.
A reciproca do teorema é falsa. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 6.4.

[1] Seja f(z) = |z|. f é continua em todo R; em particular em 2y = 0. Mas a derivada de f em
0 ndo existe; de fato:
£(0) = lim M — lim @

x—0 x z—0 T
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Calculemos os limites laterais:

lim m = lim (E) =1
z—0t X z—0 ‘1

lim m = lim —(E) = —1.
z—0— T x—0 x

Logo, f/(0) ndo existe. Para z € R — {0}, f/(x) existe e:

f’(:c):{l se x>0

-1 se x < 0.
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Do teorema segue que ndo existe a derivada de f no ponto z( se f é descontinua no ponto .

Também nao existe a derivada de f no ponto z( nos eguintes casos:

i) Se existe "quina"no gréfico da fun¢do continua no ponto de abscissa x(, como no ponto zp = 0

do exemplo anterior.

ii) Se f é continua em x( e se possui reta tangente vertical passando pelo ponto de abscissa z.

Neste caso, lim |f'(z)| = oo.
T—T0

o

-—

Figura 6.8: Funcdes ndo derivaveis.

[2] A fungdo f(z) = /z é continua em todo R e ndo é diferencidvel em x = 0. De fato:

/ . fl@)=f0O) . 1
SO =l === = lm 5= =

—+00.

Figura 6.9: Grafico do exemplo [2].
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[3] Determine as constantes a e b tais que:

CL:U3 xr
f(x):{ se <2

z2+b se = >2

seja derivavel.

(i) f deve ser continua em zy = 2, isto é:

lim f(z)= lim f(z)<=8a=44+b<=8a—-4-b=0.

T—2~ z—2+

(ii) Para f ser derivavel , devemos calcular:

@) -ty LTI

x—0 T

Logo, devemos determinar os limites laterais:

2) — f(2 12 2 3 —(4—
lim flz+2)— f(2) :hm( ar+6azr®+az’+8a)—( b)
z—0— €T z—0 xT
:lim(12a—|—6ax+ax2):12a
x—0

lim flx+2)— f(2) — fim (4o +22%) — (4+D)

z—0t X z—0 x

:i%(4+x) = 4.

1 4
Logo, devemos ter 12a = 4, entdo a = 3 eb= 3" A funcédo deve ser definida por:

23
flx) = ;;_é
3

se <2

se >2

Note que f(2) = g

> 1 2 3 a

Figura 6.10: Grafico do exemplo [3].
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6.4 Regras de Derivacao

[1] Se u(z) = ¢, entdo u/(z) = 0.
[2] Se u(z) = mxz +b; m, b € Rem # 0, entdo u'(x) = m.

De fato, a fungdo é continua e seu gréfico coincide com sua reta tangente em qualquer ponto;
logo, tem 0 mesmo coeficiente angular. Equivalentemente,
w(x +1t) —u(r mt
lim (z+1) ():lim—:'m.
t—0 t t—0 ¢

[3] Se u(x) = 2™; n € N, entdo v/(x) = nz" L.

n(n—1)

De fato: u(z +t) —u(z) = 2" +t [nz"" ' +1¢ [T " Pt "] -2l e
t _ t n __ n
o (z) = lim u(x +t) — u(x) — lim (x+t)" —x
t—0 t t—0 t

ot [P gn=2g ]|

t—0 t

=na" L.

Proposicdo 6.1. Sejam u = u(x) e v = v(x) fungdes derivdveis; entio:

1. Regra da soma: As fungoes u & v sdo derivdveis e

(uxv)(x) = (z) £ ()

2. Regra do produto: A fungdo u - v é derivivel e

(u-v)(z) = v'(z) - v(x) + u(z) - v'(x)

u .
3. Regra do quociente: A fungio — é derivdvel, e
v

Da regra do produto temos: (ku(z))’ = ku/(x), para toda constante k. Da regra do quociente,
temos: se u(r) = 2", x # 0,com n < 0, entdo v/(z) = na" L.

Exemplo 6.5.

4
1
[1] Calcule v/ (x), sendo u(z) = %,’ x # 0.

Note que: u(z) =z~ + 3z=% + 7%, temos:

' (z) = (' #3327 + 270 = 2% — 12070 — 5276,
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[2] Calcule v/ () sendo u(z) = (z® + 2z + 1) (222 + 3).
Aplicando diretamente as regras:
' (z) = [(2® +22x+1)]) (222 +3)+ (23 + 22 +1)[(22° +3)]

eu'(r) =102" +212% + 42 +6.

2
, T+
[3] Calcule v/(x), sendo u(z) = e
o () = 22+ 2] B (22 + ) (23 4+ 1) — (22 + 2) (23 + 1)"
(a4l (23 +1)2 ’
logo:
, —zt —223 422 +1 1— 22
u'(x) = = .
(x341)2 (x2 —x +1)2

6.5 Percentual da Varia¢ao de uma Fungao

Se y = f(x) é uma funcdo derivéavel, definimos o percentual da variacdo de y em rela¢do a x

por:
100 f'(x)
pole) = flx) -

Exemplo 6.6.

[1] Se o PIB de um certo pafs, t anos ap6s 2000 é dado por PIB(t) = t3 + 10t + 250, determine
o percentual da variagdo em relacdo ao tempo do PIB, no ano de 2005 e de 2009.

Como PIB(t) = t3 + 10t + 250, entéo:

0 100 PIB'(t) 100 (3t +10)
v(t) = = .
P PIB(t)  B3+10¢+ 250

Logo, pv(5) = 20% e pv(9) = 23.7%.

I I I I
5 10 15 20

Figura 6.11: Grafico do percentual da variacdo do PIB.
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[2] O saldrio de uma empresa é inicialmente de 24000 reais por ano. Sabendo que anualmente
terd um aumento de 200 reais, determine o percentual da variagdo. Apds 5 anos qual serd o
percentual de variagdo do salério?

Note que a fungdo que modela o salario é S(t) = 200t + 24000, logo:

o) = M08 _ 100
PRI =gy T t+120

Por outro lado, pv(5) = 0.8%.
06
04r

0.2

I I I I I
20 40 60 80 100

Figura 6.12: Gréfico do percentual de variagdo do saldrio.

6.6 Derivada da Funcao Composta

Suponha que desejamos derivar a seguinte expressdo: u(z) = (2% + 2% + 1)1 com as regras
dadas. S6 temos a possibilidade de desenvolver o trindmio e aplicar sucessivamente a regra
da soma ou escrever como produto de 1000 polindmios e usar a regra do produto. Como
ambas as possibilidades sdo tediosas, vamos tentar reescrever esta fungdo. Seja g(z) = 21000
e f(r) = 2% + 2% + 1; é claro que u(z) = (g o f)(z). Logo, se soubermos derivar a composta
de fungdes o problema estard resolvido. O seguinte teorema nos ensina a derivar uma fungao
composta g o f em termos das derivadas de f e g, que sdo mais simples.

Teorema 6.2. Regra da Cadeia
Sejam f e g fungoes, tais que g o f esteja bem definida. Se f é derivdvel em x e g é derivivel em f(x),
entdo g o f é derivdvel em x e:

(gof)(=)=d(f(@) f'()

Outra maneira de escrever o ultimo pardgrafo é: se y = g(x) e z = f(¢), nas hipéteses do
teorema, temos que:

dy _ dyde
dt  dx dt

Para a prova, veja o apéndice.

Aplicagao: Seja v(z) = (u(x))", onde n € Z. Entdo: v'(z) = n (u(z))" L u'(z).
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Exemplo 6.7.

[1] Calcule v'(z) se v(z) = (2 4+ 25 + 1)1000,

Neste caso u(z) =z + 2° + 1; logo, v/(x) = 928 + 6 2° e n = 1000; entdo:

v (2) = (w(x))'%) = 1000 (u(z))* v/ (z) = 1000 (2 + 2 + 1)?% (92® 4 6 2°).

d
[2] Calcule d—:z sey=g(z)=2>+x+ler=a()=1t>+1
Pela regra da cadeia:

dy dy dx 2 2 2
_ -9 1) = 1 2.
T T & t(3z"+1) =6t +1)" + 2t

[3] Seja g uma funcéo derivével e h(z) = g(x? + 1). Calcule h/(1) se ¢'(2) = 5.
Observemos que h(z) = (g o f)(z), onde f(x) = 2% + 1; pela regra da cadeia:

K (z) = g'(f(@)) f'(2),
e f'(x) = 2z. Logo, W (z) = ¢’(z* 4+ 1) 2 2. Calculando a tltima expressdo em x = 1, temos que:
K(1) =2g'(2) = 10.

d
[4]Sey:u3+u2+3eu:2x2—1,ca1culed—y.
A

Pela regra da cadeia:

dy dy du 2 2 2 2
— —4 2u) =4 2z2° —1 222" —1
— = x (3u”+2u) x((S( x ' +22x ))

=4(122° — 823 + z);
ou, fazemos a composta das fungdes:

y=ud+u?+3=0222 -1+ 222 -1)2+3 ey =4(122° — 82> + x).

6.6.1 Teorema da Funcao Inversa

A seguir apresentamos um dos teoremas fundamentais em Matematica, o qual garante a exis-
téncia da inversa derivavel de uma fungdo derivavel. A prova deste teorema fica fora dos
objetivos deste livro.

Teorema 6.3. (Funcio Inversa)
Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto I. Se f é derivdvel em I e f'(x) # 0 para todo x € I,
entio f possui inversa f~ derivivel e:

1

—1y\/ .
V= )
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A férmula pode ser obtida diretamente da regra da cadeia. De fato, (f o f~1)(x) = z para todo
x € 1. Derivando ambos os lados, temos que:

(fof™)(2)=f(f ) (fF1)(x) =1
Exemplo 6.8.

[1] Seja f(z) = 2%, x > 0; sua inversa é f~1(z) = z e f'(z) = 2z # 0sez # 0; logo,
f'(fYx)) = 2v/. Aphcandooteorema

[2] Seja f(x) = 23; logo sua inversa é f~1(z) = Yz e f'(z) =322 #0sex # 0;
F'(F () =3 Va2,

Aplicando o teorema:
1

—1y/ _ T
(f )(fﬁ)—rw,

1

n

[3] Se n € N, entdo: ({/z) = ’ ——para todos os valores de z tais que {/z seja definida.

De fato, seja u(z) = z™; para n par, z > 0 e para n impar, z ndo tem restri¢des; a inversa de u é
“z) = Yred(z) =na" 1 u'(x) # 0sex # 0. Aplicando o teorema, temos:

1 xﬁ_l

Em geral, pela regra da cadeia, se u = u(x) é uma fungado derivavel e:

v(z) = (u(2), acQ = '(z)=oau@)* (), acqQ.

[4] Calcule f'(z), se f(z) = Va2 + 1. BEscrevemos f = go h, onde g(x) = \/z e h(z) = 22 + 1;
logo, ' (x) = 5

e h’(x) = 2 z; entdo:

2z
' ' / £
(@) = o/ (ha) H@) = <.
[5] Determine f(0), se f(x )/ h 1, h(0) = 0 e A'(0) = 1. Pela regra da cadeia:

h'(x) (44 5h(x))
YT

fl(a) =

logo, f/(0) = 1.
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6.7 Derivadas das Fun¢oes Elementares

6.7.1 Funcao Exponencial

Sejaa € Rtalque 0 < a # 1emEntéo,

De fato,
) a:c-‘rt —a® ) at -1
v (z) = lim ———— = a” lim =In(a)a®.
t—0 t t—0 ¢
Em particular, se a = e, temos :
(ez)/ — ex

Seja v = v(z) uma funcao derivavel e considere a funco: | u(z) = a*®) | Entéo:

u'(z) = In(a) a*@ o' (z)

De fato, a?(®@) = ev®@)n(a). ysando a regra da cadeia para g(z) = e
que u(z) = (go f)(z); entdo ¢'(z) = e e ¢'(f(2z)) = ev(@)in(a) —
em particular,

(ev(x))/ _ ev(w) U,(.Z')

O crescimento ou decrescimento exponencial, expresso pela fungdo

Q(t) = Qoe™, (k #0)

tem a propriedade Q’'(t) = k Q(t), isto é, a sua derivada é proporcional a fungdo. Aliés, isto é o
que caracteriza a fun¢do exponencial.

e _——

Figura 6.13: Nos desenhos, a fun¢do exponencial em azul e sua derivada em vermelho; para
0 <a<1lea > 1, respectivamente.

Exemplo 6.9.
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[1] Sejay = eve.

Fazendo v(x) = \/z, temos:

N
y/ _ (ev(z))/ _ 61}(:1:) ’U/(.%‘) _ 267\/5
) 1.1
[2] Sejay = (5) @,
Fazendo v(x) = %, temos:
1
) e, _ In(2)

[3] Determine a equagao da reta tangente ao grafico da fungdo y = e~ no ponto de abscissa 1.

Derivando 3/ = —2ze " y/(1) = —2e¢Ley(l) = ¢} logo, a equagdo da reta tangente
passando pelo ponto (1,y(1)), é:

y+2zet—3el=0.

\

—1 1

Figura 6.14: A reta tangente a y = e, no ponto de abscissa 1.

6.7.2 Funcao Logaritmica

Sejaa € Rtalque 0 < a # le ’u(:c) = logs(x) ‘ Usando o teorema da fungdo inversa para

f~t=ue f(z) = a®, temos que:

o (z) = loQ;(e)

De fato,

Em particular, se a = e:
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Usemos a regra da cadeia para calcular a derivada de ’ u(z) = logg(v(x)) ‘ onde v(x) > 0 é uma

fungao derivavel. Em tal caso:

T log(0) 0@
=T

Em particular, se a = e:

Figura 6.15: Fungdo logaritmica em azul e sua derivada em vermelho; para0 < a <lea > 1,
respectivamente.

6.7.3 Algumas Propriedades

(a) Para todo « € R, se u(z) = z%, = > 0; entdo:

De fato, aplicando logaritmo a expressdo y = u(x) = z®: temos, In(y) = In(u(x)) = aln(x);
derivando:

)] = s =2

/
o
ou seja, vy _ —; logo,
y T

Em geral, se ’ u(z) = [v(x)]*], onde v(x) > 0 e a € R, temos:

u'(z) = a (v(x))* " ' (2)

(b) Seja |y = [u(x)]"® |, onde u(z) > 0. Aplicando logaritmo a expressao:

= [u()]"
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temos que, In(y) = v(x) In(u(x)). Derivando, temos:

o

Entdo, se y = (u(z))"®):

Exemplo 6.10.
[1] Calcule a derivadade y = 3/ + 27° + 2 V3, z > 0.

3 3
Aquia=1,a=-5ea =2 respectivamente; logo: y = ix_% —5r 04 Sau,

2
Vel
(22424 1%

Aplicando logaritmo a funcado e usando as propriedades da fungdo logaritmica, temos:

[2] Calcule a derivada de y =

B In(x)

In(y) = In(v/z) + In(eV®) —din(z* + z +1) =

+ Ve —4in(z? 42 +1).

/
. Y 1 1 8z +4
D do: = = — — Jlogo:
ervando: 2x+2\/5 2ol 080
) 1 1 8z +4 VI ev® 1 1 8z + 4

y =yl ﬂ+2\/5_x2+$—|—1 (2414 %4—2\/5_1‘2—1—1‘4-1 '
[3] Calcule a derivada de y = x*, x > 0.

Aplicando logaritmo a expressdo e usando as propriedades da fung¢do logaritmica, temos:
/

In(y) = xln(x). Derivando: % = In(x) + 1, logo:

Y = y(@) (In(2) + 1) = (In(z) +1) 2"
[4] Calcule a derivada de y = V%, z > 0.

Aplicando logaritmo a expressdo e usando as propriedades da fungdo logaritmica, temos:

B ) Yy In(x) 1 ‘
In(y) = In(x) \/x. Derivando: NG + Nk logo:
;o In(x) L] [in(x)+2 ~
y =y(z) [2\/:E+\/5] = [2\/5 ]xf.

1
t

[5] Seja f(x) = In(x). Sabendo que f'(1) = 1, verifique que: %ir%(t +1)t =e.
—

F) = i LD =Sy I+ D)
t—0 t 150 t

1
t

: : 1
:%g%ln((tJrl) )= ln(%g%(tle)t),

1
t

entdo, 1 = ln(%in(l)(t + 1)%); logo: }irr(l)(t +1)t =e.
— —
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Tabela

Sejam u(x), v(z) funcdes diferencidveis e kK uma constante. Se:
[1]y =k, entdo y/ = 0.

[2]y =z, entdo y = 1.

3]y = kv(z), entdo v = kv'(z).

[4] y = u(z) £ v(x), entdo y = v/ (z) £ 0'(z).

5]y = u(z) - v(z), entdo ' = u'(x) - v(z) + u(x) - V' ().

u(z)

[6]y = ,v(x) #0, entdo y = —

v(x)
[7]y = 0", entdo y' = ") - In(a) - v/ (x).

[8]y = ¢“®), entdo y = u/(z) ™)

[9] y = loga(u(z)), entdo ' = log,(e) W)

6.8 Aproximacao Linear
E intuitivo pensar que uma fungao derivéavel restrita a um pequeno intervalo contido em seu
dominio "comporta-se"como uma fungdo polinomial do primeiro grau.

Por exemplo, consideremos y = f(z) = 2% Estudando f num pequeno intervalo contendo
x =1, por exemplo I = [0.99, 1.01], obtemos:

x f(@)
0.99 0.9801
0.999 0.998001
1 1

1.001 1.0002001
1.01 1.0201
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A reta tangente ao grafico de f no ponto x = 1 é dada por y = 2x — 1; seu coeficiente angular
é 2. Determinemos os coeficientes angulares das retas passando pelos pontos (0.999, f(0.999)),
(1, f(1)) e (1.001, f(1.001)), (1, f(1)), respectivamente:

f(1) — £(0.999)
g = 1. -
mi 1-0.999 9990 e mao

f£(1.001) — £(1)

= 2.0010.
1.001 -1 0010

Figura 6.16:

my e my sdo valores bastante proximos de 2. Observe que se |z — 1| — 0 (z perto de 1), entdo
f(z) = 22 fica préxima de y = 2 — 1. De fato:

Definicdo 6.5. Seja y = f(x) uma fungdo derivdvel em xo. A aproximagdo linear de f em torno de xg
é denotada por l(x) e definida por:

I(z) = f(xo) + f'(z0) (z — o)

sex € (xg — e, + €), € > 0 pequeno.

A funcdo I(z) também é chamada linearizac¢do de f ao redor do ponto zj. A proximidade de
f(z) e l(z) nos permitira fazer algumas aplicag¢des. A notagdo para f(z) proxima a l(z) é

f(@) = ().
O erro da aproximagéo é E(x) = |f(z) — [(x)]| e satisfaz a seguinte condicao:
i | E@) | [f@) = fzo) F(zo)| = 0.
T—T0 | T — TQ T—TQ Tr — X0

Exemplo 6.11.
[1] A proporgao de lampadas de s6dio que falham ap6s ¢ horas de uso é dada por:

10000

PU) =1 oo
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Determine a proporg¢do de lampadas que falham apés 99 horas de uso.

Calculemos a aproximacao linear de P = P(t), ao redor do ponto t = 100:

20000

1

I(t) = P(100) + P'(100) (t — 100) = P(100) + 100

299
Logo, 1(99) = 200 = 0.747. Isto é, 74%.

10p
o8t
06
oaf

02t

Figura 6.17: Graficos de P(t) (azul) e I(t).

[2] Uma empresa de alimentos tem custo total para produzir uma linha de biscoitos dado por
C(z) = 0.123 —0.24 22 + 300 x + 100, onde = é o nivel de producio. (C = C(z) é dado em US$).
Determine o custo total para 6.1 unidades.

Calculemos a aproximagao linear de C' = C(x), ao redor do ponto = = 6:
I(z) = C(6) + C'(6) (x — 6) = C(6) + (0.3z? — 0.48x + 300)| (x — 6) = 65.44 + 307.92 .
=6

Logo, 1(6.1) = 1943.75. Note que C(6.1) = 1943.77 ddlares e que o erro é £ = 0.0157.

20000 -
15000 —

10000

Figura 6.18: Grafico de C(x) (azul) e [(x).

Suponha que ndo dispomos de calculadora ou de outro instrumento de célculo e precisamos
resolver os seguintes problemas:
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[3] Se f(z) = Ax22) representa a temperatura num arame, calcule a temperatura f(0.01).
Vamos determinar [(z) = f(0) + f/(0) z. Derivando: f'(z) = —(1+82x)5; entao:
1
szt ~|[(x)=1—-8x, nointervalo (—¢,¢),

tal que ¢ > 0 (pequeno). Como 0.01 € (—¢,¢), temos, f(0.01) ~ 1(0.01) = 0.92 graus.

25¢

>

1 1 1 1 1 1 1 1
-010 -0.05 0.05 0.1

Figura 6.19: Exemplo [3].

[4] Se f(t) = e"3! representa o crescimento de uma populagdo de bactérias, calcule a populagéo
de bactérias para t = 20.012.

Vamos determinar [(t) = f(20) + f'(20) (¢t — 20), com f(20) ~ 403.42. Derivando, obtemos:
f'(t) = 0.3e%3; entao:

%3t ~ 403.42 + 121.02 (t — 20), nointervalo (20 —¢,20 +¢),
tal que € > 0 (pequeno). Como 20.012 € (20 — £,20 + ¢), se t = 20.012, entdo,

e0-3x20012 403,42 + 121.02 x 0.012 = 404.87.

1500

1000

Figura 6.20: Exemplo [4].
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[5] Calcule, aproximadamente (1.001)7 — 2 3/(1.001)% + 3.
Considere a funcio f(z) = 27 — 2 V2t + 3 ex = 1.001. Entdo, para zp = 1, temos f(1) = 2,
1
fl(z) =725 - g Jrefl(1)= ;; logo,
1
lw) = F1) + /(1) (5= 1) = 5 (132 =),

para todo x préximo de 1. Em particular, para z = 1.001,

(1.001)7 — 2 ¢/(1.001)4 + 3 ~

(13 x (1.001) — 7) ~ 2.00433.

W =

N

T~

02 04 06 08 10 12 14

Figura 6.21: Exemplo [5]

6.9 A Derivada como Taxa de Varia¢ao

Se y = f(x) é fungdo derivével, entdo f'(z) é a taxa de variagdo de y em relagdo a z.

A interpretacdo da derivada como taxa de variacdo se aplica em diversas areas da ciéncia. Por
exemplo, se y = f(t) mede a concentra¢ao de glébulos vermelhos no sangue no instante ¢,

ft+h) = f(t)
t

mede a taxa de variagdo média da concentragao de glébulos vermelhos durante o intervalo de
tempo [t,t + h] e f'(a) mede a taxa de variagdo instantanea de glébulos vermelhos no instante
t=a.

Exemplo 6.12.

[1] O lucro, em reais, de uma empresa com a venda de z unidades de um certo produto é
L(z) = 200z + 390z — . Se as vendas estdo aumentando a uma taxa de 30 unidades por

dia, determine a taxa de variagdo do lucro no instante que a empresa acabou de vender 10000
unidades.
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dL
Seja x = z(t) a quantidade de unidades no instante ¢. Devemos calcular o paraz = 10000;

derivando pela regra da cadeia:

dL_dex_[lOO_l dx

— == = 4+390| —.
i drdt vz 27" ]dt

d
Como d—f = 30 e x = 10000, temos que;

dL
— = 11715.
dt

A empresa teve lucro de 11715 reais.

[2] Os executivos de uma importadora de arroz determina que a demanda dos consumidores é
aproximadamente igual a:

Alz) = 5000

72

toneladas por semana, quando o prego for z reais. Estima-se que daqui a ¢t semanas o prego
do arroz serd modelado por z(t) = 0.02¢> + 0.1t + 2 reais por tonelada. Qual serd a taxa de
variagdo da demanda semanal daqui a 10 semanas.

dA
Devemos calcular 5 para t = 10; derivando pela regrada cadeia:

dA  dA dx 10000

Como t = 10, temos que z = 5

dA
— = —40.
dt

A demanda decresce a razdo de 40 toneladas semanais.
6.10 Derivacao Implicita
Seja F'(z,y) = 0 uma equagdo nas varidveis z e y.

Definicdo 6.6. A funcio y = f(x) é definida implicitamente pela equacio F (x,y) = 0, quando

Flz, f(z)) =0,
Em outras palavras, quando y = f(z) satisfaz a equagao F'(x,y) = 0.

Exemplo 6.13.
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[1] Seja a equagdo F(z,y) = 0, onde F(z,y) = 2® +y — 1;a fungdo y = f(x) = 1 — 23 é definida
implicitamente pela equagdo F'(z,y) = 0, pois:

F(z, f(z))=a3+(1-2% —1=0.

[2] Seja a equacdo F(z,y) = 0,onde F(x,y) = y*+x—1;afungdo y = f(z) = v/1 — x é definida
implicitamente pela equacdo F'(z,y) = 0, pois:

F(z, f(z))=(V1-2)+z—-1=0.

[3] Seja a equagdo F(z,y) = 0, onde F(z,y) = 2 + y? — 25; esta equacdo define implicitamente
uma familia de fung¢des; por exemplo:

flx)=v25—22 e f(z)=—V25—22

Em geral,
25 —x2 se —H<z<ec
Yy = fc(x) =
—V25—-2%2 se 5>z >c,
para cada ¢ € (—5,5).
+v4
[4] Seja F(z,y) = 0, onde F(x,y) = y*> — 3y — x — 7; entdo, as fungdes f(x) = W sdo
definidas implicitamente pela equagdo F(z,y) = 0, pois:
3+ v4x+37
Fa, f(2)) = Fa, 221250 g,

2

Observemos que nada garante que uma funcado definida implicitamente seja continua, deri-
vavel, etc. Na verdade, nem sempre uma equagdo F'(z,y) = 0 define implicitamente alguma
fungdo. Por exemplo, considere a seguinte equagao:

22 y® + 23 tg(xy?) +In(z +y) + sen(x) = 0.

6.10.1 Cailculo da Derivada de uma Fun¢ao Implicita

Podemos calcular a derivada de uma funcédo definida implicitamente sem necessidade de expli-
citd-la. Para isto usaremos novamente a regra da cadeia. Suponha que F'(z,y) = 0 define im-
plicitamente uma fungdo derivavel y = f(x). Através de exemplos mostraremos que podemos
calcular 3’ sem conhecer y.

Exemplo 6.14.
[1] Seja y = f(x) uma fungao derivével definida implicitamente pela equagéo 2% + y? = 1.
i) Calcule /.

ii) Verifique que a funcdo f(z) = v/1 — 22 é definida implicitamente por 22 + y? = 1 e calcule
.
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i) Como y = f(z), temos 22 + ((f(z))?> = 1. Derivando em relagdo a = ambos os lados da
igualdade e usando a regra da cadeia, obtemos:

@)+ (f@)?) = (1) = 22+ 2 f(z) f'(x) =0 = 2 + f(z) ['(z) = 0.

T T
Entdo, f'(r) = ——— = —=. Logo,
T Ty e
’ €T
y =—.
Y
ii) E imediato que a fungdo f(z) = v/1 — 22 é definida implicitamente pela equagio 2 + y2 = 1
efl(e) = ——m—=—".
fla)= -ty =2

Método de Céalculo

Dada uma equagdo que define y implicitamente como uma fungao derivével de z, calcula-se y’
do seguinte modo:

Deriva-se ambos os lados da equagdo em relagdo a z, termo a termo. Ao fazé -lo, tenha em
mente que y é uma fungdo de x e use a regra da cadeia, quando necessdrio, para derivar as
expressdes nas quais figure y.

O resultado serd uma equagdo onde figura ndo somente z e y, mas também y’. Expresse y’ em
funcdo de z e y. Tal processo é chamado explicitar y'.

Exemplo 6.15.

[1] Uma fébrica de equipamentos eletronicos vende uma quantidade z de artigos (em milhdes)
quando o preco é de p reais, por unidade. A relacdo entre preco e demanda é dada por:

=322 pt+pP =62+ 1.
Calcule p’ se p = f(z) é uma fungdo derivavel, definida implicitamente.
Note que 23 — 322 p* + p® = 62 + 1 éigual a 2 — 322 (f(x))* + (f(x))® = 62 + 1; derivando
ambos os lados da equacdo, obtemos: (z3)" — (322 (f(z))*) + ((f(z))3) = (6x + 1)’; entdo,

3a? —6x (f(2))! —122% f'(2) (f(2))* + 3 f'(x) (f(2))* = 6.
Logo, 372 — 6 xp* — 1222 p' p3 + 3p' p? = 6. Expressando p’ em funcio de x e p:

,_2—w2+2xp4
P Ra-aary)

[2] Numa empresa, a venda de certo produto tem a seguinte fungdo de demanda:
z = f(p) = 3.25 x e 0317,

onde p é dado em milhdes de reais e x em unidades/mes. Calcule p’ se p = f(x) é uma funcédo
derivéavel, definida implicitamente.

Derivando ambos os lados da equagao, obtemos:

7 = (3_25 % 6*0.317))/ — 1=-1.0075p e 3P — p/ = —0.992556 x 317,
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[3] A fungdo de oferta de um certo produto é p 22 —20px —3x+2p+422 =0, x é em milhares.
Se a oferta estd crescendo a uma taxa de 250 produtos por dia, qual é a taxa de variacdo do
preco quando a oferta didria é de 10000 produtos?

Denotemos por = = z(t) a quantidade do produto no instante ¢ e p = p(t) o preco do produto

. d
no instante ¢. Devemos calcular '

dt’
Derivando implicitamente p2? — 20px — 32 + 2p + 422 = 0, temos:
dx dp dx dp dx dp
20p— +a2 — —20p— —20x— —3— +2— =0.
T T T T
dp d
Colocando £ e *¥ em evidéncia:
dt — dt
dp ; 5 dz
p [w —20:c+2] —i-% [2xp—20p—3] = 0;
logo:
@__ 2zp—20p—3 dj
dt | 22-20@+2 | dt’
de 1 ~
Note que — = —esex = 10, entdop = 4 e:
dt 4
dp __(3|I__3
dt |pypey (9814 392

[4] Seja x o nimero de unidades de mdo de obra e y o capital investido num processo de
fabricagdo. Quando 150000 unidades sdo produzidas, a relagdo entre mao de obra e capital é
modelada por:

300 207 425 = 150000,

chamada fungao de produgdo de Cobb-Douglas. Determine a taxa de variagdo de y em relagdo
a z, quando x = 40000 e y = 1000000.

Derivando ambos os lados da equagao, obtemos:

2254020 27025 4 752070 40T/ =0 = 503.115 + 6.7082y =0,

z0,Y0

onde zy = 40000 e yo = 1000000, logo y' = —75. Isto é, diminui a razdo de 75 unidades.

Figura 6.22: Grafico da fun¢do de Cobb-Douglas.
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[5] Determine a equagdo da reta tangente e a equagdo da reta normal ao grafico da fungao
implicita definida por:

2 2
x
St m =L
a b
em qualquer ponto; (a e b constantes ndo nulas).
Derivando a equagdo implicitamente:
2z 2yy
2t =0
2z
Expressando y' em funcéo de z e y: 4’ = ———; lembrando que = = x¢, 3’ = f'(z) e yo = f(z0),
aty
b2z ..
se yo # 0, temos: f’(zg) = —2—0, que é o coeficiente angular da reta tangente no ponto (zo, yo)
a“yo
bz .
e a equagdo desta reta é: y — yp = —( 0) (x — xg). Ou, equivalentemente,

a? Yo

A equagdo da reta normal é:

se zg # 0.

Estas sdo as equacdes da reta tangente e da reta normal num ponto qualquer (o, yo) da elipse.
Em particular se a = b = r, temos todas as retas tangentes e normais num ponto qualquer
(x0,y0) de um circulo de raio 7.

Figura 6.23: A elipse e suas tangentes.

6.11 Derivadas de Ordem Superior

Definic¢do 6.7. Seja f uma fungdo derivivel. Se a derivada f’ é uma fungio derivivel, entio sua derivada
é chamada derivada sequnda de f e é denotada por (f') = f”. Se f" é uma fungdo derivdvel, entdo sua
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derivada é chamada derivada terceira de f e é denotada por (f") = f". Em geral, se a derivada de
ordem (n — 1) de f é uma fungdo derivivel, sua derivada é chamada derivada n-ésima de f e é denotada

por (fr=Dy = f),
Notagdes: f(O = f, f/ = f, f" = f@), " = fB) etc.

Exemplo 6.16.
[1] Sendo f(z) = z* 4 223 + = — 1, calcule f(.

n 1 2 3 4
FM ) | 42 +622+1 | 1222 +122 | 24z+12 | 24

Logo, ) (x) =0,sen > 5.

L]

—~——

Figura 6.24: Graficos de y = f(z) (verde) e suas derivadas.

Em geral, se f é uma fungio polinomial de grau n, entdo, f™(z) = nla, e f®)(z) = 0 para
p>n.

[2] Sendo f(x) = i, calcule f(™.

n 1 2 3 4 5 6 7

F™@) | =272 | 2273 | —627 | 2427 | —12027% | 720277 | —5040278

Logo:
!
f(n)(x) =(=1)" %’ paratodo n e N.

[3] Sendo f(z) = Ve, calcule f(.

ver | Vet | Vet | Ver | Ver | Ve | e
2 4 8 16 32 64 128
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Logo:

x

fW(z) = paratodo n € N.

277

[4] Se y = e® (A z + B) satisfaz a equacio 3y® — 64" — 2y + 4y = x ¢®, determine o valor das
quag
constantes A e B.

Calculando as derivadas:

y =" (Az+A+B), y'=e"(Az+2A+B) e y® =¢*(Azx+3A+ B);
logo a equagdo fica:
—e"(Az+5A+ B)=x¢€"

da qual obtemos A = —1e B = 5.

[5] Calcule f®)(9), se f(z) =z g(v/x), ¢'(3) = 6,4"(3) = Le g (3) = 2,

F@) = oVa) + LG (VA, (0) = e (39 (V) + Vg (V)
FO@) = — (<39 (VB) + 3V (Va) + 29 (V)
logo, £ (9) = 2—14

Em geral, nada garante que quando calculamos sucessivamente as derivadas de uma funcéo,
estas sejam fungdes derivaveis.

[6] Seja f(x) = x?|z|. Entdo,

f’(x):{ 322 se x>0

-32% se x<0.
Logo f'(z) = 3 |z|, para todo x € R; analogamente temos que f”(z) = 6|z| para todo z € R;
mas f” ndo é derivavel no ponto z¢ = 0. Verifique.

A fungdo f : A C R — R é dita de de classe C* (0 < k < +00) em 4, se f possui as derivadas
até a ordem k e f(*) é continua em A. A funcdo f é de classe C™ quando f € C* para todo
k e N.

Como f(© = f,se f éde classe C?, entdo f é continua.

Exemplo 6.17.

[1] As fungdes polinomiais sdo de classe C*> em R.
[2] As fungdes exponenciais sdo de classe C* em R.
[3] As funcao logaritmicas sdo de classe C* em (0, +00).

[4] A fungdo f(x) = x2|z| do exemplo [6] ¢ de classe C'! em R e ndo ¢ de classe C2.
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6.12 Aproximacao de Ordem Superior

De forma anédloga a aproximagdo linear podemos definir aproximacdo quadratica, aproximacao
ctbica, etc. E possivel verificar que o erro destas aproximagdes é cada vez menor ao redor de
um pequeno intervalo.

Defini¢do 6.8. Seja f € C3. A aproximagio quadritica e a aproximagio cuibica de f em torno de x sio
denotadas e definidas por:

q(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) + 5 (x — m0)”
(g 3)(
c(x) = f(zo) + ['(x0) (x — x0) + / (2 0) (z — x0)* + / 3(! 0) (z — x0)?

sex € (xg —e,x0 + €), € > 0 pequeno.
Exemplo 6.18.

[1] A proporgdo de lampadas de s6dio que falham apo6s ¢ horas de uso é dada por:

10000

Plt)=1- (t + 100)2°

Determine a proporg¢do de lampadas que falham apés 99 horas de uso.

Vimos que a aproximagcéao linear de P = P(t) ao redor de 100 é
I(t) = —= (t + 200)
400 ‘

Determinemos a outras aproximagdes, ao redor de 100. Calculemos :

60000
P”t - T
®) (t + 100)4
24
PO @) = ﬂ,
(t +100)°
logo:
5t 3t?

) = 175 * 160 ~ 160000

0 3 N t 9¢2 N t3
c = — .
8000000

16 ' 100 160000

Logo, ¢(99) = 0.74748125 e ¢(99) = 0.7474811250.
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1.2+

o8-

0.6 -

0.2

Figura 6.25: Graficos de P(t) (azul), ¢(t) e c(t).

[2] Calcule, aproximadamente (1.1)? x /10 — 1.12.
Considere a funcdo f(x) = 2% V10 — 22 e z = 1.1. Entdo, para 2y = 1, temos f(1) = 3, logo:

14 N 37z N 58 12
27 27 27

q(z) =

(@) 50 65z N 35022 17623
cr)=—%— — .
243 81 81 243

e q(1.1) = 3.58815 e ¢(1.1) = 3.58741.

10f

05 10 15 20

Figura 6.26: Graficos de f(x) (azul), ¢(x) e c(t).

Para outras aproximagdes, veja o tltimo exercicio do capitulo.
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6.13 Exercicios

1. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico das seguintes fung¢des, no ponto de abs-

cissa dada:

@y=1-s" @=3 g y=vr+az !, z=1

b)) y=2—52+1, z=1 0 o /T 5 o1

(C) Yy = .733+ 4l’rl(2$)7 r=1 (1) y= ln(xQ), r=1

d y=a2*—6224112—-6, z==3 . e

@ y=at+23—z, =0 (])y=\3/e>, =0

(O y=27 v=-2 0 y= 5 g =1
) :L'_'_l

2. Determine as equagdes das retas tangentes e das retas normais as curvas, nos pontos de
abscissas dadas:

(@) y:e_%, x=—1 (© y=In(2?+1), z=1
o+ 1
(b)y:mv r=1 (d) y=@z3+3z+1In(z), z=1

3. Determine os pontos da curva y = 323 + 14 2% + 3z + 8 onde as retas tangentes passando
por esses pontos intersectam a origem.

4. Determine f’(z) se u(z), v(z) e w(z) sdo fungdes derivéveis e:

@ f(2) = u(2) () w(a) = @)
© 1) = i
@) f(x) =

_ ue)wa)

©) f2) = =

ot
u(z) v(z) w(x)

5. Use o item anterior para calcular f'(z) se:

@ fl@) =@+ + D)@ +0) @+ 12 () f(a) = (Z2) @2+ 2)

3z+1
3 +1 4 3
_ : 3 - _
(b) f(z) = (2% +2° + 1) @ o) = () (ot —20% + 1)
6. Usando a regra da cadeia, determine 3/, sendo:
(@) y =3z +5)" (d) y= (322 +4)°
1

(b) y:(4x3+3:p—1)7 () y:x3+3x2—6x—|—4
(€) y=(6—3z)° () y= (2" +1)*(z° - 22)°
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_ (Bz—06)""
(8) y= W
3x—2
0 y= ()

7. Calcule as derivadas das fungdes:

(@) y=5""

(b) y = (10* + 107%)?2
() y = logs(z?)

(d) y==xlogs(z) —

8. Usando a derivada do logaritmo, calcule y':

(@ y=va3+2

z+4.6
0 v= (5
(© y=a""
(d) y = 3ln(x)
e (ad - 1)
©v="r1

9. Usando derivagdo implicita, calcule y':

(@) 23 +y3=5

b) 22+ 2%y +9y>=0
(© Vz+,y=10

(d) e=z+y

(e) In(y* +xz) =y — 22

10. Determine a segunda derivada de:

@ y= vz
(b) y=x‘5x
© y= 2(x + 1)

1.2
(d)yz(l%—;)

CAPITULO 6. DERIVADA

. 1

(i) y= m

N € o P S )
G) v = (@2 + z-2)~4(z-1)
@ y=1n(")

(f) y = in(10%)
(g) v = In(logio(x))

(B y = (@)
(g) y=a"
(h) y ==
(i) y =z

() v = (in(z))"

6 (z+y)?=(z-y)?
(8) (@*—y*)? =y’ +2°
(h) in(y —z) =In(y + x)
(i) e 2*7Y =5+ In(x)

(e) V= e
6 y="1

(8) y = In(In(x))

11. Calcule as derivadas sucessivas, até a ordem n dada:
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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(a)y:3x4_2x,n:5 (e)y:e%“,n:g
(b) y=3z* -2z, n=4

©y=+v3-2%n=3 (f) y=Iin(2x),n=4
(d)y:m_l,nzél (g y=ze*,n="1

Calcule 3" (x) se:

(@) «' +y* =16 (© 2®y* = (y+1)*(y — %)
(b) 22 +6zxy+1y>=38 (d) > =23(2—2)

Determine a linearizagdo no ponto =y = 0, das seguintes fungodes:

@ fla) =V +3 @ f)= 5
(b) f(z)=e>* (e) f(z) =In(z®+52+5)
() f(z)=vVx+1 ) flz)= 42> +32—1)7

Calcule aproximadamente:

(a) v/0.126 (©) {/(8.01)7 — 38101
(b) V17 (d) 2200

Mostre que a fungdo logistica L = L(t) satisfaz a equacao:

dL L

Se L = L(t) representa o crescimento populacional, quando a populagdo se estabiliza?

A redugdo de oxigénio na d4gua de uma lagoa, devido ao despejo de esgoto, s6 volta a
niveis normais ¢ dias ap6s o despejo do esgoto. Sabendo que a quantidade de oxigénio
que permanece, ap0s t dias é dada por:

P(t) 500 (t* + 10 ¢ + 100)
3420624200

medido em % do nivel normal de oxigénio, determine a velocidade com que a quantidade
de oxigeénio estd sendo reduzida, ap6s 1, 10, 20 e 50 dias apds o despejo.

O custo total, em reais, de uma empresa para a producdo de x unidades de um certo
produto é de C(z) = 52% 4+ 3z + 10. Sabendo que o nivel atual de produgéo é de 30
unidades, utilize a aproximacao linear para determinar o custo total se 30,5 unidades
forem produzidas.
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A receita gerada pela venda de = unidades de um produto, em uma empresa, é dada por
R(z) = —2221500 z u. m. Utilize a aproximagao linear para calcular R(255).

O lucro de uma empresa (em reais) com a venda de x unidades de um certo produto é
2

dado por L(z) = 200z — . Sabendo que as vendas estdo aumentando a uma taxa de

20 unidades por dia. Calcule a taxa de variagdo do lucro quando a empresa acabou de
vender 200 unidades.

Numa fébrica, o custo total para a fabrica¢do de = unidades de um certo produto durante
um dia é C(x) = 0.22% — 0.12% + 0.5 + 600 reais. Ap6s um dia de trabalho, depois de ¢
horas foram produzidas z(t) = 10 V¢? + 4 unidades, calcule a taxa de variac¢do do custo
total em relacdo ao tempo, 3 horas apoés iniciada a produgao.

A fungdo da demanda de certo artigo produzido por uma empresa é dada, implicita-
mente, por 0.002z + p — 200 = 0, sendo p o preco unitdrio e x o nimero de unidades
produzidas em uma semana. Sabendo que a empresa aumenta a produgdo de um artigo
a taxa de 100 unidades por semana, calcule a taxa de variacdo da receita em relagdo ao
tempo, quando a produgdo semanal é de 3000 unidades.

Um empresdrio verificou que quando vendia liquidificadores a p reais cada um, os clien-
tes compravam um total de z p = 8000 liquidificadores por més. Sabendo que em ¢t meses
o preco dos liquidificadores sera de p(t) = 0.05%/% 4+ 16.8 reais, calcule a taxa de variagdo
da demanda mensal de liquidificadores com relacdo ao tempo, daqui a 16 meses.

Determine as aproximagdes quadratica e ctibica no ponto zy = 0, das seguintes fungdes:

(@) f(z) = VT T3 @ f)= 5
(b) f(z)=e* (€) f(z)=In(z®+ 5z +5)
(@ f(z)=+vx+1 () f(:r):(4x3—|—3x—1)7

Polinémio de Taylor de ordem n no ponto x : Seja f uma funcdo n vezes derivdvel no
ponto zg. O polindmio de Taylor de ordem n, (n = 0, 1, 2, ....), no ponto z( é denotado
por P, (x) e definido por:

Py(x) = f(xo) + f'(x0) (x — 20) +
Verifique que o polindmio de Taylor de ordem 7, no ponto zy = 0, das fungdes:

n gk
(@) f(x) =e® é Py(x) = Z R
k=0
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(0) () = - € Pa(e) = (-1} K (@~ 1)

k=0

(d) Esboce o grafico de f, Pi(z), P3(x) e Ps(x) no mesmo sistema de coordenadas.

(e) Compare P, (x) e (). Que conclusdes pode tirar? E possivel utilizar P, para fazer
aproximagodes de f?
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Capitulo 7

APLICACOES DA DERIVADA

7.1 Variacao de Func¢oes
Definicao 7.1. Seja f uma fungio e xo € Dom(f).

1. f possui um ponto de maximo relativo ou de maximo local no ponto x, se existe um pequeno
intervalo aberto I que contem x tal que:

’f(xo) > f(z), paratodo =z € IﬁDom(f)‘

A imagem de xo, f(xo), é chamada valor mdximo local de f.

2. f possui um ponto de minimo relativo ou de minimo local no ponto x, se existe um pequeno
intervalo aberto I que contem x tal que:

f(z) > f(xo), paratodo x € IN Dom(f)

A imagem de xo, f(xo), é chamada valor minimo local de f.

Figura 7.1: Pontos de minimo e maximo.

Em geral, um ponto de maximo ou de minimo é chamado ponto extremo.

253
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Exemplo 7.1.

[1] Seja f(x) = 22, x € R; 29 = 0 é um ponto de minimo relativo, pois 2> > 0 para todo z € R e
f(0) = 0. Na verdade x( = 0 é o tinico ponto extremo de f.

[2] Seja f(x) = |z|, x € R; 29 = 0 é um ponto de minimo relativo, pois |z| > 0 para todo z € R
e f(0) = 0. Como no exemplo anterior, g = 0 é o inico ponto extremo de f.

Figura 7.2: Gréfico de f(x) = |z|.

[3] Seja f(x) = x, = € R. f ndo possui pontos de maximo ou minimo relativos em R. Se f é
restrita ao intervalo (—1, 1], entdo f possui o ponto zy = 1 de maximo relativo. Se f é restrita ao
intervalo [0, 2], entdo f possui o ponto zy = 2 de maximo relativo e o ponto zy = 0 de minimo
relativo. Se f é restrita ao intervalo (0, 1), entdo f ndo possui pontos de maximo relativo ou de
minimo relativo.

Estes exemplos nos indicam a importancia dos dominios das fun¢des quando queremos deter-
minar pontos extremos.

Proposicdo 7.1. Se f é uma fungio derivdvel no intervalo (a,b) e zo € (a,b) é um extremo relativo de
f,entdo f'(xg) = 0.

A proposi¢do nos indica que num ponto de maximo ou de minimo relativo de uma funcao
[, a reta tangente ao grafico de f nesses pontos é paralela ao eixo dos x. Para a prova veja o
apéndice.

Figura 7.3:

A proposic¢ao nao garante a existéncia de pontos extremos.
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Exemplo 7.2.

f(z) = 23 é uma funcdo derivavel em R e f’(x) = 3z%; logo f'(0) = 0, mas 2y = 0 ndo é ponto
de médximo nem de minimo relativo de f; de fato, f(—1) < f(0) < f(1).

A proposi¢do nos dda uma condi¢do necessdria para que um ponto seja extremo.

Defini¢do 7.2. Seja f uma fungdo derivdvel no ponto xy € Dom(f). Se f'(x¢) = 0, xo é chamado
ponto critico de f.

Pela proposigao anterior, todo ponto extremo é ponto critico. A reciproca é falsa. (Veja exemplo
anterior).

Exemplo 7.3.

[1] Seja f(x) = 23; resolvemos f’(x) = 322 = 0; entdo x = 0 é o tinico ponto critico de f.
) p

1

Figura 7.4: Ponto critico de f(z) = 3.

[2] Seja f(z) = 2® — 3 x; resolvemos f'(r) = 322 — 3 = 0; entdo, z = 1 e z = —1 sdo os pontos
criticos de f.

Figura 7.5: Pontos criticos de f(z) = 23 — 3 x.

Na verdade um ponto "candidato"a maximo ou minimo relativo de uma funcdo derivavel f
sempre deve satisfazer a equagao:

fiz)=0

Mais adiante saberemos descartar dos pontos criticos, aqueles que ndo sdo extremais.
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Definigao 7.3.

1. O ponto onde uma fungdo atinge o maior valor (se existe) é chamado mdximo absoluto da fungdo.
O ponto x( é de maximo absoluto de f quando para todo x € Dom(f), tem-se f(xo) > f(z).

2. O ponto onde uma fungdo atinge o menor valor (se existe) é chamado minimo absoluto da fungio.
O ponto x( é de minimo absoluto de f quando para todo x € Dom(f), tem-se f(x¢) < f(z).

Um ponto de maximo absoluto é um ponto de maximo local. A reciproca é falsa; analogamente
para minimo absoluto.

max. abs

max. local min. local
max. local '

min. local
min. abs

Figura 7.6: Pontos de méximos e minimos

Exemplo 7.4.

[1] Seja f(x) = 2 tal que = € [0, 2]. O ponto zp = 2 é um ponto de maximo absoluto de f.

De fato: f(z) < f(2) = 4, para todo = € [0,2] e zp = 0 é um ponto de minimo absoluto de f,
pois f(z) > f(0) =0, para todo x € [0, 2]. Se f é definida em (0, 2), f ndo possui mdximos nem
minimos.

[2] Seja f(x) = 2? tal que = € [-1,2].

zo = —1 e xg = 2 sdo pontos de maximos locais, mas o = 2 é maximo absoluto de f, pois
f(z) < f(2) =4, paratodo = € [—1,2] e zp = 0 é um minimo absoluto de f, pois f(z) > f(0) =
0, para todo = € [0, 2].

O teorema seguinte, devido a Weierstrass, garante a existéncia de pontos extremos de uma

fungdo, sem a hipétese de que a funcdo seja derivavel. A prova deste teorema serd omitida.
Para mais detalhes veja a bibliografia avangada.

Teorema 7.1. (Weierstrass)
Seja f : [a,b] — R continua. Entdo existem x1 e x2 em [a, b] tais que:

f(z1) < f(x) < f(z2), paratodo x € [a,b].

No teorema as hipéteses de que o dominio seja um intervalo do tipo [a, b] e de que a fungdo
seja continua sao condi¢des essenciais.
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De fato, a fungdo continua f(z) = x ndo possui pontos de maximo nem de minimo em qualquer

1
intervalo aberto. A fungdo descontinua f(z) = — se z # 0 e f(0) = 0, ndo possui ponto de
x

méaximo nem de minimo no intervalo [—1, 1].

Teorema 7.2. (Rolle)
Seja f : [a,b] — R continua. Se f é derivdvel em (a,b) e é tal que f(a) = f(b), entdo, existe pelo
menos um xo € (a,b) tal que f'(xo) = 0.

Exemplo 7.5.
O custo pela compra de uma quantidade = de um certo produto é modelado por:
C(x) = 0.75 (x — 1) (x — 20)2 + 400
em milhares de u.m. Note que, C(1) = C'(20); logo, pelo teorema de Rolle, existe ¢ € (1,20) tal
que C’(c) = 0. Por outro lado:

—20)(3z —22
Gy =20 B —22)
4
Logo, C’(c) = 0 se, e somente se ¢ = 7.33. Isto é a taxa de variagdo do custo é zero quando sdo

comprados aproximadamante 8 produtos.

600 |-
400 |-

200

Figura 7.7: Grafico do custo.

Teorema 7.3. (do Valor Médio)
Seja f : [a,b] — R continua em [a, b] e derivdvel em (a, b). Entdo existe pelo menos um xo € (a,b) tal
que:

f(b) = fa) + f'(z0) (b —a) |

Em outras palavras, existe um ponto no gréfico de f, onde a reta tangente nesse ponto é paralela
a reta secante que liga (a, f(a)) e (b, f(b)).

Sabemos que uma fungdo constante tem derivada nula. O Teorema do Valor Médio nos fornece
a reciproca desta propriedade, como veremos a seguir.

Seja f uma funcdo continua em |[a, b] e derivavel em (a,b). Se f'(z) = 0 para todo z € (a,b),
entdo f é constante.

Sejam f e g fungdes continuas em [a,b] e derivédveis em (a,b). Se f'(z) = ¢'(x) para todo
x € (a,b), entdo f(x) = g(z) + k, onde k é uma constante.
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7.2 Fungdes Mondtonas
Seja y = f(z) uma fungdo definida num dominio D.
Definigao 7.4.
1. f é crescente em D se para todo xo, v1 € D com xo < w1, tem-se f(xo) < f(z1).

2. f é decrescente em D, se para todo xo, x1 € D com xog < x1, tem-se f(xo) > f(z1).

3. Em ambos os casos, f é dita mondtona.

Figura 7.8: Fungoes crescente e decrescente, respectivamente.

Exemplo 7.6.
) 1
[1] Sejay = f(x) = o D =R - {0}.

. 1 1
Sejam zo, z1 € D tal que g < x1; entdo: — < —. Logo, f(z1) < f(xo) e f é mondtona
T ZTo

decrescente.
[21Seja y = f(z) = V/z; D = [0, +00).

Sejam xg, 1 € D tal que zy < x1; entdo: \/zg < /z1. Logo, f(zo) < f(z1) e f é mondtona
crescente.

[3]Sejay = f(x) = 2% D =R.

Sejam g, 71 € D tal que 79 < 71; entdo: 73 < 72,0 < zpe0 < e x? < x3,sexp < Oe
z1 < 0. Logo, f(zo) < f(z1) em [0+ 00) e f(z1) < f(zo) em (—o0,0); f é mondtona crescente
em (0, +00) e monétona decrescente em (—o0, 0).

O exemplo anterior nos mostra que, em geral, uma func¢do pode ter partes do dominio onde é
crescente e partes onde é decrescente.

Proposicdo 7.2. Seja f uma fungdo continua em [a, b] e derivdvel em (a,b).

1. Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f é crescente em [a,b].



7.2.  FUNCOES MONOTONAS 259

2. Se f'(x) < O para todo z € (a,b), entdo f é decrescente em [a, b].

| L

— NN

Figura 7.9:

Exemplo 7.7.

[1] Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(z) = 23 — 3z + 1.

Derivando f temos f/(r) = 32?2 — 3 = 3 (x + 1) (x — 1); logo, f'(z) < 0 se, e somente se —1 <
z <1le f'(z) > 0se, esomentesex < —1oux > 1. Logo, f é crescente em (—oo, —1) U (1, +00)
e decrescente em (—1,1).

\ 1 2
U

Figura 7.10: Gréfico de f(z) = 2® — 3z + 1.

[2] Uma empresa agricola determinou que a relagdo entre a produgdo P, em toneladas, de certo
tipo de soja e a quantidade x, de um certo fertilizante é dada por:
3
x
P(x) =15z + 2% — 3
Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento da produgao.

Derivando P temos P'(x) = 15 + 2z — x% logo, P'(z) > 0 se, e somente se —3 < 2 < 5 e
P'(z) < 0 se, e somente se z < —3 ouz > 5. Como z > 0 temos:

Intervalos | P'(z) P(x)

O0<x<b >0 crescente
S<x <0 decrescente
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f é crescente em (0, 5) e decrescente em (5, +00).

10+

L L L L L L
1 2 3 4 5 6

Figura 7.11: Grafico de P = P(x)

[3] Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(z) = — — — — x“ + 5.

Derivando f temos f'(z) = 23 — 22 — 22 = x (z — 2) (z + 1); logo, f'(x) = 0 se, e somente se

Intervalos z(r—2)(x+1) f(z)
-1l<z<0 >0 crescente
0<z<?2 <0 decrescente
x> 2 >0 crescente
r<—1 <0 decrescente

f é crescente em (—1,0) U (2, +00) e decrescente em (0,2) U (—oo, —1).

.

I I I I
-2 -1 1 2

23

Figura 7.12: Grafico de f(x) = T 3" ®+5
[4] Uma pequena empresa pode vender todos os artigos que produz semanalmente a um prego
de 6 reais por unidade. O custo para produzir x artigos por semana, em reais, é dado por
C(z) = 1000+ 6 2 — 0.003 22 4 0.000001 3. Determine os intervalos de crescimento e de decres-
cimento do lucro.
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Primeiramente observamos que a fungao da receita é R(x) = 6 z, entdo:
L(z) = R(x) — C(z) = —1000 4 0.003 > — 0.000001 z°.

Derivando, L'(z) = 0.006 z — 0.000003 22, logo, L'(z) < 0 se, e somente se x > 2000 e L'(z) > 0
se, e somente se 0 < x < 2000.

Intervalos L'(z) L(x)
0 <z <2000 >0 crescente
2000 < z <0 decrescente

O lucro decresce em (2000, +00) e cresce em (0, 2000)

] R
-1000:
Figura 7.13: Grafico de L = L(x)

[5] A fungdo Q(t) = Qo e* (k # 0) é crescente se k > 0 e decrescente se k < 0, o que justifica
seu nome.

/

Figura 7.14: Gréficos de Q(t) = Qo e*, parak > 0ek < 0.

[6] Crescimento populacional inibido: Considere uma colonia de coelhos com populacao ini-
cial Py numa ilha sem predadores. Seja P = P(t) a populagdo no instante ¢. Estudos ecolégicos
mostram que a ilha pode suportar uma quantidade maxima de P; individuos. Sabemos que
este fendmeno é modelado pela funcado logistica que satisfaz a equacgao:

ap
- =kP(PL=P), (k>0).

dP
Se P, > P, entdo rr > 0, de modo que a populacdo P = P(t) cresce.
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dpP
Se P, < P, entdo o < 0, de modo que a populagdo P = P(t) decresce.

dP
Se P = P, entdo i 0, de modo que a populagdo P = P(t) fica estavel.

7.3 Determinac¢ao de Maximos e Minimos

Teorema 7.4. Seja f uma fungdo continua em [a, b] e derivdvel em (a,b), exceto possivelmente num
ponto x.

1. Se f'(x) > 0 para todo x < xg e f'(x) < 0 para todo x > xq, entdo xq é ponto de mdaximo de f.

(%) =0

f'(x)> f(x) <0

A

X0

Figura 7.15: Maximo local.

2. Se f'(x) < 0 para todo x < xg e f'(x) > 0 para todo x > x, entdo xq é ponto de minimo de f.

'x) >0

7
N

Figura 7.16: Minimo local.

Do teorema 7.4 segue que num ponto de maximo ou de minimo de uma funcdo continua nem
sempre existe derivada.
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Exemplo 7.8.

[1] Seja f(z) = |z|, definida em R; claramente 2y = 0 é um ponto de minimo de f, mas f’(0)
néo existe. De fato. Para todo x # 0, tem-se:

[2] f(z) = 3. O ponto critico é a solucdo da equagdo f'(zg) = 0 ou, equivalentemente, 3 23 = 0;
entdo, xo = 0. Por outro lado, f'(z) = 322 >0,sex #0; logo, o = 0 ndo é ponto de maximo
nem de minimo de f.

[3] f(z) = 23 — 32 + 1. As solugdes da equacio f'(zy) = 0sdo z9 = 1 e 79 = —1. Do exemplo 2
do pardgrafo anterior, f'(z) > 0,se x € (—oo, —1) U (1,+00) e f'(z) < 0,sexz € (—1,1):

: i

S+ X N -+
Figura 7.17: Esquematicamente

Entdo, 2o = —1 é ponto de maximo e zp = 1 é ponto de minimo de f.

f N\

Figura 7.18: Gréfico de f(z) = 2% — 32 + 1.

[4] f(z) =1 — Va2, 2 € R. f ndo é derivavel em 0.

De fato, f'(z) = —ﬁ se z # 0. Por outro lado, f'(z) < 0sex > 0e f'(x) > 0se x < 0. Entdo,
x = 0 é ponto de maximo e f(0) = 1 é o valor méximo.
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—05

Figura 7.19: Grafico de f(z) = 1 — 22/,

Teorema 7.5. Seja f uma fungio duas vezes derivdvel e xo um ponto critico de f. Se:

1. f"(xo) > 0, entdo xo é um ponto de minimo relativo de f.

2. f"(z0) < 0, entdo xo é um ponto de mdximo relativo de f.

Dos teoremas 7.4 e 7.5 temos que os candidatos a pontos de maximos e minimos sdo ndo s6 os
pontos criticos, mas também, podem ser os pontos do dominio onde a fun¢do nao é derivavel.

No caso em que o dominio de f é um intervalo do tipo [a, b], ap6s determinar os pontos de
méximo e de minimo no intervalo (a, b), devemos calcular os valores da fungdo nos extremos
do intervalo e comparar estes valores com os valores maximos e minimos obtidos anterior-
mente nos pontos criticos; o maior valor correspondera ao méximo absoluto e o menor valor
ao minimo absoluto da fungado e os pontos correspondentes serdo, respectivamente, os pontos
de maximo e de minimo absolutos.

No caso em que i (xo) = 0, o teorema 7.5 ndo afirma nada; quando acontecer isto, recomen-
damos usar o teorema 7.4.

Exemplo 7.9.
[1] Calcule os pontos extremos de :
f(xy=az?+bx+c; a, b ceR, a#0.

Como f é diferencidvel em todo ponto, calculemos os pontos criticos de f:

f(z)=2ax+b e f’(m):0<:>x:—%

que é o ponto critico de f. A segunda derivada f”(z) = 2 a; entdo,

"(z)>0 se a>0
"(x) <0 se a<O.

f
f
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. b . "y
Logo, o vértice x = o é um ponto de maximo absoluto de f se a < 0 e um ponto de minimo
a

absoluto se a > 0.

[2] Um banco oferece juros anual I(¢), em %, dependendo do tempo ¢, em anos, que o investidor
esteja disposto a manter o investimento. I(¢) é dado por:

160¢

I1(t) = ——.
®) 2 +16

Determine quantos anos deve manter o investimento para ter lucro méximo. Se o investimento
é aplicado indeterminadamente, os juros podem ser negativos?

Como I(t) é diferencidvel em todo ponto, calculemos os pontos criticos de 7*:

160 (2 — 16)
I't)y=—-—"—"%— -~
®) (t? 4 16)?
I'(t) = 0 se, e somente, se: t =4 out = —4, que sdo os pontos criticos de I. Comot > 0,t =4¢é

0 tnico ponto critico. A segunda derivada:

320¢(¢* — 48)

() (t2 4+ 16)3

)
= 1"(4) = =1 <0

logo, t = 4 é ponto de maximo relativo de I e I(4) = 20. O Investimento recebe lucro maximo
de 20 % em 4 anos. Por outro lado:

. . 160t
tl:inoo I(t) - tlgl—noo m -

Logo, y = 0 é uma assintota. Os lucros diminuem ao longo do tempo, mas nunca sdo negativos.
Veja o desenho:

15+

10-

Figura 7.20: Grafico de I = I(t).
[3] A cotagdo, em reais, de certa moeda, nos tltimos 8 anos foi modelada com éxito por:
C(t)=91—15t+9t> — 3.

Determine os intervalos de tempo em que as cotagdes crescem e em que decrescem. Qual foi a
maior e a menor cotagao?
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Calculemos a derivada de C:

C'(t) = —15+ 18t — 3%

Intervalos | C'(t) C(t)
1<t<b >0 crescente
t<1 <0 decrescente
h<t <0 decrescente

Os pontos criticos de C: C’(t) = 0 se, e somente se, t = 1 out = 5, logo, 1 e 5 sdo os pontos
criticos de C'. Calculando a segunda derivada de C:

C"(x) =18 —6t=06(3—1t).

Entdo C"(1) =12 e C”(5) = —12; portanto ¢t = 5 é ponto de médximo e ¢t = 1 é ponto de minimo
relativo de C. Por outro lado, C'(1) = 84 e C(5) = 116. Veja o desenho:

20

I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 7.21: Grafico de C' = C(t).

5 2
[4] Se o custo total de um fabricante é dado por C(z) = ﬁ + 2, em reais, calcule os pontos
x
extremos de C' = C(x).
Calculemos os pontos criticos de C:
5x(z3 —8)

C'(z) = W

Logo, C'(z) = 0 se z = 0 ou = = 2. Calculando a segunda derivada de C"

10 (16 — 28 23 + 20)
(44 a3)3

C// (x) —

Entdo C”(0) > 0; logo, z = 0 é ponto de minimo relativo de C. C”(2) < 0; logo, z = 2 é ponto
de maximo relativo. Note que C(0) = 2 é o custo fixo é C'(2) = 3.67 reais.
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35
301
251
20
151
10

05

2 4 6 8 10
Figura 7.22: Gréfico de C' = C(z).

1 3
[5] Calcule os pontos extremos de f(z) = z* — 6396 .

Calculemos os pontos criticos de f; entdo, f'(z) = 422 (x — 4). Logo, f'(z) = 0se xz = 0 ou
x = 4. Calculando a segunda derivada de f:

f'(x) =122% =322 =4z (32 — 8).

Entdo, f”(4) > 0; logo, z = 4 é ponto de minimo relativo de f. f”(0) = 0 e o teorema néo
pode ser aplicado; mas usamos o teorema 7.4 para analisar a mudanca do sinal de f’. Como
f'(z) < 0 para todo z € [0,4] ou (—o0, 4], entdo = = 0 ndo é ponto de maximo nem de minimo.
Veja o desenho:

o

; .- Grafi — 1623
Figura 7.23: Grafico de f(z) = 2* — 15,

74 Concavidade e Pontos de Inflexao de Fun¢oes

Seja y = f(x) uma fungdo derivdavel em D, onde D é um intervalo aberto ou uma reunido de
intervalos abertos.

Definicao 7.5.
1. f édita concava para cima em D se f'(x) é crescente em D.

2. f édita cdncava para baixo em D se f'(x) é decrescente em D.
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Intuitivamente, quando um ponto se desloca ao longo do grafico de uma fungédo f, da esquerda
para a direita e a reta tangente nesse ponto vai girando no sentido anti-horério, isto significa
que o coeficiente angular dessa reta tangente cresce a medida que = aumenta. Neste caso a
fungdo tem a concavidade voltada para cima.

Figura 7.24: Fungdo cOncava para cima.

Analogamente, quando um ponto se desloca ao longo do grafico de uma funcao f, da esquerda
para a direita e a reta tangente nesse ponto vai girando no sentido horario, isto significa que o
coeficiente angular dessa reta tangente decresce a medida que z aumenta. Neste caso a fungdo
tem a concavidade voltada para baixo.

\

Figura 7.25: Fungdo concava para baixo.

Nao confundir concavidade com crescimento ou decrescimento de uma fungdo. No desenho a
seguir, o gréfico de uma fungdo crescente e concava para cima e o de uma fungdo decrescente e
cOncava para cima, respectivamente.
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\

Figura 7.26:

No desenho abaixo, o grédfico de uma fungédo crescente e concava para baixo e o de uma fungdo

decrescente e concava para baixo, respectivamente.

Figura 7.27:

Proposicao 7.3. Sejay = f(x) uma fungio duas vezes derivivel em D.

1. Se f"(x) > 0 para todo x € D, entdo f é concava para cima em D.

2. Se f"(x) < 0 paratodo x € D, entido f é concava para baixo em D.

A prova segue diretamente das definicdes.

Exemplo 7.10.

[1] Considere a funcéo f(z) = z* — 22.

(a) Determine, onde f é concava para cima.
(b) Determine, onde f é concava para baixo.

Calculando a segunda derivada:

f(z) =2 (622 —1).

Logo,
f"(z) >0 se ze€(—

f"(x) <0 se ze(—
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1 1 1
) U (—=,+0o0) e f é concava para baixoem (——,

" / 6

I
-05 05

).

Sl

Entdo, f é concava para cima em (—oo, —

Figura 7.28: Gréficos de [’ (vermelho) e f” (azul).

S5x
21 Consid funcao d toC(x) = 5——+ 1.
[2] Considere a fungao de custo C(x) 213 +

(a) Determine, onde C é concava para cima.

(b) Determine, onde C' é concava para baixo.

Calculando a segunda derivada:
po 10z (=9+2?)
O =5 ap

Logo, C"(z) > 0sexz € (—=3,0) U (3,+00) e C"(x) < 0sex € (—o0,—3) U (0,3). Entdo, como
x > 0 temos que C é concava para cima em (3, +00) e C' é coOncava para baixo em (0, 3).

Figura 7.29: Graficos de C = C(x).

Definicdo 7.6. Um ponto (xo, f(x¢)) do grifico de uma fungio f é um ponto de inflexdo de f, se existe
um pequeno intervalo (a,b) C D tal que xo € (a,b) e:

1. f é concava para cima em (a, x() e concava para baixo em (zo,b), ou

2. f é concava para baixo em (a, xo) e cOncava para cima em (g, b).

Se a funcgdo é duas vezes derivédvel, para obter os pontos zy, candidatos a pontos de inflexdo,
resolvemos a equacao:

f(x) =0
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e estudamos o sinal de f”(z) para z > x¢ e < x¢ (z¢ solu¢do da equacdo).
f"(z9) = 0 ndo implica em que z( seja abscissa de um ponto de inflexdo; de fato, f(z) = z*%,
f"(z) = 1222 logo, f"(z) = 0se z = 0 e x = 0 é um ponto de minimo (verifique!).

Note que se f”(xg) = 0 e f®)(x) # 0, entdo, xo é um ponto de inflexao.

Num ponto de inflexdo, ndo necessariamente existe a segunda derivada da fungdo. De fato,
seja f(x) = z|z|; se z > 0 temos f’(z) = 2 ese x < 0 temos f”(x) = —2; entdo, 0 é um ponto
de inflexdo e f”(0) ndo existe. Como exercicio esboce o grafico de f.

Exemplo 7.11.

[1] Seja f(z) = x3; entdo: f”(z) = 6. Por outro lado, f’(x) > 0sex > 0e f"(z) < 0sex < 0;
logo, xp = 0 é ponto de inflexdo de f.

[2] Seja f(z) = x* — 2?; entdo: f"(z) =2 (622 — 1).

1 1 1 1
") >0 se xz€(—00,——=)U(—=,+0) e f'(2)<0 se z€(——,—).
7'@) (~oo =) U(gptee) e @) (- % 7
Entao 1 e 1 sdo os pontos de inflexdo de f
r=-—=er=—7+ .
NG Ve O P

-0.5 0.5

Figura 7.30: Gréfico de f(z) = 2% — 22

[3] O custo para produzir certo tipo de componente de telefones celulares é modelado por

5 3a?
C(z) =23 — Tx + 4. Determine a concavidade e os pontos de inflexdo de C' = C(z).

Calculamos C"(z) =3 (22 — 1)

C"(x) >0 se =€ (%,—i—oo) e C"(z)<0 se z€ (0, %)

1 1
Entdo, x = 5€0 ponto de inflexdo de C. Logo, C' = C(x) é concava para cima em ( 2 +o0) e

cobncava para baixo em (0, 5)
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:

I
0.5 10 15 20

Figura 7.31: Gréfico de C' = C(z).

7.5 Esbogo do Grafico de Fun¢oes

Para obter o esboco do grafico de uma fungdo, siga os seguintes passos:
a) Determine o Dom(f).

b) Calcule os pontos de intersegdo do grafico com os eixos coordenados.
c) Calcule os pontos criticos.

d) Determine se existem pontos de maximo e minimo.

e) Estude a concavidade e determine os pontos de inflexao.

f) Determine se a curva possui assintotas.

g) Esboco.

Exemplo 7.12.

Esboce o gréfico das fungdes:

2
1y =) ="

a) Dom(f) =R —{0}.

b) Interse¢des com os eixos coordenados: Ndo possui intersegdes.

¢) Pontos criticos de f:

4 a*—4
) — - :
f (.’17) =1- ﬁ - 2
logo, resolvendo a equagédo f'(x) = 0, obtemos z = 2 e x = —2, que sdo os pontos criticos de f.
d) Méaximos e minimos relativos de f:
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Logo, f”(2) > 0 e f"(—2) < 0;logo, 2 e —2 sdo o ponto de minimo e de méximo relativo de f,
respectivamente.

e) Estudemos a concavidade de f: Note que f”(z) # 0. Por outro lado

f"(z) >0 se xeA=(0,+0c0)
f"(z) <0 se z€ B=(-00,0).
é cOHncava para cima em A e cOncava para baixo em B. O grafico ndo possui pontos de
p p g p p
inflex3o.

f) Assintotas.

. 22+ 4 . 22+ 4
lim =400 e lim = —00.
T—+00 €T T——00 €T
2244 R |
lim = 400, lim = —00.
z—0t T z—0— x

g) Esbogo do grafico: O gréafico de f passa pelos pontos (2,4) e (-2, —4) que sdo os pontos de
minimo e méximo, respectivamente, de f.

_lok

Figura 7.32: Graficode y = 9”2%4.

24+ 1
2]y = = .
a) Dom(f) =R —{-1, 1}.
b) Interse¢des com os eixos coordenados: se z = 0, entdo y = —1; logo, a curva passa pelo
ponto (0, —1).

4

c) Pontos criticos de f. f'(z) = —ﬁ; logo f/(xz) = 0 implica que z = 0, que é o ponto

critico de f.

d) Méaximos e minimos relativos de f:

yo 122744
f(z) = @21
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1"(0) < 0; logo, 0 é ponto de maximo relativo de f.

e) Concavidade de f. f”(z) > 0sex € (—o0o,—1) ouz € (1,00), f"(z) <Osez € (—1,1).
é concava para baixo em (—1,1) e concava para cima em (—oo, —1) U (1, +00). 1 ¢ Dom(f);
logo, o gréfico de f ndo possui pontos de inflexdo.

f) Assintotas.

2
1
im S 1,
z—>+o0 12 — 1
Logo, y = 1 é uma assintota horizontal da curva.
hm S iy EE L
11m = T 1m = —0OQ.
a1t 22 —1 ’ a—s1-x? —1
2 +1 I 2 +1 +
m —— =—00 mm —5—— = +0Q.
-1t 22 — 1 ’ a——1- 22 — 1
Logo, v = 1 e x = —1 sdo assintotas verticais da curva.
g) Esboco do gréfico:
| |
| |
| |
= e 1 _ =
-2 11 I 2
| |
| |
| |

z2+1
21"

Figura 7.33: Graficode y =

381y = f(a) = Va? (1 - a?).
a) Dom(f) =R.
b) Interse¢des com os eixos coordenados: Se x = 0, entdo y = 0; logo, a curva passa pelo ponto
(0,0). Sey = 0, entdo x = 0 ou = = +1; logo, a curva passa pelos pontos (0,0), (—1,0) e (1,0).
22 (1 —4a?
c) Pontos criticos de f: Se = # 0; entdo, f'(z) = :U(if)
3(x?)3

A fungdo f(x) = V22 (1 — 22) é continua para todo z € R. Mas néo existe f’(0); logo, no ponto

(0,0) do grafico deve existir uma "ctspide"como foi observado no grafico do valor absoluto.

- sy — la 1
Os pontos criticos de fsdor = —5ex = 3.
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d) Méximos e minimos relativos de f. Se x # 0; entédo,

() = _2(202” + 1).
9(22)3
1 1 1 1 1 1 ~ P .
f (—5) <0ef (5) < 0;logo, x = —5er=sdo pontos de méximos relativos de f. Se z = 0,

estudamos o sinal da derivada de f para valores & esquerda e a direita de z = 0: f'(z) > 0 se
1 1

O0<z< 3 e f'(x) <0, se —3 < z < 0;logo, z = 0 é um ponto de minimo local de f.

e) Concavidade de f. f”(x) < 0 para todo = € R — {0}. f é concava para baixo em R — {0}.

P . 3 ~ . p . .
f) Assintotas. hrin Va2 (z* — 1) = +o00. Logo, f ndo possui assintotas horizontais e nem ver-
T—r 00
ticais.

g) Esbogo do grafico:

0.4 -

—o02k

Figura 7.34: Grafico de f(z) = 2%/3 (1 — 2?).

_ (zfa)2

[4] y = f(z) = e 5 ,ondeb > 0, representa uma familia de curvas e é chamada fungdo
densidade de probabilidade normal padrdo, que tem um papel relevante em Probabilidade e
Estatistica.

a) Dom(f) =R.

70’2

b) A curva passa pelo ponto (0,e™ ¢ ).

¢) Pontos criticos de f:

logo, z = a é o ponto critico de f.

d) Méximos e minimos relativos de f:

2 _(z—a)?
b

f”(x) = 56

f"(a) < 0;logo, x = a é ponto de méaximo relativo de f.
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e) As abscissas dos pontos de inflexdo sdo: z = a + \/g
. _ (a!:fa)2 . . .
f) Assintotas: hgl e” v =0.Logo, y =0 é aassintota horizontal da curva.
X

— 00

g) Esbogo dos gréficos:

N X

Figura 7.35: Esbogo dos gréficos paraa =0, b=1a=b=1a=2,b=1ea=1,b=2.

1
S5ly= 5—F7——
Bl 22 +2z+c

a) A solugao da equacao 22 +2x+c=06r)g=—1++1—c entdo,sec > 1, Dom(f) =R, se
c=1,Dom(f)=R—{-1}esec <1, Dom(f) =R —{ro}.

, (c € R), que representa uma familia de curvas.

1 1
b) Se x = 0, entdao y = —, se ¢ # 0. Neste caso, a intersegdo com o eixo dos y é (0, —).
(& C

¢) Pontos criticos:

2(x+1
F(x) = —m
f'(x) =0sex = —1, (c # 1). Neste caso, o ponto critico é (—1, %)
d) Méaximos e minimos:
e f'(—1) = — c _21)2 < 0;logo, z = —1 é ponto de méximo relativo se ¢ # 1.

—3+t4/3(c—1
e) Resolvendo f”(x) = 0, obtemos = = 3 (c ) Se ¢ > 1, temos dois pontos de

inflexdo.

f) Assintotas.

. . . 1 . L .
Assintotas horizontais: lim —————— = 0; entdo, y = 0 é assintota horizontal.
z—too x4+ 2x + ¢
Assintotas verticais: )
Sec=1, lim ———— =esec<1, lim —_— =0

-1 2 +2x+1 a——1ty/I=c 22+ 22 + ¢
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r = —lex = —1%+/1 — csdo assintotas verticais da curva, parac = 1 e c < 1, respectivamente.

g) Esbogo dos graficos:

[
[
[
[
L I L
—4 I -2
[
[
[
[

-3 -2 -1 1

Figura 7.36: Esbogo dos gréficos para ¢ = —2 e ¢ = 1, respectivamente.

10}

DA\
0.2

-25 —2.0 -15 —1.0 —-0.5 0.5 1.0

Figura 7.37: Esbogo para ¢ = 2.

7.6 Problemas de Otimizacao

Nesta secdo apresentaremos problemas de maximizagdo e minimizacdo aplicados a diversas
areas. O primeiro passo para resolver este tipo de problema é determinar, de forma precisa, a
fungdo a ser otimizada. Em geral, obtemos uma expressdo de duas varidveis, mas usando as
condigdes adicionais do problema, esta expressdo pode ser reescrita como uma fung¢do de uma
variavel derivavel e assim poderemos aplicar os teoremas.

Exemplo 7.13.

[1] Determine dois ntimeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que seu produto seja o maior
possivel.

Considere x, y > 0 tal que x + y = 70; logo, z, y € [0, 70]; o produto é: P = x y. Esta é a fungdo
que devemos maximizar. Como y = 70 — z, substituindo em P:

Plz) =2y =2 (70 — ).

P :[0,70] — R é uma funcéo derivavel. Derivando: P'(z) = 70 — 22 = 2(35 — z); o ponto
critico é x = 35. Analisando o sinal de P, é claro que este ponto é ponto de maximo para
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P ey = 35; logo, P = 1225 é o produto maximo. Os nimeros sdo x = y = 35. Note que
P(0) = P(70) = 0.

3
[2] O custo para produzir certo produto é dado por C(x) = % — 622 + 30z + 25. Determine o

lucro méximo se o prego do produto é 10 reais.

O lucro é dado por L(z) = R(x) — C(x), onde a receita é R(z) = 10 z; logo;

L(z) = - [— 2" 4+ 182° — 60z — 75].

W =

Derivando e igulando a zero:
—3224+36x—-60=0=2=2 e z=10.

Derivando novamente:

1
L'(z) = 3 (36 — 6 2],
logo: L"(2) = 8 e x = 2 é ponto de minimo, L"(10) = —8 e x = 10 é ponto de maximo.

L(10) = 41.66 reais.

100 —

‘ ‘
\:/ ) ) )

Figura 7.38: Graficos de L(x) (azul), C(x) (vermelho) e R(z) (negro).

Note que o ganho da empresa é devido ao fato de que o custo é C(10) = 58.33 reais e a receita
é R(10) = 100 reais.

[3] A evolugdo no tempo ¢t da capacidade de produgao de uma fabrica fundada em 1940, é dada
por:
40000

PO = 1500+ (t—50)2

Determine o ano em que a fébrica alcangou sua capacidade maxima.

Derivando a fun¢do P = P(t)e igualando a zero:

80000 (—50 + ¢)

Plt) = - (1000 + (£ — 50)2)2

=0 <=t =50.
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O ponto critico é t = 50. Note que é mais simples estudar o sinal de P’(t) que calcular P”(¢),
entéo:

P(t)>0<=t<50 e P(t)<0<+=t>50.

Logo, t = 50 é o ponto maximo. A fabrica alcan¢ou sua maior produg¢do em 1990.

L L L L L
20 40 60 80 100

Figura 7.39: Grafico de P(t).

[4] Um atacadista quando vendia certo produto por um prego unitdrio de 20 reais, conseguia
vender 180 unidades por semana. Reolveu aumentar o preco para 25 reais e o nimero de
unidades vendidas diminuiu para 155. Supondo que a fun¢do demanda seja afim, qual deve
ser o preco do produto para que a receita seja a maior possivel?

Seja p o preco unitério do produto e z a quantidade demandada. Como a fungao é afim:
r=ap+b.

Por outro lado, temos que:

180 =20a+b
155 =25a+0.

Resolvendo o sistema, obtemos a = —5 e b = 280, entéo:
r=-5p+280 e R=xp=—5p°>+280p.

Logo, R' = —10p + 280 = 0; temos p = 28. R” = —10 e p = 28 é ponto de maximo. O prego do
produto para maximizar a receita deve ser 28 reais.
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4000
3000 —

2000

Figura 7.40: Grafico de R(z).
[5] Uma empresa tem um ganho de 10 reais por cada produto vendido. A empresa paga k reais
por semana em publicidade e a quantidade de produtos que vende por semana é dada por:
z = 3500 (1 — e 0-002k),
Determine o valor de k£ que maximiza o lucro liquido.

O lucro pela venda de x produtos é de 10 x reais; tirando o custo & da publicidade temos que o
lucro liquido é L = 10z — k, entdo:

L(k) = 35000 (1 — e~ 9-002k) _ 1,

Derivando em relagdo a k e igualando a zero:

_ _ 1 In(70)
L/ k — 70 0.002k — 1= O _ 0.002k = = k —
(k) ="0e ‘ 70 0.002
Derivando novamente:
_ In(70)
154 — (.14 ¢—0-002k " — —0.002
(k) = ~0.1de e V(o0 ’
< n(70) . o o
entdo k = 0.002 = 2124.25 é um ponto de méaximo e o lucro liquido L(2124.25) = 32375.8
reais.

30000 f—
25000 f—
20000 [
15000 [
10000 [

5000 [~

L L L L L
500 1000 1500 2000 2500

Figura 7.41: Gréfico de L(k).
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[6] O custo total para produzir x unidades de certo produto é C(z) = 0.2 2% + 4300 z + 200000,
expresso em reais. Determine quantas unidades devem ser produzidas para que o custo médio
seja minimo.

O custo médio é dado por CMe(x) =

C(z) ,
o logo:

200000

CMe(x) =022+ + 4300.

Derivando e igualando a zero:

dCMe 0.2 200000 _0 2 _ 200000

=0. =1 .
T 2 == 02 == 000
Derivando novamente:
d*CMe 400000 . d*CMe 1
de?2 a3 dz? | _jo00 2500

entdo z = 1000 é um ponto de minimo e C'Me(1000) = 4700 reais.

1000 -
800
600 L
400 L

200 -

L L L L
o 500 1000 1500 2000

Figura 7.42: Grafico de CMe(z).

7.7 Teorema de L'Hopital

Comumente, ao estudar limites, aparecem expressdes indeterminadas. Por exemplo:
. x
lim ——,
z—0e? — 1
onde a expressdo indeterminada é do tipo (3). O teorema de L’'Hopital nos indica um método
para fazer desaparecer estas indeterminacdes e calcular limites de uma forma mais eficiente.

Teorema 7.6. (L'Hopital)
Sejam f e g fungdes derivdveis num dominio D, que pode ser um intervalo aberto ou uma reunido de
intervalos abertos, exceto possivelmente num ponto a e g(x) # 0, para todo x # a.
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1. Se lim f(z) = lim g(z) = 0e lim f(@) = L, entdo:
’ T—a T—a z—a g'(x) ’ '
/
tim 2 gy S _ g
T—a g(:p r—a gl(l')
, L _ i) To:
2. Se ;11:% flz) = %E}I}lg(x) =o0e il_l)r(ll @) L, entdo:
/
tim ) g £ _
T—a g(x z—a g’(x)

Para a prova do teorema veja o apéndice. O teorema também é vélido para limites laterais e

iz
para limites no infinito. Se f’ e ¢’ satisfazem as hip6teses do teorema e lgn f, /é ;
z—a g’ (x

= L, entdo:

@) _ )

W @) A ()

)

o flx) (@)
1 :lim —~% = lim
OB T o) 2t (@)

() e g™ sati i f ()
Em geral se f") e g'"" satisfazem as hipéteses do teorema e lim

ELRNE (2) = L, entdo:

fle) M)
zl’l—r}(llm _:zlrl—r>rtlz g(”)({p) =1L

Se a fungdo da qual estamos calculando o limite é n vezes derivédvel, podemos derivar suces-
sivamente até "fazer desaparecer'a indeterminagdo. Para indicar o tipo de indeterminagdo,
denotamos (2), (2), etc.

Exemplo 7.14.

2
-4z +4 . . .
[1] Calcule lirf 27—1—2 Primeiramente observamos que o limite apresenta uma inde-
r—+00 < — T —

terminagédo do tipo (32). Aplicando o teorema, derivamos o numerador e o denominador da
funcado racional duas vezes; entdo:

. P —dx+4 . 2x—4 2
lim —5——— = lim = lim - =1.
z—+oo T4 — 1 — 2 z—+o0 21 — 1 x—+o00 2

T

[2] Calcule lim &
rema: 7=0

. O limite apresenta uma indeterminagao do tipo (%). Aplicando o teo-
x
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7.7.1 Outros tipos de indeterminacdes

O teorema de L'Hopital nos indica somente como resolver indeterminagdes do tipo (%) e ().

o0
Outros tipos, como (0 - o), 00, 0o — 00, 00 e 1%, podem ser resolvidos transformando-os nos

tipos ja estudados no teorema.

Caso (0 - )

Calcule lim+ xIn(x). O limite é uma forma indeterminada do tipo (0 - 00); entdo fazemos:
z—0

ln(:z)

lim zln(z) = lim

z—07F z—07F 1
x
. n(z) ) ) e .
her 1 ¢uma forma indeterminada do tipo (22). Aplicando o teorema:
z—0
x
, 1
l In(x -
lim zin(x) = lim n(z) = lim M = lim —% = lim (-x) =0.
z—0t z—0t l x—07F (l)/ z—0t i x—07F
T T x?

Caso (0o — o)

2 2
[1] Calcule lim T T | Olimite é uma forma indeterminada do tipo (co—00); entdo
z—=+oo |z —1 x+1
fazemos:
. x? x? . 2 22
lim — = lim .
z=+oo |z —1 x+1 z—+oo 12 — 1

2

2z . . . .
lim ——— é uma forma indeterminada do tipo (£2). Aplicando o teorema:
z—too 22 — 1 o0

. 22 2 . 222 . 4x
lim — = lim ——= lim — =2.
z—too |z —1 x+1 z—too 2 —1 2+ 2
|1 1 o . . . <
[2] Calcule hH(l) - = — . O limite é uma forma indeterminada do tipo (co — o0); entdo
T— €T e” —
fazemos:
. 1 1 . oef—x—1
lim | — — = lim ——.
=0 |x  e¥—1 =0 —x + x e
et —x—1 ) ) . 0 .
lim ————— é uma forma indeterminada do tipo () Aplicando o teorema:
z—=0 —xr +zxe’
) 1 1 . et —x—1 ) e’ —1
lim |— — = lim = lim .
=0 |z e*—1 =0 —x +x e 10 —14e¥+ze”
. e? —1 . . . . 0 .
lim ——————— é uma forma indeterminada do tipo (§), aplicando novamente o teorema:

=0 —14e¥ +ze”

[1 1 }__ e —x—1 et —1 . e 1

lim
z—0

im — =lim——— = lim ———— .
=0 —z+xet a0 —1+eTtzet a-0e®(z+2) 2

r e*r—1
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Caso (1)

1
[1] Calcule liI_’I_l (1+ =)". O limite é uma forma indeterminada do tipo (1°°); entao fazemos:
T—r+00 T

u(z) =In((1+ i)x) =zin(l+ %)a

1
entdo, lim u(z) = lim xin(1+ =). O limite é uma forma indeterminada do tipo (0 - c0);
Tr—+00 Tr—400 X

entdo aplicamos o caso A:

1
lim xln(l—i—f) = lim 1 L
Tr—+00 €T Tr—+0c0 <
X

O limite ¢ uma forma indeterminada do tipo (§). Aplicando o teorema:

1

ln(l + *)

lim ———& = lim .
T—+00 1 z—+oo 1 +

€T
O limite é uma forma indeterminada do tipo (52) e novamente aplicamos o teorema:

lim u(z)= lim T = lim 1=1.
z—~+00 z—+oo 1 4+ 2 z—+00

Como In(x) é uma fungdo continua em seu dominio, temos:

tim_in((1+ 1)) =In(_lm_(1473)7) =1

r—+00 Tr—+00 X

Da tltima igualdade: lim (1+ =) =e.

Tr—+00 €T

Caso (%)

[1] Calcule lirf (z)¢ ". O limite é uma forma indeterminada do tipo (oc”); fazemos:
T—r+00

l
lim w(z) = lim n(z)
T—~+00 z—+oo eT

mente aplicamos 0 teorema:

entao,

. O limite é uma forma indeterminada do tipo () e nova-

In(x
lim u(z)= lim (z) = lim
T—+00 r—+oo e% z—+oo el

=0.

Como In(x) é uma fungédo continua em seu dominio, temos:

lim In((z)* ") =In( lim (2)¢ ) =0.

r——+00 r—r—+00

Da tltima igualdade: lim (z)° " = 1.
r—+00
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Caso (0°)
[1] Calcule lin%) 2”. O limite é uma forma indeterminada do tipo (0°); fazemos:
T—
u(z) = In(2®) = zin(z);

entao: lir% u(z) = lir% xIn(x). O limite € uma forma indeterminada do tipo (0-oc0) e novamente
T— T—

aplicamos o teorema:

In(x)

= lim (—z)=0.

lim u(x) = lim
z—0

x—0 x—0

K=

Sendo In(z) uma funcdo continua em seu dominio, temos:

. Y — In(lim 2%) — 0.
ilir(l)ln(l’) ln(gcl_%m) 0

Da tltima igualdade: lim 2% = ¢° = 1.
z—0

Em geral, nos casos de poténcias indeterminadas, usamos a fungéo logaritmica y = in(x) para
poder aplicar o teorema de L’'Hopital. A continuidade da fungdo logaritmica y = in(z) e de sua
inversa y = e” permite resolver este tipo de limite.

7.8 Diferencial de uma Fungao

A diferencial de uma funcao serd introduzida de maneira formal. Ao leitor interessado reco-
mendamos a bibliografia avancada. Seja y = f(x) uma funcdo definida num dominio D e
diferencidvel no ponto xy € D. Denotemos por dz o ntiimero (ndo nulo), tal que dz + z¢ € D.

Definig¢io 7.7.

1. Para cada xo € D, a diferencial de y = f(x) no ponto x é denotada por dy ou df (x¢) e definida
por dy = f'(x¢) dz.

2. Oincremento de y = f(x) em xo é denotado por Ay e definido por Ay = f(xo + dx) — f(zo).

Para xg fixado, dy é uma fungéo linear sobre o dominio de todos os valores possiveis de dx e
Ay é uma func¢do sobre o dominio de todos os valores possiveis de dx. Seja dz = x — z, entdo:

. Ay —dy
hm E—

A
g 0.Se f'(xo) # 0: xlggo d—j = 1 temos que dy é uma "boa"aproximagao para Ay:

f(x) = f(zo)+ f'(z0) dz+ R(x — ), onde R(x — x() é uma funcdo tal que lim Rlw = 29) = 0.

T—T0 T — X0
Compare com linearizagdo.

Exemplo 7.15.
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Sejay = f(z) = 22%; dy = 2z dx; no ponto z¢: dy = 2xgdz e f(xo+dx) — f(wo) = 230 dx + (dz)?;
logo Ay = 2z0dz + (dz)?. Entéo:

Ay —d A -
lim =2~ = lim (z —20) =0, lim =2 = lim (1 + — %) = 1.
T—=T0 X — T T—T0 z—xo dy T—T0 2z
R(x — 2 22 —2x0d
Por outro lado, 2% = 23 + 229 dz + R(z — x0), entdo (z = 20) _r "% 09T _ - To €
r — X0 r — o
R(x —

lim PE =00 i (2 — ) = 0.
T—T0 r — X0 T—rT0
Propriedades

Sejam y = f(z) e y = g(z) fungdes definidas num dominio D e diferencidveis no ponto zy € D,
entao:

L d(f + g)(xo) = d(f)(w0) + d(g) (o)
2. d(f g)(zo) = g(xo) d(f)(z0) + f(z0) d(g)(x0)-
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7.9 Exercicios

1. Calcule os pontos criticos (se existem) de:

(@ y=3x+14 (f)y:$3+2$2—|—5$+3
(b) y =22 — 3z +8 @ y= ot s

(c) y =2+ 2x — 22 )

(d) y= (v —2)(x+4) h) y=e"—z

() y=3—2a° () y= /(a2 —9)?

2. Usando a primeira derivada, determine os intervalos de crescimento e/ou decrescimento
das seguintes fungodes:

@) f(z)=42%-3z (h) y=a%+22% — 42 +2
(b) f(z)=e" - (i) y=(z—-1)(x-2)(z+3)
© f(2) = In(a? .t i) y=2°

(d) f(z) = a”In(z) (K) y=e*

() y=2z—1 ) y=ze®

(6 y=3-50 2

(g) y=322+6z+7 (m)y:x—l

3. Calcule os pontos de maximos e de minimos relativos (se existem) de:

r+1

(@ y="7x%2—6x+2 h) y=— — o
(b) y = 4x — 22 Tt+2r+1
EI @) y = (o + 22— 1)°
(c)y—34+ xz° —Tx + (j)yzxz ==
z 5 3 2 3
_x 5 4
-5 o e
@ y=5+ -2 )
) y=3+ /(2z+3)* (l)y—x—3+?
4x
(g)y:m (m) y = 2%/3 — 22

4. Calcule os pontos de inflexdo (se existem) e estude a concavidade de:

(@ y=-2>+522-6z (e)y:xQ—ﬁ
(b) y=32*—1023 - 1222+ 102 + 9

1 ) y= z2+9
© ¥=""7 Y= @ -3y

d) y=2xe 3" g y=e*
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5. Esboce os graficos de:
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G) y=azv1—a?
k) y=In(z?—-22+2)
1) y=e""

(@) y=—a®+4x +2 1) y =% — 2%
b) y = —a* — 23 — 222 +1

(2 +2)(z-3) —(z+1)(z—3)3
@ y=In(a +1) (n) y (+1)( )
(e)y—\/;ﬁ ©v="rm

2

gy (P)?J:%
®) y r—3 e —x —2
(8 y=2Vz—u _ (@+1)?
M) y =2 — 3a? DV G2
(i)y:a:—i—% (r)y:x2—4x5—5
. 11 o
(])y:ﬁ—; () y=(2*—1)?
k) y=a°— a3 () y=22in%(z)

10.

Determine o valor de k tal que a fun¢do y = 23 + kz? + 2 + 1 admita um ponto de inflexdo
emzx = 1.

Sejay = az® +bx? +cx +d;a, b, c,d € Rea#0.
(a) Determine o tinico ponto de inflexdo de y.

(b) Verifique que y tem um ponto de mdximo e um ponto de minimo se b? — 3ac > 0.
Sejay = 2™ (1 — z™), onde m, n sdo nimeros naturais. Verifique:

(a) Se m é par, y tem um ponto de minimo em x = 0.

(b) Se n é par, y tem um ponto de minimo em = = 1.

Esboce o gréfico da familia de curvas y = 2t + 23 +cax? ceR

Um cartaz deve conter 50 cm? de matéria impressa com duas margens de 4 cm cada, na
parte superior e na parte inferior e duas margens laterais de 2cm cada. Determine as
dimensdes externas do cartaz de modo que sua area total seja minima.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Uma fabrica de refrigerantes usa latas cilindricas cujos volumes devem ser iguis a 256
em3.Determine a altura e o raio das bases para minimizar a drea da superficie.

A taxa aerébica de uma pessoa com x anos de idade é dada por:

Alz) = 110 (In(x) — 2)7

x

sendo z > 11. Em que idade a pessoa tem capacidade aerébica méxima?

Um produtor descobre que quando o prego unitdrio de seu produto era R$6 a demanda
era de 4200 unidades e quando o preco era de R$8 a demanda era de 3800 unidades.
Admitindo que a fun¢do da demanda ¢é afim, determine o prego que deve ser cobrado
para que a receita mensal seja maxima.

A relagao entre preco e a demanda para um certo produto é p = 20 e~%/2, sendo p o preco
unitario e x a demanda mensal. Qual é o preco que torna a receita mensal maxima?

Uma empresa que produz um s6 produto calcula que sua fungéo de custo total didrio (em
reais) é dada por C(z) = 23 — 422 + 172 + 10 e que sua fungéo de receita é R(z) = 20 z.
Determine o valor de x para o qual o lucro didrio é méximo.

A vazdo de 4gua de uma represa é modelada por:

10

f(t):m,

se 0 <t < 12eondetéotempo em meses. Determine quando a vazado foi maxima.

Uma empresa quer fabricar caixas sem tampa. Cada caixa é construida a partir de uma
folha retangular de papeldo medindo 30 cm por 50 cm. Para se construir a caixa, um qua-
drado de lado medindo = cm é retirado de cada canto da folha de papeldo. Dependendo
do valor de z, diferentes caixas (com diferentes volumes) podem ser confeccionadas. O
problema é determinar o valor de z tal que a caixa correspondente tenha o maior volume.

Usando L'Hopital, calcule os seguintes limites:

i z?—1 (e) lim zer

@ Jfim s =
2?2 —6x+7 (f) l‘EI—iI-looaj €
() lim ‘
ztoo 3 4+ 7o — 1 (8) hm1 In(z)in(x —1)
z—

im @) . _2

(C) zll)g_loo o3 (h) xgr(r)l+w2+ln(x)

(d) lim (a?+1)7 () lim(e” +a)>

T—+00
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Capitulo 8

A DERIVADA EM ECONOMIA

Em Economia, as fung¢des diferencidveis sdo chamadas marginais. O conceito de derivada na
Economia é aplicado na chamada Analise Marginal. A Andlise Marginal, essencialmente, es-
tuda o aporte de cada produto e/ou servigo no lucro das empresas. Ela tenta dar respostas
a perguntas do tipo: é conveniente deixar de produzir um determinado produto ja existente?
Que quantidade de um produto, uma empresa deve vender para continuar produzindo? Quais
sdo os efeitos nos lucros da empresa quando ocorrem perturbagdes na demanda de um pro-
duto? E conveniente terceirizar?

8.1 Introducao

Agora temos ferramentas necessdrias para caracterizar de forma mais precisa algumas fung¢des
da Economia.

Funcao demanda padrao

Em circunstancias normais, quando o preco de um bem aumenta, a demanda do mesmo dimi-
nui e reciprocamente, se o pre¢co diminui a demanda aumenta. Entdo, a fun¢do de demanda
x = f(p) deve ser decrescente; logo:

p1<p2 <= 22 = f(p2) < f(p1) = 1.
Se a fungdo for diferenciavel, ndo constante, teremos que:

dx
— <0
dp <9

para todo p. Geometricamente, o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto da
fungdo de demanda é negativo. Isto justifica as escolhas feitas para funcdo de demanda nos
capitulos anteriores.

291
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p

Figura 8.1: Fungdo demanda padréo.

Funcao de custo total padrao

Em geral, uma funcdo de custos C = C(z) é de classe C! e ndo negativa. De fato, C(0) > 0,
indica que se uma empresa ndo tem producao os custos sdo sempre ndo negativos; por exem-
plo, se tiver matéria prima estocada C'(0) > 0. Entdo C’(x) > 0, isto é, C' é crescente. Os custos
crescem a medida que aumentam as unidades produzidas.

X

Figura 8.2: Funcao de custo total padrao.

Funcao de producao padrao

Em geral, uma fungao de produgéo y = P(q) é de classe C? e deve satisfazer a P'(¢q) > 0 para
todo ¢, P deve ser concava para cima em 0 < ¢ < a e concava para baixo para ¢ > a (para um
certo a). Note que poderemos ter a = +o0.
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X

Figura 8.3: Fungdo de produgao padréo.

Exemplo 8.1.

[1] Um modelo comumente utilizado para funcdo de producdo é y = P(q) = kq¢*; k, a > 0.
Entao:

>0 para todo g,
(a -1)¢"

P'(q) =

ko
P'(q) =ka

Entdo y = P(q) é concava para cima se « > 1 e concava para baixose 0 < a < 1.

y

X

Figura 8.4: Funcédo de producdo para 0 < o < 1.

8.2 Anadlise Marginal

Definicdo 8.1. O custo marginal de um bem é o aumento (acréscimo) do custo total para produzir
uma unidade adicional do bem.

Se a fungdo de custo de um certo bem é derivével, entdo o custo marginal é a taxa instantanea
com a qual aumenta ou diminui o custo para produzir uma unidade adicional do bem.
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Definicdo 8.2. Seja C' = C(z) a fungdo de custo total para produzir um certo bem. Se C = C(z) é
derivdvel, entdo, denotamos e definimos o custo marginal por:

CM,y(z) = C'(x).

O custo marginal C'M,(x) é o custo aproximado para produzir a unidade x + 1 ap0s ter produ-
zido = unidades. Note que o custo marginal independe do custo fixo da empresa.

Em situagdes normais, C(x) e = sdo ndo negativas e deve ter a seguinte propriedade:
T < T9 — C(Il) < C(:CQ).

Isto é, o custo deve crescer se o nimero de unidades produzidas cresce. Se C = C(z) for
diferencidvel, temos que:
CM,y(z) =C'(x) > 0,

para todo . Quando o ntmero de bens produzidos é muito grande, o custo marginal deve
crescer ou ser nulo. Por outro lado, o custo marginal também pode decrescer para alguns
valores de z. Logo, a fungao de custo deve ter intervalos de concavidade para cima e intervalos
de concavidade para baixo.

Proposi¢do 8.1. Seja C € C1.
1. Se CMy(x) > CMc(x), entdo C M, é crescente.
2. Se CMy(xz) < CM,(x), entdo C M, é decrescente

3. xo é um ponto critico de C M. = CM.(x) se, e somente se C M, (xo) = CMy(xo).

Segue diretamente, que se derivamos o custo médio: CM.(x) = C(xx) ; temos:
’ C/ T C(x 1
CM, (z) = a(; ) _ :C(Q) = [CMy(z) — CM.(z)].

Coroldario 8.1. Se C € C?, entdo o custo médio é minimo em x, se satisfaz as sequintes condigoes:
1. CMe(xQ) = CMg(Io) e

2. CM, (z0) > 0.

Exemplo 8.2.

O custo total de uma empresa para produzir  unidades de um determinado produto é
C(z) = 42 + z + 16. Em que nivel de produgao o custo médio é minimo?

16
Calculemos CM,(zg) = 4xo+ 1+ — e CMy(xo) = 8¢ + 1; logo:
o

16
CMe(.CU()) = CMg(l’o) Sdxg+ 1+ . =8x0+ 1< x9 =2,
0
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e CMg/(2) > 0. Logo, o custo médio é minimo em = = 2 e o custo C'(2) = 34.

L L L L
1 2 3 4

Figura 8.5: Grafico do custo marginal e o custo médio.

Definicado 8.3. A receita marginal de um bem é a variagio da receita ao vender uma unidade adicional
do bem.

Seja R = R(x) a funcdo de receita total da venda de um certo tipo de bem. Se R = R(z) é
derivavel, entdo, denotamos e definimos a receita marginal:

RMy(z) = R'(z).
A receita marginal RM,(x) é a receita aproximada da venda x + 1 apds ter vendido x unidades.

Definicao 8.4. O lucro marginal de um bem é o lucro aproximado ao vender uma unidade adicional
do bem.

2

Seja L = L(z) a fungdo de lucro total da venda de um certo tipo de bem. Se L = L(x) é
derivavel, entdo, denotamos e definimos o lucro marginal:

LM,(z) = L'(x) = RMy(x) — CM,(x).
Em situa¢des normais, L = L(x) e z sdo ndo negativas e deve ter a seguinte propriedade:
x1 < xg = L(z1) < L(x2).
Isto significa que se o consumo crescer o lucro cresce. Se L = L(z) for diferenciavel, temos que:
LMy(z) = L'(z) > 0,

para todo z.

Proposigdo 8.2. Seja L € C1.

1. Se RMy(x) > CMgy(x), entdo L é crescente.
2. Se RMy(xz) < CMy(x), entdo L é decrescente

3. xo é um ponto criticode LMy, = LM,(x) se, e somente se RMg(xo) = CMgy(zo).
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4. Sendo C € C?, entio o lucro é mdximo em xo, se C M(zo) = CMgy(xo).

Da proposicdo anterior segue que, se RMy(z) > CMgy(x), deve ser produzida a unidade se-
guinte e se RMy(x) < CMgy(x) ndo se deve produzir a seguinte unidade.

Derivando o lucro: L(z) = R(z) — C(z), temos:

L'(xz) = RMy(z) — CMy(xz) = L'(x9) = 0 <= RMy(z) = CMy(xp).

Por outro lado, para que o lucro seja maximo devemos ter custo minimo e receita maxima,isto
é, C"(x0) > 0e R"(xp) < 0;logo L"(xp) < 0. Portanto, o lucro é maximo em z se:

RM,/ () < C M, ().

Este resultado representa uma importante conclusdo geral, referente a qualquer tipo de em-
presa. No nivel de producdo onde o lucro é maximo a receita marginal é igual ao custo margi-
nal. Veja o exemplo [6].

Exemplo 8.3.

[1] Uma mineradora determina que sua func¢do de custo total para a extragdo de certo tipo de
ferro ¢ dada por C(x) = 2.52% + 4.32x + 1200 em US$, onde z é dada em toneladas de ferro.
Determine o custo adicional quando a producgdo aumenta de 10 para 11 toneladas de ferro.
Ache o custo marginal para 10 toneladas.

Primeramente calculamos C(11) = 1550.02 e C'(10) = 1493.20, logo:
C(11) — C(10) = US$ 56.82.
Derivando a funcdo de custo, temos:
CMy(z) = C'(xz) =5z +4.32 = CM,(10) = US$54.32.

Isto significa que se a extragdo de ferro é incrementada em 1 tonelada, de 10 para 11 tonela-
das a mudanga do custo é, aproximadamente, de US$ 54.32. Em outras palavras, extrair uma
tonelada adicional de ferro custa US$ 54.32.
60
50
40
30
20

10

2 4 6 8 10 12

Figura 8.6: Grafico do custo marginal.
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[2] O custo médio para produzir um certo tipo de componentes mecénicos para motores de
carros é dado por: CM,(z) = 0.00122 — 0.02z + 5 + 2. Determine o custo adicional quando
a produgdo aumenta de 50 para 51 componentes. Ache o custo marginal para 50 unidades.

Como C(z) = 2 CM,(x) = 0.001 2 — 0.02 22 4 5 2 + 5000, temos: C(51) = 5335.63 e
C(50) = 5325.0, logo:
C(51) — C(50) = 10.63.

Derivando:
CM,y(x) = 0.0032% — 0.04x + 5 = CM,(50) = 10.5.

14

10

8

10 20 30 40 50 60

Figura 8.7: Grafico do custo marginal.

[3] Se a relagdo entre o preco e a demanda, para um certo produto é (z + 2)p = 400, ache a
funcéo receita e a receita marginal.

Lembrando que R(z) = z f(z), onde p = f(z) é uma fungdo de preco. Logo:

400 400 800
= >

=i = = R = T = R = o

350

300

250

200

150

50

2 4 6 8 10

Figura 8.8: Grafico da receita e da receita marginal, respectivamente.

[4] O prego de um certo bem é dado por p = f(z) = 507901, 2 > 0 e o custo por
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C(z) = 100In(z + 1). Determine o lucro marginal para 90 unidades.
Sabemos que L(z) = R(z) — C(z) = 502 e~ %1% — 100 In(x + 1), entdo:

100
LMy(z) = L'(x) = e %% (50 — 0.52) — prar s LM,(90) = 0.933.

35
30
25
20
15

10

30 60 90

Figura 8.9: Grafico do lucro marginal.

[5] Decisao sobre a fixacdo de precos: Uma empresa tem o custo para produzir z bens por
semana dado por C(z) = 107% 23 — 3 x 1073 22 + 62 + 1000. O prego para que = bens possam
ser vendidos semanalmente tem demanda p = 12 — 15 x 10~% . Determine o volume e o preco
de venda para que o lucro seja maximo.

A receita semanal é R(z) = pz = 12z — (15 x 107*) 2% e 0 lucro
L(z) = R(z) — C(x) = —=107% 23 + 15 x 10~* 2% 4+ 6 2 — 1000.
Derivando e igulando a zero:
L'(z)=-3x10°%22+3x10%2+6=0<=2=2000 e z=—1000.
Ficamos com a solugdo positiva. Derivando novamente
L'(z) = —6 x 107%2 + 3 x 1073, = L”(2000) = —0.009.
Logo, x = 2000 é um ponto de méximo. O preco do bem correspondente a z = 2000 é

p=12—15x 107% x 2000 = 9 u.m.
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Figura 8.10: Graficos de RM,, CM, e L, respectivamente.
[6] A demanda anual de um certo produto é dada por 2 = 100000 — 200 p, onde z é o nimero de

unidades demandadas por ano e p é o preco em reais. O custo para produzir este bem é dado
por C(z) = 150000 + 100  + 0.003 2%. Maximize o lucro.

A receita é R(x) = 500z — 0.005 22, logo RM,(z) = 500 — 0.01z e CM, = 100 + 0.006 z, logo:
RM,(z) = CM,(z) = 500 — 0.01 2 = 0.006 2 + 100 = = 25000.

Por outro lado RM' (z) = —0.01 < CM',4(x) = 0.006; logo, x = 25000 é um ponto de maximo.

500

4,x10°

3.x10° -
300 -
2.x10°

200 - r
1.x10°

50‘00 102)00 15(‘300 202)00 25600 30(‘}00 352)00 r 10600 20600 30600 40‘000
Figura 8.11: Gréficos de RM,, CM, e L, respectivamente.

[7] Se o custo para produzir certo bem é dado por C(x) = a ek

custo médio é minimo.

¥, a, k > 0, determine quando o

Calculemos CM,(z) = CMy(x):

kx
ae 1
x k

Por outro lado, CM, (z) = a k? €5 > 0, para todo z.
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Figura 8.12: Graficos de CM, e C'M,,.

[8] Suponha que uma empresa para produzir um certo artigo tenha funcdo de custo total
C(x) = 0.0032% 4 100z e de receita total R(x) = —0.005x2 + 500 z. Determine o lucro ma-
ximo.

Calculemos RMy(xz) = CMy(x), isto é:
CMy(z) = 0.006 2 + 100 = RMy(z) = —0.01 2 + 500 = x = 25000.

Note que L(25000) = 5000000 u.m. (unidades monetarias).

y L

25000 25000

Figura 8.13: Graficos de RM,, C'M, e L, respectivamente.

8.3 Elasticidade

A elasticidade, em termos gerais, mede o grau de resposta que apresenta uma varidvel as
mudancgas de outra varidvel.
Em geral, dada uma fungédo f derivavel, definimos a elasticidade de f como:

_af(w)
IO @)

Como f poder ser crescente ou decrescente, dizemos que:



8.3. ELASTICIDADE 301

1. f éinelastica se |e¢(,)| < 1.
2. f éelastica se [ef(,)| > 1.
3. f é unitéria se |e 4| = 1.

Existem diversos tipos de elasticidade. N6s estudaremos os mais relevantes.

8.3.1 Elasticidade-preco

Definicao 8.5. A elasticidade-preco da demanda mede o quanto a quantidade demandada responde
a variagdes 1o prego.

Para deixar esta medida de sensibilidade livre de unidades, consideraremos tanto a variagao
na quantidade demandada, quanto a variagdo no preco em termos de percentuais. Assim a
elasticidade-preco da demanda mede as variagdes percentuais desta, ante uma mudanga no
preco da mercadoria demandada. Logo, a elasticidade-preco da demanda é uma medida da
resposta de consumidores a mudangas de precos (aumento ou redugdo) de produtos, bens ou
Servigos.

Para certos tipos de produtos, bens e/ou servigos, os consumidores podem reagir fortemente
quando o pre¢o de um determinado produto sobe ou desce e para outros tipos de produtos,
bens e/ou servigos a demanda néo se altera notavelmente quando o prego varia. No primeiro
caso, dizemos que a demanda ¢ elastica e no segundo que é ineldstica. Quando a varia¢do da
demanda é proporcional a queda de preco ,a demanda é dita unitaria.

Em geral, produtos que ndo tém bons substitutos apresentam menor elasticidade, por exemplo,
a dgua. Por outro lado, os produtos com muitos substitutos apresentam maior elasticidade, por
exemplo, os refrigerantes. A elasticidade da demanda depende de como sdo tracados os limites
do mercado. Mercados definidos de forma restrita tendem a ter uma demanda mais eldstica que
mercados definidos de forma ampla. Entdo, dependendo do tipo de produto e do segmento de
mercado afetado, a elasticidade da demanda pode comportar-se de forma diferente. Do mesmo
modo os produtores também tém suas reagdes e a oferta pode ser eldstica ou ineldstica.

A elasticidade-preco da demanda é denotada e definida por:

Variagdo percentual da quantidade demandada
quantidade
Variagdo percentual do preco

preco

Isto é, se z = f(p) é a funcdo da demanda:

0 T — o
_

£
p 9
o P—DPo

onde py € o prego inicial, p o prego atual, g = f(po) a quantidade demandada inicial e z = f(p)
a quantidade demandada atual.

Se a variagdo percentual na quantidade demandada é maior que a variagdo percentual do preco,
a elasticidade-preco da demanda serd em valor absoluto, maior que um . Neste caso temos
que a demanda ¢ elastica. Se a variagdo percentual na quantidade demandada é menor que a
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variagdo percentual do prego, a elasticidade-preco da demanda serd em valor absoluto menor
que um. Neste caso temos que a demanda é ineléstica. Se a variacdo percentual na quantidade
demandada é igual a variagdo percentual do prego, a elasticidade-preco da demanda serd em
valor absoluto igual a um. Neste caso temos que a demanda € unitéria.

Exemplo 8.4.

[1] A um prego de 30 reais a demanda de um certo bem é de 300 unidades; se o pre¢co aumenta
para 45 reais a demanda diminui para 225 unidades. Calcule a elasticidade-preco.

Denotemos por pg = 30, p = 45, g = 300 e x = 225, entdo:
_DPo T _ 30 225-300 1

“p X0 p—po_%>< 45-30 2

Logo, |ep| < 1; a demanda € ineldastica. Isto é, uma variagdo percentual no preco implica em
uma varia¢do menor na demanda e de sinal contrédrio a quantidade demandada.

[2] A um prego de 2.5 reais a demanda de um certo bem é de 6 unidades e se o pre¢co aumenta
para 3 reais a demanda diminui zero unidades. Calcule a elasticidade-preco.
Denotemos por pg = 2.5, p = 3, 29 = 6 e x = 0, entdo:
25 6 _
PU6 05
Logo, |ep| > 1, a demanda é eldstica. Isto é, uma varia¢do percentual no preco implica em uma
variagdo maior na demanda e de sinal contrério a quantidade demandada.

—9.

No caso em que as fung¢des envolvidas sejam diferencidveis; isto €, a fun¢do da demanda
x = f(p) seja diferencidvel, temos que a elasticidade-preco da demanda é:

. POz
P dp
Note que:
. dr
ep <0 pois z,p>0 e d—pgo.

Observagdes 8.1.

1. Se ¢, = 0, a demanda-preco é dita perfeitamente ineldstica e implica em que a demanda
ndo varia por mudangas no prego.

2. Se 0 < |gp| < 1, a demanda-preco é ineldstica e como sabemos, implica em que a variagdo
percentual da quantidade demandada seja menor que a variagdo percentual do preco.

3. Se |ep| = 1, a demanda-prego ¢ elasticamente unitdria e como sabemos, implica em que a
variacgdo percentual da quantidade demandada seja igual & variacdo percentual do prego.

4. Sel < |gp| < 400, a demanda-preco é elastica e como sabemos, implica em que a variagdo
percentual da quantidade demandada seja maior que a variacdo percentual do preco.

5. Se |gp| = 400, a demanda-preco é dita perfeitamente eldstica e implica em que os con-
sumidores estejam dispostos a comprar tudo o que é ofertado a um preco determinado e
nada a um prego superior.
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Demanda Polinomial de Primeiro Grau ou Afim

Consideremos uma fun¢do de demanda afim z = f(p) = —ap + b, a > 0. Entao:
. _Pdr_ _ap
P dp oz

Se €, = 0, entdo o coeficiente angular a = 0; logo, a curva de demanda é paralela ao eixo dos p
passando por b.

Se |ep| = +00, entdo x = 0 e temos que ap = b e a curva da demanda é paralela ao eixo dos z
passando por b/a

X X

p bla p

Figura 8.14: Demanda-preco perfeitamente ineldstica e perfeitamente eldstica, respectivamente.

Se |ep| = 1, entdo ap = z, logo temos uma reta passando pela origem perpendicular ao gréfico
da fungdo de demanda e que se intersectam no ponto (b/2a, b/2).

e =1

O<[el<1

jel=teo
R b/2a bla\, p

Figura 8.15: Demanda no caso afim.

A porgdo de reta que fica no semi-plano ap < x corresponde a demanda inelastica e a porgao
de reta que fica no semi-plano ap > z corresponde a demanda elastica.
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Demanda Polinomial de Segundo Grau ou Quadratica
Se a fun¢do da demanda de uma empresa é dada por
z=flp)=b—ap?®, a>0 e b>0,

estudemos sua elasticidade.

Sex = f(p) = b— ap?, entdo:

Entédo, e, = 0sep = 0;logo = b.

b
5p:—|—oosep:\/7.
a
lep| =1sep = iL00'
Pl = RSEP =g, HOBY:
b

I'b
0< <l<—=—=0<p< — 1< < p > —.
cp p 3a © cp p 3a

Exemplo 8.5.

Se funcdo de demanda é x = f(p) = 18 — 2 p?, temos:

4p2
Ep = ——.

x

ep=0sep=0,istoéz = 18.

gp = +oosep = 3.

lep] = 1sep=+/3.Logo,0<e, <lse0<p<+3el<eg,sep>+3.
X

18

1 2 3 P

Figura 8.16: Demanda x = f(p) = 18 — 2p? (azul) e ¢, (vermelho).
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Demanda Racional
Consideremos uma funcdo de demanda xz = f(p) = kp~",r > 0e k > 0. Entdo:

L _Pdr_
P g dp

A elasticidade-preco da demanda é constante. A demanda nédo tem variacdo com o prego.

X

p

Figura 8.17: Demanda z = f(p) = kp™".

8.3.2 Elasticidade-preco e Receita

Considere a fungdo de receita total R(z) = z f(z), onde p = f(z) é uma fungdo de preco; entdo:

dR d d z d
RMg(x):dx:f(i)—Fxf—p—i-a:p:p[l—i—pdiﬂ

dor dx
1
=p [1 + ] .
p
Entao:
RMgy(z) <0 se e, >—1
RMy(z) =0 se e,=-1
RMgy(z) >0 se g, <—1
Se |ep| < 1, entdo RMy(x) < 0, ou seja, se 0 preco sobe, a receita total sobe e se o prego diminui
a receita total diminui.

Se |ep| > 1, entdo RMy(xz) > 0, ou seja, se o prego sobe a receita total diminui e se o prego
diminui a receita total sobe.

Se |ep| =1, entdo RMy(x) = 0 e a receita total permanece constante.

servamos acima que xg € um ponto critico de R = R(x) se, e somente se ¢,(xg) = —1 e
Ob to critico de R = R t » 1
portanto xp é um ponto de maximo da receita.

Logo, podemos concluir que se a demanda de um bem estad na parte eldstica da demanda é
de interesse do produtor reduzir o preco do bem para que a receita total aumente. Agora se a
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demanda estd na parte ineldstica da demanda é de interesse do produtor aumentar o prego do
bem para que a receita total aumente.

A elasticidade da receita para fungdes do tipo: R(z) = = f(x) é dada por:

. _ z R'(z) _ RMg(x) _ P [
o) = "R(x) flo) ~ fl@)

Logo, a elasticidade da receita depende essencialmente da elasticidade-preco da demanda.

1 1
1+—|=1+—.

Exemplo 8.6.

[1] A demanda de um certo produto é dada por x = 50 — p, 0 < p < 50.
(a) Determine os intervalos de prego para os quais a demanda € eldstica, ineldstica e unitaria.
(b) Estude o comportamento da receita utilizando o item (a).

p dx P
(a)Comoap:;d—p:—E)O_

s notamos que p > 0 e 50 — p > 0; logo

lep] =1<=50—p=p<=p=25
lep] <1l<=p<0—p<=p<25
lep] >1<=50—p<p<=p>25.

A demanda é ineldstica em [0, 25), eldstica em (25, 50] e unitaria para p = 25.
Se p € [0,25) a receita aumenta, se p € (25, 50] a receita diminui e a receita é maxima em p = 25.

Note que a receita é R(z) = x (50 — ).

y

600
500F
4000
300
2001

1001

X

. . . . . . . . .
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 8.18: Grafico de R(z) = z (50 — z).

[2] Se o prego e a demanda de um certo produto sdo dados por p? + 22 = 3, determine o ponto
em que a receita maxima.

Note que: RM,(z) = 0 se, e somente se ¢,(xz) = —1. Calculamos ¢,(z) derivando implicita-
mente p? + 22 = 3 :
dx dx 3p?
2
2g — = —=-2
3p°+ 2z i 0= . 52
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Ent3o:
3 p3

9
€p($) == —27:1;2 =—-1«— IL'Q = 5

3 (o .
Logo x = —= é um ponto de méximo da receita.

V5

[2] A relagdo entre o prego e a demanda, para um certo produto é (z + 2) p = 400:
(a) Ache a funcao receita.

(b) Ache a elasticidade da receita.

(c) Analise a elasticidade da receita unitaria.

(a) Lembrando que R(z) = z f(z), onde p = f(z) é uma funcdo de preco, temos:

400 400 2
p=1f@)= 5 =R = _—5

(b) Calculamos ¢;,(x) derivando implicitamente (z + 2) p = 400:

dx :c+2:> () :c+2:>€ 1+1 2
— = ep(x) = — = — = )
dp D P x R(z) ep x+2

(¢) ler(w)| = 1 se x = 0; logo, p = 200.

1.0

0.8

0.4

0.2

Figura 8.19: Gréfico de ep(,).

[3] A relagdo entre o preco e a demanda, para um certo produto é z (1 + p?) = 100. Determine
quando a elastacidade-preco da demanda é ineldstica.

Calculamos ¢,(x) derivando implicitamente z (1 + p?) = 100:

2 p?
p’+1

dx 2px
_— = = = —
I g

A demanda é inelastica se |¢,(z)| < 1, donde p < 1.
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8.3.3 Elasticidade-custo

A elasticidade custo é dada por:
_ OM,(x)
“C@) T OM,(z)

Se ¢(x) < 1, entdo o custo de produgdo da seguinte unidade serd menor que o custo médio das
unidades j4 produzidas.

Reciprocamente, se Ec(z) > 1, entdo o custo médio por unidade cresce quando uma unidade
adicional for produzida.

Exemplo 8.7.

Sabendo que numa empresa, o custo total para produzir uma quantidade = de unidades de um
certo bem é dada por C(z) = 22 + 900, determine a elasticidade custo paraz =10,z =30e
x = 60.

C'(z) = 2 x; entdo:
2 x? )
SC@ = 52 900°
logo:

02 se z=10
5C(z) = 1 se x=30
1.6 se x =60.
Para x = 10 é inelastica, para = 30 é unitdria e para x = 60 é eldstica.
15

10

05

10 2 30 40 50 60 70

Figura 8.20: Grafico de e¢(y)-
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8.4 Exercicios

1. Determine a fun¢do de custo marginal se a func¢do de custo médio para produzir um certo
produto é dada por:

1000

CMe(z) =2x + PO

2. O custo total para produzir um certo produto é dado por:

5 2

= 5000.
243 +

C(z)
(a) Determine o custo e o custo médio marginal para x = 0, z = 20 e z = 50.

(b) Esboce os graficos do custo e do custo médio marginal.

3. Numa fébrica o custo total para produzir « unidades didrias é:

C(z)=—23+1002% + z + 4

e a demanda é:

x =40 — \/p? +p.
(a) Determine o custo marginal para z = 0, z = 10 e x = 100.
(b) Esboce os graficos do custo e da demanda marginal.

(c) Determine o lucro e o lucro marginal.
4. Numa fébrica o custo total para produzir z unidades diarias é modelado por:
C(x) = 0.62° — 2% + 50z + 400,
o de produgdo é:
P(z) = —23 +82% + 40z
e o lucro:
L(z) =25V a3 + x2.
(a) Determine o custo e o custo marginal para x = 0, z = 10 e z = 100.

(b) Determine a produtividade marginal para x = 0, z = 10 e z = 100.

(c) Determine o lucro marginal para x = 0, = 10 e z = 100.
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Numa fébrica o custo total para produzir  unidades didrias é:

C(z) =0.32% —22% + 500 z.
(a) Em que nivel de producao o custo médio por unidade serd menor?
(b) Em que nivel de produgédo o custo médio por unidade serd igual ao do custo marginal?

(c) Esboce os graficos do custo médio e marginal no mesmo sistema de coordenadas.

O custo médio de uma empresa é dado por:

CMe(z) =30z — 622 + 2°.
(a) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento.

(b) Determine os pontos de méximo e de minimo, se existirem.

A relagio entre preco e a demanda de um certo produto é p = 40 e¢~*/2, sendo p o prego
unitario e  a demanda mensal. Determine o preco que torna a receita mensal maxima.

Uma empresa tem como funcéo de custo total C(z) = 3022 + 10 x + 350.
(a) Determine o custo total marginal e o custo médio em x = 0 e x = 50.

(b) Minimize o custo.

Uma empresa tem como fungéo de custo total C(z) = 2 + 5z + 30.
(a) Determine o custo total marginal e o custo médio em x = 0 e x = 50.

(b) Determine a quantidade que deve ser produzida se desejamos minimizar o custo mé-
dio.

O custo total para produzir um certo bem é C(z) = 2% + 10z + 400 e a demanda deste
bem é p = 125 — 3 z.

(a) Determine o valor de x que maximiza a receita total.

(b) Determine o valor de = que maximiza o lucro total.

Uma companhia estima que a demanda anual de um certo produto é dada por:

p = 180000 — 250 x,

onde z é o nimero de unidades demandadas e p é o preco em reais. O custo total de
producdo é dado por:
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12.

13.

14.

15.

16.

C(x) = 35000 + 300 2 + 0.001 z°.
(a) Maximize o lucro total.

(b) Qual é o prego que deveria ser fixado?

Uma empresa vende uma quantidade z de unidades de um certo produto obtendo um
lucro L(z) = —0.2 23 4+ 10 2 — 200.

(a) Determine quando a empresa tem lucro.
(b) Determine o lucro marginal.

(c) Maximize o lucro total.

Uma empresa tem como fungdes de custo total e de preco C(z) = 23 — 1022 + 40z e
p=200—-10x.

(a) Determine o custo total marginal em z = 0 e x = 100.
(b) Determine a receita total e a receita total marginal.
(c) Determine o lucro total.

(d) Maximize o lucro total.

As fungoes de custo total e receita total de uma empresa que produz um certo produto
sdo C(x) = 50000 + 20 z 4+ 0.0001 2% e R(x) = 60z — 0.004 22, respectivamente.

(a) Maximize o lucro.

(b) Qual é o lucro maximo?.

Uma empresa foi fundada em 1990 e sua capacidade de produgdo P=P(t) evoluiu se-

gundo:

50000
P(t) = t > 0.
*) [700 + (¢t — 20)2]? -

(a) Em que ano a empresa alcan¢ou sua capacidade méxima de produgao?

(b) Qual foi essa capacidade?

O custo total de uma empresa é C(z) = —0.52% +102% — 16 2+ 120 e 0 preco de equilibrio
€ 10 reais.

(a) Calcule o custo marginal.
(b) Calcule a receita marginal.

(c) Maximize o lucro.
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17. Um produtor descobre que quando o prego unitdrio de um produto era de 6 um. a
demada era de 4200 unidades e quando o preco era de 8 um. a demanda era de 3800
unidades. Admitindo que a fungdo de demanda é afim, determine o preco que deve ser
cobrado para que a receita mensal seja médxima?

18. A demanda de uma empresa é dada por x = In(p? + 1) tal que p > 1.
(a) Determine a elasticidade da demanda.
(b) Determine a elasticidade da demanda para p = 100. Interprete sua resposta.
(c) Determine a elasticidade da demanda para p = 1000. Interprete sua resposta.

(d) Se a elasticidade da demanda é 1, interprete sua resposta em relagdo ao prego.

19. Numa fébrica o custo total para produzir = unidades dirias ¢ C(z) = 3 + 2022 — z + 4.
(a) Determine a elasticidade do custo.
(b) Determine a elasticidade do custo para p = 100. Interprete sua resposta.

(c) Determine a elasticidade do custo para p = 1000. Interprete sua resposta.

20. Analise a elasticidade da fun¢do de demandaz =b—a P>, a > 0.



Capitulo 9

INTEGRACAO INDEFINIDA

9.1 Introducao

Na primeira parte do capitulo mostraremos como obter uma fungdo conhecendo apenas a sua
derivada. Este problema é chamado de integragdo indefinida.

Definicdo 9.1. Uma fungio F(x) é chamada uma primitiva da funcio f(x) no intervalo I se para todo
x € I, tem-se:

Muitas vezes ndo faremos mengédo ao intervalo I, mas a primitiva de uma fun¢do sempre sera
definida sobre um intervalo.

Exemplo 9.1.

[1] Seja f(z) = €*, entdo F(z) = e® é uma primitiva de f em R, pois Fl(z) = = f(z).
F'(z) = e* + 200 é também uma primitiva de f em R, pois F'(z) = ¢* = f(z). Na verdade
F(x) = €” + ¢, para todo ¢ € R é uma primitiva de f. De fato, F'(z) = e* = f(x).

[2] Seja f(z) = 423, entdo F(z) = x* é uma primitiva de f em R, p01s F'(z) = 423 = f(2).
F(z) = 2* + 5 é também uma primitiva de f em R, pois F'(z) = = f(x). Na verdade,
F(z) = 2* + ¢, para todo ¢ € R é primitiva de f pois F'(z) = 2% = f(x)

[3] Seja:
2 = 1 z€la,b]
/@) {0 x ¢ [a,b].

Nao existe fungao definida em todo R cuja derivada seja igual a f(z). Por outro lado, considere
a seguinte fungdo:

0 T <a
Fz)=<xz—a z€[a,b
b—a x>0

F(z) é uma funcdo continua em todo R e F'(z) = f(z) se € (a,b). Logo, F é uma primitiva
de f em (a,b).

313
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Em geral, uma fungdo f admite uma infinidade de primitivas sobre um intervalo. E o que
assegura a seguinte proposicao:

Proposicao 9.1. Seja F uma primitiva da fungio f no intervalo I. Entdo, G(x) = F(x) +¢,c € R, é
também primitiva de f no intervalo I.

A pergunta natural que surge, a seguir, é: se F' e G sdo primitivas de uma funcdo f sobre um
intervalo, serd que F’ e G estdo relacionadas de alguma forma? A resposta a esta questdo é dada
pela seguinte proposigéo:

Proposicdo 9.2. Se F e G sdo primitivas de uma fungdo f num intervalo I, entdo existe ¢ € R tal que
F(z) = G(x) + ¢, para todo x € 1.

De fato, seja H(z) = F(z) — G(z); entdo, para todo = € I, temos que:

H'(z) = F'(z) = G'(z) = = f(2) = f(z) =0
Como consequéncia do Teorema do Valor Médio, para todo = € I, H(x) = ¢; entdo, para todo
zel F(x)—G(x)=c.

Em outras palavras, duas primitivas de uma fungdo diferem por uma constante. Logo, se co-
nhecemos uma primitiva de uma fungdo, conhecemos todas as primitivas da fung¢do. De fato,
basta somar uma constante a primitiva conhecida para obter as outras.

Exemplo 9.2.

ax

[1] Seja f(x) = €**, a # 0. Uma primitiva desta fungdo é F'(z) = e ; logo, toda primitiva de f
a

/

ax

édotipoG(a:):%+c,c€R.

/ 1

x\\\\\ w

Figura 9.1: Graficos de f e algumas primitivas de f(z) = e**.

1
[2] Seja f(x) = —iz, x # 0. Uma primitiva desta fun¢do é F'(z) = —; logo, toda primitiva de f
T xT

1
é do tipo G(z) = —?+c,c€R.
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Definicdo 9.2. Seja F(x) uma primitiva da fungdo f(x) no intervalo I. A expressio F(x) + ¢, c € R
é chamada a integral indefinida da funcao f e é denotada por:

/f(:u) de = F(z)+¢

Note que

Em particular:

/ F(@)do = f(z) +c.

Teorema 9.1. (Linearidade da Integral) Sejam F, G primitivas de f e g, respectivamente, num
intervalo e o, B € R. Entdo, o F' + 3 G é uma primitivade o f + [ g, e:

/[af( )+ Bg(x x—a/f demB/

Prova: Se F' e G sdo primitivas de f e g, respectivamente, entdo o F'(z) + 8 G(z) é primitiva de

a f(z) + B g(x); logo:

/ [ f(z) + Bg(®)] dv = (a F(z) + BG(2)) + c = a (F(z) + 1) + B (G(z) + ¢2)

Za/f(fﬂ)dwr,@’/g(fv)dw

Exemplo 9.3.

Calcule as seguintes integrais:

[1] /(x+1)2d$
2]/ 106 +7 d

[1] [3] Observe que (z + 1)? = 22 + 2z + 1; logo, usando o Teorema de linearidade:

3
/(x+1)2da::/(m2+2x+1)dx:/a:2da:+2/a;dx—i—/dx:563+x2+x+c.

[2] Usando o Teorema de linearidade, podemos escrever a integral como:
1
/(10€w+%)d$:10/6 dz + ii/l;

Como (ez)/ =eve % ( v a:3)/ entio:

\/7/
/( z 1)d$:106x+%\4/l’73+0.
Vx 3
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Assim o processo de integrar se reduz a descobrir uma fungdo conhecendo apenas sua deri-
vada; usando a tabela de derivadas do capitulo anterior, obtemos uma lista de integrais cha-
madas imediatas. Esta lista pode ser comprovada derivando cada resultado da integral e con-
sultando a tabela de derivada. Por exemplo, na tabela de derivadas do capitulo anterior temos
que:

dx

1
(In(z)) = = entdo, e In(z) + c.

No entanto, ndo incluimos como imediatas, por exemplo, integrais do tipo [ in(z) dx, pois ndo

é evidente encontrar uma fun¢do que tem como derivada In(z). Para resolver este impasse,
estudaremos os chamados métodos de integracdao, que nos permitirdo calcular integrais nao
imediatas.

9.2 Tabela

Usaremos como varidvel independente w.
1./du:u+c 4./a“du:l:(l;)+c,a>0,(a7£1)
2 [ = in(jul) 5. [eran=c e

ua+1
3. /u du:a+1+c,a€R—{—1}

Métodos de Integracao
Nas préximas se¢Oes apresentaremos os métodos mais utilizados que nos permitirdo determi-

nar uma grande quantidade de integrais ndo imediatas. O primeiro a ser estudado se baseia na
regra da cadeia.

9.3 Método de Substituicao

Sejam F' uma primitiva de f num intervalo I e g uma funcdo derivével tal que F o g esteja
definida. Usando a regra da cadeia; temos, (F(g(x)))/ =F'(g(z))-¢'(z) = f(g9(x))-¢'(x). Logo,
F(g(x)) é uma primitiva de f(g(z)) - ¢'(z), entdo:

L/ﬂmwwwasz@u»+a

fazendo u = g(x), tem-se du = ¢'(x) dz; substituindo na expressdo anterior:

{/ﬂﬂ@%dmmxszwwuzFWHﬂ
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Exemplo 9.4.

Calcule as seguintes integrais:

2
[1] / 1 +x 5 dv. Fazendou =1+ 22, entdo du = 2z dx. Substituindo na integral:
T

2z du 9

d d
[2] / ﬁ Fazendo u = 3z + 7, entdo du = 3 dx ou, equivalentemente, ?u = dx. Substi-

tuindo na integral:

[
Bx+77 ) 347 3 ) W 18uS 183z +T7)6

l d
[3] / n(z) dx. Fazendo u = In(z), entdo du = % Substituindo na integral:

T X
l 2 In(x))”
/ n() dx:/udu:u—i—c:(n(x))—i—c.
T 2 2
9.3.1 Outros Tipos de Substitui¢des
Exemplo 9.5.
Calcule as seguintes integrais:
xdz

[

vo+1

d
Fazendou = vz + 1, entdoz = u?2 — 1,dz = 2udue 2du = \/a%;
d 2u? 2
\/9% (u2—1)du:%—2u+c:§($+1)3/2—2\/ﬂc~|—1—|—0.

(2] / ——

V14 \3/5

Fazendou = 1+ ¢/z,entdoz = (u —1)3 edz = 3 (u — 1)? du;

W2 932

Vit Vu 5 3
= L &) : 3/2\3 3
=6z /(L+ ¥2r -2+ ¥a) 149 )+e
1
3]/ 2+
Seja u = { (1‘+3);entﬁo,m:u3—3edx:3u2du;m2+1:u6—6u3+10
L 1
\x/l% :3/(u6_6u3+10)udu:3/( — 6u’ + 10u) du 3%_%_’_15” +e

-0 (x+3)2 (52° — 182 +101) +¢
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9.4 Meétodo de Integracao por Partes
Sejam f e g func¢des derivéveis no intervalo /. Derivando o produto f - g:
(f(@) g(@) = f'(@) g(x) + f(z) g (),

ou, equivalentemente, f(z) ¢'(z) = (f(z) g(x)) — f'(z) g(z). Integrando ambos os lados:

/ f(2) g (@) de = f(x) g(x) — / F() g(a) de;

fazendo: u = f(x) e dv = ¢/(z) dz, temos: du = f'(x) dx e v = g(x). Logo:

/f(m)g/(a:)dx—/udv—uv—/vdu

Este método de integragdo nos permite transformar a integragdo de u dv na integragdo de v du.
E importante saber “escolher” a substituicdo u e dv na integral de partida. Devemos escolher
v’ tal que permita determinar v. As expressdes de v’ e v devem ser mais simples que as de u e
v/, respectivamente.

Exemplo 9.6.

Calcule as seguintes integrais:
[1] /ln(x) dx.

d
Fagamos u = In(z) e dv = dz; entdo, du = ax e v = z; logo:
T

/ln(x)dx:/udv:uv—/vdu:xln(x)—/dac:xln(x)—x—i—c.

[2] / z e dx.
2x

Facamosu =x e dv = e2? dx; entdo, du = dr e v = 7; logo:

2 2x 2z
2 _ _ _ _ze _1 2 _owe® et
/xe dx—/udv—uv /vdu— 5 2/6 dr = 5 4+c.
[3]/3:3 e da.

Aqui usamos, novamente, os dois métodos:

dt
Substituicdo: seja t = z2; entdo, dt = 2z dx ou 5 =32 dx;

1
/a:g e dx = 2/tetdt.



9.5. METODO PARA INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS OUFRACOES PARCIAIS319

Integrando por partes: fazemos u = t e dv = €' dt; entdo, du = dt e v = e':

3 x? _} t _} _1 _ _} t_/t
/ace da:—2/tedt—2/udv—2(uv /Udu)—Q(te edt)

1 @
=—(tel —e) = %(ﬁ—l)—i—c.

2
9.5 Método para Integracao de Func¢des Racionais ou
Fra¢oes Parciais

Um polindmio P(z) de coeficientes reais pode ser sempre expresso como um produto de fatores
lineares e/ou quadréticos. Naturalmente esta decomposi¢do depende essencialmente do grau
de P(x).

[1] P(z) = (z —a1) (x — a2)..ev...... (x —ay) ou
[2] P(z) = (z —a)" (x — b1)........ (x — bs) ou
[38] P(z) = (az® + bx +¢) (z — dy)......(x — d;) ou
[4] P(z) = (az? + bz + )" (x — dy)......(x — d))
Exemplo 9.7.
[ Px)=22-32+2=(z—2)(z - 1).
2] P(z) =23 + 422 + 52 +2 = (v + 1) (x + 2).
BlP(z)=2 -2 +2—1= (22 +1)(z —1).
[4] P(z) = 28 + 27 — 92% + 32° — 332% + 323 — 3522 + v — 12 = (22 + 1)® (z — 3) (z + 4).
Seja uma fungéo racional:
P(z)
Q(z)

A decomposi¢do de uma fungao racional em fra¢des mais simples, depende do modo em que o
polindmio Q(z) se decompde em fatores lineares e/ou quadréaticos. Se numa fungdo racional o
grau de P(z) é maior ou igual ao grau de (), entdo podemos dividir os polindmios. De fato,
se grau(P(z)) > grau(Q(z)) entdo

P(x) = Q(z) A(x) + R(x),

onde grau(R(z)) < grau(Q(x)); entdo, Ple) = A(z) + M Logo, basta estudar o caso em

Q(z) Q(x)

grau(P(z)) < grau(Q(z)),

pois, caso contrario efetuamos a divisdo dos polinomios.

que:
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Caso 1: Q(x) se decompde em fatores lineares distintos.

Entao:

Q) = (z— a) (@ — az).....(w — an) |

onde a; € R sdo distintos dois a dois; entédo

_ P(x) A As ﬂ
f(x)_Q(x)_(x—al)Jr(:L‘—ag)Jr .......... +(m_an)
onde Ay, Ag, ....... A,, sdo constantes a determinar.
B @ B dx dx dx
/f(x)d:v— / 0 dr = A /(x—al) + Ay /(x—ag) + o + A, /(x—an)'
dx

Calculemos I = / .
(x — a;)
@

Fazendo u = x — a;; entdo, [ = o= In(Jul) + ¢ = In(Jx — a;]) + ¢; logo:

/f($) dr = Ay in(|x — a1]) + As In(Jz — as]) + ....... + A In(|lz — anl) + ¢

onde A1, As, ....... A,, sdo as constantes a determinar.

Exemplo 9.8.

Calcule as seguintes integrais:

3 2 — 929
[1]I:/x +5x° —x d.

22 +3x—10
Observe que grau(P(x)) > grau(Q(x)). Dividindo os polindmios:

x3+5x2—x—22_(+2)+ 3z —2
2+3z-10 243510

A seguir, aplicamos o método a dltima parcela da direita:

31 —2 z? 3r—2
1= 2)d _ 072 =L 49 _0rTE g
/(Wr ) x+/az2—|—3x—10 r=o $+/x2+3x—10 .

Calculemos / :ﬂizim dz. Fatorando: 22 + 32 — 10 = (z + 5) (z — 2); temos:
3xr—2 A1 Ag A1($—2)+A2(I+5)
?+32-10 z+5 z-2 2+3z-10
Comparando os numeradores: 3z —2 = A;(z —2)+ Az (x +5). As raizes do polindmio Q(x) sdo
x = 2 e x = —b; agora substituimos cada raiz na tltima expressdo. Se x = 2 teremos 4 =7 Az e
Ay = 2 Sex = —5,entdo —17 = —TA;e A; = 1—77 Logo, podemos decompor a fragdo inicial

em:
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3r-2 17T 4
24+3x—-10 T(x+5) T(x—2)
-2 1 4
ok dx = 1 In(|z+5|) + - In(]z — 2|). A integral procurada é:

22+ 32 -10 7

2 17 4
=5 +22+ = In(le +5]) + = In(le = 20) +c.

5x3 — 622 — 68z — 16
211 = dz.
2] / x3 — 222 — 8z v

Note que grau(P(x)) = grau(Q(x)). Dividindo os polindmios:

Entdo, pelo Caso 1: /

5% —62% — 682 —16 =5 (23 — 222 — 8x) + (42% — 282 — 16).

5963—6962—683:—1675 422 — 281 — 16
3 —2x2 -8z o 3 —2x2 -8z
422 —-282x — 16 422 -282 — 16
/5 x+/x3—2x2—8x o 5x+/x3—2$2—8x o

Aplicando o método a tltima parcela da direita, calculemos

2 _ _
I — / 4z 28x — 16 d.
3 — 222 — 8z

Entao:

Primeiro observemos que 7% — 22?2 — 8z = z (v — 4) (z + 2):

422 - 283 —16 A, As n Az Ar(x—4)(z+2)+ Az (z+2)+Asx(z—4)
3 —222—-8x x x—-4 z+2 73— 222 —8x '

Comparando os numeradores: 422 —28 7 — 16 = Ay (v +2) (v —4) + A v (z+2) + Az z (v — 4);

as raizes do polindmio Q(z) sdo z = 0, z = 4 e x = —2; agora substituimos cada raiz na tltima
expressao.

. . 8 . 14 e
Se x =0, entdo, A1 = 2; se x = 4 entdo, Ay = -3 esex = —2, entdo, Az = 3 A fragdo inicial

pode ser decomposta em:

472 —28x—16 2 8 14

3 —222 -8z «x 3(x—4)+3(m—l—2)'

14
Pelo Caso 1, temos: II = 2in(|z|) — gln(\x —4]) + 3 In(|z + 2|) + ¢. A integral procurada é:

8 14
I=5x+2in(|z]) — 3 In(lxz —4|) + 3 In(lz+2|) +c.
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Observagio 9.1.

Nos exemplos anteriores a forma de determinar os coeficientes é equivalente a resolver um
sistema de equagdes.

Consideremos o exemplo 2:
402 - 282 —16=A1 (z+2)(x —4) + Agz (z+2) + A3z (z — 4)
Ordenando o segundo membro em poténcias de x, temos:
4a? =282 —16 = (A; + Ag + A3) 2> + (=2 A1 +2 A5 — 4 A3)x — 8 Ay.

Comparando os polindmios e sabendo que dois polindmios sdo iguais se e somente se 0s coe-
ficientes dos termos do mesmo grau sdo iguais, temos que resolver o seguinte sistema:

A1+ Ay + Aj =4
2A1 —2A5+4A3 =28
8 Ay = 16,
. 8 14
que tem como solugdo: A; =2, Ay = —3 e As = I
du
[3] /u2_a27 a 7é 0.
grau(P(u)) < grau(Q(u)); e u? — a? = (u — a) (u + a); aplicando o método:
1 Ay Ao Al(u + (I) + AQ(U — a)
u2—a?2 u—a u-+ta u? — a?

Comparando os numeradores: 1 = A; (u + a) + Az (u — a); as raizes do polindmio (QQ(u) sdo

.y . . 1
u = a e u = —a; agora substituimos cada raiz na tltima expressdo. Se u = a, entdo, A; = % e
a
- 1 .
se u = —a, entdo, Ay = ~5a A fracdo inicial pode ser decomposta em:
a
1 1 1

2 a2 2a(u—a) 2a(uta)

u

Pelo Caso 1, temos:

1 uU—a
In(|

=5, ) +ec

w2 —a?2 2a

[ = 5 (inllu = a = n(fu+ ) +

U+ a

Aplicamos esta tltima férmula para completamento de quadrados.

Exemplo 9.9.

Calcule as seguintes integrais:

i 5%




9.5. METODO PARA INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS OUFRACOES PARCIAIS323

d d
Comox2—4x:(x—2)2—4:/$2 _56496 :/(96_29)62_4.Fazendou:a:—2,temosdu:d:c.

Substituindo:

dx du 1 u—2 1 T —4
[ 555 = = amsh re= gm0 ve

onde as ultimas igualdades sdo obtidas pela férmula anterior.

dx
[2]/5—:E2—4:E'

Completando os quadrados 5 — 22 — 42 = 9 — (z + 2)? e fazendo u = z + 2, temos du = dx.
Substituindo:

dx du 1 u—3 1 z—1
/5—x2—4:c:_/u2—9:_GZH(‘u+3D+C:_6ln(|x+5‘)+c’

onde as ultimas igualdades sdo obtidas pela férmula anterior.

Caso 2: Q(x) se decompde em fatores lineares, alguns deles repetidos.

Seja x — a; o fator linear de Q(x) de multiplicidade 7 e  a maior poténcia da fatoragdo. Entao,
a cada fator linear repetido associamos uma expressao do tipo:

By n By n n B,
@—a) T @oa T @—a)
onde By, Bo, ....... B, sao constantes a determinar. Em tal caso, integrando esta expressao obte-
mos:
By B,
Bl —a;]) — —— 4+ ...
1in(|z — a;|) z— ag + + (I—r)(z—a;) 1

Os fatores lineares ndo repetidos sdo tratados como no caso 1.
Exemplo 9.10.

Calcule as seguintes integrais:
[1] / 322 +4x+2
xd+222+
Como grau(P(z)) < grau(Q(x)) e 2® +22? +x = x (x + 1)% O fator (z + 1) tem multiplicidade
2 e o fator x é como no caso 1.

3x2+4x+2_é+ BL B
B +2224+x oz x+1 (z+1)2

Comparando os numeradores:

322 4424+2=A4(z+1)°+Biz(z+1)+ Byx.

As raizes do polinémio Q(z) sdo: z = 0 e z = —1; agora, substituimos cada raiz na ultima
expressdo. Se x = 0, entdo A; = 2esex = —1, entdo By = —1. Falta determinar B;. Para
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calcular o valor da constante B;, formamos o sistema de equagdes, obtido da comparagdo dos
coeficientes dos polindmios.

322 +42+2= (A1 + B1)a® + (241 + Bo + By) x + Ay

entao:
A1+ By =3
241+ By + B, =4
Ay =2

Como sabemos os valores de A; e By obtemos, facilmente, B; = 1; entdo:

3x2+4x+2_2+ 1 1
B4+222+2 z z+1  (z+1)2

logo:

T = ln(‘m3 —I—CBQD + L + c.

3+2x2 42 z+1

/3x2—|—4x+2
x4 — 422

Como grau(P(zr)) < grau(Q(z)); z* — 422 = 2% (z — 2) (x + 2). O fator z tem multiplicidade 2
e os fatores x — 2, x + 2 sdo como no caso 1.

3
—1
[2]/fv+3wdm

3
0+ 3z —1 Ay Ao By By
xd — 422 _x—2+x+2+?+§'

Comparando os numeradores:

B3z -1=A12° (@ +2) +A2?(x—2)+Biz(z+2)(z—2)+ By (z—2) (z+2);

as raizes do polindmio Q(z) sdo: © = 0, x = 2 e x = —2. Agora substituimos cada raiz na
) 1 13 15
altima expressdo. Se x = 0, entdo By = —; se x = 2, entdo A; = 6 esexr = —2,entdo Ay = 16

Falta determinar B;. Para calcular o valor da constante B, formamos o sistema de equagdes
obtido da comparacdo dos coeficientes dos polinomios.

$3+3l‘*1 = (A1+A2+B1).T3+(2A1 *2A2+Bg)$2+....;

note que o coeficiente da poténcia ctibica nos dé o valor de B;. De fato, sendo A; + A2+ B; =1,

entéioBl:—Z,
ot —42? " 16(x—2)  16(z+2) 4z 4a?’
logo:
2 +3z—1 13 15 3 1
[ e = (e —2l) + (e 2) — Fin(le]) - 4 e
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Caso 3: Q(x) se decompde em fatores lineares e fatores quadraticos irredutiveis,
sendo que os fatores quadraticos nao se repetem

A cada fator quadratico axz? + bx + ¢ de Q(z) associamos uma expressao do tipo:

Cx+ D
ax?+bxr+ec

onde C, D sdo constantes a determinar. Os fatores lineares sdo tratados como no caso 1 e 2.

Exemplo 9.11.

Calcule as seguintes integrais:

8x2+3x+20
1] Calcule I = .
[1] Calcule /x3+m2+4x+4 T

Primeiramente observamos que grau(P(z)) < grau(Q(z)). Fatorando o polindmio:

Pt tdrtd= = (2 +1)(2* +4).
O tnico fator quadrético irredutivel é x? + 4; o fator x + 1 é como no caso 1.

822 4+3x+20 A LGzt D
34+ r24+4x+4 +1 0 22447

Comparando os numeradores:

822 +324+20=A (2> +4)+ (Cz+D)(z+1)= (A, +C)2® + (C+ D)z +4 Ay + D.

A raiz real do polindmio Q(z) é x = —1; agora substituimos esta raiz na dltima expressdo. Se
x = —1,entdo A; = 5. Formamos o sistema de equagdes, obtido da comparagao dos coeficientes
dos polindmios: A; +C = 8,logo C =3 e C + D = 3 implicaem D = 0.

8z +3x+20 5 L 3w
B4 r24+4x+4 x+1 2244

#Hdm =In(|(z+1)° /(22 + 4)3]) + ¢,

onde a ultima integral é resolvida usando substituicdo simples.

Portanto:
1= 5in(jz+1]) +3 /
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9.6 Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais usando a tabela e, em seguida, derive seus resultados para
conferir as respostas:

(@) /a:(a:—i—?))(x—i— 1) do Q) /mx dx

(b) / (32 +5)° d ) / 6x61r4da;

© ;idx ) / 56

@ /@3 tU e 1) /(9152 - %) dt

(e)/ﬁx—ﬁ+1)dm

o [© “” ‘%x >/+
g)/ it (n) /x3é/g?dx

® [ val \/i—ﬁ) o @ [

\_/ w\w

2. Calcule as seguintes integrais usando o método de substituicdo:

@ | yLd:c 0 [ Vot bl ds
®) [ oy g [

© [Vatsis w® [ zntx

@ [ o/ f:

© [oo-at)dy ) [

®) / 3x2 ©) / x;—:_GBx

(0 /M ® [

3. Calcule as seguintes integrais, usando as substitui¢des dadas:
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dx
@ / er +1

z dx
® |G

, usex = —In(t)

uset =vxr+1

@ [ \/1%
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() /&,usezzl—kﬁ

usez =1+ Jx

4. Calcule as seguintes integrais usando o método de integragdo por partes:

() / re® de

© / (z—1)e " da
d) / %dx

() / \/19”_376195

() / 2t e® da

(g) / (2° — 23 +z)e T da

(h) / zte ™ dx
@) / In3(z) dx

0 [ Vein()ds

) /x\/mdx

5. Calcule a seguinte integral usando primeiramente o método de substituicdo e depois,

integragdo por partes:

(a) /x5e

6. Calcule as seguintes integrais, usando fra¢des parciais:

()/x3+8
(b)/ 4da:
© [ G

d) / :”Zi?f”

(e)/x4—|—332
z3 +x —
O [ xQH
()/x + 8% — 22+ 22 +1
& (22 4+ z)(23 +1)

dx

dx
(h)/x3m2+1)

z+1
()/ (2% 4+ 4x + 5)?

) /x +x+1
dx
1+ 22?)

3 +1
® [
dx
O [ e
dx
(m) /1:8+x6

)/ 3r+1
a:—l—l
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() / dx
x4 =323 + 322 — 2

7. Calcule as seguintes integrais:

@) /x5wdx
(b) /\/ﬁda:

)/ 242
x3+3x2+4

CAPITULO 9. INTEGRACAO INDEFINIDA

) / xx2++11
@ [t

(®) /4:Jc2+123:—



Capitulo 10

INTEGRAIS INDEFINIDAS E
ECONOMIA

10.1 Determinac¢ao de Fun¢des

A seguir apresentaremos o método para determinar uma fun¢do conhecendo apenas sua deri-
vada.

Seja y = f(x) uma funcdo derivavel. Conhecendo sua derivada f’(x), por integracdo determi-
na-se uma familia de fungdes:

y=f(z)+c,

onde ¢ é uma constante arbitrdria.

Exemplo 10.1.
[1] Se o custo marginal de um empresa para produzir  unidades de certo produto é dado por:

CMg(z) =20 — z +0.0123

e se 0 custo para produzir uma unidade do produto é de 100 reais, determine o custo para
produzir 120 unidades.

Observe que:

z3 2 2
= [ cMm = [[20-2+—]dr =200 — — +— +ec.
C(z) /C g(z)dr +c /[ 0—x+ 100](190 0z -3 + 200 T ¢
7801 32199
1)=1 i 6 =1 3 — =77
Por outro lado C(1) 00, isto é 100 +c 00, entdo ¢ 100 e

2 4
32199
C(m):20x—£+L+

o 120) = 513680.49.
5 200 T 100 = C(120) = 513680.49

Isto é, 513680.49 reais.

329
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400000 -

200000 -

100000 (-

Figura 10.1: Gréfico de C' = C(x) do exemplo [1].

[2] Determine a funcdo de oferta x = f(p) de um certo produto, se a oferta marginal é dada
por:

dz

— = 225

dp pvp )

sabendo que para um preco de 13 reais o produto tem uma oferta de 600 unidades.

f(p)z/[dx] dp+c=/p\/gf25dp+c.

dp

Fazendo u = p? — 25 temos du = 2 pdp, logo:

f(p) = ;/\/adu—i—c: (]92_325)3/24-0,
e 600 = f(13) =576 + ¢, entdo c = 24 e:
fp) = =BT _325)3/2 +24.

X
1000,
o0}
600}
a0l
0}

p

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 10.2: Grafico de z = f(p) do exemplo [2].

[3] A taxa de crescimento populacional de uma cidade ¢ dada por P'(t) = 2000 ¢!, t medido
em anos. Se atualmente a cidade tem 100000 habitantes, qual sera a sua popula¢do em 10 anos?
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Integrando:
P(t) = /2000 05t gt 1 e — 4000 05 1 ¢,

Por outro lado P(0) = 100000; logo, 100000 = P(0) = 4000 + c e ¢ = 96000; logo:
P(t) = 4000 €% + 96000

e P(10) = 689653 habitantes, aproximadamente.

P

700000f
500000;
SOOOOOf
400000f
300000f

200000 f

100000

=t

L L L L
2 4 6 8 10

Figura 10.3: Grafico de P = P(t)) do exemplo [3].

[4] A receita marginal para a venda de um produto eletroénico é dada por:

200
RMg(x) = 200 — 0.02 +0.0001 2% + ==,

onde x é o nimero de unidades demandadas. Determine a fun¢do da receita.

200
R(z) = / [200 —0.022 4 0.0001 2> + —— | dx + ¢
r+1
=200 — 0.01 2% + 0.0000333 > + 200 In(z + 1) + c.
Como R(0) =0,entdoc=0e:

R(x) =200z — 0.01 2% 4 0.0000333 2 + 200 In(z + 1).

10.2 Modelos

Nos seguintes pardgrafos apresentaremos alguns modelos elementares utilizados em diversas
Ciéncias. A forma de estudar estes modelos passa pela determinagdo de primitivas para certas
fungoes.

Suponha que temos a seguinte expressdo que relaciona derivadas, fun¢des da varidvel inde-
pendente e da varidvel dependente:

W~ ga)hiy), (10.1)
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onde g e h sdo fung¢des dadas. Reescrevemos (10.1):
1 dy

Integramos, em relacdo a =, ambos os lados da expressdo anterior:

1 dy dr = [ g(z)dz +c = ﬂ: g(z)dz + c.
h(y) dz h(y)

Desta tltima expressdo podemos determinar a fungdo incégnita y = f(x). A expressao (10.1) é
chamada equacao diferencial ordindria de varidveis separaveis.

Exemplo 10.2.
[1] Determine o valor da constante r tal que:
ep(x) = —r
Lembremos que:
p dx p dx 1 dx r
e (@) x dp T dp T dp P

Segundo o roteiro anterior, temos que:

dx

T

”
= — / ” dp + c1 = In(|z|) = —rin(|p|) + In(c);
onde ¢; = [n(c); como p > 0 e z > 0 temos que:
c
z(p) = o
Como ja sabiamos, obtivemos a demanda racional.

[2] Se a elasticidade da demanda é dada por:
2 p2
ep(x) = _1927—5—1
e se para p = 1, temos = = 4, determine a fun¢do da demanda.

Como antes, temos:

p dx p dx 2 p? 1 dx 2p

x dp x dp p?+1 x dp p?+1

Ent3o:

In(z) = —/p2p dp+ ¢1 = In(x) = —In(p? + 1) + In(c).

onde ¢; = In(c), logo:
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10.3 Modelo de Crescimento e Decrescimento Exponencial

Nos capitulos anteriores ja estudamos func¢des que descrevem os fendmenos de crescimento e
decrescimento exponencial; agora, com a ajuda da integral indefinida, estamos em condi¢des
de justificar tais defini¢des.

Este modelo ocorre quando a taxa de variacdo de uma quantidade é proporcional a quantidade
presente.

O modelo ou lei de crescimento exponencial é dado por:

dN
— =kN 10.2
= kN, (102)

onde N = N(t) é uma fungdo derivéavel e k # 0.

Como vimos anteriormente, esta lei pode ser aplicada para modelar uma grande variedade
de situagdes. Antes de apresentar os exemplos, determinemos N = N(t). Primeiramente,
reescrevemos (10.2):

LAy _
N dt
Integrando ambos os lados, em relagdo a ¢:
1 dN dN
/ {th} dt =kt + o :>/N kbt = (N = ki + 1,
donde [N (t)| = C et e C = e“t. Supondo que N(t) > 0, para todo ¢, temos que:
N(t) = CeM.

Se k > 0 o modelo representa o crescimento exponencial e se k < 0 o modelo representa o
decrescimento exponencial.

Exemplo 10.3.

[1] O PIB de um certo pais tem uma taxa de crescimento proporcional ao PIB. Se no primeiro
dia do ano em 2007 o PIB era de U$100 bilhdes e no primeiro dia do ano em 2008 o PIB era de
U$110 bilhoes, pergunta-se:

(a) Qual é o valor esperado do PIB para 2009?
(b) Quando o PIB atingira U$200 bilhdes?

dpP
Denotemos por P = P(t) o PIB do pais no instante ¢, (em anos). Como F k P, temos que:
P(t) = C ekt
No ano inicial (t = 0), temos 100 = P(0) = C, entdo P(t) = 100 **. No ano seguinte (t = 1),
temos 110 = P(1) = 100 €, logo:

11
ek = 1o = k= n(11) — In(10) = 0.09531.
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Logo:
P(t) — 100 60.09531t.
(a) Calculamos P(2) = 121 bilhoes de délares.
(b) Devemos obter ¢, tal que P(t) = 200. Isto ¢, 100 %0931 = 200; logo %0931 = 2 e:

. In(2)
~0.09531

= 7 anos.

200+

150

100

50r

Figura 10.4: Gréafico de P(t) = 100 %0931,

[2] Uma rede de supermercados promove uma grande promogao de um certo produto. Durante
o periodo de promocao a quantidade didria de produtos vendidos era de 30000 unidades. Ap6s
o término da promogéo, a venda do produto decai a uma taxa proporcional as vendas didrias.
Se na primeira semana sem promogdo caiu a 18000 unidades didrias, pede-se:

(a) Determine o volume de vendas passadas 2 semanas da promogao.

(b) Quando a venda atingird a quantidade de 5000 unidades didrias?

av
Denotemos por V' = V() as vendas no instante ¢, (em dias). Como e —kV, temos que:
V(t) = Ce ", onde k > 0.

Durante a promogéo (¢t = 0), temos 30000 = V(0) = C, entdo V() = 30000 e~*". Apés uma
semana (t = 7), temos 18000 = V(7) = 30000 e~ 7%, logo:
7k 3 lTL(3) - ln(5)

e =" =

= (0.07298.
5 7

Logo:
V(t) = 30000 ¢ ~0-07298¢

(a) Calculamos V' (14) = 10799.25.

1

(b) Devemos obter ¢, tal que V (¢) = 5000. Isto é, 30000 ¢ ~0-97298f = 5000, logo e~0-07298¢ = 5
‘ In(6)

~0.07298

=~ 24 dias.
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Figura 10.5: Gréfico de P(t) = 30000 ¢~ 007298,

10.3.1 Modelo de Gompertz

Este modelo é utilizado em Ciéncias Atuariais como modelo de envelhecimento e morte numa
populacéo.

O modelo de Gompertz é dado por:

dN m
— =kNn (N)’ (10.3)

onde N = N(¢) é uma fungdo derivavel e k, m % 0.
Fazendo a mudanga u(t) = In (%) na equagao (10.3), obtemos o modelo linear:
/ —kt m
u =—-ku= u=ce :ln(ﬁ):ce =
Logo, a solugdo de (10.3) é:

—kt

N(t)=me “°

Se a populagdo inicial N(0) = ngp, temos que ng = me~¢, logo:

m
— In(—
e=in(™)
Note que:
lim N(t)=m
t——+o00
Exemplo 10.4.

Uma populagdo tem um crescimento de £ = 0.71 por ano, m = 80.5 milhdes e ng = 0.25m.
Aplicar o modelo de Gompertz para encontrar a populagdo ap6és dois anos.

Como N(0) = 80.5 e ¢ = 5.0814:

0.71t

N(t) = 80.5e 0%

Entdo, N(24) = 80.499.
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80—
60 -
40 -

20+

L L L L
0 10 20 30 40

Figura 10.6: Grafico de N (t).

104 Modelo de Crescimento Logistico

O modelo de crescimento exponencial ndo serve se é utilizado a longo prazo, pois, em geral,
o crescimento de uma economia ou de uma populacdo sempre é limitado por diversos fato-
res. Uma economia ou uma populacdo ndo pode crescer indefinidamente. A fungdo logistica
mostra-se bastante exata na predigdo de certos padrdes de crescimento num espago limitado.

O modelo de crescimento logistico ou inibido é dado por:

kN (- W), (10.4)

onde N = N(t) é uma fungdo derivéavel e k # 0.

Por exemplo, considere uma criagao de trutas com populacgao inicial Ny numa lagoa sem pre-
dadores. Se a populagdo N = N(t) é pequena, ela tende a crescer a uma taxa proporcional a si
mesma; mas, quando ela se torna grande, hd uma competigao crescente por alimento e espaco e
N cresce a uma taxa menor. Estudos ecolégicos mostram que a lagoa pode suportar uma quan-
tidade maxima de N; individuos, se a taxa de crescimento da populacdo N é conjuntamente
proporcionala N ea Ny — N.

Para determinar NV, primeiramente reescrevemos (10.4):

1 Jav
N(Ni—N)| dt
integramos em relagdo a ¢, aplicando o método de fra¢des parciais:
/dN—k:/dtJr :>1_/dN+ N e
NN —N) ‘T N\ N NNt
e:
In( N )=ktN,+C, onde C=Nc.
N1 —N ’
Fazendo N(0) = Nye C = ln(A)' entao
- 0 - Nl _ NO 4 4
N N
In( )= Ny kt+ In(~——2—):;

N — N N1 — Ny
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N N ekt
N,—N N, —N

logo, ; donde:

B NoNy
o N() + (N1 — N()) e‘let’

N(t)

que é uma fungdo logistica de populacao limite N;. De fato:

lim N(t) = Ny

t——+o00
Exemplo 10.5.

[1] Um portador de maldria retorna para sua comunidade isolada de 1000 habitantes. Supondo
que a taxa segundo a qual a maldria se espalha é proporcional ndo somente ao namero N de
habitantes infectados, mas também ao ntmero de habitantes ndo infectados da comunidade,
determine o nimero de infectados ap6s 8 dias, se no quarto dia o ntimero de infectados era de
50 pessoas.

Seja N = N(t) o nimero de infectados no instante ¢. O ndmero inicial de infectados é No =1 e

o total Ny = 1000, entdo:
1000

N = 157599 ¢ 1000kt

1
Conu)AK4)::5O,hﬂnosque—4ﬂm0k;:log(§é%)::——39623,d0nde—4000k::-—09905&log0

1000
N(t) = 1 + 999 ¢—0-99058% -

Calculamos N (8) = 734 habitantes

N

1000+
800
600
2001

200+

2 4 6 8 10 12

Figura 10.7: Gréfico de N(t).

[2] O nimero N de habitantes de uma cidade de 1200000 habitantes, exposta a uma forte com-
panha de marketing é modelado pela equagéo logistica. Inicialmente a campanha atinge 500
pessoas. Foi observado por pesquisa de opinido que apés 2 dias a campanha atingiu 2000
pessoas. Determine N = N (t).
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Seja N = N(t) o nimero de habitantes expostos a propaganda, no instante ¢. O ndmero inicial
de expostos é Ny = 500 e o total N1 = 1200000, entdo:

_ 600000000
500 + 1199500 ¢—1200000k¢

599
2399

N(t)

1
Como N(2) = 2000, temos que —1200000 % = 5 log(=-—) = —0.693773, logo:

N 600000000
(*) = 500 T 1199500 c 06957737

10.5 Modelo de Resfriamento de Newton

Este modelo foi proposto por Newton para o estudo do calor em corpos. Se a taxa de varia-
¢do de uma quantidade varia a uma taxa proporcional a diferenga entre um nimero fixo e a

quantidade, temos:

dT
— = k(A=T(1)), (10.5)

onde T' = T'(t) é uma fungdo derivavel e k > 0. No casoem que T' = T'(t) é a temperatura de um
corpo e A é a temperatura ambiente temos a lei de resfriamento de Newton. No6s utilizaremos
este modelo como modelo de aprendizado. Primeiramente, reescrevemos (10.5):

1 g_k
A—T| dt

Integrando ambos os lados, em relagdo a t:
1 dT dT

como A — T > 0, para todo t, temos que:

T(t)=A—Ce™*,
O gréfico de T' = T'(t) é dito curva de aprendizagem. Note que:

lim T(t) = A.

t——+o0

Exemplo 10.6.

[1] Uma fébrica de carros deseja implementar uma nova linha de montagem. Segundo estudos
feitos, se T' unidades forem completadas por dia apés ¢ dias na linha de montagem, entédo:
ar
— =k(90-T).
p (90 —1T)

No primeiro dia de trabalho sdo completadas 60 unidades e, ap6s 5 dias de trabalho sdao com-
pletadas 75 unidades.

(a) Quantas unidades didrias sdo completadas ap6s 9 dias de trabalho?
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(b) Que acontece ap6s 30 dias?

Sabemos que a solugédo é:
T(t) =90 — Ce*t,

(a) Primeiro observamos que 7'(0) = 60, isto é C' = 30; logo:
T(t) = 90 — 30 ekt
Ap6s 5 dias 75 = T(5) = 90 — 30e5%, entdo k = 0.1386 e:
T(t) = 90 — 30 ¢~ 0-1386L,

Logo, T'(9) = 81 carros.
(b) Observe que T'(30) = 89.5308, por outro lado, , li+m T'(t) = 90; isto é, ap6s um més a linha
—1+00

atingiu seu potencial total.

1001
80 /
60

40

20

Figura 10.8: Grafico de T'(t).

[2] Modelo de Evans: Se a taxa de variacdo do preco P de um commodity é proporcional a
diferenca da demanda D e da oferta S de commodity no mercado, em cada instante, temos:

dP

k> 0.
No caso em que S eD sdo fungdes lineares do preco, temos o modelo anterior.

De fato, consideremos as fungdes lineares D = a1 — agp e S = ag — oy p tais que o; > 0, para
=1, 2, 3, 4. Logo:
D -8 = (a1 —a3) — (a2 —a4) p,

dP

1 (o — ) (03— )]
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10.6 Exercicios

1. Um produtor descobriu que seu custo marginal é dado por:

CMy(z) =6x+1 (u.m.)

por unidade, quando x unidades sdo produzidas. O custo para produzir a primeira uni-
dade é de 130 u. m. Determine o custo para produzir 10 unidades.

2. Uma empresa tem lucro marginal:

LMgy(x) =100 -2z (u.m.)

por unidade quando z unidades sdo produzidas. Se o lucro da empresa é de 700 u. m.
quando 10 unidades sdo produzidas, qual é o lucro méximo da empresa?

3. O consumo para um determinado pais é denotado por ¢(z), onde x é a receita nacional
liquida. A propensdo marginal ao consumo é:

d(x) =09+ 0.3 .

Supondo que o consumo seja 10 bilhdes de u. m. quando z = 0, determine c(x).

4. Numa fébrica o custo marginal é C'M,(x) = 0.08 x + 4, quando a produgao é de x unida-
des.

(a) Expresse a funcado custo, sabendo que o custo para produzir 10 unidades é de 80.00 u.
m.

(b) Determine o custo para a produgdo de 20 unidades.

5. Se a receita marginal de uma empresa é:

RMgy(z) =50—-22 (u.m.)

e o custo marginal é 10 u.m. Determine o valor  que maximiza o lucro.

6. Em alguns estudos, a degradacdo ambiental produzida por detritos toxicos é modelada
pela equagdo de Haldane:

@7 as
dt  b+cs+s?’

onde a, b, ¢ > 0 e S = S(t) é a concentracdo do substrato ( a substancia do residuo na
qual as bactérias agem). Determine S = S(t).



Capitulo 11

INTEGRACAO DEFINIDA

11.1 Intodugao

Neste capitulo introduziremos a nogdo de integral definida, cuja origem foi a formalizagao
matematica da idéia do calculo de 4reas de regides planas delimitadas pelos graficos de fun-
¢des. Observemos que somente "sabemos'calcular, efetivamente, a drea de regides limitadas
por segmentos de retas como retdngulos, triangulos ou composi¢oes destes. Como motivagao,
comegaremos com um problema.

Problema: Sejam f, g : [a,b] — R fungdes continuas.. Calcule a érea da regido plana R
delimitada pelo grafico das fung¢des continuas y = f(z), y = g(z), a <z < b.

Figura 11.1: Area da regido dada no problema.

Solucdo do Problema: O subconjunto P = {zg, 21, ......, 2} C [a,b] é chamado de parti¢do
de ordem n do intervalo [a, ] se:

a=x0 <21 <Tg < e < Tpo1 < Ty =>o.

Subdividamos o intervalo [a, b] em n subintervalos, escolhendo os pontos da parti¢do P. For-
memos os seguintes subintervalos:

[0, 1], [T1, 2], ceonene yTn—1, ).
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Denotemos qualquer destes subintervalos por [z;_1, z;], i variando de 1 até n.

Seja Ax; = x; — xi—1 0 comprimento do subintervalo [x;_1,x;], i variando de 1 até n. Note que
estes subintervalos ndo tem necessariamente o mesmo comprimento. Para cada i, variando de
1 até n, consideremos o retangulo R; limitado pelasretas ¢ = x;_1, 2 = z;, y = f(¢i) ey = g(ci),
onde ¢; € [337;_1, CCZ]

Figura 11.2: Subdivisdo da regido.

Obtemos assim n retangulos R;. E intuitivo que a soma das 4reas dos n retangulos é uma
"aproximagdo'da area da regido R. Se n é muito grande ou, equivalentemente, se n cresce,
entdo Ax; ou seja a base do retangulo correspondente é muito pequena e a soma das 4reas dos
n retdngulos aproxima-se cada vez mais da drea da regido R.

4

N
Figura 11.3: Subdivisdo da regido.

A dreadecada R; é |f(c;) — g(ci)| x Ax; (base por altura); a soma S, das areas dos n retangulos
é:

Sn =Y |f(ci) = gler)| A,
i=1
Sy, € chamada soma de Riemann da fungdo |f — g|. Denotemos por |Az;| o maior dos Ax;. A
area de uma regido plana R delimitada pelo gréfico das fung¢des continuas y = f(x), y = g(z)
definidas no intervalo [a, b] e pelas retasz = aex = b é:
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= lim Z\fcl g(ci)| Az;.

|A$1\—>0

E possivel provar, com rigor matematico que este limite sempre existe e é igual a drea de R;
mais ainda, este limite ndo depende da escolha da parti¢do do intervalo [a, b] ou da escolha dos
pontos c;. Para mais detalhes veja a bibliografia intermedidria e avangada.

Exemplo 11.1.

[1] Calcule a &rea da regido limitada pelo grafico da fungdo y = f(x) = 22

, 0 eixo dos z e pelas
retasz =0ex = 1.

1

Figura 11.4: Area limitada por y = f(z) = 22.
O intervalo de integragdo ¢ [0,1], f(z) = 2% e g(z) = 0; entdo h(z) = |f(z) — g(x)| = 2>
a) Consideremos a seguinte particdo de ordem 4 de [0, 1]:

1 1 3
5130:0<x1:1<x2:§<x3:—<m4:1;

1 1. .11 .13 3
i = . i ao: [0,=], [=, =], [=, =] e [>,1]. 1h =
Ax; 1 4,parla cada i 3Os subintervalos sdo: [0, 4],1[4, 2], [2, Zi] e [4, ] Sge escolhemos ¢; = 0,
co = T c3 = 3 ecy = 7 entdo, h(ci1) =0, h(ce) = 6’ h(cs) = v h(cq) = 1—6; logo:
S—1><0—i—1 1+l><1—|—1><9—7
YTy 1716 1474716 32
1 1 3
Se escolhemosc; = —, o = =, c3 = —ecy = 1:
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0.25 0.5 0.75 1

Figura 11.5: Parti¢do da regido.

1
h(cy) = 16 h(ca) = T h(cs) = —, h(cs) = 1; logo:
g 1><1—|—1><1+1 9+1 1_15
YT1716 4744716 47 32
E intuitivo que
7 15
— <A —.
32 (F) < 32
b) Consideremos a seguinte particdo de ordem n:
3 n
To=0<x1=—<22=—<23=— < storrrirerrrron. <rTp,=—-—=1
1 1 2 3
Az; = —. Seescolhemosc; = —,co = —, €3 = —eeeueenn... , cn:E:
n n n n n
1 1 1 22 32 n?
Sn:ﬁxﬁ_k $+ Xﬁ—{— .......... +*Xﬁ
1
:E(l2+22+32+ .......... +n?)
_(n+1)(2n+1)
N 6n?
1 2 —1
Se escolhemosc; =0,¢c0 = —, 3 = —uurennn. , Cn = n
n n n
_ 2 2 2 2_(n—1)(2n—1)
Sn—ﬁ(l +2° 43+ . +(n—1)%) = 5
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1

Figura 11.6: Nova parti¢do da regido.

Entao,
(n— 12322211— 1) < A(R) < (n—i—léan—&-l)

Por outro lado:

n-=-+oo 6n2 n—>-+o0 6 n?
entao:
1
AR) = -.
(R) =3

[2] Calcule a 4rea da regido limitada pelos graficos das fungdes f(z) = 2?

retasxr =0ex = 3.

, 9(z) = 9z e pelas

3

3

Figura 11.7: Area limitada por f(z) = 2%, g(z) = 92 e pelas retas = 0 e = = 3.

O intervalo de integragdo é [0, 3]; entdo, h(z) = |f(z) — g(z)| =9z — 23 ,se z € [0, 3].

a) Consideremos a seguinte parti¢do de ordem 6 de [0, 3]:

1 3 )
$0=0<.%'1=§<$2=1<$3=§<$4=2<1‘5=§<.%'6=3;
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1 1 3 5
Az, = oY para cada i. Se escolhemos ¢; =0, ¢z = oY c3=1,¢c4 = o s =2ecg = oY obtemos:

35 81 95
h(ci) =0, h(c2) = 3 h(cz) =8, h(cs) = 3 h(cs) =10 e h(cs) = 3
1[35 81 55 315
S O r104+ 2| =22,
Se 513 + 8+ 3 + 10 + 3 16

b) Consideremos a seguinte parti¢cdo de ordem n:

3 6 9 3n
p=0<z1=—-<Top=—<x3=— <.cceerninn <Tp=—=3.
n n n n
3 31
Ax; = —. Sejac; = —Z, paratodoi =1, 2, ..... n.
n n
L1 2 8 3 27 4 64
Logo: h(c1) =3 (ﬁ = E)’h(@) =3 (ﬁ — ﬁ),h(@,) =3 (ﬁ — ﬁ)rh(%) —_3 (ﬁ_ﬁ)
Em geral:
1 i3
h(c) =33 — - —= ),
) =5(L- %)
e:

Lembrando que

&1 1
temos S, = T <1 —

— |. Entéo, a 4rea procurada é:
n2

A(R)= lim S,

n—-+o0o
. 81 1
= Jm o (1= 05)

81
==
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11.2 Definicao e Célculo da Integral Definida

Definicao 11.1. Sejam f uma fungdo definida no intervalo [a, b], P uma partigdo qualquer do intervalo
[a, b] e ¢; um ponto qualquer em cada subintervalo definido pela partigdo. A integral definida de f de

a até b é denotada por:
b
/ f(x)dx

b
/f(:v)dx: lim Zf(cl)AxZ

A .
|Az;|—0 =1

e definida por:

se o limite existe.

Se o limite da definicdo existe, é independente das escolhas feitas, como no caso da definicao
de drea. Portanto, deve ter sempre um tinico valor.

Se f é continua e ndo negativa em [, b] a definicdo de integral definida coincide com a defini-
¢do de drea da regido R delimitada pelo grafico de f, pelas retas x = a, = b e pelo eixo dos x

(g =0):

Figura 11.8: A regido R.

[R={(e.y)/a<a<b 0<y< f(2)}]

Neste caso teremos:

b
A(R) = / (@) da

Os ntimeros a e b sdo chamados limites inferior e superior de integragdo.

Definicdo 11.2. Uma fungio f definida em [a,b] é dita integravel em [a, b] se sua integral definida
existe.

Algumas das provas deste capitulo serdo omitidas, pois fogem do objetivo destas notas. Um
leitor interessado pode recorrer a bibliografia indicada.
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Teorema 11.1. Se a fungdo f é continua em [a, b], entdo é integrdvel em [a, b].

Observemos que a reciproca deste teorema é falsa. Por exemplo, considere a fungéo:

{1 se x€l0,1]

fz) =

0 se ze(1,2].

1 2

Figura 11.9: Grafico de f.

[ é descontinua, mas a regido limitada pelo grafico de f, possui drea igual a 1 no intervalo [0, 1]
e zero no intervalo (1, 2]; logo, f é integravel.

Proposicdo 11.1. Se f e g sdo fungoes integrdveis em [a, b], entdo:

1. Linearidade da Integral. o f + 3 g é fungio integrdvel em [a,b], para todo o, € Re:

/ab(ozf(:v)-l-ﬂg(az))dm:a/abf(x)dz+ﬁ/abg($)d$

2. Monotonicidade da Integral. Se f(z) > g(z) em [a, b]; entdo,

/abf(w)dx > /abg(x)dm

3. | f| é integrdvel e:

g/:mx)!dx

/abf(ac) dx

4. Sejam a < ¢ < be f uma fungdo integrdvel em [a, c| e [c, b] respectivamente. Entdo f é integrdvel
em [a,b] e:
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/abf(:x)dx:/acf(x)dm—i—/cbf(a:)dx

Até agora conhecemos a defini¢do e as propriedades mais importantes da integral definida.
Mostraremos, a seguir, como calculd -la.

11.3 Teorema Fundamental do Calculo e Constru¢ao de Primitivas

Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Definamos a fungao:

o(z) = / o

Por exemplo, se f(z) = cos(x), entao:

g(x) = [ cos(t)dt = sen(x);
0

por outro lado observe que, ¢'(z) = cos(x) = f(x). Este fato pode ser generalizado. E o que
estabelece o seguinte teorema.

Teorema 11.2. (Fundamental do Calculo). Seja f : [a,b] — R uma fungio continua. A fungdo:

oa) = [ " ft) e

é derivdvel em (a, b), e:

(@) = 1) on, (@) = 2 [ F(0)dt = f

Este resultado implica que toda funcdo continua possui uma primitiva. Veja o apéndice.

Existem fungdes integraveis que ndo possuem primitivas (ndo podem ser continuas). Por exem-
plo, a fungado definida por:

1 se = =0;

f(m):{o se x#0

f ndo é derivada de nenhuma funcgao:
g(x) = / f(t)dt =0, paratodo «=z.

Coroldrio 11.3. Se f é uma fungdo integrdvel em [a, b] e admite uma primitiva F'(z) em [a, b], entdo:

b
/ f(x) dz = F(b) — F(a)
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O corolério nos diz que para calcular a integral definida de uma fungao, basta procurar uma
primitiva da func¢do e avalid-la nos limites de integracdo. A integral definida é um ntimero real.

Notacgao:

Coroldrio 11.4. Na hipétese do coroldrio anterior, temos:

1. /abf(x) dz = —/baf(z:) dz.

2. /aaf(x) dx = 0.

Corolario 11.5. Seja f : I — R continua e o : J — R derivdvel; I e J sdo intervalos tais que
a(J) C 1. Entdo:

é derivdvel e:

Exemplo 11.2.

[1] A primitiva de / sen(z®) dx é:

De fato, F'(x) = sen(z?).

0.4f
0.3
0.2

0.1}

Figura 11.10: Grafico de F' = F(z).
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[2] A primitiva de /e_”"’2 dx é:

1
[3] Calcule / [10 e’ + dx.
0

7

Usando a linearidade, podemos escrever a integral como:

/2|: . 1 :|d 2 $d 2 dx
10e* + — mzl()/ e x—i—/ —.
1 % 1 1 {4/.%

Como:
dx _ 4 v/ 23
Fl(x):/emdxzex, e [h(x) = %:/z VA dy = 3
Logo,
2 1 2 2 dr 2 2
10em+]dx:10/ e’”d:c+/ =10F(x)| + Fa(x
[ oo+ 5 1 L v T ORE)| HRE)]

(FL(2) = Fu(1)) + (F2(2) — Fo(1))
(

62—6)%—%(%—1).

2

[4] Calcule / In(x) dx.
Utilizamos integragdo por partes:

u=In(x) dv=dz

1
[5] Calcule / 2/222 + 3d.
0

d
Seu:2x2+3,entéoZu =z dz.

6 6

3
1 2 222+ 3)3
/a:\/23:2—i—3d36:4/\/ﬁdu:u2 :w—i—c.

351
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222+ 3)3
Logo, F(x) = ($6+); entdo,
1
/ zV2x%24+3dx =F(1) — F(0) = 5\6/5 — \25
0
[6] Seja
b
/ t* dt se x# —1
fz) =
ln(é) se x=—1.
a
Verifique se f é continua em —1.
t1'+1 tx+1
Calculando diretamente: / t* dt = o +c. Logo, F(z) = T entao:
bx—i—l _ aaz+1

/btrdt:F(b)F(a)_ p—

Por outro lado, aplicando L'Hopital:
lim f(z) = lim (5" In(b) — a®tin(a))
rz——1 z——1

= f(=1);

logo, f é continua em —1.

11.4 Métodos de Integracao

Método de Substituicao

Se u = g(z), entdo du = ¢'(z) dz; logo,

b g(b)
x)) ¢ () dx = u) du
| #atang@ A f(w)

Integracdo por Partes

b b
/ﬂ@ﬂ@mzﬂmmﬂ/MMﬂ@M

Exemplo 11.3.
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d
[1] No exemplo [3] da pédgina anterior, fizemos u = 2 z? +3; logo, Zu = xdzx. Se: x = 0, entdo
u=3;sex =1,entdo v = 5. Assim:

3

1 5
1
/x\/2a:2—|—3dx:4/ \/ﬁdu:E
0 3

6, 6 2°

° 5V5 3

1
etdx
2 Icul _ .
[ ]Cacue/o €2 4 4er 44

Facamos u = e%, entdo e +4e” +4=u? +4u+4=(u+2)2Ser=0,entiou=1;sexr =1,

entdo u = e:
/1 e® dx _/6 dw 1 |°  e-1
o e +der+4  f; (u+2)2 wu+2

1 3(e+2)
4
dx
3] Calcul —_—.
[3] Calcule AR
Seuzﬁ+1,entéoﬁzu—1edu-—logo 2(u—1)du = dx. Se: © = 0, entdo, u = 1;

N

se x = 4, entdo, u = 3. Assim:

4 dr B 3(u—1) y v — Il 3_ o
| = M =2 ()| = 2m(3),

4
[4] Calcule/ xin(z)dx.
1

. - - 1
Usando o método de integragdo por partes temos: u = In(x) e dv = x dz; entdo, du = —dx e

xr
z? ) 2?In(z) a?
=5 Assim [ zlin(z)dx = R Logo:
1 22in(z) 22 |* 15
/1 zin(z)dr = 5 T 1—16ln(2)—z.
[5] Verifique que / f(@) dxr = 4 sendo f tal que o integrando seja definido
: ﬂ@ .
Seja I = / dx. Fazendo u = a — x, entdo du = —dux:
BT F@+ fla—w)
/ fla—u) / fla—z) da:
fla—u)+ f(u fla—z)+ f(x)
logo,
fla—2) a
d + dx :/ dr = a.
/ f(x +f a—z) fa—w+f() 0
z?
[6] Usemos [5] para calcular /0 P Yo dx.

2 2 2 2 2 2
T T T
e =92 ] — " gr=2 Y =2
/0 222z +2 " /0 222 —dz +4°" /0 2+ (x — 2)? v
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Consideramos f(z) = 22 em [5].

[7] Calcule a / (2t* —t + 1)dt.
dx 0

A fungdo f(t) = 2t> — t + 1 é continua em R; pelo teorema anterior:

d

- (2t2—t+1)dt—2x —z+ 1.
X

2

[8] Calcule dy sey = / (5t 4 7)®dt.
dx 3

Como f(t) = (5t + 7)?° é continua em R; a(x) = 22 é derivavel em R e Im(a) C Dom(f), pelo
coroléario anterior:
d
= flalx) o/ (2) = 22 f(2?) = 22 (527 +7)%

3z+2

0
[9] Calcule /' se y = / V2 + 1dt + V2 + 1dt.
—x 0

Como f(t) = Vt? +1 é continua em R, a;(z) = —z e as(x) = 3z + 2 sdo fungdes derivéaveis
tais que Im(a1), Im(az) C Dom(f), entdo pelo corolario anterior:

y' = —f(ai(x)) ay(z) + f(ao(z =22 +1+43/Bz+2)2+1.

[10] A funcao:
erf(z /
\f

é chamada fungio erro. Calcule a derivada de:
i)xerf(x).
if) er f(v/2).
i) Pela regra do produto:

d d 2 _ 2

%(a: erf(z)) =erf(z) +a %erf(x) =erf(x)+ N e *.

i) f(t) = e*" e a(x) = /z; entdo, f(a(z)) = e T ed/(z) = 5 Logo:

d
T erflata)) =
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1.0

0.5

—-0.5

-10

Figura 11.11: Gréfico de er f(x).

2

z 2
/ eV dt.
0

e a(z) = 22; entdo, f(a(z))

[11] Calcule ¢’ se g(x) =

Denotemos por f(t) =e

10

05F

05

-10r

Figura 11.12: Gréficode g e ¢'.

Proposigao 11.2.

Seja f uma fungdo integravel sobre [—a, a]. Se f é uma fungéo par:

_a f(x)dx =2 /Oaf(x) dx

Se f é uma fungado impar:

’ f(z)dx =0

—a

De fato:

a

/

0 a —a
f@yde= [ f@ydat [ s@ae== [ s

a

dx + /Oaf(x) da.

355
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Fagamos a seguinte substitui¢do v = —z, entdo:

—a

- f()dw—/f

0
Se f é uma fungao par, segue a) e se f é uma fungado impar, segue b).

Exemplo 11.4.
2 211
[1] Calcule /_ , PR dx
211 2 211
A funcéo f(x) = o P é impar, logo: /_2 Py pe— dx = 0.

1
[2] Calcule / (202 4+ 2% + 1) da.
-1
A fungéo f(z) = 2025 + 2* + 1 é par, logo:

o6 4 L 284
/ (202° + 2" + 1) dx = /(209@ 2t 4+ 1)dx = 5
-1 0

S S N SR
-10 -05 0.0 05 10

Figura 11.13: Gréfico da funcdo f(z) = 20 2% + 2% + 1.

11.5 Calculo de Areas

O célculo da area de uma regido plana pode ser feito via integral definida. A seguir, estudare-
mos as situa¢des mais comuns.

Teorema 11.6.
Sejam f, g : [a,b] — R fungdes continuas. A drea de uma regido plana R delimitada pelo grdfico das
fungdes continuas y = f(x), y = g(x) e pelas retas x = aex =bé:

/ £(2) — g(x)| da
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Se f(x) > 0eg(z) =0, para todo z € [a, b], entdo:

b
Am%i/f@Mm

onde:

R={(z.y)/a<z<b0<y< @)}

y=f(x)

a b

Figurallll4: R={(z,y) /a <z <b,0<y < f(x)}.

Se f(x) <0eg(z) =0, para todo x € [a, b], entdo:

b
A(R) = - / f(x) da

onde

’R:{(:v,y)/agxgb, f(:B)SySO}‘

Figura 11.15: R = {(z,y) /a <z <), f(z) <y <0}

Se f(x) > g(x), para todo z € [a, b], entdo:

onde

’R:{(m,y)/aﬁxﬁb,g(x)Syﬁf(fﬁ)}‘
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1
I

l .
a b

Figura11.16: R = {(z,y) /a <z < b, g(z) <y < f(z)}.

Se f(x) > g(x),a<x<ceg(r)> f(x),c <z < bentdo, R = Ry U Ry, onde:
[Ri={(@y)/a<z<cg@) <y<f@)}] e
[Ro={(z,9) /c <o <b, fl2) <y < g(@)}]

Figura 11.17: R = R1 U Ra.

11.5.1 Exemplos

[1] Se em 1970, foram utilizados 20.3 bilhdes de barris de petréleo no mundo todo e se a de-
manda mundial de petréleo cresce exponencialmente a uma taxa de 9% ao ano, entdo a de-
manda A(t) anual de petréleo no tempo t é A(t) = 20.3e%%% (t = 0 em 1970). Se a demanda
continua crescendo a uma taxa de 9% ao ano, qual serd a quantidade de petréleo consumida
entre os anos de 1970 e 2010?

A quantidade de petrdleo utilizada nesse periodo de tempo é a drea sob a curva de demanda
entret = 0et = 40.
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40

40
20.3 / V0% gt = 225.56 90| = 8029.38.
0 0

Logo, foram consumidos, aproximadamente, 8029 barris de petrdleo.

Figura 11.18: A regido do exemplo [1].

[2] Calcule a drea da regido limitada pelo eixo dos z e pelo grafico de y = 4—x2. Neste problema
g = 0 e ndo sdo dados claramente os intervalos de integracdo; mas, as interse¢des com os eixos
sdo os pontos: (0,4), (2,0) e (—2,0).

r N ' A

Figura 11.19: A regido do exemplo [2].
Logo:

R={(z,y) eR?/ —2<x <2, 0<y<4-2%}
Usando o fato de que a funcdo é par:
2 2 :
A:/ (4—x2)dx:2/(4—x2)d$:2(49§—) = —u.a.
-2 0 379 3

[3] Calcule a 4rea da regido limitada pelo eixo dos z e pelo grafico de y = 4 — 522 + 1.
Determinemos a intersegdo da curva com os eixos coordenados:
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i) Fazendo = = 0; entdo, y = 1; o ponto de intersecao é (0, 1).

ii) Fazendo y = 0; entdo, 42* — 522 + 1 = 0, clarametente + = —1 e z = 1 sdo raizes do

polindmio; logo, 42* — 522 + 1 = (z — 1) (z + 1) (422 — 1); os pontos de intersegdo sdo (1,0),
1 1

~1,0), (=,0) e (—=,0).

(-1,0), (5.0 € (- 5,0)

, 5
E facil verificar que = 0 é ponto de maximo local e z = i\/; sdo pontos de minimo local de
f.Logo, R =Ry U Ry U R3 onde:
1
Rlz{(x,y)eRQ/ —1§x§—§, 4x4—5m2+1§y§0};

1
Ry={(zy) eR?/ —g<au<g, 0<y<da'-52°+1} e

DO |

1
Ry ={(w,y) €R?/ o <2 <1, da’—5a2"+1<y <0}

Figura 11.20: Graficode R = Ry U Ry U Rs3.

Logo:

1

_1 1 1
A——/ 2(4x4—5x2+1)d:c+/2(4x4—5m2+1)dx—/1(4x4—5$2+1)d$.
1 _ 1

1
2

A funcédo y é par. Usando a simetria da regido, calculamos a area da regido no primeiro e quarto
quadrantes e multiplicamos o resultado por 2:

1 1
A:2[/ (4:1:4—5$2+1)d37—/(4x4—5x2+1)d4:1u.a.
0 1

2

[4] Calcule a 4rea da regido limitada pelos graficosde y = 2% ey = z + 2.
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-2 -1 1 2

Figura 11.21: A regido do exemplo [4].

Novamente neste problema ndo sdo dados, claramente, os intervalos de integracéo.
i) Calculemos as interse¢des dos graficos; em outras palavras, resolvamos o seguinte sistema

de equagdes:
y= x+2
y= 2%,

2 _x—2=0;temos: z = —1 e x = 2. Os pontos de intersegdo sdo (—1,1)

ou seja, resolvamos
e (2,4).
ii) Notemos que = + 2 > 22 se z € [-1,2]; logo:

x2 x3

2
— _ 2 - [Z _
A—/_l(x+2 x)dq:—[2+2:p 3]

-1

2

[5] Calcule a 4rea da regido limitada pelos gréaficosdey = 22—zt ey = 2% — 1.

VeV

Figura 11.22: A regido do exemplo [5].

i) Calculemos as interse¢des dos graficos; em outras palavras, resolvamos o seguinte sistema
de equagdes:
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ou seja, resolvamos 2t —1=0;temos: t = —lex = 1. Os pontos de intersecdo sao (—=1,0) e
(1,0).

ii) Notemos que 22 — z* > 22 — 1 se x € [~1, 1]; utilizando a simetria da regido:

1 1
A:/ (—:c4+1)da::2/ (—a:4+1)d$=§u.a.
-1 0

[6] Calcule a 4rea da regido limitada pelos gréficos das seguintes curvas: y*> = ax, ay = 22,

y> = —azeay = —x?sea > 0. As curvas sdo pardbolas.

Figura 11.23: A regido do exemplo [6].

Pela simetria da regido, podemos calcular a 4rea da regido situada no primeiro quadrante e
multiplicar o resultado por 4.

i) Observemos primeiro que y* = a z ndo é fungdo de z.

ii) Calculemos a intersecdo das curvas, resolvendo o sistema:

y? =ax
2 =ay.

4 x = 0, cujas raizes: x = 0 e x = a sdo os limites de integracao.

Entdo, z* = a? ¢ logo zt— a3
iii) A regido no primeiro quadrante, cuja drea queremos calcular é limitada superiormente pela

fun¢do y = \/a x e inferiormente por y = , logo:
a

a 2 2 2,2 _ 23719 442
A:4/ [ra _w]dxﬂ[W} _ 4
0 a 3@ 0 3

Observacao Importante

Muitas vezes os problemas ficam mais simples de resolver se integramos em relacdo a y e ndo
em rela¢do a . Podemos repetir o processo de parti¢io num intervalo que fica no eixo dos y e
a obtencdo das somas de Riemann.
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Seja R a regido plana limitada pela direita pela fun¢do x = M (y), pela esquerda por z = N(y)
epelasretasy =cey =d.

NEY) S\ d 7 M)

N~ I C /

Figura 11.24: .

Nao é dificil provar que se as fun¢des M (y) e N(y) sdo continuas em [c, d], entdo:

d
A= [ M) - V@] dy

Por isso, para resolver os problemas de drea é sempre indicado fazer o desenho da regido cor-
respondente.

Exemplo 11.5.

[1] Calcule a &rea da regido limitada pelas curvas y?> = 2zrey =z — 4.

i) As intersecdes das curvas sdo (2, —2) e (8,4).

.. . 2
ii) Sejam x = M(y) =y +4ex = N(y) = %.

Figura 11.25: A regido do exemplo [1].

Entdo:

4 2 2 3 14
_ _ Y ay = [ _y =
A—/_Q[y+4 o ldy =[5 +4y 6]_2_18u.a.
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Sugerimos ao aluno fazer este problema integrando em relagdo a z, para "sentir"as dificuldades.
[2] Calcule a 4rea da regido limitada pelas curvas 2y* = 2 + 4 e y? = x.
i) As intersec¢des das curvas sdo (4,2) e (4, —2).

ii) Sejamz = M (y) = y?’ex = N(y) = 29> — 4.

2

-2

Figura 11.26: A regido do exemplo [2].

Entao, pela simetria:

2 2 32
A:/ [4—y2]dy:2/[4—y2]dy:u.a.
2 0

Exemplos Diversos

[1] Calcule a drea da regido limitada pelas curvas: y = 22 — 2 ey = z — 2.
& p Y Yy

0.5¢

Figura 11.27: A regido do exemplo [2].

Determinemos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

y=a? —
y =z — i
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Logo, = 0 e z = 1; entdo, o intervalo de integracao é [0, 1].
1 1 " "
A:/ [x—x4—(:c2—x4)]dx:/ [x—xz]dx:[———] = —u.a.
0 0 2 3 6

[2] Calcule a 4rea da regido limitada pelas curvas: z = 2y — yey—x—2=0.

Determinemos o intervalo de integracao, resolvendo o sistema:

r—2y+y’= 0
y—xr—2= 0.
Entdo, y = —1 e y = 2. A intersecdo das curvas ocorre em (—3, —1) e (0, 2).

2 2 3 2 9
AZ/(y—y2+2)dy=[y—y+2y] = - u.a.
1 2 3 2

Figura 11.28: A regido do exemplo [4].

[3] Calcule a &rea da regido limitada pelas seguintes curvas: y = 722 — 6z — 23 ey = 4 z.

Primeiramente:

y=T2>—6x—2°=2(1-2z)(z—6);
curva intersecta o eixo dos x nos pontos (0,0), (1,0) e (6,0). Por outro lado, considerando
7T+V31
3

=722 —6x—a>, temosy =14z — 6 — 322 ey” = 14 — 6 2; entdo, os pontos criticos
Y Y p

7T—+v31 _ ) L. L. . -
e ———— sdo, respectivamente, de maximo local e de minimo local. Para obter as interse¢des

das curvas, resolvemos o sistema:

y= Tz’ -6z —23
y= 4z

logo, 722 — 10z — 23 = —z (z — 2) (x — 5) = 0; as curvas se intersectam nos pontos de abscissas
r=0,r=2ex=05.
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Figura 11.29: A regido do exemplo [5].

A regido é subdividida em duas regides R; e Ry, onde:

Ri={(z,y)/0<2<2 72?62 —2a3<y<dz),
Ry={(r,y)/2<x <542 <y< Ta*—6x—1°}.

Logo:

2 5
A—/(lOm—7x2+x3)dzL‘+/ (722 =102 — 2°] do
0 2

2 4

216 63 253
4

, 3 1 - 1"

*5962—773;34-&4

723
_Fre2
3 1 S5x° 4+ 3

0

[5] Calcule a 4rea da regido limitada pelas seguintes curvas: y = 22 —4x +4ey = 10 — 22.

I

-1 1 2 3

Figura 11.30: A regido do exemplo [6].

As curvas se intersectam nos pontos de abscissas © = —1 e = 3; entdo:

3 3
64
A:/ (10—:U2—:L'2+4:1:—4)dx:/ (6+4x—2x2)dm:§u.a.
—1 -1
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11.6 Definicao de Logaritmo Natural

Definicao 11.3. A fungio In : (0,4+00) — R é definida por:

di

In(z) = 3

In(z) é chamado logaritmo natural de x.

Proposicao 11.3. Das propriedades da integral definida e do Teorema Fundamental do Cdlculo, segue
que:

1. In(1) =0 4 () =
T
2. In(x) <0se0 <z <1
3. In(xz) >0sex >1 5. A fungio logaritmica é crescente.

11.6.1 Logaritmo como Area

Seja H, a regido limitada pelo grafico da fungdo f(t) = 1, oeixodos xeasretast =l et = x.

Figura 11.31: A regido H,.

Geometricamente, [n(z) é definido por

In(z) area(H,) se 1<z
n(z) =
—&rea(H,) se 0<z<l.

Se z = 1, H, é um segmento de reta; logo, a drea(H,;) = 0 e In(l) = 0. Por outro lado,
verifiquemos que In(x y) = In(z) + In(y), para todo z, y € (0, +00). De fato:

TV dt Tdt Y dt TV dt
ln(:vy)—/l t—/1t+/$ t—ln(m)—i—/x e

Fazendo t = z s, tem-se, dt = x ds e:

Y Yds
o [ Z ).
L ; s n(y)
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In(z%) = aln(z); r > 0e a € R. De fato In(z%) = flxa%. Fazendot = s%, tem-se, dt = as*~!ds
e:

/dt:a ﬁzaln(az).
1t 18

Em particular, ln(%) =In(z) — In(y); z, y > 0.

ln(g) =in(zy~ ') =in(x) +In(y ') = In(z) — In(y).

Podemos agora definir a fungdo exponencial assim: y = e” se, e somente se = = In(y). Todas as
propriedades da fungdo exponencial podem ser demonstradas a partir desta defini¢ao.
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11.7 Exercicios

369

1. Calcule as seguintes integrais usando o método de substituigao:

3
(a) /_1 V2z 4 3dx

1 2w
(b)/ e
4 E

3 dx
(e) 0 2 e + 3
4
€ dz
)

2 x2
(®) /0 s

T —2
o / G121 1p %

2. Calcule as seguintes integrais usando o método de integragdo por partes:

1

(a) rze dx

(b) e Pdx
o

(c) / xin(yx)dx
2
3 g8

o ] s
1 T e

(e)/0 7($+1)2 dx
4

0 /1 In(\/7) da

3. Calcule as seguintes integrais:

(a) /1x5xdx
0
rdx
o [ o
()/ x? +2x) da:

3+ 322 —

() /01(9;2—1)@%3:
(h) /1 4e\/5d:c

@) /1 elng(m)dm
o " VEin(a) de

0
(k) /_1x\/x+1da:

()/ x2+4x+3
()/ :c—i—l dx
()/ xdx
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2 da 11

® [ e ® [ e
(2x+3)dx

(h)/ 23 +3z (222 +1)d
()/ 23 dx )/ (x +1)2 x+2)
' 0 VaZ+1

8 7:62
(])/0 %(x—l)dw m)/ a2—|—a:2

4. Calcule as seguintes derivadas:

LA RN d [

(a) dx/o (t* +1)3 dt (d) dx/x V142 dt
d [* d [* ,
(b) dsc/1 tin(t)dt (e) dx/o (2 + ) dt
(©) / V1+ttdt (f) dw/m 1t+t3dt

5. Seja f uma fungdo continua em [a, b] e suponha que / f(t)dt = z, para todo z € [a,b].

Determine f e a.

6. O numero:

1 b
M=b_a/a f(z)dx

é chamado valor médio da funcdo f no intervalo [a, b]. Calcule o valor médio das fungoes
nos intervalos indicados:

@ flz) = in(2); [1.2] © flx)=2e%;[0.1]
®) f(@) = {775 0.1

7. Diga qual das integrais é maior, sem calcula-las:

1 1
a)/ \/1+x2dmou/ x dx
0 0

2 2
(b) e¥ dx ou / e’ dx.
1 1
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8. Seja @ > 0 e suponha que f é uma fungdo continua no intervalo [—a,a]. Defina g em
[—a, a] por:
o) = [ s+ [ren
para todo x € [—a,al.
(a) Verifique que ¢'(z) = 0, para todo = € [—a, a].
(b) Use a parte a) para verificar que g(z) = 0, para todo = € [—a, al.
0 T
(c) Conclua que: f(t)dt :/ f(=t)dt.
—T 0
9. Calcule as seguintes integrais sem utilizar métodos de integragdo:
10 3 2 (0T & 25+ 13
5_ 69 z (Va4 a° 4 %)
(a) /10<x 6 +(936+:c4+$2+1)4>dx’ (®) /2 z++10 v
as(x)
10. Seja g(z) = / f(t)dt, onde f : I — R é continua e «o; : J — R sdo fungdes
ai1(z)
derivaveis (i = 1, 2); I e J intervalos tais que o;(.J) C I. Verifique que:
J'(2) = flaz()) ag(w) — flar (@) ().
2+ 5
11. Calcule ¢'(z) se g(x) = / 271 dt.
z2+1
.7:‘3 1
12. Calcule ¢/(1) se g(z) = / . dt.
2
3 4
13. Seja f : R — R continua. Sabendo que / f(t) dt = 4, calcule / f(b—2x)dz
-3 1
T et2
14. Seja f(z) = / e dt. Verifique que f é uma fung¢do continua impar e que f(z) > z,
0
para todo = > 0.
15. Esboce o gréfico de f(z) = / 2te " dt
0
Areas

Calcule a 4rea sob o grafico de y = f(x) entre x = a e x = b, esbocando cada regido, se:
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1 flx)=1-2%,z=-1,2=1 8.f(x):\/%,:v:(),x=5
2. =2’ -z, x=-1z=1
fl@) ="~z @ i~ 9. flx) =zvV4a?+1,2=0,2=2
3. fl) =23 —42°+32,2=0,2=2
s 10. f(z)=|z|,x=—2,2=6
4. f(x) =", v=-1,x=1
1. == 3 = — =
5 f(x)=lIn(z),z=1,z=e L f@)=@+1)+1 2 22=0
6. f(x)=2Vz -1, z=1,2=10 12 fa) =2’ + 22, 2=-1,2=3
7. f(x)=z(x—-5)%2z=0,z=1 13, f(r)=at—2? z=—-1,z=1

1 y:xQ,y:2x+g 2. y=e€", y=e**"1 2=0
2. y=-a2—4,y=-8 2. 2y(1+y°)P —2=0,y=0,y=1
3. y=5—22 y=o+3 23.y:§2,y:x,y:8x,ﬂz>0
dr=y’y=z+3,y=-29y=3 24 y=z(x—-3),y=x3—1x)
5. 93 =1x,y =
yemy=a 25. y= /12 x=0,2=1y=0
6. y=—a2> -1, y=—-2x—4
\ 26. y (22 +4) = 4(2 — x) e os eixos
7le=y+lLytae=7 coordenados
_ 2 . _ .2
8. y=4—ua%y=a"—14 27.y:1;§§eoeixodosx
9. y=2a3 y= ¥z
4 y=ve 28. x — +\/4y? —y* =0eoeixodosy
10. y = 22, y = 2*
29.y:m,$:1,x:2
1. s =y*—2,2=06—y>

— 1 — —
30. y—m,x—(),x—él

3l.y=e®,y=z+1,x=—-1

Roy=e T y=vzr+1l,x=1

3

—_
N

Ly=zxlzl,y==x
13. y:x+4,y:%

Uy —y=z,y-—y’=z

15 y=a24+1,y=a+1 B.y=€e%,y=10" y=-e

16. y=2a2% y=—a+2 4. y=—a3+222+ 32, y= bz
17 y=|z),y=(x+1)2 -7, 2=—-4 35. 2’y =3,4x+3y—13=0
18. y = In(|z]), ly| = 3 36. v =y(y-3)% =0

19. y=lin(z),z=1,y=4 37. y=a* —32% y=2?

20. y=a* — 222 y =222 8. r=1-9y%, z=92-1
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39. y=ze *,y=0,z=0,x=c,ondecéa ximo
abscissa do ponto de inflexdo da curva
) 42, 22 —2y+y?=0,22+9y2 =1

40. y = xe ™,y = 0, x = ¢, onde ¢ é 0 méa-
ximo 43. r=3y, z+y=0eT7x+3y=24

41, y =28y — 0,2 =c ondecéoma- 44. 22 =4y, y=

€T )

_8
244

Logaritmo

1. Verifique que: In(x) = /x—l du

2. Verifique que: In(x) = L(x) + Res(z),onde L(z) = (z — 1) — = (z — 1)* + = (z — 1)® e

z—1 'LL3
Res(z) :/ du.
0 +1

(z — 1)*. (Res(x) do exercicio anterior).

== e

3.5ex>1e0 < u<z—1, mostre que: Res(z) <

4. Usando os exercicios anteriores conclua que: In(z) ~ L(x) com

E(z) = |In(z) — L(z)] < = (z — 1)L

=~ =

1
Equivalentemente, L(z) aproxima /n(z) superiormente, com erro E(x) ndo superior a 1 (z—1)%

5. Calcule aproximadamente In(1.2) e E(1.2).

5
6. Repita os exercicios 2, 3, 4 e 5 escrevendo: =1—u+u?—u+ut— Y .
u—+1 u+1
7. Verifique que: In(z) < x — 1. Quando vale a igualdade?
x

<In(z+1) <z, paratodo z > 1.

8. Verifi
erifique que -—— <
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Capitulo 12

INTEGRAIS IMPROPRIAS

12.1 Introducgao

Na defini¢do de integral definida, consideramos a funcdo integranda continua num intervalo
fechado e limitado. Agora, estenderemos esta definicdo para os seguintes casos:

Fungdes definidas em intervalos do tipo [a, +00), (—00,b] ou (—o0,+00), ou seja para todo
x > aoux < bouparatodo z € R, respectivamente.

A funcio integranda é descontinua em um ponto c tal que ¢ € [a, b].
As integrais destas fun¢des sdo chamadas integrais impréprias.
As integrais improprias sdo de grande utilidade em diversos ramos da Matematica como por

exemplo, na solugdo de equagdes diferenciais ordinarias via transformadas de Laplace e no
estudo das probabilidades, em Estatistica.

12.2 Integrais Definidas em Intervalos Ilimitados

Antes de enunciar as defini¢des estudemos o seguinte problema:

Problema: Calcular a drea da regido R determinada pelo grafico da funcao:
f:[l,+00) — R

definida por f(z) = % e o eixo dos z.

Primeiramente note que a regido R é ilimitada e ndo é claro o significado de "drea"de uma tal
regiao.

375
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1
Figura 12.1: Graficode y = —, x> 1
X

1
Seja Ry, a regido determinada pelo gréficode y = — e 1 <z < b, acima do eixo dos z.
x

1
Figura 12.2: Graficode y = —, 1<z <b.
X

A drea de Ry é:
b dx
1 72

1, 1
=——=1-=-.
x I b
E intuitivo que para valores de b muito grandes a regido limitada R;, é uma boa aproximagao

da regido ilimitada R. Isto nos induz a escrever:

A(Rp) =

A(R) = lim A(Ry),

b—+o0
quando o limite existe. Neste caso:
b
dx 1
AR)= lim A(Rp) = 1l — = lim (1--)=1u.a.
( ) b—i?oo ( b) b—g—noo 1 x2 b—gi-noo( b) u-a

E comum denotar A(R) por:

oo dr
\/1\ x2 .
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Esta integral é um exemplo de integral imprépria com limite de integragao infinito. Motivados
pelo raciocinio anterior temos as seguintes defini¢des:

Definicao 12.1.

1. Se f é uma fungdo integrdvel em [a, +00), entdo:

o f(z)dz = lim ’ f(z)dz
/ /

b—~+o00

2. Se f é uma fungdo integrdvel em (—oo, b|, entdo:

b b
/_ f(z)dr = lim f(z)dx

a——0o0 a

3. Se f é uma fungdo integrdvel em R = (—o0, +00), entdo:

+o00 0 b
/ f(x)dz = lim f(z)dr + , lim f(z)dzx

—00 a——0o0 a — 400 0

Se nas defini¢des anteriores os limites existirem, as integrais impréprias sdo ditas convergentes;
caso contrario sdo ditas divergentes.

Exemplo 12.1.

Calcule as seguintes integrais impréprias:

“+o0o
[1] / e *dz.
0
b

+o0 b
/ e ¥dr= lim e Pdr= lim (—e®)| = lim (—e®+1)=1.
0

b—+o0 Jg b—+o0 0 b—+o0
+oo
[2]/ e “du.
—o0

-3 1

Figura 12.3: Gréfico de f(z) = e™*.
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+oo 0 b 0
/ e "dr= lim e “dr+ lim e *dr= lim (—e )| +1=+o0.

— oo a——o0 J, b—+o00 Jg a——00

oo pdr
3l /_oo (% +1)%

Seja u = 22 + 1; logo du = 2z dx: /

a

T dr _l/du_ 1 _ 1 Entio
(z2+1)2 2 B ' ’

w2 2u 2(z2+1)
/+°° xdz lim /0 xdx + lim /b xdx 0
— = ——— 5 i —5 = 0.
oo (@24 1)2 am—oo J, (@2 +1)2  botoo fy (22 +1)2
[4] Calcule a 4rea da regido, no primeiro quadrante, determinada pelo gréfico de y = 277, o
eixo dos x e a direita do eixo dos y.

Figura 12.4: Gréficode y = 27",

T d b dx 277
AR) /0 o Ty | o bJToo( ln(2))

[5] Seja p € R. Calcule:
|5
paP

b
de 1 1—-p
lﬁ—rp(b -1), p#1

o (n(2)

Note que:

a)Se p > 1 temos: lim b'~? = 0; logo,

b—~+o0
/+°°d:v 1
1 $p_p—1

b)Se p < 1 temos: lim b7 = oo; logo,
b——+o0
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oo dy
=
1P
+oo g b d
c) Se p = 1, temos: / '~ lim '~ lim In(b) = co. Em geral:
1 X b—+oc0 J1 T b—+o0

00 se p<l1

T dgr
/1 P 1

— se p>1.
p—1

Portanto, a integral converge para p > 1 e diverge parap < 1.

1 4 1 4

Figura 12.5: Graficosdey = 1 e y = -, para z > 0.

8

Muitas vezes ndo é possivel calcular o valor exato de uma integral imprépria, mas, podemos
indagar se uma integral imprépria converge ou diverge.

Proposicdo 12.1. Sejam f e g fungdes integrdveis em [a,+o0) tais que f(x) > g(x) > 0 para todo
x> a.

+o0o
1. Se (x) dz converge, entdo fjoo g(x) dx converge.

a

“+o00
2. Se fa+°° g(x) dzx diverge, entdo / f(z) dz diverge.

Seja f(z) > 0, para todo z > a. Para mostrar a convergéncia da integral de f, é preciso que f
seja menor que uma fungdo cuja integral converge. Para mostrar a divergéncia da integral de
f, é preciso que f seja maior que uma funcao cuja integral diverge.
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Exemplo 12.2.

+oo
[1] Analise a convergéncia da integral / e " da.
1

1

Figura 12.6: Gréfico de e~ em azul e de =% em vermelho, respectivamente.

1 1 -
Claramente —5 < —,para todo z > 1; entdo, como
e e

+oo 1
/ e ¥dr= lim (—e_b +e =2,
1

b——+o0 e

temos que a integral dada converge.

12.2.1 Func¢dao Gama

Se x > 0, a funcdo Gama é definida e denotada por:

+0o0
I'(z) = / t* et at.
0

Figura 12.7: Gréfico de I'[z], z > 0.



12.2. INTEGRAIS DEFINIDAS EM INTERVALOS ILIMITADOS

Utilizando integra¢do por partes, temos:
Nz +1) =z (z).
Se n € N, temos que:
I'n+1)=nT'(n)=nn—-1I'h—-1)=nn-1)...2x1xI(1).

Como:

Logo, se n € N, temos que:

Se v € R, temos que:

'n+v+1)=Mm+v)I'(n+v)
=n+v)(n+v—-1)T'n+v-1)

=n+v)(n+v—-1)(n+v—2)...... v+ 1)T'(v+1).

Por outro lado, para > 0 temos:

Definamos primeiramente a fungdo I', para —1 < = < 0 por:

P(z) = 2 T(z + 1).

T

Por exemplo:
_ 1
0.2

Logo, podemos definir a fun¢do I', para —2 < x < —1 por:

I(=0.2) = (—0.241) = _o% r(0.8).

I(z) = % Tz +1).

Por exemplo:

1 1

P(—12) = — - T(—1.241) = — - 1(=0.2) = s

1'(0.8).
1.2 1.2 (08)

2
Continuando este processo, podemos definir a funcéo I', para x < 0 por:

I(z) = é T(x+1).

381
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12.3 Integrais de Fun¢des Descontinuas

Como antes, iniciamos o pardgrafo, com um problema:

Problema: Calcular a drea da regido R determinada pelo gréafico da fungéo:

f:(0,9] —R

1
definida por f(z) = —=, e o eixo dos z.

Jz

Notamos que a regido R ¢é ilimitada pois a fun¢do f ndo é definida no ponto x = 0.

1
Seja R. a regido determinada pelo gréfico de y = 7 ee <z <9 ¢e>0pequeno.

Figura 12.8: A regido R..

A érea de R, é:
9 dx
e VI
E intuitivo que para valores de € muito pequenos a regido limitada R. é uma boa aproximagao
da regido ilimitada R. Isto nos induz a escrever:

A(R.) =2Vz| = (6—2Ve)u.a.

9
€

9
. . de . -
A(R) = 61_1}1(1)1+ A(R,) = 61_1}r(r]1+ v 51_1>%1+ (6 —2v/2) =6u.a.

9 d
/ NG é um exemplo de integral imprépria com integrando ilimitado. Motivados pelo racio-
0 T

cinio anterior, temos as seguintes definigdes:

Definigao 12.2.

1. Se f é uma fungdo integrdvel em (a, b|, entdo:

b b
[ s@dr=tim [ gy
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2. Se f é uma fungdo integrdvel em |a, b), entdo:

b b—e
/ f(z)dz = lim f(x)dx

e—=0t J,

3. Se f éuma fungdo integrdvel em [a, b] exceto em c tal que a < ¢ < b, entdo:

c—eq b

/b f(z)dx = lim f(z)dx 4+ lim f(z)dx

e1—0t a e2—0F c+eo

Se nas defini¢des anteriores os limites existirem, as integrais impréprias sdo ditas convergentes;
caso contrdrio, sdo ditas divergentes. Se f é uma fungdo integravel em (a, b]; entao:

/abf(m)d:c: lim /:f(x)dx

e—a™t

Se f é uma fungdo integravel em [a, b); entdo:

b €
/ f(z)dz = lim f(x)dx

e—=b~ Ja

//\/ y=f(x)

A,

L
>

b

b}

Figura 12.9:

Exemplo 12.3.

Calcule as seguintes integrais impréprias:

L de
1] /—4 Vr+2
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Observe que a fungdo integranda ndo é definida em —2 € [—4, 1].

/1 dz lim —2-a d:v 1 dzx
= 1 —_—
_ J T + 2 e1—0t —4 \/ X + 82—>0+ — 249 \3/ T + 2
3 2 —2— —E&1 9 1
=— lim (:c+2)§ + - lim (z+2)3
2 e1—0t 4 2 go—0T —24ey
3 . 2
= hm( \/_-|-61)+ lim (\3/5—65’)]
2 e1—0t go—0T1

_gwﬁ—w).

[2] Calcule a drea limitada por f(z) = \/%, epelasretasx =2ex = 5.

1 2 3 4

Figura 12.10: Grafico de f(x) —.

5
=2 \/gu.a.

)

5
dx
= lim =2 lim vax —2
e—=2t Jo Var—2 e—2t

Numa integral imprépria com limite superior infinito e cuja fun¢do integranda néo é definida
no limite inferior, procedemos assim: Se f é integravel em (a, +00) entao

+o<>f x—hm/f ) dx + hm/f

e—at

a

onde a < ¢; analogamente nos outros casos.
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12.4 Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais improéprias, caso sejam convergentes:

+o00 d ] +00 d
@[ = O +2’;+ -
+oo dac +00
(b) /0 (x+1)(x+2) () / x3—|—x
+o00o
re ™ dr 00
© /0 (k) / T
+o0 ) 1 ($2 + 1)2
@ [ el s
(e) /20 ) +oo dz
) / 5% dx (m) /2 xin3(x)
_—ioool +o0 dCC
(8) /1 ng(f) dx n) /
! dx T dg
) /_Oo (2z — 3)? ©) /2 xIn?(z)

2. Calcule a drea das regides determinadas por:

(a) y=(e"+e ) b) y=22,y=e2 e z>1

1 e o eixo dos z.
=+

3. Calcule as seguintes integrais impréprias, caso sejam convergentes:

() / dz

4 e—\f
(b) /0 oo

1 dx
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132242
———dx
® | "5
2 dx
®) /1 xln?(x)
o[
1 x/In(x)
] 0o = /In(z)

4. Determine o valor de s tal que as seguintes integrais impréprias sejam convergentes:

+00
(@) / e st dt
0

+00

(b) / e St tdt
0
+o0

(c) / e Steldt
0

400
(d) / t2e st dt
0



Capitulo 13

INTEGRAIS DEFINIDAS E
ECONOMIA

13.1 A Integral Definida como Variacao Total

Neste capitulo estudaremos o problema inverso do estudado na Anélise Marginal.

Suponha que desejamos determinar o custo marginal resultante do aumento da produgao de
xo unidades para z; unidades. Se conhecemos a fungdo de custo C = C(z) basta calcular
C(z1) — C(x0). Por outro lado, se ndo conhecemos a fung¢do de custo, mas conhecemos o custo
marginal, podemos determiné-la utilizando o Teorema Fundamental do Calculo. De fato:

T X1 dC
/ CMgy(x) da;:/ EdmzC’(ml) — C(zo).
o T

0

Desta forma, a integral definida da taxa de variagdo da fungdo de custo pode ser vista como
variagdo total da fungdo de custo.

Analogamente para a receita e o lucro:

o " dR
/ RMgy(z) dx = / — dx = R(x1) — R(z0)
" 0 dx

0
x1 x1 L
/ LMy(x)dx = L dx = L(x1) — L(x).
20 2o dT
Exemplo 13.1.

[1] Determine a variagdo total do custo C' = C'(z), quando o nimero = de unidades produzidas
de um certo produto aumenta de 1000 para 1003, se seu custo marginal é:

3500
CMg(z) = —5-.
x
Calculamos diretamante:
1003 1003
21
PR
1000 % T |j000 2006

387
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0.010 [
0.008 ,
0.006 ,
0.004 ,

0.002 -

200

400 600 800 1000

1200

Figura 13.1: Grafico de CMg = CMg(z).

[2] Determine a variagdo total da receita R = R(x), quando o niimero z de unidades produzidas
de um certo produto aumenta de 100 para 101 unidades, se sua receita marginal é dada por:

RMg(z) = 1.3 (32 — Vz + 10).
Utilizando o método de substituigdo, fazemos u = x + 10, logo du = dz, se x = 100, v = 110 e
sexz = 101, u = 111, entao:

111

= 27.93.
110

111

101
/ 1.3(32 — vV +10) dx = / 1.3 (32 — /) du = 41.6  — 0.86(u)>/?
1

00 110

35,
30; \
250
0}
15[

10F

L. PRI L S|
0 20 40 60 80 100 120

Figura 13.2: Grafico de RM g = RMg(x).

[3] Determine a varia¢do do lucro L = L(z), quando o nimero = de unidades produzidas de
um certo produto, aumenta de 125 para 128 unidades, se seu lucro marginal é dado por:

il

LMg(z) = 11.2 |50 —
9(z) [ 100

Devemos calcular:

128 128 128
NZES]
/ 11.2 [50—”35”} da::560/ da — 0.112 2V + 1da.
1 1

25 100 25 125
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Resolvemos a tltima integral por substitui¢do, fazendo v = x + 1, entdodu = drex =u — 1,
sex =125, u = 126 e se x = 128, u = 129; logo:

128 129 5/2 3/2 129
2 2

/ rVr+lde = Vu(u—1)du= “ 4

1

25 126 5 3 126

Logo:

128
vV 1
/ 11.2 [50 _zvz+l
1

dzr = 1200.05.
100 ] x 00.05

25

500
400
300
200
100

20 40 60 80 100 120 140

Figura 13.3: Grafico de LM g = LM g(x).

13.2 Valor Médio de uma Funcao

Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel. O valor médio de f em [a, b] é denotado e definido
por:

b
VM(f) = bia/ f(w) da.

Exemplo 13.2.

[1] O custo unitario C' = C(x) para produzir um certo artigo num periodo de 10 anos é dado
por C(z) = 25—0.22+0.52%+0.03 23, onde z é 0 tempo em meses. Determine o custo unitério
médio durante o periodo.

Note que 0 < z < 120, logo:

1 120

[25 — 0.2z + 0.52° + 0.032%] dz = 15373.
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60000j
50000}
40000;
30000;
20000}

10000 —

L L L L
20 40 60 80 100 120

Figura 13.4: Exemplo [1].

[2] Uma distribuidora estoca 24000 caixas de seu principal produto para as vendas de natal. Em
geral, as vendas sdo baixas no inicio do més de dezembro e a medida que se aproxima o dia
24, as vendas aumentam de tal modo que apés x dias desde primeiro de dezembro o estoque é
dado por e(x) = 24000 — 3 23,1 < z < 20. Determine o nimero médio de caixas disponiveis
no periodo de 20 dias.

Neste caso a = 1 e b = 20, logo:

70737

1 20 .
VM(R) = — / [24000 - 33;3] da >~ 17684.3.

19 /,

30000

25000

20000
15000 —
10000 —

5000 —

5 10 15 20

Figura 13.5: Exemplo [2].

[3] A receita de uma empresa com a venda de um certo produto foi modelada pela seguinte
funcdo R(x) = 0.0622%+/365 — x + 500 no periodo de um ano, onde = sdo os dias do ano.
Determine a receita média diaria do produto dutante um ano.

Note que 0 < z < 365, logo:

1 365
VM(R) = / [0.06 2 v/365 — = + 500] dz.
0
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Calculemos a seguinte integral, utilizando substituigao:
365

z2 va—xdr

0

Fazemos u = a—x, entdo —du = dx, v = a—uex? a — z = (a—u)? Vu = a* Ju—2 a Vud+vud,
onde a = 365; logo:

/a[xQ\/H]dxz—[aQ /Oﬁdu—za/ox/zﬁdw/ox/ﬁdu}
0 _[ \/%_4a\/175+;a2\/1?r a

7 5 3
2vVuT  davudb  2a2Vu3l?
I - B

16 vVa?
105

a

0

1 365

VM(R) = 5= [0.06 2% /365 — = + 500] dz = 23270.94 + 500 = 23770.9 u.m.
0

40000F
30000]
20000

10000}

50 100

150

200

250 300 350

Figura 13.6: Exemplo [3].

13.3 Processos Continuos

Diversos problemas em Economia e Administragdo podem ser tratados como processos conti-
nuos. A seguir, apresentaremos alguns destes.

13.3.1 Valor Atual de um Fluxo de Renda

Se a fung¢do P = P(t) representa o fluxo continuo de renda de uma empresa, em u.m./ano,onde
t é o tempo transcorrido em anos e se denotamos por s a taxa de juros anual, capitalizados
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continuamante, o valor atual da receita no intervalo de tempo [a, b] é denotado e definido por:
b
VA= / P(t)e st dt.
Se a receita continua indefinidamente, o valor atual total da renda é:
+oo
V= / P(t)e s at.
0

Exemplo 13.3.

[1] Uma empresa espera que sua receita nos préoximos 10 anos seja P(t) = 10%t. Se existe uma
taxa de inflacdo de 10% ao ano, qual é o valor atual da receita.

Neste casoa = 0,b =10e s = 0.1, entdo:

10 10
VA= 108/ te O at = —109 (10 + t) e M| = 2.64241 x 10% u.m.
0 0

3.5x10°% f
3.0x10° f
25%10° f
2.0x10° f
15%10° f
1.0x10° f

5.0%107 [

Figura 13.7: Exemplo [1].

[2] Uma empresa espera que sua receita decres¢a continuamente segundo P(t) = 100027".
Determine o valor atual se estes recursos sdo aplicados a uma taxa anual de 8%, continuamente.

+o00 6—0.08t

Primeiramente, utilizando integracdo por partes, calculemos:

b _—0.08t
I= / )
, 2

Devemos calcular:

—0.08¢
Fazemos u = 27t e dv = e 008 dt, entdo du = —In(2) 2 'dtev = — 60 o~ entdo:
B _6_0‘08t b _In(2) /b e~ 0-08¢ g — 1 n 1 In(2)
o 0.082f|, 0.08 J, 2 ©0.0820¢0085 T 0,08  0.08
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donde:
(008 +m@)] 11
0.08 ~0.0820¢0:08 " 008"
Logo:
_0.08 1 N 1] 1 1 O
~0.08 + In(2) 0.0820 0086~ 0.08|  0.08 + In(2) 2b ¢0.08b '
Finalmente: N 008t
> eV 1000
V = 1000 dt = 2 1293.40 u.m.
/0 2t 0.08 + In(2) wm

13.3.2 Valor Futuro de um Fluxo de Renda

Se a fungdo P = P(t) representa o fluxo continuo de renda de uma empresa, em u.m./ano, ¢ é
o tempo transcorrido em anos e se denotamos por s a taxa de juros anual, capitalizados conti-
nuamante, e 7' é o tempo da anuidade em anos, o valor futuro do fluxo de renda é denotado e
definido por:

T
VF =eT / P(t)e " dt.
0

Exemplo 13.4.

[1] Se se deposita anualmente 1500 reais numa conta que rende 2% de juros ao ano, capitaliza-
dos continuamente, qual é valor futuro do fluxo de renda ap6s 10 anos?

T =10, s = 0.02; logo:

10
VF =02 / 1500 e %02 gt = 16605.2 u.m.
0

[2] Um certo produto gera para uma empresa uma renda continua de 250.000 reais por ano. Tal
renda é aplicada diariamente a uma taxa anual de 10%,capitalizados continuamente. Qual é
valor futuro do fluxo de renda ap6s 20 anos?

T =20, s =0.1; logo:

20
VF =¢? / 250.000 ¢ dt = 15972750.25 u.m.
0

13.3.3 Investimento e Formacao de Capital

Se K = K(t) representa o montante existente do capital de uma empresa em cada instante ¢ e
I = I(t) representa a taxa de investimento liquido por periodo de tempo, entdo:

K(t) = / I(t) dt

é o montante existente ou fluxo do montante no instante ¢; logo, 0 montante acumulado no
intervaloa <t < b:

/bI(t) dt = K(b) — K (a).
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Exemplo 13.5.

[1] Sendo I(t) = 5t%/°, dado em milhdes de reais e K (0) = 100, determine o fluxo do montante
existente.

25¢7/5
K(t)=5 /t2/5dt = 5% +e.
25t7/°
Por outro lado, 100 = K (0) = ¢, logo K (t) = + 100.

[2] Sendo I(t) = 4t°/2, dado em milhdes de reais por ano, determine o montante do capital no
final de 5 anos.

Note que 1 <t < 5, logo:

t7/5
K(t)—4/t5/2dt—87+c.

5

=~ 318.29 milhoes de reais.

4/5t5/2dt:8t7/2
1 7 1

13.4 Excedentes

13.4.1 Excedente do Consumidor

Muitas vezes o prego que um consumidor paga por um produto ou servigo é menor do que
realmente estaria disposto a pagar para nao ficar sem ele.

A sobra ou excedente do consumidor é a diferenca entre o preco que um consumidor esta-
ria disposto a pagar por uma determinada quantidade de um produto e/ou servico e o que
realmente deve pagar por determinagdo do mercado.

O excedente do consumidor representa o beneficio que o consumidor obtém quando paga um
preco inferior ao que realmente estaria disposto a pagar. Utilizando o excedente do consumi-
dor como medida de conforto do consumidor, se o excedente é grande, maior é o conforto do
consumidor.

Para fixar idéias, consideremos que a fun¢do da demanda de um certo produto, produzido
por uma empresa, é dada por p = f(z), onde p é o preco unitirio quando x unidades sado
demandadas. Denote por pg o preco de mercado do produto e xy a quantidade correspondente.
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Figura 13.8: Grafico da funcdo p = f(z).

Em geral, pg ndo é o preco maximo que os consumidores estdo dispostos a pagar pelo produto;
para precos mais altos ainda existe demanda naturalmente menor que zy. O excedente do
consumidor é a drea entre a curva p = f(z) e a reta p = pg. Isto é:

EC = /Oxo [f(z) — po] da.

Figura 13.9: Excedente do consumidor.

De fato, o excedente do consumidor é a diferenga entre o preco que o consumidor estaria dis-
posto a pagar por uma quantidade menor do produto, para nédo ficar sem ele e o preco que
paga pela quantidade que compra.

13.4.2 Excedente do Produtor

De forma andloga ao excedente do consumidor, existe uma sobra para o produtor. O excedente
do produtor ¢é a diferenga entre o prego que o produtor estaria disposto a vender e o prego de
venda imposto pelo mercado.

O excedente do produtor representa o beneficio que o produtor obtém por vender seu produto
a um preco superior ao que realmente estaria disposto a vender. Utilizando o excedente do
produtor como medida de conforto, se o excedente é grande, maior é o conforto do produtor.
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Para fixar idéias, consideremos que a fungao da oferta de um certo produto é dada por p = f(z),
onde p é o preco unitdrio quando = unidades sdo oferecidas. Denote por pg 0 prego de mercado
do produto e =y a quantidade correspondente.

p

Xg X

Figura 13.10: Gréfico da fungdo p = f(z).

A diferenca entre o que o produtor recebe quando vende o produto pelo preco de mercado
e 0 que receberia caso o vendesse por um prego inferior ao do mercado, é dita excedente do
produtor e é a drea entre a reta p = pg e a curva p = f(x). Isto é:

EP = /O:L"o [po — f(z)] da.

Xo X

Figura 13.11: Excedente do produtor.

13.4.3 Excedente Total

O excende total da Economia de um mercado, onde o preco de mercado é o preco de equilibrio,
¢ a soma dos excedentes do consumidor e do produtor, isto é:

ET =EC + EP.
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L
XO X

Figura 13.12: Excedente total

Logo, o excedente total de uma economia, onde o prego de mercado é o prego de equilibrio é a
drea comprendida entre o gréfico da fungdo de demanda e da fungdo de oferta.

E comum utilizar a funcio de demanda e a funcio de oferta, afins:

r =—ap+b
x =cp+d, a,c>0.
Sabemos que ponto de equilibrio é (zg, pr), onde:

b—d o ad+bc
= TEp = .
PE a-+c E a-+c

Figura 13.13: Equilibrio Linear.

Determinemos o excedente do consumidor se prevalecer o equilibrio do mercado:
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X

Figura 13.14: Excedente do consumidor.

TE _ TE _ 2
EC:/ b-z dx:/ b _b-d x|,  _ (betad”
0 a o la a+c a 2a(a+c)?

Determinemos o excedente do produtor, se prevalecer o equilibrio do mercado:

ko)

X

Figura 13.15: Excedente do produtor.

o —d wd b-d 2
EP:/ pE— da::/ Sy _ 2| gy = etady
0 c 0o lc a+c ¢ 2¢(a+c)?

Logo, o excedente total da economia, no ponto de equilibrio, é:

(bc + ad)?

EFT=FEC+FEP=——F—""—.
2ac(a+c)
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X

Figura 13.16: Excedente da economia.

Exemplo 13.6.

[1] Determine o excedente do consumidor de um produto que custa 20 u. m. e tem como fungao
de demanda f(z) = 40 — 2z, se prevalecer o equilibrio do mercado.

Note que 20 = 40 — 2z, logo z¢ = 10 e py = 20, logo:
10
EC = / 20 — 2 2] dz = 100 u.m.
0

[2] Determine o excedente do produtor se o produto custa 30 u. m. e tem como fungdo de oferta
f(z) =4z + 10, prevalecendo o equilibrio do mercado.

Note que 30 = 4z + 10, logo ¢ = 5 e pg = 30, logo:
5
EP = / [20 — 4 2] dz = 50 u.m.
0

[3] Se a demanda de um certo produto é 100p = 1600 — z2 e a oferta é 400 p = z2 + 2400, ache
o excedente total da economia, se prevalecer o equilibrio do mercado.

Primeiro observemos que o ponto de equilibrio é 2y = 20 /2 e py = 8. Determinemos EC:

P

10 20 30 ao

Figura 13.17: Excedente da economia.

= 150.83.

202 |: x2 :| 320\/5
dr = 3
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Determinemos E P:

V21 g2 802
EP = 9 T gy = V2~ 3771
/0 [ 400] T3

Finalmente:
ET = 188.54.

13.5 Probabilidades

Uma fungdo f : R — R positiva e integrdvel é chamada fun¢do de densidade de probabilidade

se:
—+00

flz)dx =1

Assim denotamos e definimos a probabilidade de um nimero x estar comprendido entre a e b
(a < b); por:

b
P(a<x<b):P(a§:z:§b):/ f(z)dx

Analogamente definimos as outras possibilidades:
Pla<z)=Pla<z)= f(z)dx
ab
P(x<b):P(:L“§b):/ f(z)dx

Também podemos definir o valor esperado ou esperanga do ntimero =, como

“+00

onde f é a fungdo de densidade de probabilidade. Por exemplo, se f mede o lucro de uma
carteira de acdes, a esperanca € o lucro esperado que pode propocionar tais agoes.

E a variancia do ntiimero z é definida por:
+oo 9
Viz) = / o — E(@)]” f(z) do

A variavel independente x é chamada varidvel aleatéria continua (v.a.c.) A variancia mede a
dispersdo ou espalhamento dos pontos ao redor da média. Por exemplo, se temos uma carteira
de acdes, a variancia mede o risco das agoes.

Proposigao 13.1.
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De fato,
+oo
V(z) :/ [z — E(z)]? f() da
b ,
:/ (2% = 22E(z) + [E(x)]7] f(z)dx
+o00 +oo o0
_/ 22 f(z)dx — 2 B(z) / x f(z)dr + [E(m)]2 / f(z)dx
“+oo
— B(«?) — 2[E@)] + [B()] / (@) do
— E(z*) - [E(x)]”.
Utilizamos o fato de que / o f(z)dz =1, pois f é a func¢do de densidade de probabilidade.

O desvio padrao de uma fung¢do de densidade de probabilidade é definido e denotado por:

o, fornece uma medida de dispersao da distribuicdo dos valores de .

Exemplo 13.7.

1. Seja:
0 se 0>«
1
ax se 0§a:§§
f(z) = 1

a(l—x) se §§:c<1
0 se x> 1.

(a) Determine a constante a tal que f seja uma fun¢do de densidade de probabilidade.

(b) Calcule P(z < %) e P(% <z< 2) .

(c) Determine E(z) e V(x).

(a) Devemos ter:

logo:

400 1/2 1
/ f(l‘)dl‘:/ aa:d:n+/ a(l—:v)d::::g—l-g:g
—0o0 0 1/2 8 8 4
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a
entéo,zzleazll:

0 se 0>«
1
4z se 0<1:§§
f(z) = 1
4(1—x) se §<m§1
0 se x>1

Figura 13.18: Grafico da distribuicao f.

(b) Calculamos

1 1/2 1/2
Pz <-)= f(ac)dx—/ dxdr = -
2 0 0
1 3 3/4 3/4
P-<zx<-)= f(x)d:zz/ 4(1—z)de ==
2 4 1/2 1/2

—+oco 1/2 1 1 1 1
E(x):/ xf(a:)dx:/ 4x2d$+/ 4(x—2®)de ==+ ==
— 00 0 1/2 6 3 2
2
Vix) :E(l‘2) - [E(:c)] .
Determinemos:
oo 1/2 L 147 109
E(z?) = > f(x)dx = 43d/42—4d: — =
(%) /_OO x* f(x) dx /0 z°dx + » (% —2%)dx 16+120 510"
logo:

109 1 49

V) =500 "1~ 20

2. Se a venda de cimento (em toneladas), de uma fébrica segue a seguinte fun¢do de densidade

de probabilidade:
1-— .’I,'2 se 0<x<1
F( ) { ( ) = =

Sl w

outro caso.
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Qual é valor esperado de vendas? Determine o desvio padrao.

O valor esperado é:

Por outro lado:

logo:

o =\/V(z) = \/E(x2) — [E(x)]? = 0.24367.

A fabrica venderd mais ou menos 0.244 toneladas de cimento.

13.5.1 Distribui¢ao Uniforme

Definimos a fun¢do densidade de probabilidade da distribui¢do uniforme sobre o intervalo

la, b], por:
1
{ se a<x<b

0 outro caso

Observe que:

Figura 13.19: Gréfico da distribuicao f.

O valor esperado do namero z:

o) b
E(m):/+ xf(x)dm:bia/mcm:a;b.

A variancia:

Vi) = bia /ab [x_a;rbrdx: (bIQa)Z_
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O desvio padrao:

b—a
Op = .
V12

Exemplo 13.8.

[1] Um ponto é escolhido aleatériamente no intervalo [0, 10]. Determine a probabilidade que
que o ponto escolhido esteja entre 8 e 8.6.

Definimos a funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do uniforme sobre o intervalo
[0, 10], por:

x

fla) =3 10

0 outro caso

se 0<z<10
Logo:

1 (86 0.6
P(8<z<85)=— = —— =0.06.
(8 <z <8.5) 10/8 dx 0 0.06

[2] Suponha que a v.a.c. tem distribui¢do uniforme com esperanca igual a 4 e a variancia igual

4
3 Determine P(z < 4)e P(3 < x <4).

b b—a)®? 4
SabemosqueE(ﬂc):a+ :4eV(:r):( %) = —, logo:
2 12 3
a+b =38
b—a 4
Donde a = 2 e b = 6. Entao:
td 1
Pa<4)= | &= —= 5%
, 4 2
4d 1
PB<z<4)=[ & => = 25%.
s 4 4

[3] Um atacadista vende entre 100 e 200 toneladas de grdos, com distribui¢do uniforme de
probabilidade. Sabe-se que o ponto de equilibrio para esta operagdo corresponde a uma venda
de 130 toneladas. Determine a esperanca, a variancia e a probabilidade de que o comerciante
tenha um prejuizo em um determinado dia.

Note que a = 100 e b = 200, entdo:

100 + 200
_ % — 150

(200 — 100)?
12

Como o equilibrio (ndo se perde nem se ganha) acontece quando vende 130 toneladas, devemos
calcular:

V(z) = — 833.3.

130 gy 30

P(x<130):/ =2 =03
100 100~ 100

Isto é, tem uma probabilidade de 30%.
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13.5.2 Distribuicao Exponencial

Esta fun¢do de densidade de distribuicdo é frequentemente utilizada para determinar a vida
til de equipamentos eletrdnicos e do tempo entre ocorréncias de eventos sucessivos, como por
exemplo, o tempo entre chegadas de clientes a uma agéncia bancaria.

Definimos a fun¢do densidade de probabilidade da distribui¢do exponencial de pardmetro «,

por:
ae se x>0
€T fry
/(@) {0 se =<0,

a > 0. Observe que f(z) > 0, para todo x.

Figura 13.20: Gréfico da distribuicdo exponencial.

Note que:

400 +o0 b
/ fl@)dz =« / e “dr=a lim e dr= lim (1—e ) =1.
0

— 0 b—+oo Jo b—+o0

Por outro lado, a probabilidade de que um ntimero = € (a, b) é:
b
Pla<z<b) = a/ e dp = 70 — 0@

O valor esperado do nimero x:

A variancia:

O desvio padrao:
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Exemplo 13.9.

[1] Para determinado tipo de baterias de telefone celular, a fun¢do de densidade de probabili-
dade dara que z horas seja o tempo de vida 1til de uma bateria escolhida aleatoriamente é:
e T /20

flz)=13 20

0 se x<0.

se x>0

Determine a probabilidade de que uma bateria escolhida aleatoriamente tenha um tempo de
vida ttil entre 10 a 15 horas e de uma que funcione pelo menos 50 horas. Determine a esperanca
e a variancia.

Devemos calcular P(10 < z < 15) e P(x > 50), entdo:

15 ,—/20
P(10 <z < 15) = / 5g— o = 0.134=13.4%
10
+00 ,—2/20
P(z > 50) = / dz = 0.082 = 8.2%.
50

Determinemos a esperanga e a variancia:

E(x)=20 e V(x)=400.

Figura 13.21: Grafico da distribui¢do exponencial do exemplo [1].

[2] O tempo de espera entre o pedido de atendimento num banco é uma v.a.c. com distribuigao
exponencial com média igual a 10 minutos. Determine a probabilidade do tempo de espera
superior a 10 minutos. Ache a esperanca e a variancia.

Note que:
Fa) 0.1 01 se x>0
xTr) =
0 se x <O0.

“+o00
Logo, P(10 < ) = / 0.1e %17 = 71 = 0.368 = 36.8%, e:
10

E(z) =10min. e V(x)= 100min.
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13.5.3 Distribui¢io de Pareto

E uma distribuicdo frequentemente utilizada em Economia no estudo da distribui¢do de renda
de uma populagdo.

Definimos a func¢do de densidade de probabilidade da distribui¢do de Pareto, por:

ja—éj se z>p
flz) =
0 se x<p.

a > 1lef > 0. Oparametro 3 pode ser interpretado como o ingresso minimo de uma populacao
e 0 parametro o pode ser interpretado como a dispersdo dos ingressos.

Note que:

+00 +00 aﬁa ) /804 m
/ f(x)dx:/ﬁ xaﬂd:c: lim ——| =1.

—00
20r
151
101

05

05 10 15 20

Figura 13.22: Gréficode f, paraa =3/2e 5 =1/2.

A esperanga, a veriancia e o desvio padrao, sao:

o oo q _ap
E(x)=ap /B :U—adm—a_l
__ ap
i RV )
I5) «
Oy = .

a—1\Va—2
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Exemplo 13.10.

1
1. Uma distribui¢do de Pareto tem esperanca e variancia 2 e 5 respectivamente.

(a) Determine a distribuicao.

(b) Calcule P(z > 10).

(a) Temos:
af a 52 1
@ =3=7=% VO =G reoy 3
2 N A 3 3
logo, da esperancga: o = —m; entdo da varidncia: 8 = 3 e =3;comoa > 1temos 3 = 3 e
a=4,e:
81 -
a5 TEg
f(z) =
3
0 —.
se x< 5

(b) Calculamos:

P(m>10)—/+oo 81 e = 5L~ 0.00050625
= Jo 42577 T 160000 '

2. Numa populagdo os ingressos sdo distribuidos segundo uma distribui¢do de Pareto, com
a=3e 3 =1000.

(a) Qual é a probabilidade de que uma pessoa ganhe mais de 5000 u.m?

(b) Qual é a probabilidade de que uma pessoa ganhe entre 2000 e 3000 u.m?
(c) Qual é a probabilidade de que uma pessoa ganhe abaixo da média u.m?
(a) Calculamos:

T d 1

P(z > 5000) = 3 x 10003 = — 2(.008.
(x - ) x /%)00 .’IJ4 125

(b) Calculamos:

3000 dr 19
P(2000 < z < 3000) = 3 x 10003/ —1 = 577 = 0.087963.
2000 L 216

(c) Calculamos:

oo dx
E(z) =3 x 10003/ — = 1500;
1000 T
logo:
1500 gz 19

P(x < 1500) = 3 x 10003/ — = — =0.703704.
(@ ) w00 =427

3. Se em duas cidades, os ingressos seguem as seguintes distribui¢des de Pareto, respectiva-
mente:
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(w se x > 1000

A =3 °
0 se x < 1000
(5L§OO5 se x > 1200

Pr) =3 °
0 se x < 1200.

(a) Qual é o ingresso médio de cada cidade e o desvio padrao?
(b) Em qual cidade é mais provavel que uma pessoa ganhe mais de 2000 u.m?

(c) Em qual cidade é mais provavel que uma pessoa ganhe entre 2000 e 3000 u.m?
0004}
0003
0002}

0001}

500 1000 1500 2000 2500

Figura 13.23: Gréfico de f; e fo, respectivamente.

Denotemos por E; a média relativa 4 distribuicdo f;; analogamente as outras quantidades.

(a) Sabemos que E(x) = ;L_Bl ; logo:
4000
Ei(x) = —— =1333.33 e FEs(z) = 1500.
Por outro lado, o desvio padréo é: o, = R logo:
! P Tt a—1Va=-2 80
1000 v/2
0o = V2 _ 471.405 e o9, = 10015 = 387.298.

Na segunda cidade é provével ganhar, em média mais.

(b)
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®dr 1
P1(2000 < z) = 4 x 1000* / — = — = 0.0625
( ) 2000 #° 16
© dr 243
P — 5 = = 2 —0.07776.
»(2000 < ) = 5 x 1200 /2 o8 = g5~ 07T
Na segunda cidade é provavel ganhar mais de 2000 u.m.
(©)
3000 d 65
P;(2000 < x < 3000) = 4 x 1000* / —gg = —— =0.0501543
2000 L 1296

3000 d 211
P5(2000 < z < 3000) = 5 x 1200° / & 222 0.06752.
2000 xﬁ 3125

13.5.4 Distribuicao Normal ou Gaussiana

Esta é a funcdo de distribui¢do mais importante; ela estd associada a erros de medidas, tempos
de reacdo de experimentos psicolégicos e indicadores econdomicos.

Definimos a funcdo de densidade de probabilidade da distribui¢do normal, por:

1

—(z—p)*/20°
e , —o0 < x < 400,
ov2m

fz) =

ondepy >0eo > 0.

X

Figura 13.24: Gréficode f,parap=0eo = 1.

A constante p é dita média e o é dito desvio padrdo. A verificagdo de que esta fungdo é uma
densidade de probabilidade, fica fora dos objetivos do texto, pois é necessario utilizar integra-
¢do em vdrias varidveis. Por enquanto ficaremos com o seguinte resultado:

400
/ e—(a:c2+bz+c) dr — \/?e(b2—4ac)/4a'
oo a
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Para ver a prova deste fato, veja 0 VOLUME II dos mesmos autores. Logo, temos:

“+o00 —+00 /2
d (@=n/20% g = 1,
/_oo f(m) v a\/27r /

De forma anéloga, é possivel verificar que:

+0oo
E(x) = ze~@=w?/20% g
(=) ov2Tm / H
A variancia:
Viz)=—F= /+°° [2— )% e @2 gy = 52,
o\V2T 00

Devido a complexidade da integral envolvida nos célculos que devem ser feitos quando é utili-
zada a distribui¢do normal, os estatisticos criaram uma tabela, tinica, da chamada distribuicao
normal padrao; isto é,se 0 = 1 e u = 0. E possivel provar que qualquer distribui¢do normal
pode ser transformada numa distribui¢do normal padréo, fazendo a mudanga:

T —p
—.

Finalmente, observamos que:

1 u—

(@=1)?/20% gy = _ — e .
oV2T 2 f( V20 )
Em geral, estas integrais sdo calculas utilizando algum software matemético, como por exem-
plo, MAPLE.

Exemplo 13.11.

[1] Um certo tipo de bateria de celular tem em média, duragdo de 3 anos com desvio standard
o = 0.5. Se a duragdo das baterias é normalmente distribuida, determine a probabilidade de
que uma bateria dure menos que 2.3 anos.

o =05epu =23 entdo f(z) = 0.797885 ¢~2(~3+2)”;

2.3

Pz < 2.3) = f(z) dx = 0.0807567.
0

[2] Numa prova para concurso, a média das notas foi de 82 com desvio standard o = 5. O
numero de pessoas que obtiveram notas entre 88 e 94 foi 8; determine o ntiimero de pessoas
presente na prova.

— 5ep = 82, entdo f(z) = 0.0797885 ¢~ 0-02(-82+2)°  Supondo que as notas sio numeros
inteiros:

94.5

P(87.5 < x < 94.5) = / F(x) dz = 0.129456.
87.5

Logo, as 8 pessoas que obtiveram notas entre 88 e 94 representam 12.95% dos alunos; entdo o
total de alunos é aproximadamente, 62.
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13.5.5 Distribui¢cao Gama

A fungdo I' = I'(z) estudada nos capitulos anteriores da origem a seguinte distribui¢do, que é
utilizada nos fendmenos limitados, como por exemplo, os intervalos de tempo de espera numa
fila de banco ou para analisar o tempo de permanéncia de pacientes num hospital.

A fungdo de densidade de probabilidade Gama, de parametros A > 0 e v € R, é definida por:

AY Az v—1
>0
flz) = ) e T se x
0 outro caso.

Note que se v = 1, temos a densidade de probabilidade exponencial. Utilizando a defini¢do da

fungéo gama, obtemos que:
+o00
/ 87)\:51,1/71 dr = F(V)
0

)\V

Donde segue que:

Figura 13.25: Graficode f,parav =1, 2,3, 4e A = 1.

Por outro lado, é possivel verificar que:
+o0o 2\ +o0o N
E(x):/ Q:f(:c)da::/ e "oV de.
0 L) Jo

t
De fato, fazendo t = Ax, entdo dt = Adr e x = X ; logo:

AY oo 1 o 'v+1) vI(v)
E Az v t v
(x) = /0 e :Edl’—)\ (V)/o e "tVdt = h\ = =

Analogamente:
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Exemplo 13.12.

1. O tempo, em horas, utilizado para a montagem de um carro segue a distribuigdo gama. Se
a esperanca e a variancia sdo 2 e 1, respectivaments. Estime a probabilidade de que um carro
seja montado pelo menos em uma hora.

1%

Sabemos que E(x) = % eV(zr) = 2 logo:
12 14
16 e 2% 3 se x>0
-}
0 outro caso.
0.30;

0.5 1.0 15 20 25 3.0

Figura 13.26: Grafico de P(z < 1).

1
Pz <1)=16 / e 2% g da =2 0.212449.
0

2. Se o tempo de sobrevivéncia no mercado, em anos, de um certo tipo de microempresa segue
a distribuicdo gama para A = 0.81 e v = 7.81, determine:

(a) O tempo médio de sobrevivéncia destas microempresas.

(b) Qual é a probabilidade de que a sobrevivéncia seja menor que 10 anos.

0.0000559896 ¢ —0-81x 4.6.81 se >0
f(z)
7) —
0 outro caso.
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0.2

0.08[

0.06-

0.04|-

0.02

“5”“1‘0““1‘5””2‘0 25 ?;O
Figura 13.27: Grafico de f.
7.81
a) Sabemos que E(x) = v_ Lo 9.64198; o tempo médio de sobrevivéncia é 10 anos.
q b\ 1 P

(b)

10
P(z < 10) = 0.0000559896 / e 08l 681 gy > (.587755.
0

E de quase 60%.

Um caso especial da distribui¢do gama chamada densidade de probabilidade de distribuigao
x?, é dada por:

1
Y a2 (v/2) -1
e x se x>0
f(z) = ¢ 2¥2T(v/2)
0 outro caso.
v € R. Verifiquemos que:

“+oo

+oo 1 Foo
dr = dr = ——— —z/2 , (v/2)—1 dr = 1.
f(z)dx /0 f(z)dx 2T (0)2) /0 e x x

— 00
Determinemos a integral:

+o0
/ ea/2 2w/ -1 gy
0

fazendo u = g, logo 2du = dx e:

+o00 +oo v
0 0
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020}
0151
0.10

0.05

2 4 6 8

Figura 13.28: Grafico de f, para v = 3.

Analogamente, podemos ver que:

Exz)=v e V(z)=2v.
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13.6 Exercicios

1. Seja:

f(x):{axz se |z|>3

0 se |z| <3

Determine a de modo que f seja fun¢do de densidade de probabilidade.

2. Determine k para que f(t) = ¥l seja fungdo de densidade de probabilidade.
teo n!
3. Verifique que / e p?"Hdr = 5ineN.
0

4. Se o erro envolvido na medicao de certos instrumentos eletronicos tem uma distribuicao
de probabilidade:

0.00123 (4 —2?) se —2<z<2
-
0 outro caso.

(a) Esboce o grafico de f.
(b) Calcule P(z > 0)e P(—1 <z < 1).
(c) Qual é a esperanca e 0,7
5. Se a concentragdo de um certo contaminante numa lagoa tem uma distribuigdo de proba-
bilidade uniforme em [0, 20] partes por milhdo. Se considera t6xica na concentragao de 8
ou mais partes por milhdo, pergunta-se:
(@) Qual é a probabilidade de coletar uma amostra em que a concentragdo seja toxica?
(b) Qual é a esperanca e a variancia?

(c) Qual é a probabilidade de coletar uma amostra em que a concentragdo seja exata-
mente 10.

6. Se o consumo familiar de um certo produto tem uma distribuicdo de probabilidade uni-
forme com esperanga igual a 10 e varidncia igual a 1, determine a probabilidade de que o
consumo esteja entre 8 e 12.

7. O tempo para consertar um liquidificador tem uma distribui¢do de probabilidade expo-
nencial:

fa) = {0.045456—96/22 se x>0

0 se =<0,

isto é, em média 22 minutos.
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(a) Determine a probabilidade de que o tempo do conserto seja menor que 10 minutos.

(b) Se o custo do conserto é de 20 u. m. por cada 30 minutos ou fragdo de reparos; qual
é a probabilidade de que um conserto custe 40 u.m?

(c) Para um planejamento futuro, quanto tempo se deve utilizar em cada conserto para
que a probabilidade de que qualquer tempo de reparo maior que o tempo dado seja
de 0.1?

8. Numa fabrica de circuitos impressos, a vida ttil desses circuitos tem uma distribuigdo
descrita pela densidade de probabilidade exponencial:

0.002 ¢—0-002z se >0
f(x) =
0 se x<O0.

(@) Qual é a probabilidade dos circuitos funcionarem em menos de 600 horas?

(b) Qual é a probabilidade dos circuitos continuarem funcionando ap6s 600 horas?

9. Os marcapassos funcionam com probabilidade exponencial de média de 16 anos.

(@) Qual é a probabilidade de que uma pessoa que ja tenha um marcapasso deva reim-
plantar um novo antes de 20 anos?

(b) Se o marcapasso estivesse funcionando durante 5 anos, qual é a probabilidade de
que o paciente deva reimplantar outro apés 25 anos?

10. Numa populacdo os ingressoa sdo distribuidos segundo uma distribui¢do de Pareto, com
a=>5e [ =2200.
(a) Qual é a probabilidade de que uma pessoa ganhe mais de 1000?
(b) Qual é a probabilidade de que uma pessoa ganhe entre 1000 e 15007

(c) Qual é a probabilidade de que uma pessoa ganhe abaixo da média?

11. Se em trés cidades, os ingressos seguem as seguintes distribui¢des de Pareto para a = 3,
B =1200,a =4, 3 =1300 e o = 5, = 1500, respectivamente.

(a) Qual é o ingresso medio de cada cidade e o desvio padrao?
(b) Em qual cidade é mais probavel que uma pessoa ganha mais de 2000 u.m?

(c) Em qual cidade é mais probavel que uma pessoa ganha entre 2000 e 3000?
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12. Numa prova de vestibular, a média das notas foi de 50 com desvio standard ¢ = 6.
O ntimero de pessoas que obtiveram notas entre 70 e 90 foi 120. Utilize um software
matematico para determinar o nimero de pessoas presentes no exame.

13. Se o tempo utilizando um computador com time-sharing segue uma distribuicdo gama
com média de20 minutos e varidncia de 80 minutos, pede-se:

(a) Determine v e A.
(b) Qual é a probabilidade de um usuario utilizar o computador no méximo 20 minutos?

(c) Qual é a probabilidade de um usuadrio utilizar o computador entre 20 e 40 minutos?

14. Se o tempo de sobrevivéncia de um certo tipo de cirugia, em anos, segue a distribuicdo
gama para A = 0.9 e v = 81; determine:

(@) O tempo médio de sobrevivéncia.

(b) Qual é a probabilidade de sobrevivéncia seja menor de 5 anos.



Capitulo 14

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
IMPARES

14.1 Introducao

1. (a) [0, +00) (b) [1, +00) (¢) (00, 1] (D) R () 0 () 2+ v2 e 0 (g) —7/2 (h) O e 4

3. (a) 2 V41 (b) 3v/17 (¢) 3/5 (d) V7 (e) V2 () VI8 + 272 (g) /337 (h) v/265 (i) 4 (j) 3 — v/3
7. Pontos situados sobre areta z +y = 4 ou {(z, y) € R? /2 + y = 4}.
9.1011.22+3y—4=015.(a) -3vV2 <k <3V2(D) k=+32

19.(@)a =8,b= —24 (b)ndo existeb e R (c)a =5,b=2(d)a = —13,b =2
23.1++2,1-+2,-1,2/3

25. (@) 0 (b) 0 (c) [-2,8/7] (d) (—o0, —1/2] (e) (o0, —4] (f) (=2,1)

27.

(©) -
29. (0, 4]

31. x < 2.79955 e x > 357.2

14.2 Funcgoes

—2r—4 se < —4
1. (@) 22 (b) 422° (¢) ma® (d) 1012 3.f(x) =44 se —4<x<0
20+4 se x>0

419
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5. Dom(f) =R —{=7/2}; f(1/x) = g; (f(2)) ! = 24
7.@z+ab)a?—az+a?(Qz+a+1(d)—L1 ()2(f)—%4 (g)a? +ar+a+1 (h) — %
(i) \/F m G) — (z+a)(z2+a?)

atrd

9. Nao; Dom(f) R — {0} 11. (a) 2% + 22 + 2; 2 — 22 — 2; 223 + 4x;
13.a = 3; b——zoua——?)eb—%

15. (a) 3z + 7 (b) Va? + 2 () LEh (d) —4a? + 182 — 17 (e) ;2, v # 1 (f) —20 — 1
17.24+3n+3  19. () [1, +00) (b) (1,400) (c) R — {0} (d) (—v/3, —v/2) U (0,v/2) U (V/3, +0)
21. Sim 22. Se f(z) = ax 29. f(z) = —6z + 8 e g(z) = 22% — Tz + 4 31. 3/11 33. f(z) = &=
35. D(t) = —2500; V(5) = 12500 reais ~ 37. 35000 reais 39. y = —1.6z + 416, 6

41. 93804.23 reais 43. 10% 45. (a) Fpo32 (b) 1551

x2+2

14.3 Funcdes na Economia

L@0<p<1®)p=1(©p>4dp=0()p=0()[0,1U[3+0c)(gp=1(h)0<p<?2

@Hp>9Gp=0

. —32410005. (a) 0.53 u.m.; 2 um. ; 7.2 u. m. (b) 99.9% (c) CM (z) = 1525

7. b)p =V1i—-2% 2= 1-p29. (@ z = 4012646, x = 11.07, x = 2.25 (b) Teralucro:
2<z<ll;ndoterax >11 11.(a)C(x) = 25a:+ 120 (b) R( ) =35z (c) L(x) = 10x — 120 (d)
262 13. 2 = 0.95p + 105.5 15. 25000 [1.0625]?° = 84046.33 reais 17. 1061.36; 1346.84; 1814.02
19. (a) = 1990 (b) = 3556865 (c) = 2.67362 x 107 21. (a)V(10) = 283942.1 u.m. (b)V(15) =
478458.94 um. 23. t = In(%Y y) 1/k 25. W (6) = 2048 x 10" mg.

29. (a) 188z 4 388 () 16z 1 25 31. (a) y = 0.969 x (3.031)% (b) y = 0.964 x (0.247)"

14.4 Limites e Continuidade

1.(@)-5(b)1(c)2(d)2(e) V2 (f) 4(8) —1o55 () 9 () 1 (j) 0 (k) 2

3.(@)4(()15/11(c)2(d) —oco (e)-1/a(f)-1(g) 2 (h) 2t (i) 2 (j)-6 (k) 1/3 (1) 5/6 (m) 1/4 (n) -1/56
(©)3(p)0(q)0(r) 1/v2a(s)1/9(t) 0

5.(@0(Mb)3(c)1/3(d)0(e)1/3(f)-1/2(g)0h)0@E 0 1(k)01)0(m)1n)0()0(p)0(q)0
(r1(s)0(t)3

7. (a) -13/6 (b) 11/6 (c) 1/3 (d) 12 () 1/12 () 4 (g) -4 (h) -1/6 (i) -85/4 (j) 0

9. (a) +©
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13. (a)-1(b)6(c)1(d)2(e)1(f)5
11. (a) sim (b) ndo (c) sim (d) sim
13.(@)-1(b)6 (c)1(d)2(e) 1 (f)515. (a), (c) e (d) Sim (b) Nao

14.5 Aplicacdes de Limites e Continuidade
1. (a) 400/19,100/9,16/3, 4, -4/15 A capacidade de produc¢do diminui com o tempo até 100 u.

m.; a partir dai tende a aumentar.
(b) 4 (c) 400

et s 8 3§
3§
E

(d

3. (a) continua 5. (a) continua (b) A variacdo do consumo nio é sensivel em torno de 20 m3
de 4dgua.

it 8
i \

(©

7. Limite pela direita: 1, limite pela esquerda: 3.68

(©

8.

F f\\\

(a)

(b) termina

14.6 Derivada

l.@y=10—-6xz(b)y=—-1-2z(y=—-4+5z(d)y=2(-3+z)(e)y=—=z
Oy=03B+2)/4@y=2(-3+2)()y=(1+22)/\/B3)y=2(-1+2)Gy=0B+x)/3
Ky=0B-x)/4

3. Trog = —1,1’0 = —261’0 :2/3

5. (a) 1+ 6z + 1522 + 2423 + 252% + 1825 + 725 (b) 3(3 + 522)(z + 21 + 25)?

(©) (=10+42+9224+623)/(1+32)% (d) (2(—2+ 92— 1222 — 23+ 3821 — 2125 — 825 4+527)) / (—3+22)?
7. (a) 57 17%In(5) (b) 21722572%(—1 4 10%)(1 + 10%)(1 + 10%*)In(10)

(0) 2/(xlog(5)) (d) (1 + log(x/4)) /log(4) (&) 1/(z + 22) (f) In(10) (g) 1/(xlog(x))

9. (@) = /y* (b) (=32” — 2zy) /(2 + 2y) (¢) —/y//x (d) 1/(=1 +¢¥) (e) (1 +z +y?)/(y(—2 +
3y + 3y°)) () —y/z () (z — 22° + 2zy*) /(—y — 22y + 2°) (h) y/x (i) (=¥ — 22) [z
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11. () 0 (b) 72 (c) —92/(3 — 22)°/2 (d) 24/(—1 + z)° (e) 8e}2* () 6/2* (g) *(7 + )

13. (@) (6 + )/(2v3) (b) 1 — 2z (c) (24 x)/2 (d) = (e) = + In(5) (f) —1 + 21z

17. I(x) = —4490 + 303z, 4751.5

19. 150

23. () V3 + 2/(2V3) — 22 /(24V/3), V3 + 2/(2V/3) — 22 /(24V/3) + 23 /(144+/3)

(b) 1 -2z +222,1 -2z +22% — (42%)/3 (c) 1 + /3 — 22/9, 1 + x/3 — 22/9 + (523) /81
(d) z, z— 23 (e) x — 22/2 + (823) /15, In(5) + = — 22 /2 + (823)/15

(f) =1 + 21z — 18922, —1 + 21z — 18922 + 97323

14.7 Aplica¢des da Derivada

1. (a) sem pontos criticos (b) 3/2 (c) 1 (d) -1 (e) O (f) sem pontos criticos (g) —3, 0 (h) sem pontos
criticos (i) 0

3. (a) 3/7 min (b) 2 max (c) -7 max, 1 min (d) 0 min (e) 2/9 max

0 (8)

(h) -2 min, 2 max (i) ndo possui pontos extremos (j) -2 max, -4/5 min

7. (@) —b/2a (b) Se b* — 3ac > 0, (—b + /b2 — 3ac)/3a minimo relativo e (—b — v/b2 — 3ac)/3a
maximo relativo

11. raio 8/ /47 e altura 256/ V1672 13. 13.5 reais 15. 2 =3 17. 6.07cm

14.8 A Derivada em Economia

1. CMg(x) = 4z — 1000/2>
3. (a) CMg(z) = —322 + 200z + 1; C(0) = 1, C(10) = 1701, C(100) = —9999
(©) L(z) = —4 + 2% — 10022 + (—3/2 +1/2 /6401 1 422 — 320 x) z

L(z) =5 \/6401+iz2—320:v (622 — 400z — 3)v/6401 + 4 22 — 320 + +6401 + 8 2% — 480 ac)
5.(@)x=333(b)z=0ex=23.33

7.14.71 reais 9. (@) CMg(z) = 22+5,CMe(x) = z+5+30/z, CMg(0) = 5, CMg(50) = 105,
CMe(50) = 55.6 e CMe(0) indefinido (b) 2 = /30

11. = 359 (b) 90250 reais 13. (a) CMg(x) = 322 — 20x + 40, CMg(0) = 40, CM g(100) =
28040 (b) R(z) = 2002 — 1022, RMg(x) = 200 — 20z (c) L(z) = 160z — 23 (d) x = 7

15. (a) 2010 (b) 10% 17.13.5 u. m.

19. (a) ec(z) = (32% 44022 — x) /(2% + 202% — 2 4 4) (b) ec(100) > 1 (€) £c(1000) > 1

14.9 Integracdo Indefinida

1. (a) z*/4 + 423/3 + 322/2 + ¢ (©) n Va—1/(n — 1) (e) —1/22> + 2/52%% 4 2/323/% (g)
- 292 (143 — 2342 + 99 22) (i) % ()5 <= (m)2/15 /z (15 + 22) (0) 1/22%+1/3 273227
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3. (@ In(e”) —In(e* +1)

(b)2/3vVr+1(=2+12) () —In(zx—1)+2yT+In(—1+z) —In(1+ /)
(d) —1 +6/5/1+ Y223 —8/5/1+ Jzz+ 8 \/1+ ¥z

5.1/2 (2—22% +a%) e

7. (a) W (b) —1/3\/% (©) 1/31In (2% + 322 +4) (d) 1/22% + In(z) — In (22 + 1)
@z—(x+1)" ' —2In(z+1)(f) -1/16In (22 +7) +1/16 In (22 — 1)

14.10 Integrais Indefinidas e Economia

1. 436 u. m.
3. [(0.9 + 0.2y/z) x + 10] bilhdes de u. m.
5. =20

14.11 Integrais Impréprias

1. (a) 2 (b) In(2) (c) 1/2 (d) 1 (e) divergente (f) —1/2in(5) (g) divergente (h) 1/2 (i) 7/2 (j) In(/2)
(k) 1/4 (1) divergente (m) 1/8 (n) divergente (o) 1/in(2)

3. (a) 4 (b) 2(e® — 1)/e? (c) 7(In(2))*/7/5 (d) 0 (e) 5/3 (f) divergente (g) 51/7 (h) divergente (i)
24/In(2) (j) divergente

14.12 Integrais Definidas e Economia

3.a=1/18 5.(a) PB<z) =06 () E =10,V =333 (c) P(xr = 10) = [,y f(x)dx =0
7. (@) P(x < 10) =1 — e~ >/ (b) P(30 < z < 60) = ¢ 15/11 — ¢=30/11

(c) P(x > t) = 0.1, entdo ¢t = 51 minutos.

9.(a) a = 1/16, P(z < 20) = 0.7135 (b) P(5 < x < 25) = 0.7316
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