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2.2. Prove que o conjunto das solugoes de uma equagio do tipo
T %H = ayxx + by (linear, de primeira ordem, homogénea ou nio,
" com coeficientes varidveis) ¢ uma variedade afim de dimensio 1 em
R°°. Em que condigdes ¢ um subespago vetorial?
22.3. Uma solugao do sistema
Xk+1 = QiXk + DYk + Pk
Yk+1 = CkXk + diYk + dk
pode ser considerada como um par (s, 1) de seqiiéncias
g (x(h'-‘ bxk‘l“')l
t=(Yor-+- 1 Yks-++ s

portanto um elemento de R™ x R*. Prove que o conjunto S dessas
solugdes é uma variedade afim de dimenséo 2 no espaco vetorial R™ x
R>. Em que condi¢des S é um subespaco vetorial?

22.4. Para cada um dos sistemas abaixo, determine a solucao (v,, ... ,
VK, ... ), Vi = (X1, Yx), que tem o valor inicial v, = (X4, Y, ) indicado.

Xk+1 = 2xx + Yk Xk4+1 = 3Ixx + 16y« Xk+1 = Xk + Uk
Yk+1 = Xk + 2yk Yk+1 = —4x — 13y Yk+1 = —2%x + Yk
(xo:yc:) = (3;_2) (X'CHUD] = [3;2] (meo) = (_293)

22.5. Seja vy = (X, Yx) uma solugdo do sistema

Xi+1 = 2Xk — Yx
Yk+1 = 4 — 2yx.

cial v, = (Xo,Yo), tem-se Xk =
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92.7. Sejam T = (i, o) Bea=ilyd ol YUk, ... ) solugdes da
equagdo Zy 12 + aZx 1 + bz = 0. Assinale V(erdadeiro) ou F(also):

( )Seressao L.L entdo, para quaisquer indices k # (, os vetores
u = (xx,%e) e v = (yy,y¢) sdo L.L

( )Se existirem k 75 { tais que o0s vetores u = (xk_; XE) eV = (Uk:yt’)
sao L.I. entdo as solugdes v e s sdo L.I.

( ) Se, para todo k>0, os vetores u = (xy, Xk+1) € Vv = (Uk, Yk+1)
forem L.D. entdo r e s sao L.D.

( )SeressaoL.D. entdou = (xi,x¢) e v = (yy, y¢) sdo L.D., sejam
quais forem k e .

BB Sejam T = (Xo,... ,Xiyeer)y 8§ = (Yoyeoo s Yky. - o) ot
Zoy -+ 1 Zk, - - - ) Solugdes da equagio Wy _3+awy - bWy 1 Crowy =

(a) Se existirem k < { < m tais que os vetores v = (xy,X¢, Xm),

= (Y, Yo, Ym) e V' = (zx, 2¢, zm) sdo L.1. entdo as seqiiéncias T, s
etsaoL.l..

(b) Se T, s e t sdo L.I. entdo existe k>0 tal que os vetores

¥ — (Xk,xk+1,xk+z], V= [Uk:yk+1syk+2) e Vi (Zk,zk+1,1k+2]
sao .1 .

22 9 Prove que as seqiiéncias r = (1,2,3,4,0,0,...),s = (1,2, KW
=let = (1,00,3.0,0.... ) .ndo podem ser solug:ﬁes da a
equag:au Xk+3+ AxXy42 + bxk+1 + cxx = 0. [Sugestdo: ite:
€xercicio anterior.]

22.10. Seja E:R*° — R o operador linear definido por
E(xm X1yeoo y XKy ) = (x'lprr J !xk+11' *_." |

- Prove que um subespago vetorial S C R™ é o ¢

- % uma equagio linear homogénea de ordem 1 ¢
A -'tﬂnt_es,

Xk4nt Q1 Xjepn—14 - -
€ 8omente se, cumpre as cond [
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(1) S é invariante por E;

(2) S tem dimensdo finita, igual a n.

22.11. O método apresentado em 22.B para calcular as poténcias Ak
mediante o uso do Teorema de Cayley-Hamilton da formulas explicitag
para essas poténcias como combinagoes lineares de I, A | . . "l
mas faz uso das raizes caracteristicas do operador A, que sio fa.
cilmente calculdveis em dimensao 2 porém dificeis de obter em (.
mensoes superiores. Caso se deseje, ndo a formula geral para Ak,
mas apenas o calculo explicito de uma dessas poténcias, como A0
por exemplo, a alternativa seguinte utiliza apenas o cdlculo do po.-
lindmio caracteristico pa(A), o que é bem mais factivel: Usa-se ¢ g]-
goritmo da divisdo para escrever A = pa(A) - q(A) + r(A), onde o
grau do resto v(A) é menor do que a dimensdo do espaco E. Tem-ge
entdo A* = r(A). Usando este método, mostre que, dado o operador
A:R> — R3, onde A(x,y,z) = (x +2y +3z,3x +y + 2z,x —y + 2),
tem-se A° = 40A?+19A—143.T1e A'° = 14281.A2+2246.A—49071.I.

22.12. Para cada uma das equagdes abaixo, determine a solucéo que
tem os valores iniciais indicados.

(a) Xk+2= Xk 11+ 20x, X = —3, %1 = 2.
(b) %xk+2:2xk+1—5xk, Xo ?2, %r = —1,

(c) xk+2—6xk+1+25xk:0, Xo=1,%> = 3.

22.13. A sequiéncia de Fibonacci (x,, X1,... ,Xk,...) é definida pelas

condicbes x, = 0, x; = T e Xk4+2 = Xk4+1 + Xk. Obtenha a formula
geral para x,. em funcéo de k, prove QuE Xpp25= 1 4 %7 4 15 F X €
que

Xk+1 _ 1 ++/5

lim — = “TV2 (o imero de our
k UIero
k—oo Xi ] de ouro).

22.14. Qual a férmula que exprime Xk em funcao de x,, x1 € K,
sabendo-se que

I

xk+2 = 2(Xk+ 1+ Xk)

para todo k=07
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- Resolva a equacio Xkt3 = 6Xic a2+ 1xy, g — 6%y = 0.

8. Ache a solucdo v, = (x, 1, ) do sistema

Xk 41 :Xk—a(xk—yk]
Yit1 = Yk + Bxy —yy),

il vo = (x5, 1,), com Yy < x,, 0 < < ] 60 < Bz
tre que lim X = lim y;, = (Bx, + %Yo/ (o + B), logo este limite
ta mais proximo de x,, do que de Yo €, e somente se, o < B. Mostre
e se tem Xy < Yy para todo k S€, € somente se, x + 3 < 1, em cujo
S0 a seqiiéncia (xy.) € decrescente e Uk
- [Observagio:
~ de barganha.
- comprador. E

é crescente.

este sistema é um modelo para uma situacéo simples
Cada xy € o preco do vendedor e yy é a proposta do

m cada etapa, o vendedor oferece um desconto propor-
- cional a diferenca de precos na etapa anterior e o0 com

. vez, aumenta sua proposta de modo anilo
~ constante do vendedor com a do comprado
. primeira etapa tem-se x; <y,
- para filho”.. ]

prador, por sua
go. Se a soma « + B, da
r, for maior do que 1, jd na
0 que daria o chamado “negécio de pai

22.17. Seja x4+ Xk 41+ bxx = 0 uma €quacao cujas raizes carac-
teristicas sio os complexos conjugados T e T. Escreva + — p(cos O +
isen 0) como x;. = xp* cos(f + k6), onde as constantes & e 3 podem
Ser determinadas de modo a fazer com que X, € X| assumam oS va-
~ lores iniciaisg pré-estabelecidos. [Sugestéo: a equacio dada admite a
- solugio geral complexa x = (% + nfk, onde (,n € C sao arbitrarios.
" “0mando 11 = ¢, obtém-se a solucdo real xx = 2 Re ({r¥). Escreva

B (cos B+ i sen ) e use a formula cos(x +y) = cos X - cos Yy —
S€n X - gen y.]

8. Dada a equacdo Xy + aXk+1 + bxx = c¥, onde ¢ néo é r
atteristica, prove que existe M € R tal que x,. = M - ¢k

30 particular. Se ¢ é uma raiz caracteristica diferente

Y€ que existe N tal que x) = Nkc* é uma solucdo
/2 ¢ raiz caracteristica prove que existe P tal q
 solugiio particular.



- lﬂa S0 Vi1 = avg + Wy, onde jof < Te klimwwk =0,
lim v =0

k= 30

22.20. Seja A:E — Eum operador linear cujos autovalores cum.

prem [A1| < 1,...,|An| < 1. Prove que, para todo v € E, tem-ga
lim A*v = 0. [Sugestio: Tome uma base {u1,... ,un} C E na qug]

k=00 _ o ) _
a matriz de A seja diagonal superior. Observe que Awi = w + A\,

onde w € S(uy,...,u; 1) sei > 1eAu; = Aus. Logo Ak+l
AMw + A A%y, Ponha v = Aku, wie = Afw, o = Ay e te
Vi1 = avy + wy. Use indugio em i e o exercicio anterior para ¢
cluir que lim A*u; = 0 (i = 1,...,n), edai lim A% = 0 para

k4 00 K

todov e E.] i




