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Introducao

“The art of doing mathematics consists in finding that special case
which contains all the germs of generality.”
— David Hilbert, retirado de Constance Reid

Quase todos conhecem bem a primeira parte da saga da Geometria hiperbélica
- com Bolay e Lobachevsky trabalhando em vao para ganhar reconhecimento sobre
suas descobertas a respeito da Geometria Hiperbdlica.

A segunda parte - que nao € tao bem difundida - comegou com Beltrami vindo
ao resgate da geometria hiperbdlica em 1868, interpretando-a sobre uma superficie
de curvatura constante negativa. Ao dar um significado concreto ao plano hiperbd-
lico, ele, mostrou que a geometria hiperbdlica era tdo consistente como a geometria
eucliciana, desta maneira, colocou o trabalho de Bolay e Lobachevsky sobre um
s6lido fundamento 16gico. Os resultados de Beltrami foram rapidamente seguido
por interpretacdes em geometria projetiva por Klein em 1871, e nos nimeros com-
plexos por Poincaré em 1882.

A geometria hiperbdlica havia chegado, e com Poincaré se tornou parte da
matemdtica contemporanea. Ele a usou imediatamente em equagdes diferenciais,
andlise complexa e teoria dos nimeros, e seu lugar tem sido assegurado nestas
disciplinas desde entdo. Ele também comecou a usé-la em topologia de dimensdo
pequena, estas idéias foram mantida vivas por um punhado de topdlogos até o
florescimento espetacular deste campo sob Thurston ([7]) no final dos anos 1970.
Agora, a geometria hiperbdlica € a principal geometria nas dimensdes 2 e 3.

Em geral, quando se fala em Geometria Hiperbdlica sempre esperamos uma
abordagem analitica (com coordenadas, estilo [4]) ou sintética (sem coordenadas,
estilo [1]), uma abordagem utilizando régua e compasso tem um ar de novidade.

Esta oficina segue o seguinte plano: No capitulo 1 exibimos certas construgcdes
(fundamentadas na Geometria Euclidiana), depois mostramos como elas podem ser
automatizadas em algum software de geometria dindmica (utilizaremos o Geoge-
bra). No Capitulo 2 apresentamos o ambiente da geometria hiperbdlica e utilizando
as construgdes do capitulo 1 criamos as técnicas bdsicas para construir os objetos
da geometria hiperbdlica. Ao final deste capitulo examinamos certas propriedades
comparando a geometria geometria euclidiana com a geometria hiperbdlica, c

No capitulo 3 tratamos de alguns problemas da geometria hiperbdlica desde
o ponto de vista da geometria sintética. O capitulo 4 esta para mostrar qual é o
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grupo associado a esta geometria e gracas a um invariante deste grupo justificamos
a funcdo distincia entre dois pontos na geometria hiperbdlica. Neste material ndo
tratamos do conceito de drea e nem da trigonometria hiperbdlica. O capitulo 5
mostramos um processo para ladrilhar o plano hiperbélico. O ladrilhamento tem
conexdo com o estudo da equacao diferencial hipergeométrica que desemboca, en-
tre outras coisas, nas funcdes elipticas.

O espirito do texto é tentar apresentar uma visdo alternativa para o que € a
geometria, por iSso vamos a primeira pergunta.

O que é a Geometria?

Quem conhece com certa profundidade a drea de estudo da geometria, sabe que
existe uma pretensio megalomaniaca embutida na pergunta. Portanto, creio que
ndo ha como discutir (em um texto deste tamanho) com o minimo de honestidade,
as diversas facetas deste assunto. Por isso, vou apresentar uma visdo do que pode
ser entendido por geometria. Acreditamos desta maneira que no minimo vamos
enriquecer o ponto de vista do leitor.

E normal ao mencionar a palavra geometria para qualquer pessoa que possui
um pouco de educagdo formal que ela se lembre dos tridngulos e do teorema de
Pitdgoras. Ao pensar nos tridngulos a pessoa logo se lembra dos famosos casos de
congruéncia de tridAngulos, ndo vamos entrar nos detalhes dos casos de congruéncia,
gostaria apenas de recordar algo bem mais elementar, que bons professores devem
transmitir aos seus alunos, dois tridngulos sdo congruentes se podemos mover um
dos tridngulos e colocar ele sobre o outro, no caso que eles coincidem dizemos que
eles sdo congruentes. Cabe ao professor explicar quais sdo as operacdes permitidas
para se realizar este movimento. Podemos definir os movimentos como operagdes
(transformagdes) que ndo mudam a distincia entre dois pontos da figura. Nesta
defini¢do sobre movimento fica evidente que o conceito de distAncia entre dois
pontos € algo muito importante em geometria, mais abaixo vou tentar relativizar
esta importancia.

Podemos tentar entender melhor como funcionam os movimentos, qualquer
exercicio com figuras geométricas recordas em uma cartolina, pode nos ensinar
que os movimentos podem ser decomposto em trés familias que sdo: translacdes,
rotacdes e reflexdes em torno de uma reta, faz parte do trabalho do professor mos-
trar que as reflexdes alteram o sentido das figuras e, por fim, que tanto as rota¢des
como as translagdes podem ser obtidas como um ntimero par de reflexdes. Desta
forma o conceito de reflexdo se torna o mais distinguido dos movimentos.

Uma definicdo inicial de geometria poderia ser que geometria € o estudo das
propriedades das figuras que ndo mudam ao serem movido. O objetivo € tornar
esta afirmacdo mais precisa. Mas antes vamos analisar melhor a ideia a respeito de
distancia entre dois pontos.

Ao pensarmos a respeito dos resultados de geometria elementar, vemos que o
conceito de distancia aparece com pouca frequéncia, por exemplo existem todos



SUMARIO 5

aqueles resultados envolvendo retas paralelas e retas perpendiculares, tais como:
"se duas retas paralelas sdo cortadas por uma terceira reta os angulos correspon-
dentes sdo iguais"ou "por todo ponto fora de uma reta passa uma unica reta per-
pendicular a reta dada"o mesmo continua acontecendo mesmo quando envolve o
circulo, por exemplo, "por trés pontos que ndo se encontram sobre uma reta passa
um e apenas um circulo". Bom vocé pode falar nenhum destes resultados envolve
o conceito de distdncia. Mas mesmo naqueles conceitos que envolvem o conceito
de distancia entre dois pontos, como por exemplo "a bissetriz de um angulo de um
tridngulo divide o lado oposto em partes iguais"a ideia de distdncia ndo assume
nenhuma proeminéncia, pois podemos comparar dois segmentos sem necessaria-
mente medi-los. Entdo vocé pode falar - mas e o teorema de Pitdgoras?! Vocé pode
estar sentindo um momento de triunfo, mas vou lhe mostrar que nao € bem assim,
por enunciar ele de outra forma: Seja ABC um triangulo, cujo os lado oposto ao
vértice A, B e C' tem comprimento a, b e ¢, respectivamente. Além disso, seja
I =b/cek = c/a. O angulo A é reto se, e somente se, [2 + k2 = 1.

Nao ¢ dificil de entender o principio por tras disso, que é: Os fatos geomé-
tricos que envolvem comprimento ndo devem ser obscurecidos pela unidade de
comprimento utilizada para medi-los, por exemplos ndo devemos nos preocupar
se a medida foi feita em centimetros, metros ou jardas, pois o teorema continua
funcionando. De fato podemos expressar todos os resultados geométricos somente
usando a razdo entre as medidas envolvidas. Vemos desta maneira que o conceito
de distancia entre dois pontos, que possui tal proeminéncia na nossa defini¢cdo, de
fato, deve ser corrigida ao expressarmos os fatos geométricos. Esta caracteristica
jé tinha sido notada por Felix Klein, o qual deu a seguinte definicdo para a nossa
pergunta inicial. A geometria é a ciéncia que estuda as propriedades das fi-
guras geométricas que nio mudam por aplicar transformacdes de similitude.
Uma transformacao de similitude pode ser definida por aquela transformagio que
nao mudam a razdo entre a distancia entre dois pares de pontos.

A defini¢do de Klein nos conta, que a geometria ndo se preocupa somente com
a congruéncia entre as figuras, mas ela se preocupa antes disso com a similitude
entre as figuras. Nao € por outro motivo, que o professor diz para os alunos que a
turma devem tentar reproduzir em seus cadernos o mais cuidadosamente possivel
as figuras que ele faz no quadro-negro, € claro que as figuras no quadro-negro sao
muito maiores que as do caderno.

J4 temos uma defini¢do mais precisa do que entendemos pelo conceito de ge-
ometria. Fica claro que precisamos entender melhor quais sdo 0os movimentos que
as figuras geométricas podem sofrer. Se desprende desta definicdo que se for pos-
sivel alterar os movimentos permitido sobre as figuras a geometria deve se alterar.
Faz parte do objetivo deste material explicar o que pode acontecer com a geometria
quando alteramos o conjunto de operacoes.



6 SUMARIO

Reflexao e Inversao

A primeira conceito que precisamos ter em mente € o conceito de reflexdo,
vamos iniciar com a reflexdo em torno de uma reta. Uma reflexdo em torno de uma
reta ¢ é uma aplicagio do plano no plano, que pega um ponto A e leva em A’ de tal
forma que a reta £ se torna a mediatriz do segmento AA’ (veja figura 1). Uma outra
aplicagdo ¢ a inversdo na circunferéncia C de centro O e raio . A inversdo ¢ uma
aplicagdo que para cada ponto A associa um ponto A’, com a seguinte propriedade:
O segmento AA’ esta sobre o raio OA da circunferénciae OA x OA’ = r? (veja
figura 1).

Figura 1: Reflexdo em torno da reta ¢ e inversdo em C

Observacao 0.1. Os seguintes fatos devem ser observados utilizando o Geogebra.

1. Perceber que na inversdo o lugar geométrico invariante por este tipo de
aplicacdo sdo os circulos;

2. Retas fora do circulo de inversdo sdo levadas, pelas inversoes, em circulos
que passam pelo centro.

3. Angulos entre circulos sdo preservados por inversdo;

4. Fora o circulo todas as outras quadrdticas sdo deformadas pelas inversoes.



Capitulo 1

Construcoes na Geometria
Euclidiana

“0O pensamento ndo passa de um clardo na noite; mas esse clardo
representa tudo”
— Henri Poincaré

1.1 Construcoes Euclidianas Uteis

Neste capitulo s6 trataremos de propriedades euclidianas. Mas serd a boa com-
preensdo destas constru¢des que nos habilitard para construgdes hiperbdlicas que
se seguiram.

Vamos a primeira construgao.

Construcao 1.1. Construa uma circunferéncia que passe sobre trés pontos ndo
colineares A, B e C.

Construa os segmentos AB e BC. Sejam /1, {5 as mediatrizes correspondentes.
Chame de O, o ponto de encontro de ¢1 e /. Entdo a circunferéncia desejada tem
centro O e passa, digamos por A. |

Construcao 1.2. Inverta um ponto com respeito a uma circunferéncia C com centro

O.

Existem varias formas de se fazer isso. Aqui esta uma:

Digamos que o ponto B esta fora da circunferéncia, construa o segmento OB
(veja figura 1.1 abaixo), e depois uma outra circunferéncia C’, com centro no ponto
médio do segmento OB e que passe por O. Seja P um dos pontos de intercessao
de C e C’ (observe que o tridngulo O P B € reto, uma vez que OB é o didmetro de
C"). Considere a reta ¢ perpendicular a OB que passa por P. Seja A o ponto de

7
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intercessdo de £ com O B. Entdo A é o inverso de B com respeito a C. De fato, ob-
servando o tridngulo OB P e o tridngulo O AP, vemos que ambos s3o semelhantes,
uma vez que compartilham o dngulo BO P. Pela semelhanca temos que

OP 0A

- = . — 2 =
OB OP:>OA OB = OP*, mas OP =r.

Se queremos inverter um ponto A que esta no interior da circunferéncia (dife-
rente que o O), basta reverter esta constru¢do. Neste caso A esta no exterior da
circunferéncia. Considere o ponto médio M do segmento AO. Trace a circun-
feréncia com centro M e raio OM. Seja P um dos pontos de intercessdo desta
circunferéncia com a circunferéncia inicial. Considere ¢’ a perpendicular ao seg-
mento O A passando por P. Entdo o ponto B sera determinado pela intercessio da
semi reta OA com £'. [ |

Figura 1.1: Construcoes 1.1 e 1.2

Existe um método mais rapido se tivermos uma condi¢do adicional.

Construcio 1.3. Dado um par de circunferéncias ortogonais C e C' com centro O,
O’, respectivamente, e A um ponto sobre C', construa o inverso de A com respeito

aC.

Simplesmente construa a semi reta O A, como na imagem a direita da figura
I.1; um dos pontos de interse¢do da semi reta OA com C’ é o A; o outro, B, sera
o inverso de A com respeito a C. Para vermos isso, veja a imagem a esquerda da
figura 1.2, marque o ponto P intersec¢do de C e C’ e trace os segmentos OP, PB e
PA. Agora veja que os tridngulo OP A e O B P sao semelhantes. |

Para concluir a semelhanca vocé necessita dos dois seguintes resultados:

Resultado 1: Um dngulo AP B inscrito em uma circunferéncia é metade do angulo
central AOB.

Resultado 2: A medida de um angulo formado por uma secante e uma tangente
APB ¢ igual a metade do arco correspondente POB (veja imagem a direita da
figura 1.2).
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Figura 1.2: Demonstrag¢ao da construcdo 1.3

Consequéncia disso pode ser resumido nos seguintes lemas.

Lema 1.4. Seja C, C' sdo circunferéncias ortogonais e A é um ponto sobre C'.
Entdo o inverso de A com respeito a C esta sobre C'. Similarmente, se A e B sdo
inversos com respeito a C, estdo sobre uma circunferéncia C', entdo C e C' sdo
ortogonais.

Lema 1.5. Seja C uma circunferéncia com centro O. Seja A um ponto diferente
de O. Entdo o lugar geométrico de todos os centros das circunferéncias passando
por A e ortogonais a C é uma reta. Se A esta no interior (sobre, no exterior de)
de C esta linha esta no exterior (tangente a, exterior) de C. Além disso, qualquer
linha no exterior, ou tangente a C ¢ tal lugar geométrico.

Demonstracio: Como ja vimos toda a circunferéncia que passa por A e é orto-
gonal a C passa também sobre o inverso B de A. Entdo o lugar geométrico dos
centros destas circunferéncias deve ser a mediatriz do segmento AB, os quais es-
tao no exterior de C. Reciprocamente, qualquer circunferéncia sobre a mediatriz
passando pelos pontos A e B deve ser ortogonal a C isso segue do lema anterior.

Se A esta sobre C, entdo este lugar geométrico deve ser uma linha tangente a C
por A.

Também € simples mostrar que qualquer linha no exterior de, ou tangente a C,
€ um tal lugar geométrico. |

Construcao 1.6. Dado uma circunferéncia C com centro O, e um ponto A no
exterior de C, construa C' com centro A, ortogonal a C, observe que ela é iinica.

Seja C” uma circunferéncia com centro nos pontos médios do segmento AO e
passa sobre A e O, veja a figura a direita da figura 1.3; Seja P um dos pontos de
interse¢do das circunferéncia C e C”. Entdo a circunferéncia desejada tem centro
A e passa sobre P. |

No lema 1.4 e construg@o 1.6 estabelecemos um fato muito importante: com
respeito 2 circunferéncia C dada, as cincurferéncias ortogonais C’ estdo em corres-
pondéncia com pontos no exterior de C (o centro de C’, sdo chamados seus polos)
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Figura 1.3: Construcdes 1.6 e Construgdo 2.1

e cada ponto no interior de C corresponde a uma reta (chamada de polares) no
exterior de C.

Fixando a circunferéncia C, denote o polo da circunferéncia v por ~v; reci-
procamente, cada ponto B no exterior de C ¢ um polo de alguma circunferéncia,
denotada por B, como ilustrado na figura 1.4. Denote o polar de cada ponto A
no interior de C por A'; reciprocamente, cada reta £ que nio intercepta C é o polar
de algum ponto, denotado por /-

Figura 1.4: Polos e Polares



Capitulo 2

Construcoes na Geometria
Hiperbolica

“Sometimes it happens that a man’s circle of horizon becomes smal-
ler and smaller, and as the radius approaches zero it concentrates on one
point. And then that becomes his point of view.”

— David Hilbert, retirado de Constance Reid

O Espaco hiperbdlico € um local onde a geometria (hiperbdlica) ndo-euclidiana
pode ser construida. Este espaco deve possuir um atributo incomum que é: a me-
dida que vocé se afasta de um ponto, o espaco ao seu redor expande exponen-
cialmente. Por muito tempo era quase impossivel criar modelos fisicos precisos
deste espago usando qualquer um dos materiais disponiveis. Mas em 1997 a ma-
tematica Daina Taimina da universidade de Cornell inventou um modelo usando
o croché! Depois disso, todos comecaram a ver a geometria hiperbdlica em di-
versos locais - folhas de alface, corais, etc. Quem estiver interessado veja o site
http://www.theiff.org/main.html do Institute for Figuring.

L LY

Figura 2.1: Modelo do Espaco Hiperbdlico por Daina Taimina

11
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2.1 Disco de Poincaré

Neste capitulo vamos levar a cabo algumas construgdes utilizando régua e com-
passo na geometria hiperbdlica. Vamos considerar o ambiente como sendo o disco
de Poincaré.

Considere um disco (sem borda) centrado na origem de raio 1. Sempre nos
referimos a borda deste disco como C e seu centro por O. O disco aberto vamos
chamé-lo de . Quando nos referir ao inverso, a menos de claro aviso, significa
o inverso com respeito a Coo; X significa o polar, polo, etc, de algum objeto X
com respeito a Co, no sentido do capitulo anterior.

D é conhecido como Disco de Poincaré e serd o nosso plano hiperbdlico. Os
pontos desta regido sao os pontos do plano hiperbdlico, até aqui sem muitas novi-
dades. As retas hiperbdlicas sdo os arcos de circunferéncias ortogonais a C,, ou
diametros de Cyo.

Desde o ponto de vista da geometria sintética a geometria hiperbdlica satisfaz
os axiomas de incidéncia, axiomas de ordem, axiomas de congruéncia; axiomas de
continuidade s6 precisando alterar os axiomas das paralelas pelo seguinte: Dados
uma reta e um ponto fora da mesma, existe um nimero infinito de retas que contem
o dado ponto e ndo encontram a reta dada.

RrT
-Il"’r

bl ane «

£

[ TP

Figura 2.2: Modelo para o espaco hiperbdlico

Nos vamos estudar as propriedades geométricas que podem ser obtidas sabendo
como sdo as retas e sabendo que podemos sempre movimentar os objetos utilizando
inversdes, a partir disso vamos ver quais construgdes podem ser executadas e quais
consequéncias podemos tirar.

2.2 Primeiras Construcoes

Construcao 2.1. Dados pontos A e B € D, construa a reta hiperbdlica AB. De
maneira equivalente, dados dois pontos A, B e a circunferéncia Co, construa a
tinica circunferéncia passando sobre A, B e que seja ortogonal a Cwo.

Invertendo A (com respeito a Co,) obtemos A~!. A circunferéncia procurada é
obtida por fazer a circunferéncia que passa pelos pontos A, Be A™L. |
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Construcio 2.2. Dados pontos A e B € D, e seus polares A+ e B+ construa a
reta hiperbdlica AB.

Se conhecemos os polares A~ e B, obtenha P o ponto de intersecio e faga a
circunferéncia com centro em P e raio PA = PB (veja figura 1.1 a direita). W

Na pritica se A e B estdo relativamente préximos em D, A+ e B sio quase
paralelas e P pode ser dificil de encontrar. Por sorte, a mediatriz do segmento
(euclidiano) A B também passa em P, o que permite aumentar a precisdo da cons-
trugdo.

SO

Figura 2.3: Circunferéncia e Retas Hiperbodlicas

Construcio 2.3. Dados pontos A e B € D, construa uma circunferéncia hiperbo-
lica com centro A e passando por B.

Vamos admitir que sabemos que a curva procurada C € a tnica circunferéncia
que € ortogonal a toda geodésica que passa por A. Em particular, C deve ser orto-
gonal a OA, desde que o mesmo faz parte de um didmetro de Co.. Além disso, C
também deve ser perpendicular a reta hiperbdlica AB. Entdo C deve ser a circun-
feréncia (euclidiana) com centro na intersec¢@o destas duas linhas e que passa por
B. |

Construcio 2.4. Dados pontos A e B € D, construa a mediatriz do segmento hi-
perbolico AB. Simultaneamente, construa o ponto médio do segmento hiperbdlico
AB.

O procedimento é o mesmo que o realizado no plano euclidiano. Desenhe duas
circunferéncias hiperbdlicas C; e Co, com centro em A e B, respectivamente, e
passando por B e A. Seja P, () os pontos de C; N Cy. Entdo a reta hiperbdlica P(Q)
¢ a mediatriz e o ponto médio de AB ¢ a interse¢ao de P(Q) com AB. |

Construcao 2.5. Dado o ponto A € D e uma reta hiperbdlica ~y, construa a refle-
xdo de A por .
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Figura 2.4: Mediatriz Hiperbdlica e a Inversdo

Imitando a constru¢do no caso euclidiano, construa, veja a imagem a direita
da figura 2.4, uma circunferéncia hiperbélica com centro em A e com raio sufici-
entemente grande para cortar v em dois pontos: B e C'. Construa circunferéncias
hiperbdlicas centradas nos pontos B e C' que passem por A. O ponto procurado A’
serd o outro ponto de intercessao dessas duas circunferéncias. Observe que se tra-
car o segmento AA’, obteremos a mediatriz hiperbélica do segmento hiperbdlico
BC. |

Na construgéio acima é importante observar que o ponto A’ é a inversdo de

A através de v, desta forma os conceitos de inversdo em uma circunferéncia e a
reflexdo em uma reta hiperbdlica se mostram equivalentes. Entdo ao introduzir uma
inverao em uma circunferéncia ndo estamos introduzindo um conceito inteiramente
novo. Além disso, com esta propriedade em mente, podemos fazer a contrucio 2.4
da seguinte forma:
Considere que ja conhecemos a mediatriz hiperbdlica v de AB. Entdo a inversao
através de v permuta A e B. Por outro lado, v deve ser ortogonal a C, entdo a
inversdo (através de ) também deve intercambiar A~ e B~!. Dai 4 esta sobre
a intersecio AB e A~!B~! (veja imagem a esquerda figura 2.5).

Construcao 2.6. Sejam A, B,C € D, construa uma circunferéncia hiperbdlica
com centro em A e com raio congruente ao segmento hiperbélico BC.

Inicie construindo (veja a imagem a direita da figura 2.5) a mediatriz hiperbo-
lica v do segmento AB. Inverta C através de v e obtenha P. A circunferéncia
desejada tem centro A e passa por P. |

Construcao 2.7. Sejam ~y uma reta hiperbolica, A um ponto de v e um dngulo
euclidiano o. Construa uma outra reta hiperbdlica que encontra v em A formando
com esta dngulo a.

Veja a figura 2.6. Considere em A o ponto v*. Seja £ a reta que passa por



15

2.3. + CONSTRUCOES

e
&

e

Figura 2.5: Mediatriz Hiperbdlica e a Inversio

A e v+, Marque ¢ a reta que passa por A e forma com £ o angulo o. Seja P a
[ |

intersecdo de £ com ¢'. Afirmagdo: A reta procurada é dado por P,

Figura 2.6: Construcio do angulo hiperbdlico

Nesta altura introduzimos todos os elementos bdsicos para o estudo desta ge-
ometria, com excecdo do conceito de comprimento de um segmento e de area. A
forma de medir um segmento e sua justificava esta feito no capitulo 4. O conceito

de area ndo serd abordado neste material.

2.3 + Construcoes
As préximas contrugdes servem ao propdsito para explorar algumas das pro-
priedades desta nova geometria. Vamos iniciar esta sec¢do contando um pouco
da histéria e depois propomos uma série de exercicios, que exploram parte desta
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histéria. A histéria da Geometria Hiperbdlica pode ser dividia em 3 partes: I -
Precursores, II - Descobridores e I - Fundadores.

A Geometria € uma ciéncia muito antiga. Conhecimentos geométricos ndo
triviais ja eram dominados no Egito antigo, na Babilonia e na Grécia. Na forma
que o conhecemos podemos estabelecer como seu ponto de inicio na Grécia, no
tempo de Ptolomeu I, quando Euclides escreveu os Elementos (por volta de 300
a.C.).

Pelo tempo de Euclides, o que hoje chamamanos de Geometria Euclidiana es-
tava totalmente desenvolvida. De fato, o trabalho de Euclides foi aquele de um
compilador que reuniu os teoremas conhecidos, ja demonstrado por seus precurso-
res, € 0s colocou em um tunico texto com uma dnica apresentacio. A obra de Eu-
clides pretendia apresentar a teoria dos sélidos de Platdo e a dos ndmeros racionais
de Teteto, consideradas duas das grandes contribuicdes dos gregos a matematica.

Hoje Euclides € mais famoso pela consepcdo do livro que é considerado o
primeiro tratado cientifico, modelo de todos os outros em qualquer ramo da ciéncia.

O trabalho consiste em escolher os axiomas e depois demonstrava os resultados
(proposicdes, lemas e teoremas) como consequéncia destes axiomas.

Os dez axiomas de Euclides foram apresentados em dois grupos: nogdes co-
muns e os postulados. Os primeiros tratam de fatos que qualquer um pode aceitar
e os postulados tratam a respeito de propriedades geométricas.

1. Nocoes Comuns

a) Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa também sdo iguais.
b) Se iguais sdo adicionados a iguais, os totais sdo iguais.

¢) Se iguais s@o subtraidos de iguais, os restos sdo iguais.

d) Coisas que coincidem uma com a outra, sdo iguais.

e) O todo é maior do que qualquer uma das suas partes.

2. Postulados

I) Pode-se tracar uma (dnica) reta ligando quaisquer dois pontos.

II) Pode-se continuar (de uma tinica maneira) qualquer reta finita continua-
mente em uma reta.

III) Pode-se tragcar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.
IV) Tdos os angulos retos sdo iguais.

V) E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos,
no mesmo lado, cuja a soma € menor do que dois angulos retos, entdo
as duas retas, se continuadas, encontrar-se-ao no lado onde estdo os
angulos cuja a soma é menor do que dois angulos retos.
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Estes enunciado nio coincidem exatamente com aqueles apresentados nos Elemen-
tos. Fizemos as alteracOes para que estes representem a forma pela qual Euclides
realmente os utilizou nas demonstracdes dos teoremas.

Estudos posteriores demonstraram que Euclides fez uso de outras hipdteses
niao mencionadas nas listas da pdgina anterior. Entre estes podemos destacar os
seguintes:

a) Retas sdo conjuntos ilimitados.

b) Vale o axioma de Pasch: Sejam A, B e C' trés pontos ndo colineares e seja m
uma reta que nio contém nenhum destes pontos. Se m corta 0 segmento
AB, entdo ela corta também o semento AC ou o segmento AB.

¢) As retas sdo continuas.

Aconteceu que o Postulado V chamou a atencao, ou por ser muito muito maior,
ou por ser a reciproca do proposi¢do I, 29 (Quando uma reta corta duas paralelas
formam-se dngulos correspondentes iguais). Por isso muitos tentaram demonstrar
que o postulado V era na verdade consequéncia dos anteriores.

Os que tentaram mas ndo conseguiram, acabaram jogando luz sobre qual seria
o caminho a se perseguir - a estes chamo de precursores - neste time tem muitos,
mas os que se destacaram sdo: Ptolomeu, Proclus, Nasiredin, Wallis, Saccheri,
Lambert.

No time dos descobridores podemos colocar: Gauss, Bolyai e Lobachewscky.

E por fim aparecem os Fundadores neste time podemos colocar, Beltrami, Ri-
emann, Poincaré, Klein e Hilbert.

Uma das consequéncias da busca de uma prova para o quinto postulado foi a
producdo de grande niimero de afirmacdes a ele equivalentes, o que chamamos de
substitutos.

Dizemos que uma proposi¢do P € um substituto do quinto postulado: se a
teoria desenvolvida usando os quatro primeiros postulados e mais a proposi¢cao P
coincide com a Geometria de Euclides.

A forma de provar que uma proposi¢ao P € um substituto para o quinto postu-
lado é a seguinte: primeiramente, devemos saber se P € uma proposicao da Geome-
tria Euclidiana. Depois, devemos demonstrar que, na teoria desenvolvida usando
os quatro primeiros postulados e mais P, pode-se provar o quinto postulado de
Euclides como uma proposi¢ao. O substituto mais conhecido é o seguinte:

Postulado 2.8. * Vi (Axioma de Playfair) Por um ponto fora de uma reta pode-se
tracar uma tinica reta paralela a reta dada.

Vamos enunciar alguns substitutos para o V Postulado de Euclides e propomos
que para cada um deles deve ser feito uma construgdo que o negue. Desta forma
garantimos que a Geometria Hiperboélica, de fato, ndo coincide com a Geometria
Euclidiana.
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Postulado 2.9. * V5 A soma dos dngulos internos de um tridngulo é sempre igual
a dois angulos retos.

Postulado 2.10. * V3 Dados quaisquer trés pontos ndo colineares, existe um cir-
culo passando por estes trés pontos.

Postulado 2.11. * Vy Se trés dos angulos de um quadrildtero sdo retos, entdo, o
ultimo também é reto.

Postulado 2.12. * V5 Por qualquer ponto dentro de um dngulo menor do que dois
tercos de um dngulo reto, pode-se tracar uma reta que corta os dois lados do
angulo.

Postulado 2.13. * Vi Duas retas paralelas a uma mesma reta sdo paralelas entre
SI.

Postulado 2.14. * V7 Se uma reta corta uma das duas paralelas, entdo, corta a
outra.

Agora vamos propor uma série de contrugdes para explorar outras facetas desta
nova geometria.

Construcao 2.15. Faca, em geometria euclidiana, um tridngulo ABC, com medi-
ana AFE e baricentro F'. Em seguida, obtenha AF +~ F E e movimente dinamica-
mente o tridngulo ABC, observando essa razdo.

Construcao 2.16. Faca, em geometria hiperbdlica, um tridngulo ABC, com me-
diana AP e baricentro H. Em seguida, obtenha AH - H P e movimente dinamica-
mente o tridngulo ABC, observando essa razdo.

Construcao 2.17. Faca, em geometria euclidiana, os pontos do plano que sdo
equidistantes das retas suportes dos lados do tridngulo ABC. Agora, movimente
esse tridngulo dinamicamente e observe o que acontece.

Construcao 2.18. Faca, em geometria hiperbdlica, os pontos do plano que sdo
equidistantes das retas suportes dos lados do tridngulo ABC. Agora, movimente
esse triangulo dinamicamente e observe o que acontece.

Construcio 2.19. Faca, em geometria euclidiana, um quadrildtero que possui os
quatro lados iguais e os quatro dngulos internos iguais. Agora, movimente esse
quadrildtero dinamicamente e observe o que acontece.

Construcao 2.20. Faca, em geometria hiperbdlica, um quadrildtero que possui os
quatro lados iguais e os quatro dngulos internos iguais. Agora, movimente esse
quadrildtero dinamicamente e observe o que acontece.



Capitulo 3

Problemas na Geometria
Hiperbolica

“Quantas vezes 0s nossos raciocinios sdo errados! Atrevo-me a afir-
mar, que somos muito mais freqiientemente enganados por estes do que
por nossos sentidos. Mas isso quer dizer que nossos raciocinios sdo sem-
pre falaciosos, e que ndo podemos ter nenhuma dependéncia de qualquer
verdade descoberta por nos pela compreensdo”

— Leonhard Euler

Neste parte vamos propor alguns problemas com o objetivo de desenvolver
a teoria da Geometria Hiperbdlica. Nao explicamos quais sdo os pré-requisitos,
simplesmente resolvemos os problemas em geometria hiperbdlica com o intuito de
esclarecer um pouco da argumentacio envolvida e permitir ao leitor fundamentar
0s argumentos.

Gostaria apenas de esclarecer que nos tridngulos ordindrios os conhecidos ca-
sos de congruéncia: LLL, LAA,, ALA, LAL e o caso especial de tridngulos retin-
gulos (cateto-hipotenusa e angulo reto) valem também na Geometria Hiperbdlica.

Em tridngulos generalizados: LA, AA e ainda, Todos os tridngulos generaliza-
dos isésceles com bases de mesma medida sdo congruentes.

Problema 3.1. Sejam r e s duas retas paralelas a reta t e concorrentes no ponto P,
com P ndo pertencente a t. A Perpendicular baixada de P a reta t forma dngulos
congruentes com r e s, além disso, esses angulos sdo agudos.

Solugdo: observe a figura
Suponha que € < «; existem R e S em ¢ tal que RPQ = (0 < o) e RQ =
SQ, conforme o desenho a seguir

19
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Os tridngulos PQR e RQS sdo congruentes pelo caso LAL, logo QPS = 6 o
que é um absurdo! Portanto, o = 6.
Agora, para provar que ambos sdo agudos, observe a figura a seguir:

r
S P
B
a |0
Ql 92
t
Como o+ 0 + B = m, e sendo r # s, tem-se que 3 > 0. Segue que
a—l—9—|—,6’=7r<:>2a:180—6<:>a:9:90—§.
Sendo assim « e 6 sdo iguais e agudos. |

3.1 Quadrilatero de Saccheri e o quadrilatero de Lambert

Seja ABC'D um quadrilatero de base AB, topo DC e laterais AD e BC. O
quadrilatero € dito de Saccheri quando as medidas de AD e BC' sdo congruentes e
perpendiculares 4 base.

Ja o quadrilatero de Lambert € o quadrilatero hiperbdlico que possui trés angu-
los internos retos.
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A B
Figura 3.1: quadrilatero de Saccheri

C

LS
S

Figura 3.2: quadrildtero de Lambert

Problema 3.2. O segmento que liga os pontos médios da base e do topo do qua-
drildtero de Saccheri ABCD é perpendicular a esses lados.

Solugdo: Veja a figura

M

A N B

Observe que os tridngulos ADN e BCN sao congruentes pelo caso LAL;
logo CN = DN. Agora, como sabemos que CN = DN, segue que os tridngulos
DNM = CNM; portanto CNM = DMN, logo MN_LCD.

Observe, também que AND = BNC e CNM = DNDM, e consequente-
mente ANM = BNM e, portanto, M N 1 AB, finalizando assim a demonstracao.

Cabe ressaltar que NDM = NCM ¢ ADN = BC. E ainda, AB e CD
s@o hiperparalelas, pois se @ fosse concorrente ou paralela com f@ , terfamos
NMC ou NM Dagudos, contrariando o fato de serem retos.

|

Problema 3.3. No quadrildtero de Saccheri, os dngulos ADC e BCD sao agudos.
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Solugdo: Considere a figura
Como vimos anteriormente, A2 e CD sao hiper paralelas. Tracando C(2 pa-
ralela 8 AQ e DS) paralela a A€), segue que os tridngulos ADS) e BCS) sdo
congruentes pelo caso LA (em tridngulos generalizados), logo as = 6; sé que
>0 0+ay >a1+tay & f4+a >amsa+0+0=rn<&
a+aoay+ f=m< as+ =180 — «. Finalmente, 180 — o > o < « < 90, ou
seja, agudo.
|

Problema 3.4. O dngulo interno desconhecido do quadrildtero de Lambert é agudo.

Solugdo: Observe a figura

Figura 3.3: esbogo para a solu¢io do problema quatro

Tome um ponto P dareta C'D tal que CD = PD e um ponto () na reta AB
de forma que AB = AQ). Agora, observe que os tridngulos QAD e BAD sédo
congruentes pelo caso LAL, logo, QDA = ADQ e BD = QD e consequen-
temente os tridngulos BDC e QDP sdo congruentes pelo caso LAL, portanto
POA = ABC = 90 e BC = PQ); concluindo que BQPC' é um quadriltero de
Saccheri, logo BCD ¢ agudo. |

Uma consequéncia importante do quadrildtero de Lambert é que ndo existe
retingulo e quadrado na Geometria Hiperbdlica, pois como mostramos o quarto
dngulo serd sempre agudo.

Problema 3.5. A soma dos dngulos internos de tridngulo hiperbolico é menos do
que .

Solucdo: Bebendo na fonte do Quadrildtero de Saccheri, provaremos que a soma
dos angulos internos de um triangulo retdngulo ordindrio hiperbélico ¢ menor do
que 7. Observe a figura
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Nela, temos que o + 5 = 90e v+ 8 = 90 < v = «. A soma dos angulos
internos do tridngulo NMC € v+ 6+ 90 = o+ 6+ 90. Como « + 6 é agudo, como
provamos anteriormente, segue que y + 6 4+ 90 < m.

Generalizando - conforme figura a seguir, « + 5+ 90 < 7w e

Y+O0+900<mTea++0+y <.

Portanto, a soma dos dngulos internos de um tridngulo ordindrio hiperbdlico é me-
nor do que 7.

/P

BN

L};‘,_,_f——*‘u * _*:{—:::Z:

Problema 3.6. A soma dos dngulos internos de um tridngulo hiperbdlico genera-
lizado é menor do que .

Solugdo: 12 caso: tridngulo A B2

A

/0

A
o\

Observe que o + 8 < 7/2 e como ) = 0, temos quea + f + 0 < 7 <
A+B—0—Q<7r.

2% caso: tridngulo A8

Comoa<7r/2e€<7r/2eﬁ1:QQ:O,temosquea+9+Q1+Qg <
W<:>/i+(§1+(i2<w.
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y

SO

| '\
|
II \.
| \
/
/

A

24
||I
//( B \
£ 2 \Q 3
Comle:QQ:Qg:0,temosque(§1+ﬁ2+ﬁ3:0<7r. [ |

Portanto, no geral, qualquer tridngulo hiperbolico tem soma dos dngulos
internos menor do que T.

Problema 3.7. A soma dos dngulos internos de um poligono hiperbélico ordindrio
de n lados é menor do que m(n — 2).

Solugdo: Observe que podemos dividir o poligono em tela em n — 2 tridngulos,
sendo que cada tridngulo a soma dos angulos internos ¢ menor do que 7, assim
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Si1+S2+ 53+ +Sy,<nm+rn+71+-- - +15+S+53+--+5, <
m(n —2). Onde, S;, i = {1,2,3,4,...,n— 2}, é a soma dos dngulos internos dos
respectivos tridngulos. Como a soma dos angulos internos de todos esses tridngulos
é a soma dos angulos internos do poligono, conclui-se que essa soma € menor do
que 7(n — 2). [ |

Problema 3.8. Na Geometria Hiperbdlica, existem retas paralelas que ndo admi-
tem reta perpendicular comum.

Solucdo: Observe que (X é paralela a ? Seja uma reta perpendicular a ambas,
no caso de o = /2 terfamos que a soma dos angulos internos do tridngulo PQS2
seria . Um absurdo! Logo, existem retas paralelas que nio admitem uma reta
perpendicular em comum. |

Problema 3.9. Duas retas hiperbolicas ndo podem ter mais do que uma perpen-
dicular comum.

Solugdo: Se duas retas possuissem mais de uma perpendicular comum, o quadri-
l4tero hiperbdlico resultante teria quatro dngulos retos, o que ndo pode ocorrer na
Geometria Hiperbdlica, pois como vimos s soma dos dngulos internos de um qua-
drildtero hiperbdlico tem de ser menor do que 2.

/ U

a = 7/2? Um absurdo! [
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Problema 3.10. Se os trés dangulos de um tridngulo hiperbolico sdo, respectiva-
mente iguais aos trés angulos de um outro tridngulo, entdo os tridngulos sdo con-
gruentes.

Solucdo: Como consequéncia da soma dos angulos internos de um poligono hiper-
bélico, tem-se que a soma dos angulos internos de um quadrilatero hiperbdlico é
menor do que 360, pois, para n = 4, temos que Sy < 180(4 — 2) < 360. Este fato
aJudara na solugao do problema em tela.Sejam ABC e A’B’C’dois tridngulos com
A=A,B=BeC =" Suponha que os tridngulos ABC e A’B’C’ ndo sdo
congruentes, € ainda, sem perda de generalidade que AB > A’B’ e AC > A'C'.
Tome sobre AB um ponto P, tal que AP = A’B’ e sobre AC' um ponto Q, tal que
AQ = A'Q’. Com isso, o triAngulo APQ seria congruente ao tridngulo A’ B’C’
pelo caso LAL e, portanto as figura ficaria assim:

A=A

I

B ga_ S 9@ o

{180 — ) (180 — @ N,

/0_ T T— 22N

(88

Agora, temos que a soma dos angulos internos do quadrilatero BB’C’C é o +
T — o+ 7 — 0 = 360, contrariando o fato dessa soma ser < 27. Um absurdo.
Sendo assim, se os angulos de dois tridngulos hiperbélicos sdo iguais entre si dois
a dois, logo, sdo congruentes. |



Capitulo 4

Numeros Complexos e a
Geometria Hiperbolica

“Mathematical science is in my opinion an indivisible whole, an or-

ganism whose vitality is conditioned upon the connection of its parts.”
— David Hilbert

Neste capitulo vamos precisar dos nimeros Complexos C e fungdes sobres os
Complexos para explicar como surge o grupo que gera a geometria hiperbdlica.
4.1 Projecao Esferografica e o Plano Extendido C

Seja S a esfera trés dimensional cuja equagdo é 3 +z3+ 2% = 1, retire o ponto
(0,0, 1). Para cada ponto (x1,x2,x3) € S, considere a reta passando em (0,0, 1)
e (z1,x2,x3), a equagdo paramétrica de tal segmento serd dado por

~v(t) =(0,0,1) + t(z1, z2,23 — 1), t € R.

determine ¢ tal que y(tp) encontra o plano 12, isto é, z3 = 0, logo

—1 :to(wg — 1) &t =

1—.%'3'

Geometricamente é evidente, que para cada ponto (x1, z2,x3) € S—{(0,0,1)}
pode ser associado de maneira tinica a um ponto do plano x;x2, da seguinte forma:

(21,22, 23) — ( et 2 )

1—23"1—23

Cada ponto do (z,y) € R? ponde ser visto como o niimero complexo z =
x + 1y. Logo a projecido esferogréfica, pode ser vista como uma aplicacio

(1, 29,23) €S — {(0,0,1)} =5 = = % ecC.
— 43

27
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Geometricamente é evidente que esta aplicacdo € bijetora, mas podemos cal-
cular a sua inversa, para isso veja que,
2?4 23 _ l+tuas
(1—23)2 1—x3

|2|? = 2z =

z4+z z—Z

1= ——%€q9g= —Fc.
1+ |2 z‘(1+\z\2)

E facil de perceber, tanto geometricamente como algébricamente que se 23 < 0
os pontos sdo levado no disco |z| < 1 e o hemisfério x3 > 0 é levado no exterior
do disco, isto é, |z| > 1. Na literatura, S é chamada de esfera de Riemann, e esta
aplicacdo se chama projecao esferografica. Podemos associar através da projecao
esferografica os pontos que estdo no infinito ao ponto (0,0,1) da esfera, desta
forma podemos, de forma mais natural, considerar o plano complexo estendido
que é C unido com o 0o, como sendo S.

Também € ficil de visualizar que a projecdo esferogréfica transforma retas do
plano complexo em circulos sobre S que cruzam o ponto (0, 0, 1), a reciproca disto
também ¢ verdadeira.

Qualquer que seja o circulo em S ele pode ser obtido pela intercessdo de S
com um plano a1z; + asxs + asrs = ag. Além disso, podemos assumir que
a?+a3+a3=1e0<a; <1 Emtermosde z e Z esta equagio tem a forma

a1(z +2) —ao(z — 2) + az(|z3)* — 1) = ao(|z3]* + 1)

ou
(ap — az)(z} + 23) — 2a171 — 2asx2 + ag + az = 0.

Se ag # a3 a equacdo € de um circulo, se ag = ag isto representa uma reta em C.

4.2 Grupo de Mobius

Um grupo é um conjunto G ndo vazio que possui uma operagio entre os ele-
mentos de G tal que a operagdo o satisfaz as seguintes propriedades:

Associatividade Paratodo R, SeT € G vale: Ro(SoT)=(RoS)oT.

Neutro Existe um unico elemento I € G tal que paratodo S € G temos [ o S =
S=Sol

Inverso Paratodo S € GexisteT € Gtalque SoT =1 =T oS, denotamos T’
por S~1.

Uma transformacéo S : C — C ¢ dita transformagdo fraciondria linear ou
transformagdo de Mobius se ela for da forma

w=S(z) = az +b

cz+d

coma,b,c,d € Cead—bc#0.



4.2. GRUPO DE MOBIUS 29

a1z+b1

¢ fécil de ver que se T'(z) = 2577

¢ outra transformacao de Mobius entio
(aay + bey)z + (aby + bdy)

(50 D)) =y T den)= + (cb1 + ddy)

isto quer dizer que a composicao de duas transformacdes de Mobius continua sendo
uma transformagio de Mobius. Al’em disso, o inverso de w = S(z) tem a forma

dw—b

_ ¢-1 _
2= 57 (w) = —cw+a’

Como a composi¢do de fungdes é sempre associativa, segue que o conjunto das
transformacgdes de Mobius é um grupo, conhecido como Grupo Especial Linear
S Lo de dimens#o 2 sobre C, vamos nos referir a ele como Grupo de Mobius.

Além disso, lim, o, S(2) = % e limzﬁig S(z) = oo. Portanto, podemos
pensar S definida no plano estendido C.

Também ndo € dificil perceber que existem muitas representacdes da mesma
transformag@o, mas podemos sempre substitui-la por uma em que ad — bc = 1.
Neste caso cada transformacao tem ainda duas representacdes, obtidas uma da ou-
tra, por mudar o sinal de todos os coeficientes.

As transformacdes lineares fraciondrias podem ser divididas em:

w = z + a translagdes paralelas,

w = kz, com |k| =1

rotagoes,

w=kz,comkeR 0<k<louk>1

homotetias,

w = — as inversoes.
z

Observe que as rotagdes e homotetias estdo conectadas, pois para todo k =
|E| % isto quer dizer que temos uma rotacdo seguida de uma homotetia.

Se ¢ # 0 podemos escrever

az+b  bc—ad +g
cz+d  cE(z+dfc) ¢’

isso mostra que qualquer qualquer transformacido de Mdobius é composta de uma
translagdo, uma inversdo e uma rotagdo / homotetia. Se ¢ = 0 a inversdo ndo é
necessdria.
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4.3 Razao Cruzada

Sejam zo, 23 € 24 tré€s pontos no plano complexo estendido. Existe uma trans-
formacao de Mobius que leva 2o — 1, 23 — 0 — € 24 — 00. Se nenhum dos trés
pontos forem oo basta definir
Z — R3 29 — 24

S(z) =

Z — 24 29 — 23
Se 2z, 23 ou z4 = o0, a transformacao se reduz a

Z— 23 k9 — 24 X —Z3

Z2—z24 zZ—24 2y —23

respectivamente.

Se T' é outra transformacdo de Mobius tal que também leva zo — 1, 23 — 0 —
e 24 — o0, entdo ST 'leval — 1,0 — 0 e oo — oo. Consideracdes algébricas
implicam que a tnica transformac¢do de Mobius que realiza isso € a transformacao
identidade. Portanto, S = T e isso prova a unicidade da transformacdo S.

A Razdo Cruzada (z1, 29, 23, 24) é a imagem de z; pela transformagdo de
Mbobius que leva: 2o — 1, z3 — 0 e z4 — o0.

A defini¢do s6 tem interesse se 0s pontos 23, z3 € z4 forem distintos.

A razdo cruzada € invariante pela transformagdo de Mobius. Este fato € de fun-
damental importancia para nds, pois gragas a ele temos como justificar a defini¢do
de distincia hiperbdlica.

Teorema 4.1. Se z1, 2o, z3 € 24 sdo pontos distintos do plano complexo estendido
e T ¢é qualquer transformacdo de Mobius entdo (T(z1),T(22),T(z3),T(z1)) =
(21, 22, 23, 24).

Demonstracio: Como S(z) = (2,22, 23,24), entdo STt leva: T(z) — 1,
T(z3) — 0e T(z4) — oo. Por defini¢do

(T(Zl), T(ZQ), T(Zg), T(Z4)) = ST_l(T(Zl)) = S(Zl) = (2’1, 29423, Z4).

|
Desta propriedade podemos calcular mais facilmente a transformagdo de Mo-
bius que leva: z; — wi, 29 — wg € 23 — w3 para isso basta isolarmos w na
seguinte equagdo
(w, w1, we,ws) = (z, 21, 22, 23).

Afirmacao 4.2. Seja T uma transformacdo de Mobius, entdo T leva a reta real
em um circulo ou em uma reta.

Demonstragio: Considere w = T~ !(z) para algum valor real z, logo T'(w) =
T'(w). De maneira explicita isto pode ser escrito

aw+b aw+b
cw+d  ew+d
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multiplicando cruzado obtemos
(ac — ca) |w|* + (ad — eb)w + (bé — da)w + bd — db = 0

se a¢ — ca = 0, neste caso a equacio é uma reta e em particular ad — cb # 0. Se
ac — ca # 0, podemos dividir por este termo. Completando o quadrado e fazendo
manipulacio algébricas e observando que: b¢c — da = —(ad — cb) e ac — ca =
—(ac — ca) obtemos

ad —cd

ac — ca

ad — be

ac — ca

‘w+

que € uma equagdo de um circulo. Isto prova que a imagem de um nimero real por
T esta sobre um circulo ou sobre uma reta. |

Teorema 4.3. A razdo cruzada (z1, z2, 23, 24) € um niimero real se, e somente se,
0s pontos z1, 22, 23 € z4 estdo sobre um circulo ou sobre uma reta.

O resultado deste teorema segue da afirmagdo acima e da dica: use que 7'(z) =
(2, 22, 23, 24) é real quando olhamos a imagem do eixo real por 771

Existe ainda outra forma de vermos isso. Para isso recorde a propriedade dos
nimeros complexos na qual o angulo do produto de dois niimeros complexos 21 22
€ igual a soma dos angulos de z; e 29, isto &,

arg z12o = arg 21 + arg 2e.

O angulo formado pelo vetor z e pelo eixo « é chamado de argumento do nimero
complexo z.

Segue disso, que

Z1 — 23 Z2 — 24
arg(z1, 22, 23, 24) = arg ——— — arg ———.
Z1 — 24 Z2 — 23
Se os pontos 21, 23, 23 € 24 estdo sobre uma mesma reta € imediato que este valor é
zero. No caso que eles estdo sobre um circulo estas razdo compreendem o mesma

corda, e portanto, o valor pode ser 0 ou £7 dependendo da posicdo relativa deles.
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Teorema 4.4. Se \ = (z1, 22, 23, 24) fazendo as 24 permutacdes possiveis dos

niimeros z1, za, z3 e z4 obtemos os seguintes valores para a razdo cruzada: )\, %
(D Wt |

L=A =% = e

A demonstragdo € exercicio para o leitor.
Estes resultados deixam claro, pelo menos na teoria de grupos de transforma-
¢coes de Moibus, que ndo devemos distinguir circulos e retas.

4.4 Simetria

Os pontos z e z s@o simétricos com relacdio ao eixo real. Transformacdes de
Mobius com coeficientes reais leva o eixo real em si mesmo, € z € z sd0 novamente
levados em pontos simétricos. Vamos iniciar definindo o que € simetria.

Defini¢ao 4.5. Os pontos z e 2’ sdo ditos simétricos com respeito a um circulo C
que passa através de z1, zo e z3 Se e somente se

(2,7 21,22, Z3) = (27 21522, Z3>'

Vamos verificar que isso coincide com a nossa definicao de inversao.
Considere C um circulo C' de centro em a e raio . Usando a invariancia da
razao cruzada temos

(2,21,22,23) - (Z—CL,Z]_ — Q, 22 —CL,Zg—CL)

_ _ 7"2 T2 7"2 7'2
=1|1c—a ) ) = |\ —-——”1 —a,22 —a,23 —a
z1—a z9—a z3—a zZ—a
7’2
=\|z—="+a,21,22,23
z—aQa
- e ., 2 .
Esta equagdo mostra que os ponto simétrico de z é 2’ = <= + a ou ainda,

estes pontos satisfazem

(2 —a)(z—a) =2

Mas isso significa que |2’ — a| |z — a| = r?, isto &, coincide com a defini¢io
dada no inicio do texto.

Teorema 4.6. Se uma transformacdo de Mobius leva o circulo Cy no circulo Co,
entdo ela transforma os pontos simétricos com respeito a C em pares de pontos
simétricos com respeito a Co.

4.5 Conclusao

Com isso concluimos dois fatos que importantes:
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1?2 O Grupo de Mobius € o grupo que contém as inversdes. Mais geral ainda, é
possivel provar que as inversdes geram exatamente este grupo. Portanto, o grupo
que gera a geometria hiperbdlica € obtido exatamente o Grupo de Mobius.

2% Qualquer expressdo ou fato invariante por reflexdes € interessante, em par-
ticular vimos que a razdo cruzada € um invariante. Vamos definir a distancia entre
dois pontos usando a razdo cruzada.

Seja A e B os extremos de um segmento hiperbdlico e sejam A’ e B’ os res-
pectivos pontos ideais obtidos por prolongar este segmento. Vendo estes pontos
como ndmeros complexos podemos calcular a raz ao cruzada (A, A’, B, B') e ja
sabemos que este nimero ¢ real, pois sabemos que estes 4 pontos estdo sobre um
circulo ou sobre uma reta.

Uma vez feito isso, podemos mostrar que sempre existe uma transformacao de
Mobius que leva: A — i, A’ — 0, B — ki,com k > 1 e B’ — oo (faga como
exercicio). Desde que a razdo cruzada ¢ invariante por transformacao de Mobius
segue que

ki—0i—oo ki—0i—o0

(B,A, A", B") = (ki,i,0,00) = = k.

ki—ocoi—0  i—0 ki—oo
Desta forma, podemos definir In (B, A, A’, B'), além disso, como é sempre (B, A, A’, B)
¢ maior que 1 segue que (B, A, A', B") = |(B, A, A’, B)|, mas

_|[B-Al|A-B'| BA AP

" |B-B'||A-A| BB AA”

Portanto, podemos calcular a razdo cruzada utilizando o comprimento euclidiano

dos segmentos.

|(B,A, A", B')|

Figura 4.1: Distancia hiperbdlica

Desta forma definimos a distancia hiperbélica entre os pontos A e B do plano,
calculando os pontos ideais A’ e B, respectivamente e

BA" AB’
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Capitulo 5

Ladrilhamento do Plano
Hiperbolico

“Duvidar de tudo ou crer em tudo. Sdo duas solucdes igualmente
comodas, que nos dispensam ambas de refletir.”
— Henri Poincaré

Neste capitulo vamos fazer algumas conexdes inusitadas, uma delas serd uma
hipétese da origem das técnicas utilizadas por Escher para compor uma série de
seus trabalhos, tais como:

Figura 5.1: Circulo Limite III - C. Escher

Na referéncia [2], Coxeter descreve um contato por correspondéncia que o
mesmo manteve com Escher. No Congresso Internacional de Matematica de 1954
em Amsterda, Coxeter enviou a Escher um esbo¢o num papel de um reticulado.
Coxeter ficou bastante satisfeito e surpreso ao receber, por correio, a gravura Cir-
culo Limite I em dezembro de 1958. E notdvel que o desenho enviado por Coxeter
a Escher era bastante elementar e ndo mostrava o “andaime"que Coxeter usou na
sua construgdo. Apesar disso, Escher deduziu e generalizou a técnica de sua cons-
trugdo.

35
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5.1 Ladrilhamento

Vamos construir ladrilhamentos por tridngulo do plano hiperbélico, existem
muitas descricdes de tais ladrilhamentos e suas conexdes. Uma das primeiras abor-
dagens deste assunto foi dada por Klein (veja [5]).

Sem entrar em tantos detalhes e nos mantendo em um nivel elementar, vamos
comegar observando que qualquer ladrilhamento € descrito, a menos de isometrias
hiperbdlicas, por uma tripla de nimeros desordenados p, g €  com

1 1 1
-+ -+-<1
p qg r
Podemos provar, através de mais de um método, que existe um ladrilhamento
do plano hiperbdlico por tridingulos com seus angulos internos iguais, a 7/p, 7/q
e m/r, gerado por inversdes através de seus lados.
Todo ladrilhamento consiste de dois passo: primeiro, construir um tridngulo
com os angulos adequados, segundo estender a um ladrilhamento ao plano hiper-
bélico.

Passo 1: Vamos iniciar construindo um tridngulo com angulos 7 /7, 7w /4,7 /2. sa-
bemos que 7/7 ndo é construtivel, mas tal dngulo com certeza existe! Vamos
considerar este dngulo dado.

Todo o processo de construcdo tem como referéncia a figura 5.2.

O ponto importante do processo € que a circunferéncia que determina os limites
do plano hiperbdlico sera obtido durante a constru¢do. O ponto que serd o centro
do modelo serd denotado por O escolha outro ponto A (ponto qualquer). Seja A’ a
imagem de A da rotacdo de 27/7 com centro em O (rotagdo anti-hordrio). Denote
por B o ponto médio do segmento AA’. Seja C a circunferéncia com centro em
B passando por A, e por A’. Pelo ponto médio do segmento OB, trace a circun-
feréncia ~ passando por B. Sejam C' e C’ os pontos na C N . A circunferéncia
que tem centro O e passa por C' é circunferéncia que delimita o plano hiperbdlico,
denotamos por Cq.

O tridngulo OC'B esta contido em uma semicircunferéncia e portanto € retin-
gulo em C, o que mostra que a circunferéncia - determina uma reta hiperbélica.
Portanto, também deve ser ortogonal ao segmento OB. Trace o segmento OA e
considere P o ponto v N OA. Considere o tridngulo AP B, uma vez que o angulo
PAB = § — 7 e também € igual a BPA (por serem raios de ), este tridngulo
¢ isésceles. Dai concluimos que o angulo entre v e AO é de /7. Considere o
ponto () o ponto OB N~. Obtemos desta forma o tridngulo hiperbdlico QO P com
angulos 7/2, w/T e /7.

Se considerar o tridngulo ABQ vemos que o mesmo ¢é isésceles (dois lados
sdo raios) retangulo de angulos 7/2 e 7 /4. Considere a circunferéncia com centro
em A e passando por (), esta circunferéncia intercepta O A, em um ponto que
denotamos por R. Segue que o tridingulo hiperbélico OQ R tem angulos 7 /2, 7/4
e 7/7, como desejamos. De fato, o primeiro que precisamos verificar é que a
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Figura 5.2: Construindo o tridngulo 7, 4, 2

circunferéncia com centro em A é ortogonal com C., isso € equivalente a ver que
A passa por @ (isso implica que AB deve ser o polar de (), mas isso realmente
acontece pois o centro de v é B. Que o dngulo em R é de 7/2 segue que pelo fato
de At e AO sio ortogonais, que o dngulo em @ é 7/4 segue do tridngulo ABQ.

Passo 2: Queremos ladrilhar o disco de Poincaré com imagens do nosso tridngulo.
O método mais grosseiro, e mais geral (e claramente possivel) é inverter os pontos
O, @ e R repetidamente através das retas hiperbdlicas RQ, OR e OQ).

No entanto, hd algo muito melhor pode ser feito. Em cada estdgio, automatica-
mente nos apropriamos das simetrias diedrais de nosso ladrilhamento. Assim que
ndés podemos supor que cada ponto, cada reta hiperbdlica, polo e polar for criado,
suas imagens sob esta simetria sdo também criadas. Portanto, estamos diante da
figura

O préximo passo € adicionar retas hiperbdlicas no ponto A como na figura 5.4.
Efetivamente isto é o mesmo que rodar  por k7w /7 em A. Aplique a construgio
2.7 como ilustrada em 5.4.

De maneira semelhante, devemos adicionar retas hiperbdlicas nos pontos A, B
como na figura 5.5. Mas para fazer isso € s6 aplicar a contru¢do 2.2, como na figura
5.5. De forma alternativa, nés podemos ir em frente e rodar a reta v em k7 /4, o
que nos fornece nao sé a reta hiperbdlica AB mas também algumas outras.

Nesta altura deve ter ficado claro que podemos aplicar estas duas técnicas re-
petidamente, caso fiquemos em situagdo complicada podemos usar a inversdo. Nos
aproveitando tanto da estrutura interna como da externa, até alcancarmos quantos
tridngulos desejarmos.
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Figura 5.5: Forma mais eficiénte de rodar uma reta

5.2 Construcao do ladrilhamento por triangulos p, g e 2

Vamos descrever somente o passo 1, na constru¢do de um ladrilhamento por
tridngulos hiperbdlicos cujos dngulos sdo 7/p, w/q e /2, com % + % < %

Vamos iniciar da mesma forma que antes. Considere dois pontos O e A; Rode
A ao redor de O 27 /p e produza A’. Seja S o ponto médio de AA’. Agora rode
AA" ao redor de A o ngulo w/q — 7/p e produza a reta ¢ (as nossas rotagdes sdo
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com angulos com sinais), seja B a intersecdo de £ com OS. Nossa primeira reta
hiperbdlica C’, € a circunferéncia centrada em B, passando por A, e portanto, por
A

Seja C a circunferéncia passando por O e B, centrada ponto médio de OB, e
sejam T e T” a interse¢@o de C'com C. Entdo C, € a circunferéncia centrada em O
passando por 7.

Finalmente, seja R a interse¢do de C' N OA e seja Q a C' N OB. Feito isso
é possivel mostrar que os angulos do tridngulo hiperbélico OQR sdo 7 /p, w/q e
/2.

A —@
P
'\
B
Figura 5.6: Forma mais eficiénte de rodar uma reta

Uma vez que temos o tridngulo, podemos produzir o ladrilhamento exatamente
como descrito anteriormente.

Figura 5.7: Ladrilhamento com o tridngulo 2,3,7
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