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Capitulo 1

Introducao

Quase todos conhecem bem a primeira parte da saga da Geometria hiperbélica -
com Bolay e Lobachevsky trabalhando em vao para ganhar reconhecimento sobre suas
descobertas sobre o assunto.

A segunda parte - que ndo é tdo bem difundida - comegou com Beltrami vindo
ao resgate da geometria hiperbolica em 1868, interpretando-a sobre uma superficie de
curvatura constante negativa. Ao dar um significado concreto ao plano hiperbdlico,
ele, primeira vez, colocou o trabalho de Bolay e Lobachevsky sobre um sdélido
fundamento 16gico. Os resultados de Beltrami foram rapidamente seguido por
interpretagdes em geometria projetiva por Klein em 1871, e nos nimeros complexos
por Poincaré em 1882.

A geometria hiperbodlica havia chegado, e com Poincaré se tornou parte da
matemadtica contempordnea. Ele a usou imediatamente em equagdes diferenciais,
analise complexa e teoria dos nameros, e seu lugar tem sido assegurado nas disciplinas
desde entdo. Ele também comecou a usa-la em topologia de baixa dimensdo,
estas idéias foram mantida vivas por um punhado de topdlogos até o florescimento
espetacular deste campo sob Thurston no final dos anos 1970. Agora, a geometria
hiperbodlica é a principal geometria nas dimensdes 2 e 3.

Em geral, quando se fala em Geometria Hiperbodlica sempre esperamos uma
abordagem analitica. Portanto, trazer uma abordagem sintética apresenta um certo
ar de novidade. Esta forma de abordar a Geometria Hiperbdlica nos permite alcangar
alguns resultados de maneira muito mais rapida que na construgdo analitica.

1.1 Construcoes Euclidianas Uteis

Neste capitulo s6 trataremos de propriedades euclidianas. Mas serd a boa
compreensdo destas construgdes que nos habilitard para construgdes hiperbdlicas que
se seguiram.

A primeira coisa que precisamos ter em mente é o conceito de reflexdo, vamos
iniciar com a reflexdo em torno de uma reta. Uma reflexdo em torno de uma reta ¢ é
uma aplicacdo do plano no plano, que pega um ponto A e leva em A’ de tal forma que
a reta ¢ se torna a mediatriz do segmento AA’ (veja figura 1.1). Uma outra aplicagdo
é a inversdo na circunferéncia C de centro O e raio r. A inversdo é uma aplicacdo que
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para cada ponto A associa um ponto A’, com a seguinte propriedade: O segmento AA’
esta sobre o raio OA da circunferéncia e OA x OA’ = r? (veja figura 1.1).

Figura 1.1: Reflexdo em torno da reta ¢ e inversdo em C
Vamos iniciar a primeira construgao.

Construcdo 1.1 Construa uma circunferéncia que passe sobre trés pontos ndo colineares A, B
eC.

Construa os segmentos AB e BC. Sejam /1, {; as mediatrizes correspondentes. Chame
de O, o ponto de encontro de ¢; e ¢,. Entdo a circunferéncia desejada tem centro O e
passa, digamos por A. |

Construcdo 1.2 Inverta um ponto com respeito a uma circunferéncia C com centro O.

Existem varias formas de se fazer isso. Aqui esta uma:

Digamos que o ponto B esta fora da circunferéncia, construa o segmento OB (veja
figura 1.2 abaixo), e depois uma outra circunferéncia C', com centro no ponto médio
do segmento OB e que passe por O. Seja P um dos pontos de intercessdo de C e C’
(observe que o triangulo OPB é reto, uma vez que OB é o didmetro de C’). Considere
a reta { perpendicular a OB que passa por P. Seja A o ponto de intercessdo de ¢ com
OB. Entdo A é o inverso de B com respeito a C. De fato, observando o tridangulo OBP
e o triangulo OAP, vemos que ambos sdo semelhantes, uma vez que compartilham o
angulo BOP. Pela semelhanca temos que

OP 0A

- = . — 2 —=
OB OP:>OA OB = OP%, mas OP =r.

Se queremos inverter um ponto A que esta no interior da circunferéncia (diferente
que o O), basta reverter esta construgdo. Considere a reta ¢ perpendicular ao
segmento OA. Seja P o ponto de intercessdo de ¢ com a circunferéncia. Considere
¢ a perpendicular a OP passando por P. Entdo o ponto B serd determinado pela
intercessdo da semi reta OA com ¢'. |

Existe um método mais rdpido se tivermos uma condigdo adicional.

Construgdo 1.3 Dado um par de circunferéncias ortogonais C e C' com centro O, O,
respectivamente, e A um ponto sobre C', construa o inverso de A com respeito a C.
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Figura 1.2: Construgdes 1.1 e 1.2

Simplesmente construa a semi reta OA, como na figura 1.2 a direita; um dos pontos
de interse¢do da semi reta OA com C’ é 0 A; o outro, B, serd o inverso de A com respeito
a C. Para vermos isso, veja a figura 1.3 a esquerda, marque o ponto P interse¢do de C
e C' e trace os segmentos OP, PB e PA. Agora veja que os tridngulo OPA e OBP sdo
semelhantes. [ |

Para concluir a semelhanga vocé necessita dos dois seguintes resultados:

Resultado 1: Um angulo APB inscrito em uma circunferéncia é metade do angulo
central AOB.

Resultado 2: A medida de um angulo formado por uma secante e uma tangente APB
é igual a metade do arco correspondente POB (veja figura a direita em 1.3).

Figura 1.3: Demonstrac¢do da construgdo 1.3

Uma consequéncia disso é o seguinte:

Lema 1.4 Seja C, C’ sdo circunferéncias ortogonais e A é um ponto sobre C'. Entiio o inverso
de A com respeito a C esta sobre C !, Similarmente, se A e B sdo inversos com respeito a C, estio
sobre uma circunferéncia C', entdo C e C' sio ortogonais.

Lema 1.5 Seja C uma circunferéncia com centro O. Seja A um ponto diferente de O. Entdo o
lugar geométrico de todos as circunferéncias passando por A e ortogonais a C é uma reta. Se A
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esta no interior de (sobre, no exterior de) C esta linha esta no exterior da (tangente a, no interior
de) C. Além disso, qualquer linha no exterior de, ou tangente a, C é tal lugar geométrico.

Demonstra¢ao: Como ja vimos toda a circunferéncia que passa por A e é ortogonal
a C passa também sobre o inverso B de A com respeito a circunferéncia C. Entdo o
lugar geométrico dos centros destas circunferéncias deve ser a mediatriz do segmento
AB, os quais estdo no exterior de C. Reciprocamente, qualquer circunferéncia sobre a
mediatriz passando sobre os dois pontos A e B deve ser ortogonal a C.

Se A esta sobre C, entdo este lugar geométrico deve ser uma linha tangente a C por
A.

Também ¢é simples mostrar que qualquer linha no exterior de, ou tangente a C, é
um tal lugar geométrico. O

Construcdo 1.6 Dado uma circunferéncia C com centro O, e um ponto A no exterior de C,
construido por um tinico C' com centro A, ortogonal a C.

Seja C” uma circunferéncia com centro nos pontos médios do segmento AO e passa
sobre A e O, veja a figura a direita da figura 1.4; Seja P um dos pontos de interse¢dao
das circunferéncia C e C”’. Entdo a circunferéncia desejada tem centro A e passa sobre
p. [

No lema 1.4 e construgdo 1.6 estabelecemos um fato muito importante: com respeito
a circunferéncia C dada, as cincurferéncias ortogonais C " estio em correspondéncia
com pontos no exterior de C (o centro de C’, sdo chamados seus polos) e cada ponto no
interior de C corresponde a uma reta (chamada de polares) no exterior de C.

—— 4!

/‘/C// \\
/ ¢
Al
r \.\'\o
\.
\‘
\¢
\.
~.

Figura 1.4: Construgdes 1.6 e Construgao 2.1

Fixando a circunferéncia C, denote o polo da circunferéncia 7 por 7;
reciprocamente, cada ponto B no exterior de C é um polo de alguma circunferéncia,
denotada por B+, como ilustrado na figura 1.5. Denote o polar de cada ponto A no
interior de C por A™l; reciprocamente, cada reta £ que nao intercepta C é o polar de
algum ponto, denotado por /.
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Figura 1.5: Polos e Polares

Falando em um nivel mais sofisticado, os polos de nossas geodésicas estdo no plano
projetivo real RP? - entdo ao juntar os pontos no infinito obtemos os polos que por sua
vez sdo diametros de C. Isso, por sua vez nos fornece uma evidéncia que os espaco
das retas em H? é um aberto da faixa de Mobious, isto é, RP2 menos um disco fechado
limitado por C.



Capitulo 1: Introdugdo



Capitulo 2

Constru¢oes com Régua e compasso na
Geometria Hiperbolica

O Espaco hiperbdlico é um local onde a geometria (hiperbdlica) ndo-euclidiana
pode ser construida. Este espago deve possuir um atributo incomum que é: 4 medida
que voceé se afasta de um ponto, o espago ao seu redor expande exponencialmente.
E quase impossivel criar modelos fisicos precisos deste espago usando qualquer um
dos métodos usuais. Mas em 1997 a matemadtica Daina Taimina da universidade de
Cornell inventou um modelo usando o croché! Depois disso, todos comecaram a ver
a geometria hiperbdlica em diversos locais - folhas de alface, corais, etc. Quem estiver
interessado veja o site http://www.theiff.org/main.html do Institute for Figuring.

Figura 2.1: Modelo do Espago Hiperbolico por Daina Taimina

2.1 Disco de Poincaré

Neste capitulo vamos levar a cabo algumas construgdes utilizando régua e
compasso na geometria hiperbdlica. Vamos considerar o modelo do disco de Poincaré.
Sempre nos referimos a borda deste disco como Ce e seu centro por O. O disco aberto
vamos chama-lo de D. Quando nos referir ao inverso, a menos de claro aviso, significa
o inverso com respeito a Coo; X significa o polar, polo, etc, de algum objeto X com
respeito a Ceo, sempre no sentido do capitulo anterior.



8 Capitulo 2: Construgées com Régua e compasso na Geometria Hiperbélica

D é conhecido como Disco de Poincaré e serd o nosso plano hiperbélico. Os pontos
desta regido sdo os pontos do plano hiperbdlico, até aqui sem muitas novidades. As
retas hiperbdlicas sdo os arcos de circunferéncias ortogonais a Co ou didmetros de Coo.

A geometria hiperbdlica satisfaz a maioria dos axiomas de Euclides, mas é preciso
alterar o quinto axioma pelo seguinte: Dados uma reta do plano hiperbdlico e um
ponto fora da mesma, existe um ndamero infinito de retas hiperbélicas que contem o
dado ponto e ndo encontram a reta dada. Outras semelhangas sdo a possibilidade
de definir distancia assim como a nogdo de drea no plano hiperbdlico. Existe ainda
outra diferenca importante que a drea de um tridngulo hiperbélico depende somente
de seus angulos e ndo do comprimento de seus lados, assim o caso AAA é um caso de
congruéncia na geometria hiperbdlica.

2.2 Primeiras Construcoes

Construcao 2.1 Dados pontos A e B € D, construa a reta hiperbolica AB. De maneira
equivalente, dados dois pontos A,B e a circunferéncia Co construa a iinica circunferéncia
passando sobre A, B e que seja ortogonal a Ceo.

Invertendo A (com respeito a Co) Obtemos A7l A circunferéncia procurada é
obtida por fazer a circunferéncia que passa pelos pontos A, Be A~L. |

Construcio 2.2 Dados pontos A e B € D, e seus polares A+ e B+ construa a reta hiperbdlica
AB.

Se conhecemos os polares A+ e B', obtenha P o ponto de intersecéo e faca a
circunferéncia com centro em P e raio PA = PB (veja figura 3.5 a direita). u
Na pratica se A e B estdo relativamente proximos em D, A+ e Bt sio quase
paralelas e P pode ser dificil de encontrar. Por sorte, a mediatriz do segmento
(euclidiano) AB também passa em P, o que permite aumentar a precisdo da construcao.

Figura 2.2: Circunferéncia e Retas Hiperbolicas

Construcado 2.3 Dados pontos A e B € D, construa uma circunferéncia hiperbélica com centro
A e passando por B.
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Vamos admitir que sabemos que a curva procurada C é a tinica circunferéncia que
é ortogonal a toda geodésica que passa por A. Em particular, C deve ser ortogonal a
OA, desde que o mesmo faz parte de um didmetro de Coo. Além disso, C também deve
ser perpendicular a reta hiperbolica AB. Entdo C deve ser a circunferéncia (euclidiana)
com centro na interse¢do destas duas linhas e que passa por B. |

Construgdo 2.4 Dados pontos A e B € D, construa a mediatriz do segmento hiperbélico AB.
Similarmente, construa o ponto médio do segmento hiperbélico AB.

O procedimento é o mesmo que o realizado no plano euclidiano. Desenhe duas
circunferéncias hiperboélicas C; e C, com centro em A e B, respectivamente, e passando
por B e A. Seja P, Q os pontos de C; N C,. Entdo a reta hiperbdlica PQ é a mediatriz e
o ponto médio de AB é a interse¢do de PQ com AB. |

Figura 2.3: Mediatriz Hiperbdlica

Construgdo 2.5 Dado o ponto A € 1D e uma reta hiperbélica vy, construa a reflexdo de A por
7.

Imitando a construgdo no caso euclidiano, construa uma circunferéncia hiperbdlica
com centro em A e com raio suficientemente grande para cortar oy em dois pontos: B e
C. Construa circunferéncias hiperbélicas centradas nos pontos B e C que passem por A.
O ponto procurado A’ serd o outro ponto de intercessdo dessas duas circunferéncias.
Observe que se tragar o segmento AA’, obteremos a mediatriz hiperbélica do segmento
hiperbélico BC. |

Na constru¢do acima é importante observar que o ponto A’ é a inversdo de A
através de vy, desta forma os conceitos de inversao em uma circunferéncia e a reflexao
em uma reta hiperbdlica se mostram equivalentes. Entdo ao introduzir uma inverdo
em uma circunferéncia ndo estamos introduzindo um conceito novo. Além disso, com
esta propriedade em mente, podemos fazer a contrugdo 2.4 da seguinte forma:
Considere que ja conhecemos a mediatriz hiperbdlica v de AB. Entdo a inversdo
através de y permuta A e B. Por outro lado, y deve ser ortogonal a Cw,, entdo a inversao
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(através de y) também deve intercambiar A~ e B~!. Dai ¢ esta sobre a intersecio AB
e A"1B~! (veja figura 2.3 a direita).

Construgdo 2.6 Sejam A,B,C € D, construa uma circunferéncia hiperbélica com centro em
A e com raio congruente ao segmento hiperbélico BC.

Inicie construindo a mediatriz hiperbdlica oy do segmento AB. Inverta C através de
7 e obtenha P. A circunferéncia desejada tem centro A e passa por P. |

Construgdo 2.7 Sejam vy uma reta hiperbélica, A um ponto de vy e um dngulo euclidiano «.
Construa uma outra reta hiperbélica que encontra -y em A formando com esta dngulo «.

Veja a figura 2.4. Considere em A* o ponto . Seja £ a reta que passa por A e 7.
Marque ¢’ a reta que passa por A e forma com ¢ o dngulo «. Seja P a intersegdo de ¢
com /. Afirmagéo: A reta procurada é dado por P*. |

Figura 2.4: Construgdo do angulo hiperbélico



Capitulo 3

Ladrilhamento por Tridangulo do Plano
Hiperbdlico

Neste capitulo vamos fazer algumas conexdes inusitadas, uma delas serd uma
hipétese da origem das técnicas utilizadas por Escher para compor uma série de seus
trabalhos, tais como:

Figura 3.1: Circulo Limite III - C. Escher

Na referéncia [1], Coxeter descreve um contato por correspondéncia que o mesmo
manteve com Escher. No Congresso Internacional de Matematica de 1954 em
Amsterda, Coxeter enviou a Escher um esbogo num papel de um reticulado. Coxeter
ficou bastante satisfeito e surpreso ao receber, por correio, a gravura Circulo Limite I em
dezembro de 1958. E notavel que o desenho enviado por Coxeter a Escher era bastante
elementar e ndo mostrava o “andaime"que Coxeter usou na sua construcdo. Apesar
disso, Escher deduziu e generalizou a técnica de sua construgao.

3.1 Ladrilhamento

Vamos construir ladrilhamentos por tridngulo do plano hiperbdlico, existem muitas
descri¢des de tais ladrilhamentos e suas conexdes. Uma das primeiras abordagens

11
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deste assunto foi dada por Klein (veja [4]).

Sem entrar em tantos detalhes e nos mantendo em um nivel elementar, vamos
comecar observando que qualquer ladrilhamento é descrito, a menos de isometrias
hiperbdlicas, por uma tripla de ntimeros desordenados p, g e r com

1 1 1
—+-+><1
pq T

Podemos provar, através de mais de um método, que existe um ladrilhamento do
plano hiperbélico por tridngulos com seus angulos internos iguais, a t/p, w/qe 7/,
gerado por inversdes através de seus lados.

Todo ladrilhamento consiste de dois passo: primeiro, construir um tridngulo com
os angulos adequados, segundo estender a um ladrilhamento ao plano hiperbélico.

Passo 1: Vamos iniciar construindo um tridngulo com angulos 77 /7, 7t /4, 7t /2. sabemos
que 7t/7 ndo é construtivel, mas tal angulo com certeza existe! Vamos considerar este
angulo dado.

Todo o processo de construcdo tem como referéncia a figura 3.2.

O ponto importante do processo é que a circunferéncia que determina os limites
do plano hiperbdlico serd obtido durante a construgdo. O ponto que serd o centro
do modelo serd denotado por O escolha outro ponto A (ponto qualquer). Seja A" a
imagem de A da rotagdo de 27t/7 com centro em O (rotagdo anti-hordrio). Denote por
B o ponto médio do segmento AA’. Seja C a circunferéncia com centro em B passando
por A, e por A’. Pelo ponto médio do segmento OB, trace a circunferéncia 7y passando
por B. Sejam C e C’ os pontos na C N 7. A circunferéncia que tem centro O e passa por
C é circunferéncia que delimita o plano hiperbélico, denotamos por Ceo.

Figura 3.2: Construindo o tridngulo 7, 4, 2
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O tridngulo OCB esta contido em uma semicircunferéncia e portanto é retangulo
em C, o que mostra que a circunferéncia y determina uma reta hiperbélica. Portanto,
também deve ser ortogonal ao segmento OB. Trace o segmento OA e considere P
o ponto y N OA. Considere o tridngulo APB, uma vez que o angulo PAB = 7 — 7 e
também é igual a BPA (por serem raios de %), este tridngulo é isdsceles. Dai concluimos
que o angulo entre y e AO é de 7t/7. Considere o ponto Q o ponto OB N . Obtemos
desta forma o tridngulo hiperbélico QOP com angulos 7t /2, t/7 e 1t/7.

Se considerar o tridngulo ABQ vemos que o mesmo ¢ isdsceles (dois lados sdo
raios) retangulo de angulos 71/2 e w/4. Considere a circunferéncia com centro em
A e passando por Q, esta circunferéncia intercepta OA, em um ponto que denotamos
por R. Segue que o tridngulo hiperboélico OQR tem angulos 7v/2, t/4 e 7t/7, como
desejamos. De fato, o primeiro que precisamos verificar é que a circunferéncia com
centro em A é ortogonal com C, isso é equivalente a ver que A+ passa por Q (isso
implica que AB deve ser o polar de Q), mas isso realmente acontece pois o centro de 7y
é B. Que o angulo em R é de 71/2 segue que pelo fato de A+ e AO sdo ortogonais, que
o angulo em Q é 71/4 segue do tridngulo ABQ.

Passo 2: Queremos ladrilhar o disco de Poincaré com imagens do nosso tridngulo. O
método mais grosseiro, e mais geral (e claramente possivel) é inverter os pontos O, Q
e R repetidamente através das retas hiperbélicas RQ, OR e OQ.

No entanto, ha algo muito melhor pode ser feito. @ Em cada estagio,
automaticamente nos apropriamos das simetrias diedrais de nosso ladrilhamento.
Assim que nds podemos supor que cada ponto, cada reta hiperbélica, polo e polar for
criado, suas imagens sob esta simetria sdo também criadas. Portanto, estamos diante
da figura 3.3.

Figura 3.3: Inicio do Ladrilhamento com o tridngulo 7,4,2

O préximo passo é adicionar retas hiperbélicas no ponto A como na figura 3.4.
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Efetivamente isto é o mesmo que rodar 7y por k7t/7 em A. Aplique a construgdo 2.7
como ilustrada em 3.4.

Figura 3.4: Rodando retas em um ponto

De maneira semelhante, devemos adicionar retas hiperbdlicas nos pontos A, B
como na figura 3.5. Mas para fazer isso é s6 aplicar a contrugdo 2.2, como na figura
3.5. De forma alternativa, nés podemos ir em frente e rodar a reta y em k7t/4, o que
nos fornece ndo sé a reta hiperbdlica AB mas também algumas outras.

Figura 3.5: Forma mais eficiénte de rodar uma reta

Nesta altura deve ter ficado claro que podemos aplicar estas duas técnicas
repetidamente, caso fiquemos em situagdo complicada podemos usar a inversdo. Nos
aproveitando tanto da estrutura interna como da externa, até alcancarmos quantos
tridngulos desejarmos.

3.2 Construcdo do ladrilhamento por tridngulos p, g e 2

Vamos descrever somente o passo 1, na construgdo de um ladrilhamento por
triangulos hiperbélicos cujos angulos sdo 7t/p, w/qe /2, com 1 +1 < %

Vamos iniciar da mesma forma que antes. Considere dois pontos O e A; Rode A
ao redor de O 27t/p e produza A’. Seja S o ponto médio de AA’. Agora rode AA’ ao
redor de A o angulo 71/q — 71/ p e produza a reta ¢ (as nossas rotagdes sdo com angulos
com sinais), seja B a intersecdo de ¢ com OS. Nossa primeira reta hiperbodlica C’, é a
circunferéncia centrada em B, passando por A, e portanto, por A’.

Seja C a circunferéncia passando por O e B, centrada ponto médio de OB, e sejam T

e T’ a intersegdo de C'com C. Entdo Cs € a circunferéncia centrada em O passando por
T.
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Finalmente, seja R a interse¢do de C' N OA e seja Q a C' N OB. Feito isso é possivel
mostrar que os angulos do tridangulo hiperbélico OQR sédo 7t /p, w/q e 1t/2.

Figura 3.6: Forma mais eficiénte de rodar uma reta

Uma vez que temos o tridngulo, podemos produzir o ladrilhamento exatamente
como descrito anteriormente.

Figura 3.7: Ladrilhamento com o tridngulo 2,3,7
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