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Capitulo 1

Probabilidade

No nosso cotidiano, lidamos sempre com situacdes em que estd presente a incerteza do
resultado, embora, muitas vezes, os resultados possiveis sejam conhecidos. Por exemplo, se estamos
interessados na face voltada para cima quando jogamos um dado, os resultados possiveis séo 1, 2, 3,
4,5 e 6, mas so6 saberemos o resultado quando o experimento se completar, ou seja, quando o dado
atingir a superficie sobre a qual foi lancado. Se nosso interesse é o tempo de duracdo, em minutos,
de determinado tipo de lampada, sabemos que o resultado pode ser qualquer niimero positivo, que sé6

serd conhecido quando a lampada se queimar. E conveniente, entdo, dispormos de uma medida que

quantifique a incerteza presente em cada um destes acontecimentos. Tal medida é a probabilidade.

1.1  Experimento aleatorio, espaco amostral e evento

Um experimento que pode gerar diferentes resultados se realizado mais de uma vez, sob as
mesmas condicbes, é chamado de experimento aleatorio. Como exemplos de experimentos aleatérios
temos: o lancamento de um dado e a observacéo da face superior; a observacédo do tempo de duracéo

de um certo dispositivo eletronico; lancamentos consecutivos de uma moeda até que saia a face cara.

O conjunto formado por todos os possiveis resultados de um experimento aleatério é chamado
de espago amostral e serd representado pela letra grega mailuscula Q). Em geral, usamos a letra
grega mintscula w para representar um resultado especifico de um experimento aleatdério. Nesse

caso podemos escrever w € Q).

Se ) é o espaco amostral de algum experimento aleatdrio, qualquer subconjunto A C Q) serd

chamado de evento. Em particular, cada w € Q é chamado de evento elementar.

Assim como os conjuntos, eventos, em geral, sdo denotados por letras maitsculas.

Exemplo 1.1

Para os experimentos aleatérios listados a sequir, defina o espaco amostral e apresente alguns



2 CAPITULO 1. PROBABILIDADE

eventos.

(a) Lancamento de um dado e observacédo da face superior.

(b) Lancamento de duas moedas e observacao das duas faces superiores.
(c) Lancamentos consecutivos de uma moeda até que saia a face cara.
(d) Observacdo do tempo de duracdo de um certo dispositivo eletrénico.

Solucao:

(@) Q=1{1,2,3,4,5,6}.
Eventos:
Ey = { sair uma face par } = {2,4,6};
E; = { sair um nimero maior que 1 } ={2,3,4,5,6};
E3 = { sair o nimero 3 } = {3}

E4 = &, o0 evento vazio.

(b) Q ={KK,KC,CK, CC}, em que K representa face superior cara e C, coroa.
Eventos:
E; = { sair faces iguais } = {KK, CC};
E; = { sair pelo menos uma cara } = {CK,KC, KK};
E; = { sair uma cara } = {CK, KC}.

(c) Q={K,CK,CCK,CCCK,CCCCK,...}, em que, novamente, K representa face superior cara
e C, coroa.
Eventos:
Eq = { sair 2 coroas } = {CCK};
E; = { ocorrer mais de 2 lancamentos da moeda } = {CCK, CCCK,...};
E3 = { ocorrer menos de 5 langamentos } = {K, CK, CCK, CCCK};

E4 = { ocorrer pelo menos um lancamento } = Q), o préprio espago amostral.

(d) Q={teR |t >0}, onde t é o tempo de duracdo em minutos.
Eventos:
Eq = { o dispositivo durar entre 10 e 30 minutos } =[10, 30];
E; = { o dispositivo durar menos de 15 minutos } =0, 15);
E3 = { o dispositivo durar exatos 5 minutos e 30 sequndos } = {5,5};

E4 = { o dispositivo durar pelo menos 1 hora } =[60, co).

*»"

Exemplo 1.2 Extracdo de bolas em uma urna
Uma urna contém 4 bolas, das quais duas séo brancas (numeradas de 1 a 2) e duas sdo pretas
(numeradas de 3 a 4). Duas bolas sdo retiradas dessa urna, sem reposicdo. Defina um espaco

amostral apropriado para esse experimento e os sequintes eventos:
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A: a primeira bola retirada é branca;
B: a segunda bola retirada é branca;

C: ambas as bolas retiradas sdo brancas;

Solucao:

Considerando a numeracao das bolas, o espaco amostral pode ser definido como:
Q={(i,))|i=1,23,4=1234i+j}
={(1,2),(1,3),(1.4),(2,1).(2,3).(2,4),(3,1),3,2),3,4). (4, 1), (4,2), (4, 3)}.
Os eventos sao:
A={iL)1i=12j=1234i+j} ={(1,2).(1.3).(1,4),.(21),(23), 2 9}
B={(i)1i=1,234=12i+j}={21).061).41).0.2),32), 42}
C={(i))|i=12)="12i#j} = {12, 1D}

*»"

Exemplo 1.3 Extracao de cartas de um baralho especial
Trés cartas séo retiradas, sem reposicao, de um baralho que tem trés cartas de cada uma das seguintes

cores: azul, vermelha, marrom e branca. Dé um espaco amostral para esse experimento e liste os

eventos:
E1: todas as cartas selecionadas sao vermelhas;
E> : uma carta vermelha, uma carta azul e uma carta marrom sdo selecionadas;
Es: as trés cartas selecionadas tém cores diferentes;
E4: cartas de todas as quatro cores sado selecionadas.
Solucao:

Vamos denotar por A, V, M e B o sorteio de uma carta da cor azul, vermelha, marrom ou branca,

respectivamente. Entao
Q = {(x,xx3):xx=AVM,Bi=1,7273}
Os eventos sdo:

Ei={V,V.V)}

E; = {(V,AM),(V,M,A),(A V,M), (A M,V), M, V,A), M,A V)}

Es = {(V,A M), (V,M,A), (A V,M),(AM,V),(M,V,A),MAV),
(V, A B),(V,B,A), (A V,B),(A B,V) (B V,A),(BAV),
(V, B,M),(V,M,B),(B,V,M),(B,M, V), (M, V,B),(M,B,V),
(B, A, M), (B, M, A), (A, B, M), (A, M, B), (M, B, A), (M, A, B)}.
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Como temos quatro cores diferentes e apenas trés extracdes, ndo é possivel obter todas as cores;
logo, £4 = @.

*»"

Sendo os eventos subconjuntos do espaco amostral, outros eventos podem ser obtidos através

de operacdes elementares de conjuntos (veja a Figura [T.).

e A intersecgéo de dois eventos Ae B é o evento ANB={w:w€&€ Ae we B}, que corresponde

a ocorréncia simultdnea de A e B.

e Se AN B = g, os eventos A e B sado disjuntos ou mutuamente exclusivos, o que significa que

nao podem ocorrer simultaneamente.

e A unido de dois eventos Ae B é oevento AUB = {w: w & Aou w € B}, que corresponde a

ocorréncia de pelo menos um dos eventos A e 5.
e O complementar de A é o evento A° = {w : w & A}, que corresponde a nao ocorréncia de A.

e A diferenca A—B é oevento A—B={w:weE Ae w¢ B}, que corresponde a ocorréncia de A,
mas néo de B. A diferenca B—Aéoeventoé B—A={w:we Be wé¢ A}, que corresponde a

ocorréncia de B, mas ndo de A. Assim como com niimeros, a diferenca ndo é comutativa. Note
que podemos escrever A— B =ANB e B—A=BnNA". (Veja as Figuras e [T1.T1)

(@) AnB (b) ANB =2 (c) AU B

(d) A (e) A— B (f) B—A
Figura 1.1 — Operacdes com eventos

A sequir apresentamos as principais propriedades das operacdes com eventos .

1. Identidade
AN =g
AUuQ =0 (1.1)
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2. Complementar

3. Involucao

4. ldempoténcia

5. Comutatividade

6. Associatividade

7. Distributividade

8. Absorcéo

9. Leis de De Morgan

EXPERIMENTO ALEATORIO, ESPACO AMOSTRAL E EVENTO

AUZ = A
ANQ=A
QO° =
=0
ANA =g
AUA=Q
(A=A
ANA=A
AUA=A
ANB=BnNA
AUB=BUA

(ANB)NC=An(BnNC)
(AUB)UC =AU (BUC)

AN(BUC)=(ANB)U(AN C)
AU(BNC)=(AUB)N (AU Q)

D
-
3 =
(I
> >

(AN B)c = A°U B¢
(AU B) = A°n B¢

(12)

(1.4)

(1.5)

(1.7)

(1.9)

(1.10)
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[o,¢]
Note que UAi é o conjunto formado pelos elementos que estdo contidos em pelo menos um
i=1
o
dos conjuntos A;, i =1,2,... e ﬂA,- é o conjunto formado pelos elementos que estdo contidos em
i=1
todos os conjuntos A;, i = 1,2,.... Podemos entdo generalizar as Propriedades apresentadas nas

Equagoes [1.8| e [1.10] da seguinte forma:

10. Distributividade Generalizada

AN (GB[) :G(AOB[)
i=1 i=1

AU (ﬁB[) =ﬁ(AUBi) (1.11)
i=1 i=1

11. Leis de De Morgan Generalizadas

DX
>

I
¢
2

Il
N
Il
-

(1.12)

rC e
>
[
Dk
e

Il
N
Il
N

Exemplo 1.4 Langcamento de duas moedas

Consideremos o experimento do lancamento de duas moedas e observacao das faces superiores.
Sejam os eventos A = “exatamente 1 cara”, B = “duas faces iguais” e C = “pelo menos 1 cara”.
Determine ANB, AUB,A—-B, B—-A AnC,AUC,A-C,C—-A BnC BUC B-C, C-B, A, B,
C,Au(BnC)e AUBUC.

Solucao:

Como antes, vamos representar por K face superior cara e por C, coroa.
Espaco amostral: Q = {KK,KC, CK, CC}

Eventos:

A={KC,CK} B={CC,KK} C ={KC,CK,KK}.

Logo,

ANB=o AuUB=Q A—-B=A B — A = B (note que A e B sao disjuntos)
ANC=A AuUC=C A-C=g C — A= {KK}. Note que AC C.

BNnC={KK} BuC=Q B-C={CC} C-B={KC CK}

A =B Bc=A Ccc={cCc}

AUBNC)=(AUBNAUC)=QNC=C AUBUC=Q *"

Exemplo 1.5
Considere o experimento aleatdrio que consiste em lancar uma moeda até que apareca cara pela
primeira vez. No Exemplo vimos que Q = {K,CK,CCK,CCCK,CCCCK,...}, em que K

representa face superior cara e C, coroa. Vamos definir as seguintes sequéncias de eventos na

o-algebra 29
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A, = a primeira cara ocorre, ou no n—ésimo lancamento, ou depois do n—ésimo lancamento

B, = a primeira cara ocorre, ou no n—ésimo lancamento, ou antes do n—ésimo lancamento

Vamos analisar GA,-, ﬁAi, G B, ﬁ B;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Solugao:
A1 ={K, CK, CCK, CCCK, CcCcCCK, ...} =Q
Ay ={CK, CCK, CCCK, CCCCK, ...}
As = {CCK, CCCK, CCCCK, ...}

Como A1 D Ay D A3 D A4 D -+, resulta que

Um:o e ﬂm=@
i=1 i=1

Por outro lado,
B = {K}

B, = {K, CK}
Bs = {K, CK, CCK}
By = {K, CK, CCK, CCCK}

Como By € B € B3 C B4 C -+, resulta que
UB=Q e (1Bi=5B.
i=1 i=1

*»"

Nos exemplos acima, vimos que ha varios eventos associados a um mesmo espaco amostral.
Vamos apresentar, agora, uma classe de subconjuntos (eventos) que serd fundamental no estudo da

teoria de Probabilidade.
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Definicdo 1.1  o-algebra
Seja Q) um espaco amostral de algum experimento aleatdrio. Uma classe F de subconjuntos de

Q é denominada uma o-dlgebra (lé-se sigma-dlgebra) se satisfaz as sequintes propriedades:
(S1) Qe F.

(S2) Se A€ F, entdo A° € F.

(S3) SeAie F,i=1,2,..., entdo | JA € F.

i=1

Vale destacar que é caso particular da Propriedade a unido finita, isto é, se A, € F,i =

n
1,2,....n, entao UA; e F.

i=1
Proposicao 1.1

Se F é uma o-dlgebra de subconjuntos de (), entéo

(a) o€ F;

(b) se Ay € F,i>1, entdo ﬂAi eF.
i=1

Demonstragao:

(@) Pela Propriedade (S1), sabemos que QO € F. Logo, pela Propriedade (S;), temos que Q¢ € F.
Mas Q=2 . oeF.

o
b) AcF=AceF=|JAer =
~~ ~~ ~~

) ¢ 00
| ﬂAi) ceF=[lAEF
S S =1 Morgan

i=1 s, =1

Exemplo 1.6
Seja Q = {1,2,3} e considere as seguintes colecdes de subconjuntos de Q:

Fr=1{2,0,{3}.{1,2}} e
Fr={2,Q,{2}, {3}, {1.2}, {1, 3}}.

Verifique se Fy e F, sdo o-algebras.

Solucao:
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.f1

* Q) € Fy; portanto, 51 é satisfeita.
* @=0eF, Q= F, {3}°={1,2} e 7, {1,2}c = {3} € F1; S, é satisfeita
*ouUQ=0eF,ou{3}={3eFrou{l1,2}={12}eF,
Qu{st=Qu{1,2}=0eF, {1,2}u{3}=QeF
E facil ver que as unides de 3 ou 4 subconjuntos resultam em elementos de F;. Logo, a
propriedade S3 é satisfeita.
Fy é o-dlgebra.
o 5
Podemos ver que {2} U {3} = {2,3} ¢ F>. Logo, F, nao é o-algebra.

*»

Exemplo 1.7 A menor o-algebra contendo A

Sejam Q um espaco amostral e A C QO um subconjunto qualquer. Mostre que
F={2,Q,A A}
é uma o-algebra.

Solucao:

e () € F — S satisfeita

e J=0eF Q=0 F A e F, (A)=AecF -5, satisfeita

e JUON=0Q0eF, gUA=Ac FOUA® = A e F,
QUA=QUA =0 e F,AUA=Q e F

As unides de 3 ou 4 subconjuntos resultardo trivialmente em elementos de F. Logo, a

propriedade S3 é satisfeita.

F é o-algebra, que é chamada menor o-algebra que contém A, no sentido de que qualquer outra
o-algebra que contiver A terd os mesmos elementos de F e, possivelmente, mais alguns.

*»"

Exemplo 1.8 o-algebras canoénicas
Se Q) é um espago amostral, entdo temos duas o-algebras canonicas:
F1={2,0}
Fr =2
em que 29 representa o conjunto de todos os subconjuntos de Q, chamado de conjunto das partes

de Q. Fy e F, sdo chamadas, respectivamente, de menor e maior g-dlgebra de 0. Em todos os

exemplos e situacées abordadas nesse curso iremos considerar a o-algebra F, = 2.
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Solucao:
Néo apresentaremos aqui a demonstracdo de que F, é uma o-algebra. A verificacdo para F; é

imediata.

*»"

Muitos experimentos aleatorios tém intervalos da reta ou o préprio conjunto R como espaco
amostral e al também consideraremos o conjunto das partes como a o-algebra subjacente. Mas, a
titulo de curiosidade, existem outras possibilidades, e uma delas é a g-algebra de Borel em R, que é
a menor g-algebra que contém todos os intervalos da reta e é representada por B. Ou seja, B é a o-
algebra formada por todos os intervalos da reta, seus complementares, unides e intersecoes finitas e
infinitas desses conjuntos. Por exemplo, veja que ¥V x, y € R temos (—oo, x), (—o0, x], (x, y) € B, j& que

todos sédo intervalos. Também é verdade que o conjunto unitario {x} € B qualquer que seja x € R,
o

1 . - :
uma vez que ﬂ (x — —,x| = {x}. No entanto, a g-algebra de Borel ndo é o conjunto das partes, ou
i
i=1
seja, existem subconjuntos de R que ndo podem ser obtidos através de unides ou intersecdes, finitas

ou infinitas, de intervalos. A demonstracéo de tal fato, no entanto, estd muito além do escopo deste

livro.

Exercicios da Secao [1.1]

1. Lancam-se trés moedas. Enumere o espaco amostral e os eventos A = “faces iguais” ; B =

“

“cara na primeira moeda” ; C = “coroa na seqgunda e terceira moedas”.

2. Nas Figuras[T.2a]a assinale a area correspondente ao evento indicado na legenda.

OO

(a) A° N B¢ (b) A—B (c) (AUC)N B (d) (AUB)N C

Figura 1.2 — Conjuntos.

3. Defina um espaco amostral para cada um dos sequintes experimentos aleatdrios:

(@) Um dado é lancado 5 vezes consecutivas.
(b) Cinco dados idénticos sao lancados simultaneamente.

(c) Em uma pesquisa de mercado, conta-se o nimero de clientes do sexo masculino que entram

em um supermercado no horario das 8 as 12 horas.

(d) Em um estudo de viabilidade de abertura de uma creche prépria de uma grande empresa,
fez-se um levantamento, por funciondrio, do sexo dos filhos com menos de 5 anos de idade.
O ndmero maximo de filhos por funcionario é 4, e a informacéo relevante é o sexo dos filhos

de cada funcionario.
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() Em um teste de controle de qualidade da producdo, mede-se a duracdo de lampadas,

deixando-as acesas até que queimem.

(f) Um fichario com 10 nomes contém 3 nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apds ficha até

o Ultimo nome de mulher ser selecionado e anota-se o niimero de fichas selecionadas.

(g) Lanca-se uma moeda até aparecer cara pela primeira vez e anota-se o numero de

lancamentos.

(h) Em uma urna, ha 5 bolas identificadas pelas letras A, B, C, D, E. Sorteiam-se duas bolas,

uma apods a outra, com reposicdo, e anota-se a configuracdo formada.

() Mesmo enunciado anterior, mas as duas bolas sdo selecionadas simultaneamente.

4. Seja Q ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Considere os eventos A= {1,3,5,7,9}, B={0,2,4,6,8,9}

e D = {9}. Determine os elementos dos sequintes eventos:

(@) AU (BN D) (b) BU (AN D) (c) AU B¢ (d) A°n BC
() A—B (f) B—A (g) (AN B) (h) (AU B)°

5. Sejam trés cartas de cores diferentes: uma vermelha, uma branca e a outra azul. Considere o
experimento de selecionar uma carta, observar a sua cor, juntd-la com as demais cartas e entdo
retirar novamente uma carta e observar a cor. Descreva o espaco amostral desse experimento.
Repita agora supondo que a segunda carta é selecionada sem que a primeira seja juntada as

demais cartas.

1.2 Probabilidade: axiomas e propriedades

Considere, mais uma vez, o experimento aleatdrio que consiste no lancamento de um dado
equilibrado e consequente observacdo da face superior. Como ja visto, o espaco amostral desse
experimento é Q = {1,2,3,4,5,6}, e alguns eventos de interesse sdo A ="sair face 2", B ="sair face
par”, etc. A questdo que se coloca, agora, é como atribuir probabilidade a esses eventos. Ou seja,
queremos determinar um nimero que expresse o qudo provavel é a ocorréncia de cada um desses

eventos.

Um raciocinio intuitivo nos leva a resposta % para a probabilidade de se obter uma face par.

Afinal, metade das faces consiste em nlmeros pares e, assim denotamos

m&=%=%

O contexto subjacente a esse exemplo é um espaco amostral Q) finito em que todos os seus eventos
elementares {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} sdo igualmente provéveis e tal contexto leva a defini¢cdo

classica de probabilidade :
#A

~#0

em que #A representa o numero de elementos em A. Essa foi a primeira definicao formal de

P(A)

probabilidade, explicitada por Girolamo Cardano (1501-1576).
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Embora intuitiva, essa definicdo néo se aplica a outros contextos, o que leva a necessidade de
uma definicdo mais geral, que foi dada por Kolmogorov por volta de 1930 na forma de uma definicdo
axiomatica. Os axiomas |'| estabelecem propriedades minimas que se espera sejam satisfeitas pela

probabilidade de qualquer evento.

Definicdo 1.2 Probabilidade
Seja Q) um espago amostral de um experimento aleatério e F uma o-dlgebra de subconjuntos
de Q. Uma fungdo real P definida em F é uma probabilidade se satisfaz os sequintes axiomas,

denominados Axiomas de Kolmogorov:
(Ax1) P(Q) =1,

(Ax2) para todo evento A € F, P(A) > 0,

(Ax3) para toda sequéncia de eventos A1,Az,... € F mutuamente exclusivos, isto é, tais que
A[ﬂAjZQVl'#:j,
o o
PIUA| =) PA)
i=1 i=1

Vale destacar o seguinte caso particular do Axioma a probabilidade da uniéo finita de
eventos mutuamente exclusivos é a soma das probabilidades desses eventos. Isto é, para quaisquer
i D n N =Y "7 P(A:
n eventos A1, Ay, ... A, € F mutuamente exclusivos, | (Ui:1 Al) =) i1 P(A).

A trinca (Q, F, P) é denominada espaco de probabilidade.

Em alguns livros, por exemplo James| (2004), os autores fazem distincdo entre evento e evento
aleatorio, definindo evento como qualquer subconjunto do espaco amostral e evento aleatério como
qualquer evento ao qual é atribuida uma probabilidade, ou seja, os eventos da o-algebra. Neste
texto, por se tratar de um primeiro curso de probabilidade, ndo faremos essa distincdo. Sempre
que qualquer um dos dois termos for mencionado, ele indicard um evento ao qual é atribuida uma

probabilidade.
Vamos, agora, apresentar propriedades da probabilidade que resultam dos Axiomas Ax; a Axs.

Proposicdo 1.2  Propriedades da probabilidade
Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Sejam também A, B e A;, i = 1,2,3,... eventos nesse

espaco de probabilidade. Entdo valem as sequintes propriedades:

(Pr1) P(A) =1 — P(A),
(Pry) P(@) = 0;

(Pr3) P(BNAS) = P(B)— P(BN A);

"Axioma: (1) Premissa imediatamente evidente que se admite como universalmente verdadeira sem exigéncia de
demonstracdo. (2) Proposicdo que se admite como verdadeira porque dela se podem deduzir as proposicées de uma

teoria ou de um sistema légico ou matematico. (dicionario Aurélio)
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(Pra) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B);
(Prs) Se AcC B= P(A) < P(B);

(Pre) P(A) <1

(UA ) < Z P(A;). Vale destacar o sequinte caso particular: P (UA"
— .

VnelN.

Demonstragao:

(Pri) Q = AUA" = P(0) = P(A) + P(AY) =5 1 = P(A) + P(AY) = P(A%) = 1 — P(A).
Ax3) (Ax2)

D - — D — P D D —

(Pr2) 0 =QUE = P(O) = P(Q) + P(2) = P(2) = 0.
[(Ax3)

(Pr3) Temos que (veja Figura

B=(BNA)U(BNA) = P(B) = P(BNA) + P(BNA°) = P(BNA) = P(B) - P(BN A).
[(Ax3)
(Pr4) Temos que (veja Figura

AUB=AU(BN AC)\:;P(A U B) = P(A) + P(B N A°) P(A) + P(B) — P(An B).

(Ax3)

,.
E(n
=]

(Prs) Como antes, temos que (veja Figuras e

B=(BNA)U(BNA) = AU(BNAY) = P(B)=P(A) +PBNA) = P(B) > P(A).
N——
ACB ] > 0fA]

(Pre) AC Q= P(A) < P(Q) =
~~ ~~
(Prs]
(Pr7) Vamos escrever [ Ji2; Ai como unido de uma sequéncia de eventos mutuamente exclusivos.
o
LJ A= A1 U (AT N A2) U (AT N AS N A3) U (AT NAS NAS N Ag) U

i=1

Aplicando o Axioma podemos escrever:

(UA) = P(A1) + P (AS N A)) + P (AS N AS N A3) + P (AS N AS N AS N Ag) +

Como para qualquer k, (A{N...NA{_; NAL) C Ak, temos P (AT N...NAL_; NA) < P(Ak) e,

portanto,

(UA) < P(A1) + P(A2) + P(A3) + P(A4) +
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O,

(a) Decomposicéo de B () ACB (c) Decomposicdo de AU B

Figura 1.3 — Demonstracao da Proposicao

Exemplo 1.9 Ou exclusivo
Prove que:
P[(ANnBY)U(A°N B)]=P(A)+ P(B) —2P(An B)

Solugao:

Essa afirmacdo trata da probabilidade da ocorréncia de exatamente um dos eventos A ou B.

P(AN B U (A°N B)]v

= P(ANB)+P(A°NB)
()

P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANB) = P(A)+P(B)—2 P(AnB)

E{n

*»"

Exemplo 1.10 Atribuicao de probabilidade

Dado que Q = {—1,0, 1}, verifique se é possivel definir uma probabilidade em Q tal que
P({-1,1})=0,6
P({0,1})=0,9
P({-1,0})=0,5
Justifique sua resposta.

Solugao:
Note que o evento {—1,1} = {1} U {1}. Logo, as probabilidades dadas se transformam no sequinte

sistema de 3 equacdes com 3 incognitas:
P{—-1})+P({1}) =06
P({0}) + P({1}) = 0,9
P({-1}) + P({0}) = 0,5

Da primeira equacéo, obtemos P({1}) = 0,6 — P({—1}). Substituindo na segunda, obtemos o seguinte

sistema de 2 equacdes e 2 incognitas:
P({0})+0,6 —P({-1})=0,9
P{—1}) +P({0}) =0,5
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ou

P({0}) - P({~1}) = 0,3
P({~1}) + P({0}) = 0,5

Somando termo a termo, resulta
2xP({0})=0,8=P({0})=0,4
Substituindo, obtemos
P{-1})=0,5-P({0})=0,5-0,4= P({-1})=0,1
Substituindo novamente, obtemos
P({1})=0,6 —P({-1})=0,6-0,1=0,5

Como todos os valores obtidos estao no intervalo [0,1] e P(Q) = P({—1}) + P({0}) + P({1}) = 1, a

atribuicdo dada é valida.

*»"
Exemplo 1.11
Se P(A)=1/3e P(B)=1/4, Ae B podem ser mutuamente exclusivos?
Solucao:
P(B)=1-P(B) = 3.
Se A e B fossem mutuamente exclusivos, teriamos que ter
PAUB) =PA) +P(B)=1+3=1>1
Logo, A e B tém que ter intersecdo, ou seja, A e B ndo podem ser mutuamente exclusivos.
*»"

Exemplo 1.12
Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que P(A) = 0,5 e P(B) =0, 4.
(a) Calcule P(AU B).
(b) Calcule P(B N A9).
Solugéo:
Do enunciado, concluimos que AN B = &. Logo,
(@) PAUB) =P(A)+P(B)=0,54+0,4=0,9
(b) P(BNA)=P(B)—P(AnB)=0,4—0=0,4

*»"
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Exemplo 1.13
Sejam A, B e C eventos de um mesmo espaco de probabilidade (Q, F, P). Obtenha uma expresséao
para P(AU BU C).

Solugéo:

PAUBUC)=P[(AUB)UC]=P(AUB) +P(C)—P[(AUB) N C]
P(A) + P(B) — P(AN B) + P(C) = P[(AN C) U (BN C)]
( )
( )

—1
P(A) + P(B) — P(AN B) + P(C) = P(AN C) = P(BN C) + P[(AN C)n (BN C)]
= P(A) + P(B) + P(C) = P(AN B)— P(AN C) = P(BN C) + P(AN BN C)

*»

Exemplo 1.14

Se A, B e C séao trés eventos de um mesmo espaco de probabilidade, defina M = An B°n C*
e N =An(BUC(). Calcule as probabilidades de M e N sabendo que P(A) = 0,7, P(B) = 0,6,
P(C)=10,5 P(AnB)=0,45 P(AnC)=0,35 P(BNnC)=0,25e PANBNC)=0,15.

Solucao:

PM)=PANB°NC)=PAN(B°NC)]=PAN(BUC)]
Pela Propriedade resulta que

P(M) = P(A) — P[An(BU C)]=P(A)—P(N)=0,7 — P(N)
Por outro lado,

P(N) =P[AN(BUC)]|=P[(AnB)U (AN C)]
P(ANB)+P(ANC)—PANB)N (AN C)]
P(ANB)+ P(AN C)— P[(An BN C)]
=0,45+0,35—-0,15 = 0,65

Logo, P(M) = 0,7 — 0,65 = 0, 05.
*

Exercicios da Secao

1. Sejam A e B eventos no mesmo espaco de probabilidade tais que P(A) = 0,6, P(B) = 0,4 e

P(A° N B) =0, 3. Qual a probabilidade de ocorrer o evento A e ndo ocorrer o evento 37?

2. Se P(A)=1/3 e P(B)=1/4, A e B podem ser mutuamente exclusivos?
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3. Sejam A, B e C séo trés eventos de um mesmo espaco de probabilidade tais que P(A) = 0,7,
P(B)=0,6, P(C) =0,5, P(AnB) = 0,45, P(ANC) = 0,35, P(BNC) =0,25e P(ANBNC) = 0,15.
Calcule:

(@) P(M), sendo M =An BN C¢;
(b) P(N), sendo N =An(BU C);
(c) P(0O), sendo O = CnN (AU B)“.

1.3 Espacos amostrais finitos e igualmente provaveis

Nesta secdo vamos considerar o caso especial de espacos amostrais com um ntimero finito de
elementos. Seja, entdo, Q = {w1, wy, ..., wn} e associada a este Q, a g-dlgebra F = 20 (o conjunto

das partes de Q). Para qualquer evento A € F, temos que

P(A) = > P(w))

a)/'GA

Ha situacdoes em que, além de Q ser finito, é também razoavel supor que todos os elementos

de Q) séo igualmente provaveis, ou seja,

1
e, hesse caso, para qualquer evento Ae F
#A
DA — D(0).) —
PA) = Y Plw) = 5o (1.13)
w/-GA

em que #A representa o nimero de elementos de A. Como ja visto, essa é a definicdo classica de

probabilidade .

Note que séo validos os axiomas de Kolmogorov para tal definicdo:

#Q
PQ)=—= =1
* PO) =3
, #A
e Qualquer que seja A, #A > 0. Como #Q > 0, resulta que P(A) = ey > 0.

e Como () é finito, existe apenas um numero finito de eventos (subconjuntos) distintos em Q) e

pelo principio aditivo da contagem, se Ay, Az, ..., A, sé@o dois a dois disjuntos,
n n n
#AUAU.A)=) #A =P (UA[) =Y P(A)
i=1 i=1 i=1

Exemplo 1.15
As propriedades vistas na Proposicao[1.2]sdo também vélidas e levam a resultados interessantes sobre
o nimero de elementos de alguns eventos de um espaco amostral Q finito e igualmente provavel, que

sdo propriedades ja vistas no estudo da teoria de conjuntos.
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Solucao:

o #AC =#0 —#A

#(AN BY) = #A — #(AN B)

#(AU B) = #A + #B — #(An B)

AC B= #A< #B

*»"

Muitos problemas podem ser resolvidos usando-se essa abordagem, bastando que se “conte” o
nimero de elementos de Q) e do evento A de interesse. Tal contagem, em geral, é feita com auxilio

de técnicas de analise combinatoria.

Exemplo 1.16 Extracao de uma carta de um baralho

Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4 naipes: ouros, copas, paus e
espadas, cada naipe com 13 cartas. As cartas dos 2 primeiros naipes sao vermelhas e as dos dois
ultimos, pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser as, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, Valete, Dama e
Rei. Essas trés ultimas sédo figuras que representam a realeza. Retira-se, ao acaso, uma carta desse

baralho. Qual é a probabilidade de que seja
(@) uma figura?
(b) uma carta vermelha?

(c) uma figura ou uma carta vermelha?

Solugéo:
O espaco amostral é formado pelas 52 cartas do bharalho. Temos, assim, um espaco amostral finito
em que os eventos elementares — cada uma das cartas — sdo igualmente provaveis, pois estamos

retirando a carta aleatoriamente. Como hd 52 cartas ao todo, #Q = 52.

Vamos denotar por F o evento “carta retirada é uma figura” e por V o evento “carta retirada é

vermelha”.

(@) Em cada um dos 4 naipes ha trés figuras. Logo, o niimero total de figuras é 4 x 3, ou seja,

#F =12. Logo,

12 3
D — - _ =
P(F) = 52 13

(b) Metade das cartas é de cor vermelha. Logo,

26 1
D _ =7 _
PV) = 52 2

122 26 6 32 8
PIEFUV)=P(F)+P(V)=PFNV)= S+ 5~ =5 =13
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*»

Exemplo 1.17 Escolha de um nimero
Um numero é escolhido aleatoriamente entre os 20 primeiros inteiros, de 1 a 20. Qual é a
probabilidade de que o niimero escolhido seja

(a) par?

(b) primo?

(c) quadrado perfeito?

Solucao:
Temos um espaco amostral finito com eventos elementares equiprovaveis, pois estamos escolhendo o

nimero aleatoriamente.

(@) Vamos denotar por A o evento “o numero escolhido é par”. Logo,

A=1{2,4,6,8,10,12,14,16,18,20} = P(4) = -0 —
20 2
(b) Seja R o evento “o niimero escolhido é primo”. Entéo
R=1{1,3,57,11,13,17 19}:>P(R)—£—g
ST 2075

(c) Se Q é o evento “o nimero escolhido é um quadrado perfeito”, entdo,

Q={1,4,9,16}:>P(Q):%:%

*»"

Exemplo 1.18 Extracao de uma bola em uma urna

Uma urna contém 6 bolas amarelas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes. Uma bola é escolhida, ao

acaso, desta urna. Qual é a probabilidade de que essa bola
(@) néo seja verde?
(b) seja branca?

(c) ndo seja nem branca nem verde?

Solugao:
Temos um total de 6 + 2+ 8 = 16 bolas. Logo, #Q = 16 e todas as bolas séo igualmente provaveis,
pois o sorteio é aleatdrio. Vamos denotar por A, B e V os eventos “sortear uma bola amarela, branca

e verde”, respectivamente.

D Cy — _ P — _E—E—l
(@ PV)=1-PV)=1- 5 =16=5
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#B 2 1
b) PB)= = =-—=2
B P =40 =16 = 3
2 8 6
(c) PB°NVY)y=P(BUV))=1—-PBUV)=1—[P(B)+P(V)]=1-— 6 16- 16" P(A)
Se a bola ndo é branca nem verde, ela tem que ser amarela!
*"
Exemplo 1.19 Lancamento de dois dados
Considere o lancamento de dois dados. Calcule a probabilidade dos eventos A = “soma das faces

superiores é um nimero par”, B = “soma das faces superiores é um niimero maior que 9", C = “soma

das faces superiores é um néimero impar menor que 9”.

Solugao:

O espaco amostral desse experimento é
Q={(j)]i=1,...,6ej=1,...,6}
e cada um dos 36 pares é igualmente provavel.

Uma visualizacdo do espaco amostral desse experimento é dada na tabela a seqguir, onde, para

cada par possivel de resultados, apresenta-se também a soma das faces:

Dado 2
Dado 1 1 2 3 4 5 6
1 -2 1,2)-»3| 1,3)=4| (1,4 -5 (1,5) > 6 (1,6) = 7
2 2,1N-3]| (22)—-4| (23) =5 (2,4 -6 (2,5) —» 7 (2,6) —» 8
3 31)—-4| 3,2)—-5| 3,3)—=06]| (3,47 (3,5)— 8 (3,6) = 9
4 41)->5| 42)—-6| 43)-7| 449 -8 (4,5 -9 (4,6) - 10
5 G, 1)Y)—=6| 6.2)—»7| 5,3)—-8] B,49—-9 (5,5) =10 | (5,6) - 11
6 6,1)—>7]| (6,2)>8] (6,3) -9 (6,4)—-10| (6,5 =11 | (6,6) =12
Podemos ver que :
[ (1.1).(1,2),(1.3),(1.4),(1,5).(1,6), ]
(2.1).,(2,2),(2,3).(2,4),(2,5),(2,6),
o_ ) B1.62.63.64.65.60, | _ .,
4,1).(4,2),(4.3).(4,4),(4.5),(4,06),
(5.1),(,2).(53).,(5,4),(55),(56),

A=1 (3,1).3,3).(3,5.(4,2),(4,4),(4,6), r =>#A=18
(5,1).(5,3),(5.5),(6,2),(6,4),(6,06)

J

B:ﬁ¢m45a45m4@®4@54@m}@#B:@

(1.2).(1,4),(1,6),(2,1),(2,3),(25),
(3.2).3.4,(41).,43).0,2),06,1),

S
Il

}:#C:Q
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Logo,

*»"

Exemplo 1.20 Extracoes sequenciais de duas bolas de uma urna
Em uma urna, ha 4 bolas brancas e 3 verdes. Duas bolas séo retiradas dessa urna, sequencialmente

e sem reposicdo. Qual é a probabilidade de retirarmos

(@) 2 bolas brancas?
(b) 2 bolas verdes?
(c) 2 bolas de cores diferentes?

Solucao:
Vamos indicar por By, B2, B3 e B4 as quatro bolas brancas e por Vj, V> e V3 as trés bholas verdes. O

espaco amostral para este experimento é
QO={(C,G); G,G=DB1,B2,B3 B4 Vi,V2, V5, G #+ G}

A primeira bola pode ser qualquer uma, logo, ha 7 bolas possiveis. Como a extracdo é sem reposicao,
para a segunda bola, s6 ha 6 possibilidades. Assim, o nimero total de pares é 7 x 6 = 42, ou seja,
#Q = 42.

Par res d A = “2 bolas br iy ‘imeira bol I - lquer I
(a) Para os pares do evento A = bolas brancas”, a primeira bola pode ser qualquer uma das

brancas, e a sequnda, qualquer uma das brancas restantes. Logo,

122

#A=4x3= PA) = 5 =3

(b) Analogamente, se B = “2 bolas verdes”,

6 1
#B=3x2=>PB)=-—==z
x2=PB=35=7

(c) O evento C = “2 bolas de cores diferentes” é o complementar do evento D = “2 bolas de cores

iguais”. Por sua vez, D = AU B, e assim, como A e B sdo mutuamente exclusivos, temos

P(D):P(A)+P(B):§+ :;:>P(C):1—P(D):1—;:;

N -

*»"

Exemplo 1.21 Extracdes simultaneas de duas bolas de uma urna
Resolva o exemplo anterior, com a sequinte alteracdo: em vez de extracdes sequenciais, as 2 bolas

sao retiradas simultaneamente.
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Solucao:
Em ambos os casos, as extracdes sdo sem reposicdo, ou seja, a mesma bola ndo pode sair duas vezes.

O que muda, entdo?

Nas extracoes simultaneas, ndo podemos diferenciar a ordem das bolas: por exemplo, os pares
ViVa e VbV séo os mesmos. Dessa forma, a cardinalidade do espaco amostral fica reduzida por 2,
que é 2!, niimero de maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem 3 bolas, ficaria reduzido por 3! = 6.
Para ajudar na compreenséo dessa diferenca, vamos listar os eventos cuja unido fornece o espaco

amostral.

Evento Extragbes sequenciais Evento Extragdes simultaneas
2 bolas B1B,, B1 B3, B1Bas, 2 bolas  B1By, B1B3, B1Bs,
brancas  B»B1, B,Bs3, B,B;s, brancas B,Bs, B,B;4,
B3B1, B3B,, B3By, B3Ba,
B4B1, B4B>, B4 B3,
2 bolas Vivo, Vi Vs, 2 bolas ViV, V V3,
verdes ZAZIZA %Y verdes Vo Vs,
3Vi, V3 Vs,
Branca B1 V1, /31 \/2, B1 V3, Uma B1 V1 , B1 Vz, /31 \/3,
e verde B Vi, B, V2, B, V3, branca By V4, B, V2, B, V3,
/33\/1,/33\/2,/33\/3, e uma /33\/1,/33\/2,/33\/3,
B4 V1, B4 Vz, B4 V3, verde B4 V1, B4 Vz, B4 V3

Verde \/1 B1, V1 BZ, V1 B3, V1 B4,
e branca V2B4,V,B,,V,B3, V,By,
V3B1, VgBZ, V3B3, V3B4

Note que as probabilidades sdo as mesmas em ambos os casos:

P(2 verdes) P(2 brancas) P(cores diferentes)

Extracs L 6 1 122 24 4
xtragbes sequenciais =7 57 5= 7
Extracs imulta 3 1 6 2 12 4
xtragoes simultaneas =7 =7 7 =7

*»"

Exemplo 1.22 Questées certas em uma prova
Em uma prova, cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acertaram o primeiro, 86 erraram
o seqgundo, 120 acertaram os dois e 54 acertaram apenas um. Sorteando-se, ao acaso, um desses

alunos, qual é a probabilidade de que
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(@) nédo tenha acertado qualquer um dos dois problemas?

(b) tenha acertado apenas o segundo problema?

Solugéo:
Vamos denotar por A e Ay os eventos “aluno acerta problema 1" e “aluno acerta problema 27

respectivamente. Os dados do problema nos dao que (veja Figura [T.4):

#(A1 NA) =120 = a
#A1=132=a+b

(acertar os 2)

(acertar o primetro)
#A5=86=b+d (errar o segundo)

(

#[(ANASUATNA)|=54=b+c acertar apenas um)

Al\ A2

Figura 1.4 — Solucéo do Exemplo |1.22

a =120

= b =#A1NAS) =12
a+b=132

b+d=80=>d=80—b=86—-12=d=#A1UA) =74
b+c=54=c=54-b=54—-12=c=#ANAj) =42

Logo, o niimero total de alunos é
#OD=a+b+c+d=248
Além disso, do Exemplo [T.T5] temos que

#(A1 N AS) = #A — #(A N Ay) = #A; = #(A1 N AS) + #(A1 N Ay) = 12+ 120 = 132
#A; = #Q — #AS = 248 — 86 = 162
#(A U Ay) = #A + #A;, — #(A N Ay) = 132 + 162 — 120 = 174
= #Q — #(A UA)" = 248 — 74 = 174

P[(A U Ax)e] = 74 37

D [ AC c S =0
(a) P (ATNAY) =248~ 124

NigP,
Morgan
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2 21
B )= — = —
(b) P (AN AS) = 50 = =

*»"

Exemplo 1.23 Sorteio de bolsas de estudo
Quatro bolsas de estudo serdo sorteadas entre 30 estudantes, dos quais 12 sdo do sexo masculino e

18 sdo do sexo feminino. Qual é a probabilidade de que haja entre os sorteados:

(@) uma pessoa do sexo masculino?
(b) no maximo uma pessoa do sexo feminino?
(c) pelo menos uma pessoa de cada sexo?

Solugéo:

O espaco amostral consiste em todas as quadruplas de alunos; sendo assim,

#Q = (340) = 27405

(@) Um homem sorteado significa também que 3 mulheres foram sorteadas. O niimero de maneiras

de escolher 1 homem é (112) e o nimero de maneiras de escolher 3 mulheres é (138). Pelo principio

fundamental da multiplicacdo, o niimero de maneiras de escolher 1 homem e 3 mulheres é
(112)(138). Seja U o evento “um homem ¢é sorteado”. Entao

12\ (18

('D)(5) 12x816 9792 1088

P = = = =
() 27405 27405 27405 3045

(b) No maximo uma pessoa do sexo feminino significa nenhuma ou uma pessoa do sexo feminino e,
portanto, 4 e 3 pessoas do sexo masculino, respectivamente. Seja X o evento “no maximo uma
pessoa do sexo feminino é sorteada”. Entédo

() + (D)  495+18x220 4455 33

27405 27405 T 27405~ 203

P(X) =

(c) Sortear pelo menos uma pessoa de cada sexo significa que nédo podemos ter todas as pessoas

do mesmo sexo. Seja C ="pelo menos uma pessoa de cada sexo é sorteada”. Entdo

P(C) = 1 — )+ 49543060 . 79 _ 530
- 27405 27405~ 609 609

*»"

Exemplo 1.24  Problema do Aniversario
Em um grupo com r pessoas qual é a probabilidade de pelo menos duas fazerem aniversario no
mesmo dia? Qual é o menor niimero de pessoas tal que a probabilidade de pelo menos duas fazerem

aniversario no mesmo dia seja maior que 0,997
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Solucao:

Para dar uma ideia intuitiva da solucdo, vamos considerar inicialmente um grupo de 5 pessoas, isto
é, r = 5. Nesse caso, o experimento pode ser definido como o sorteio de 5 datas de aniversario,
entre as 365 possiveis, se ignorarmos os anos bissextos e a possibilidade da existéncia de gémeos

no grupo. Entdo, o espaco amostral para esse experimento pode ser representado por:

Q={(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,2),...,(1,1,1,2,1),...,(2,4,123,201,250), . . ., (365, 365, 365, 365, 365)}.

O elemento (1,1,1,1,1) representa a saida em que todos os aniversarios sorteados foram 01/jan,
o elemento (365, 365, 365, 365, 365) representa a saida em que todos os aniversarios sorteados foram
31/dez e o elemento ((2,4,123,201,250) representa a saida em que um aniversario foi o sequndo dia

do ano (02/jan), o segundo aniversario foi o quarto dia do ano (04/jan), e assim por diante.
Note que #Q = 365°.

O evento para o qual queremos encontrar a probabilidade é

E = {pelo menos duas pessoas no grupo de 5 fazem aniverario no mesmo dia}.

Veja que (1,2,3,4,5) ¢ E, mas (1,1,1,1,1) € E e (1,10,20,53,10) € E. Supondo que todos
os dias do ano sejam equiprovaveis, a probabilidade associada a cada elemento de Q serd 1/365°,
pois nesse caso o espaco amostral serd equiprovavel. Entdo, para saber P(E) basta saber quantos

elementos ha em E.

Mais facil do que contar o niimero de elementos de E serd contar o nimero de elementos de

E€ e usar a Propriedade [[Prq)| para encontrar P(E). Note que

E° = {nenhum par de pessoas faz aniverario no mesmo dia}

ou, dito de outra forma

E€ = {as 5 pessoas fazem aniversario em dias diferentes}

Note que #E = 365 x 364 x 363 x 362 x 361 e, portanto,

365 x 364 x 363 x 362 x 361
365°

P(ES) = =0,9729 = P(E) = 0,0271.

Para r > 2 qualquer, temos que

365 x 364 x -+ x (365 — r + 1)
365"

P(E)=1—

Na tabela a sequir e na Figura apresentamos alguns valores dessa probabilidade. Note
que, com 23 ou mais pessoas, a probabilidade de que pelo menos 2 facam aniversario no mesmo dia

jé é maior que 0,5 e com 32 ou mais pessoas, essa probabilidade é maior que 0,75.
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1 (XXX XX )
csecssoce
.o.'.
(34
0.75 hussnnsssnnsnnsnnsnnsnnnnunnunnunnunnnnnnnnn 'U'?

0.5 amennssasnannsnnssannannannnnnn +?

0.25 o*

-0.25

Figura 1.5 — Problema do aniversério: P(E) em funcéo de r

r 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

P(E) 00271 01170 02529 04114 05687 07063 08144 08912 09410 09704 09863 09941

*»"

Exercicios da Secao

1. Um prestador de servicos autorizado realiza duas diferentes atividades: manutencdo de

equipamentos e venda de pecas. Analisando os chamados do Ultimo més ele pdde-se constatar
que em 58% deles ele realizou manutencéo de equipamentos e em 45% ele vendeu pecas. Sendo
que em 36% dos chamados ele tanto fez manutencéo do equipamento quanto vendeu pecas. Vale
ressaltar existem chamados que nao resultaram em atividade alguma. Qual a porcentagem dos

chamados resultaram em apenas manutencéo de equipamento?

Um curso de gastronomia tem 100 alunos matriculados e oferece trés diferentes disciplinas:
seguranca dos alimentos, culinadria e producéo vinicola. A turma de seguranca dos alimentos
tem 47 alunos, a turma de culindria tem 40 alunos e 52 cursam a turma de producéo vinicola.
Existem 20 alunos que fazem tanto a aula de seguranca dos alimentos quanto de culinaria, 15
estdo nas turmas de seqguranca dos alimentos e producéao vinicola e 12 alunos estdo matriculados
nas turmas de culindria e producdo vinicola. Ainda existem 8 alunos matriculados nas trés

turmas.

(@) Se uma aluno for escolhido ao acaso, qual a probabilidade dele estar matriculado apenas

em seguranca dos alimentos? estrangeria?

(b) Se uma aluno for escolhido ao acaso, qual a probabilidade dele estar matriculado em

exatamente uma das trés turmas disponiveis?

3. Em uma pesquisa, feita com 1.000 pessoas, foi perguntado sobre género (mulher ou homem),

estado civil (casado ou néo) e ocupacdo (empregado ou ndo). Como resultado tiveram 390

mulheres, 485 casados, 620 empregados, 125 mulheres casadas, 172 mulheres empregadas, 111
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pessoas casadas e empregadas, e 41 mulheres casadas e empregadas. Mostre que os niimeros

dessa pesquisa tem que estar errados.

4. Quatro bolsas de estudo serdo sorteadas entre 30 estudantes, dos quais 12 sdo do sexo

masculino e 18 sdo do sexo feminino. Qual é a probabilidade de que haja entre os sorteados:

(@) uma pessoa do sexo masculino?
(b) no maximo uma pessoa do sexo feminino?

(c) pelo menos uma pessoa de cada sexo?

5. Em uma conferéncia estdo 42 estatisticos e 33 atuarios. Cinco dessas 75 pessoas sdo
selecionadas ao acaso para participarem de uma discussdo. Qual a probabilidade de pelo

menos um atuario ser selecionado?

6. Em uma urna ha 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas séo retiradas da urna sem reposicéo.

Qual é a probabilidade de que:

(@) o menor niimero seja 77

(b) o maior niimero seja 77

7. Considere dois dados idénticos, onde cada face é pintada de uma cor. Tais dados tém trés faces
pretas, duas faces azuis e uma face vermelhas. Quando esses dois dados sédo lancados, qual a

probabilidade de sairem duas faces de cores diferentes?

1.4 Conjuntos limite e continuidade da probabilidade

Vimos que as defini¢des de o-algebra e de probabilidade envolvem, ambas, sequéncias infinitas
de eventos. Entdo, da mesma forma que no estudo de sequéncias numéricas, iremos analisar, nesta
secdo, a convergéncia de tais sequéncias e também de suas probabilidades. Comecamos apresentando
as definicdes de limite superior e limite inferior de uma sequéncia de eventos, que sdo analogas as

definicdes de limites superior e inferior de sequéncias numéricas.

Vale lembrar que, se {a,}n,en é uma sequéncia de niimeros reais, os limites superior e inferior

de tal sequéncia sdo definidos por

limsup a, = inf supa,
n—o0 NeN >N

liminfa, = sup inf a,
n—o00 NeN n>N
Note que as sequéncias ¢, = {supan}ta>n e d, = {infa,},>n sdo, respectivamente, ndo-crescente

e ndo-decrescente, pois envolvem familias cada vez menores de nimeros reais.
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Definicdao 1.3  Conjuntos limite

Seja A1, Az, - -+ uma sequéncia de eventos em um espaco de probabilidade (Q, F, P).

e Definimos o limite superior da sequéncia {A,} como

o o
limsup A, = ﬂ U Ak

n—o00
n=1k=n

e Definimos o limite inferior da sequéncia {A,} como

oo o0
miia, = U (1 4

n=1k=n

Note os sequintes fatos sobre tais definicdes.

o o
Como cada A, pertence a o-algebra F, sabemos que cada B, = U A e cada C, = ﬂ A

k=n k=n

o0 o
também pertencem a F; consequentemente, ﬂ B, e U C, também pertencem a F, ou seja,

n=1 n=1
limsup A, e liminf A, sdo eventos em F.
n—00 n—o00

Consideremos, inicialmente, o limite superior de {A,}. Temos que
limsupA, = (AAUAUAIU-- )N(AUAIUAU-- )N(ASUALUASU--- )N - -
n—oo

Seja w € limsup A,,. Entéo
n—oQ

* wE (AUAAUAIU---) = dk > 1 tal que w € Ag
* weE (AUAIUALU---) = dk > 2 tal que w € Ag
* wE (AZUAZUAsU )= dk > 3 tal que w € Ag
e assim sucessivamente. Entdo, Vn > 1, existe k > n tal que w € Ai. Concluimos, entéo, que
w € limsup A, < w pertence a um numero infinito dos A,

n—oo

Dito de outra forma, limsup A, é o evento “A, ocorre para uma infinidade de n's".
n—oQ

Consideremos, agora, o limite inferior de {A,}.
liminfA, =(A1NA2NAIN--JU(ANAINA N )UASNANAsN - U -

Entao,

w € liminfA, < dn talque w € (A, NA, ;1 NA 2N )<< dntalque w e Ay Yk >n

n—oQ
ou seja,

w € liminfA, &< w € A, para todo n suficientemente grande

n—oQ

Dito de outra forma, liminf A, é o evento “A,, ocorre para todo n suficientemente grande”.
n—oQ
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e Das duas ultimas observacées acima, podemos concluir que

liminf A, C limsup A, (1.14)

n—o0 n—s00

pois, se w € A, para todo n suficientemente grande, w pertence a um ndmero infinito de A,'s.

Sabemos, da teoria de conjuntos, que se A C B e B C A, entdo A = B. Entdo, se limsupA, C

n—o0
liminf A,, teremos liminf A, = limsup A, e isso nos leva a sequinte definicao.
n—o00 n—o00 n—00
Definicao 1.4 Limite de uma sequéncia de eventos
Seja Aq, Ay, ... uma sequéncia de eventos em um espaco de probabilidade (Q,F,P). Se

limsup A, C liminfA,, dizemos que lim A, existe e
n—oQ

n—o00 n—00

lim A, = liminf A, = limsup A,
n—00 n—o00 N—00

Exemplo 1.25

Vamos analisar a convergéncia das sequéncias {A,} e {B,} definidas no Exemplo
A, = a primeira cara ocorre, ou no n? lancamento, ou depois do n? lancamento

B, = a primeira cara ocorre, ou no n? lancamento, ou antes do n® lancamento

Solugéo:

Vimos que A1 D A2 D A3 D A4 D ---; logo,

e, portanto,

limsup A, = ﬁ G Ak = ﬁAn =g

n—oQ

n=1k=n n=1
como visto no Exemplo
Temos também que
o
m A =0
k=n

e, portanto,
o0 (o¢]
liminfA, = (] (A =2

n—oo
n=1k=n
Concluimos, entéo, que lim A, = @.
n—oQ
Como By € B € B3 C B4 C -+, resulta que
oQ
() Bk = Ba

k=n
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e, portanto,
o o o
lim inf B, = U ﬂ By = U B, =0
n=1k=n n=1

como visto no Exemplo [1.5]

Temos também que

55
k=n

e, portanto,

limsup B, = ﬂ U B, =0Q

n=1k=n

Concluimos, entéo, que lim B, = Q.
n—oo

*»

Vamos estudar, agora, uma classe especial de sequéncias, as sequéncias mondtonas.

Definicdao 1.5 Sequéncias monétonas de eventos

Seja A1, Az, ... uma sequéncia de eventos em um espaco de probabilidade (Q, F, P).

e Dizemos que {A,} é uma sequéncia monétona nédo-decrescente se A, C A,+1 para todo
n > 1. Notacdo: A, 7.

e Dizemos que{A,} é uma sequéncia monétona ndo-crescente se A, D A1 para todo

n > 1. Notacgdo: A, |.

As sequéncias {A,} e {B,} definidas no Exemplo sdo ndo-crescente e ndo decrescente,

respectivamente.

Analisemos, agora, a convergéncia de tais sequéncias.

Proposicdo 1.3 Limites de sequéncias monoétonas

(i) Se {An} é uma sequéncia mondtona nédo-decrescente, entéo lim A, existe e
n—oQ

lim A, =A=|JA,  (Notagio: A, 1 A)
n=1

(ii) Se {An} é uma sequéncia mondtona néo-crescente, entdo lim A, existe e
n—oo

lim A, =A= (A,  (Notacio: A, | A)
n=1

Demonstragao:



1.4. CONJUNTOS LIMITE E CONTINUIDADE DA PROBABILIDADE 31

(i) Por hipétese, temos que A C Ay C ---. Logo (veja Figura [T.6a),
o o o o
ﬂ Ak =Ap = l%nllogf Ap = U ﬂ Ak = U An
k=n n=1k=n n=1

Mas, lembre-se que (AN B) C A; logo,

limsup A, = ﬁ G Ar C [j A = l%m'gngn

=00 n=1k=n k=1

Resulta que

o

limsup A, C liminfA, = limsup A, = liminfA, = lim A, = U An
o n—.oo 1
n=

n—00 n—o0 N—00 n—

(i) Por hipdtese, temos que Aj D A, O ---. Logo (veja Figura [T.6b),

[j A = An = limsup A, = ﬁ G A = ﬁAn
k=n

n—o0
n=1k=n n=1

Mas, lembre-se que (AU B) D A; logo,

00 00 %)

liminfA, = U ﬂ Ak D ﬂ Ak = limsup A,

n—oo n—o00
n=1k=n k=1

Resulta que

o
limsup A, C liminf A, = limsup A, = liminf A, = lim A, = ﬂ An
n—oQ n—.oQ n—.oo

n—oQ n—oQ
n=1

(a)A1CA2C~-- (|))A1:)A23"'

Figura 1.6 — Sequéncias mondtonas de eventos

O

Sendo {A,} uma sequéncia convergente de eventos, é natural que se pergunte: o que acontece

com a sequéncia das probabilidades? Esse é o assunto abordado na proxima proposicao.

Proposicao 1.4 Continuidade por baixo e por cima da probabilidade
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(i) Se {A,} é uma sequéncia tal que A, T A, entdo P(A,) T P(A) (continuidade por baixo), isto é,

P(A,) < P(Ans1) VYneNe
lim P(A,) = P(A)

n—o0

(ii) Se {An} é uma sequéncia tal que A, | A, entdo P(A,) | P(A) (continuidade por cima), isto é,

P(A)) > P(Ari) VYneNe
lim P(A,) = P(A)

n—oQ

Demonstracao:

n—oQ

(i) Se A, T A entédo A, C Ap+1 Yn € N e pela Proposicagl.3) lim A, = A = (J A,. Pela
n=1

Propriedade |(Prs)), resulta que P(A1) < P(A2) < -+, ou seja, {P(Ay)}52; é uma sequéncia real
monotona e limitada (0 < P(A;) < 1). Logo, 3 lim P(A,).
n—oQ

oo
Podemos escrever A = | J A, como unido de eventos mutuamente exclusivos da seguinte forma:

n=1

A=JA =AUMNA)UANAINAD U - UANAL_ N---NA)U--- =
n=1
P(A) = P(A1) + P(A2 N A7) + P(AsNASNA]) + -+ PAAcNAL_; N---NAT) + - -
Mas
AknA/i71 ﬂ---ﬂA? :A/<ﬂ(A/i71 ﬂ--~ﬂA1C) = AcN(ATU---UAq)
Morgan Ant
Logo,
P(A) = P(A1) + P(A2 N A7)+ P(AsNAS) + -+ P(AAk NAL_{) + - -
ou seja, P(A) é a soma de uma série que é, entdo, convergente, ja que 0 < P(A) < 1EI A n—ésima
soma parcial da série que define P(A) é
Sn=PA)+P(ANAY) +PASNAY) + -+ P(A1 NAS )+ P(As NAL_9)
= P(A1) + [P(A2) — P(A1 N AQ)] + [P(A3) — P(A2 N A3)]+ - - - +
[P(An—1) - P(An—Z N An—1 )] + [P(An) - P(An—1 N An)]
= PA) +[P(A2) = PAN] +[P(As) = P(A2)] + - - + [P(An—1) = P(An-2)] + [P(An) — P(An—1)]
An?
= P(A,)

Por definicdo de convergéncia de uma série, resulta que

P(A) = lim S, = lim P(A))

n—oQ n—oo

o que completa a prova.

o o
2Uma série g a, é convergente se E a, =S5 < o0 e nessecaso, S = limS,, emque S, =a1+a,+---+a, éa
n—oQ
n=1 n=1

n—ésima soma parcial de tal série.
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o
(ii) Se A, | A entdo A, D Ap+1 Vn € N e pela Proposicéo lim A, =A= ) An.

N
n n=1

c c o ..
Mas A, D Aps1 = A, C Ap 4 e novamente pela Proposicdo

foe) C
ﬂAn) = A€

n=1

00

lim A = J AT =

n—o00 ~~
n=1 Morgan

Pelo item anterior, temos que

lim P(AS) = P(A) = Llim [1—PA)]=1-PA) = lim P(A,) = P(A)

n—oQ n—oQ n—oQ

o que completa prova.

Exercicios da Secéao [1.4

1. Considere o experimento de lancar um dado até sair a face 6. Sejam {A,} e {B,} sequéncias
de eventos definidas por: A, = ocorreu pelo menos n vezes a face 1; B, = ocorreu menos de n

vezes a face 1.
(a) Verifique se as sequéncias {A,} e {B,} sdo mondtonas ndo-crescentes ou ndao-
decrescentes.

(b) Verifique se as sequéncias {A,} e {B,} sao convergentes. Se sim, apresente o limite.

Exercicios do Capitulo [1]

1. Sejam A, B, C trés eventos de um espaco amostral. Exprima os eventos a sequir usando as
operacdes de unido, intersecdo e complementacéo:
(a) somente A ocorre;
(b) exatamente um ocorre;
(c) A B e C ocorrem;
(d) nenhum ocorre;
(e) pelo menos um ocorre;
(f) exatamente dois ocorrem.
(g) pelo menos dois ocorrem;

(h) no maximo dois ocorrem.

2. Considere o lancamento de dois dados e defina os seguintes eventos:
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I3

A = soma das faces superiores dos dois dados é um nGimero par;
B = soma das faces superiores dos dois dados é um niimero maior ou igual a 9;

C = o maximo das duas faces superiores é 6.
Determine os elementos dos sequintes eventos: ANB, AUB, A—B, B—A, BnC, B-C.

Um sistema de refrigeracao possui 4 componentes e cada um deles pode assumir um entre os
dois estados: funcionando ou em falha. Considere o experimento de observar o estado de cada
componente, de forma que a sailda desse experimento seja um vetor (x1, x2, X3, X4), onde x; vale

1 se o componente i estiver funcionando e vale zero caso ele esteja em falha.

(@) Quantas elementos existem no espaco amostral desse experimento?

(b) Suponha que o sistema funciona corretamente se pelo menos 2 componentes estejam
funcionando corretamente. Seja A o evento que representa o sistema funcionando

corretamente. Determine todos os elementos em A.
(c) Seja B o evento que indica os componentes 3 e 4 em falha. Quantos elementos tem em B?

(d) Escreva todos os elementos em AN B.

Um certo banco classifica seus clientes em duas categorias: aqueles sem previdéncia
complementar (Cp) e aqueles com previdéncia complementar (C;). Além disso, os clientes
também séo classificados de acordo com seus investimentos no banco: cliente sem investimento
(lo), clientes com até R$ 10.000 em investimentos (/1) e clientes com mais de R $ 10.000 em
investimentos (/). Considere o experimento de selecionar ao acaso um cliente desse banco e

classificd-lo de acordo com a descricdo acima.

(@) Determine o espaco amostral desse experimento. Quantos elementos tem esse espaco

amostral?

(b) Seja A o evento que indica que o cliente selecionado tem mais de R$ 10.000 em

investimentos. Especifique os elementos em A.

(c) Seja B o evento que indica que o cliente selecionado ndo tem previdéncia complementar.

Especifique os elementos em B.

(d) Determine todos os elementos em B¢ U A.

. Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que P(A) = 0,5 e P(B) = 0, 4. Calcule:

(@) PLAUB)  (b) P(BN A9).

. Sejam A1, Az e A3 eventos de um mesmo espaco de probabilidade (QQ, F, P) tais que AJUAUA3 =

Q, A1 N Ay = A1 N A3 = A, N As. Sabendo que P(Ar) = T e P(Ay) = 1, calcule P(A3).

(@) Se P(E) =0,7 e P(F)=0,6, mostre que P(EN F) >0, 3.
(b) De forma geral, mostre que P(E N F) > P(E) + P(F) — 1.

Em uma cidade ha trés clubes A, B, C. Em um grupo de 1000 familias constatou-se que 470
sdo sdcias do clube A; 420 sao sdcias do clube B, 315 sao sdcias do clube C; 110 sdo sdcias
dos clubes A e B; 220 sao socias dos clubes A e C; 140 séo socias dos clubes B e C e 75 sédo

socias dos 3 clubes. Escolhendo-se ao acaso uma familia, qual é a probabilidade de que ela
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10.

11.

12.

13.

14.

(@) nao seja sdcia de qualquer um dos clubes?

(b) seja socia de apenas um clube?

(c) seja sdcia de pelo menos dois clubes?
Em um levantamento em um bairro de 1.000 moradores, verifica-se que: 220 tém curso superior;
160 séo casados; 100 estdo desempregados; 50 tém curso superior, sdo casados e estdo
empregados; 60 tém curso superior e estdo desempregados; 20 tém curso superior, sdo casados
e estdo desempregados. Escolhe-se ao acaso um morador desse bairro. Qual é a probabilidade
de que ele

(@) tenha curso superior e seja casado?

(b) ou tenha curso superior e seja casado ou esteja empregado?

(c) ou tenha curso superior ou esteja desempregado?
Um lote é formado por 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com defeitos graves. Um
artigo é escolhido ao acaso. Ache a probabilidade de que:

(@) ele nédo tenha defeitos;

(b) ele ndo tenha defeitos graves;

(c) ele seja perfeito ou tenha defeitos graves.
Uma caixa contem 40 pecas boas e 10 defeituosas. Seleciona-se uma amostra de 5 pecas, sem
reposicao. Calcule a probabilidade de que

(@) nenhuma peca na amostra seja defeituosa.

(b) no maximo duas pecas na amosta sejam defeituosas.

(c) pelo menos uma peca na amostra é boa.
Dez livros diferentes devem ser dispostos aleatoriamente em uma prateleira. Cinco deles séo
de Matematica, 2 sdo de Quimica e 3 sao de Fisica. Calcule a probabilidade de que

(@) os livros de cada assunto fiquem juntos.

(b) os livros de Matematica nao fiquem todos juntos.

(c) os livros de Fisica fiquem todos separados.
Uma sala possui trés soquetes para ldmpadas. De uma caixa com 10 lampadas, sendo delas

seis queimadas, retiram-se trés lampadas ao acaso, e coloca-se as mesmas nos trés hocatis.

Calcule a probabilidade de:

(a) pelo menos uma lampada acenda; (b) todas as ldmpadas acendam.

Uma urna contém 15 bolas, sendo 4 verdes, 5 amarelas e 6 brancas. Se trés bolas sao

selecionadas ao acaso, sem reposicao, determine a probabilidade de:

(a) ser selecionada pelo menos uma bola branca;

(b) as trés bolas selecionadas serem da mesma cor;
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(c) as trés bolas selecionadas serem de cores diferentes, isto é, uma de cada cor.

15. Repita o exercicio anterior supondo agora que as bolas séo retiradas com reposicao, isto é, a

primeira bola é retirada e devolvida para a urna antes que a segunda seja retirada.



Capitulo 2

Probabilidade Condicional

2.1 Probabilidade condicional

Consideremos o lancamento de um dado equilibrado e o evento A = “sair face 2". Ja vimos que
o espaco amostral desse experimento é Q = {1,2,3,4,5,6} e, se ndo tivermos qualquer informacao
além de o dado ser equilibrado, P(A) = %
Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lancado e a sequinte informacédo fornecida: “saiu

uma face par”. Qual é a probabilidade de ter saido a face 2?7

Note a diferenca: agora nds temos uma informacao parcial sobre o experimento e devemos
usa-la para reavaliar a probabilidade. Mais precisamente, sabemos que ocorreu o evento B = “saiu
face par”. Com essa informagdo, podemos nos concentrar no evento B = {2,4,6}, uma vez que as
faces 1, 3, 5 ficam descartadas em funcéo da informacdo dada. Dentre essas trés possibilidades, a

probabilidade do evento A passa a ser %

Calculamos, assim, a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento B. Essa

probabilidade serd denotada P (A| B) (lé-se probabilidade de A dado B).

Na Figura [27] ilustra-se essa situagdo: se sabemos que aconteceu o evento B, esse evento
passa a ser o “novo espaco amostral” e, nesse novo espaco amostral, a Unica parte de A presente é

AN B (a parte sombreada mais clara).

Figura 2.1 — Probabilidade condicional P(A|B).

37
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Definicdo 2.1  Probabilidade condicional
Sejam A e B eventos no espaco de probabilidade (Q,F,P). Se P(B) > 0, define-se a

probabilidade condicional do evento A, dada a ocorréncia do evento B, por

P(AN B)

P(AIB) = —5 B

Se P(B) =0, entdo P(A|B) = P(A) por definigéo.

Observacao: Alguns autores definem a probabilidade condicional P(A|B) apenas quando P(B) > 0.

E importante notar que a funcdo P(:|B) satisfaz os axiomas de Kolmogorov, conforme

demonstrado na proposicéo a sequir.

Proposicao 2.1  Probabilidade condicional como uma probabilidade
Se B é um evento no espaco de probabilidade (Q,F,P), entdo P(:|B) satisfaz os axiomas de

Kolmogorov, isto é,
(AxCq) P(Q|B) =1;

(AXCy) para todo evento A € F, P(A|B) > 0,

(AXC3) para toda sequéncia de eventos A1, Ay, ... € F mutuamente exclusivos, isto é, tais que AiNA; =
GNP+,

P (GA,-|B) = iP(AJB).
i=1 i=1

Demonstracao:

(AXC)

(AxC;) e Se P(B) > 0, entdo P(Q|B) = P(g(;)B) = :Zﬁgg =1

Se P(B) = 0, entao P(Q|B) = P(Q) = 1

Se P(B) > 0, P(A|B) > 0, pois é a razao de um niimero nao negativo e outro positivo.

Se P(B) = 0, entdo P(A|B) = P(A) > 0

(AxC3) & Se P(B) >0,

N P GA[) N B] P [O(A,- N B)] i P(A; N B)
p | 1B| = = = =
[ ( ) | ] [ (1—1 i=1 i=1

P(B) = P(B) = P(B) = Z P(A:| B)
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ol

e Se P(B) =0, entéo

dll

o

] ZP(A =Z P(AilB)

(G

ﬁCg

Observe que a definigdo de probabilidade condicional estd vinculada ao evento condicionante B.
Se condicionarmos a outro evento C, estaremos definindo uma outra probabilidade — a probabilidade

condicional em C.

Sendo a probabilidade condicional uma probabilidade, todas as propriedades vistas
anteriormente na Proposicao [T.2] que eram consequéncias dos axiomas, valem também para a
probabilidade condicional, conforme demonstraremos a sequir. Para facilitar a utilizacdo da

Proposicéo [T.2] vamos chamar de C o evento condicionante.

Proposicado 2.2  Propriedades da probabilidade condicional
Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Sejam também A, B, C e A;, i = 1,2,..., eventos nesse
espaco de probabilidade. Entédo valem as sequintes propriedades:

(PrCq1) P(A€|C) =1 —P(A|C),

(PrCy) P(@|C) =0;

(PrCs3) P(Bn Ac|C) = P(B|C) —P(BNA|C),

(PrC4) P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(ANn B|C),

(PrCs) Se A c B = P(A|C) < P(B|C),

(PrCs) P(A|C) < 1

(PrC;) P (OAJC) < iP(AJC).
i=1 i

Demonstragao:

Vamos supor que P(C) > 0; a demonstracdo quando P(C) = 0 é imediata, pois seque da Propriedade

P(A“NC)  P(C)-PANC) 1 P(An C)
PCC) PO PO

P@encC) P@) 0
P(C) — P(C) P(0)

(PrC3) Como B = (BN A)U(BNAS, temos que

(PrC;) P(A|C) = =1—P(A|C)

(PrCy) P(2|C) = =0

P(B|C) = P[(BNA)U(BNA9|C] P(BNA|C) + P(BN A°|B) =

rj =
E(n

P(Bn A°|C) = P(B|C) — P(BN A|C)
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(PrCy)
P[(AUB)NnC] P[(ANC)uU(Bn C)]
P(AU B|C) = =
WUBIO=""5q) P(O)
_PANC)+PBNC)-PANBNC)  PANC) N P(BNC) P[(An B)Nn C]
- P(C) PO P(C) P(C)
= P(A|C) + P(B|C) — P(An B|C)
(PrCs) Como B=(BNA)U (BN AC)\:/A U (B N A9, resulta
AcCB
P(B|C) =P[AU (BN A9|C] = PA|IC)+PBNAYC) .. P(B|C)>P(AC)
~—~ ~—_————
>0[AXC)]
(PrCe) ACc Q = P(AIC) < P(QIC) = 1
~~ ~—~
(Pres)]
(PrC7)
o o [o¢]
5 F1 UA)HC] Phﬂ&mci > PANC
P A _ i=1 _ i=1 i=1 _ P(A
(U |C) P(C) P(C) ~~ P(C) Z (Al €)
i=1 ?7? i=1
O
Exemplo 2.1 Lancamento de dois dados revisitado
Consideremos, novamente, o lancamento de dois dados equilibrados e os eventos A = “soma das
faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual a 9". Se sabemos que ocorreu B, qual é a

probabilidade de ter ocorrido A?

Solucao:

Queremos calcular P(A|B). Temos que

A (1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4).(2,6),(3,1),(3,3),(3.5),
(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5.3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)

B={(3,6),(4.5).(4,6),(5.4),(5,5),(56),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}

Se ocorreu B, a Unica chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento
AnB={(4,6),(55),(6,4),(6,06)}

e, nesse caso, a probabilidade é %, ou seja,

PANB) = 4
AR = T T T 0

*»"
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Exemplo 2.2  Género e esporte
Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e a atividade de lazer preferida, obtendo-se

a distribuicao dada na tabela a sequir.

Atividade de lazer

Sexo Cinema Praia Esporte Total
Masculino 10 12 13 35
Feminino 15 41 9 65
Total 25 53 22 100

(@) Qual é a probabilidade de que uma pessoa, escolhida ao acaso nesse grupo, seja do sexo

masculino?

(b) Se a pessoa escolhida prefere a praia como atividade de lazer, qual é a probabilidade de ser

um homem?

Solucao:

Vamos definir os sequintes eventos: M = “pessoa sorteada é do sexo masculino”; F = “pessoa
sorteada é do sexo feminino”; C = “pessoa sorteada prefere cinema”; R = “pessoa sorteada prefere
praia”; E = “pessoa sorteada prefere esporte”.

(@) O problema pede P(M). Como héa 35 homens dentre as 100 pessoas,

35
P(M) = 555 = 0,35

(b) O problema pede P(M|R). Por definicéo,

PMNR) & 12
PM|R) = PR - 199 — =5 70,2264

N

%)
o
O‘W‘o

Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino” se modifica quando sabemos

que a pessoa prefere ir a praia como atividade de lazer.

*»"

Exemplo 2.3  Aposentadoria
De um total de 500 empregados de uma empresa, 200 possuem plano pessoal de aposentadoria
complementar, 400 contam com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela empresa e 200

empregados possuem ambos os planos. Sorteia-se, aleatoriamente, um empregado dessa empresa.

(@) Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposentadoria complementar?

(b) Qual é a probabilidade de que ele ndo possua qualquer plano de aposentadoria complementar?
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(c) Se o empregado conta com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela empresa,

qual é a probabilidade de que ele tenha plano pessoal de aposentadoria complementar?

(d) Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complementar, qual é a probabilidade de

que ele conte com o plano de aposentadoria complementar da empresa?

Solucao:

Vamos denotar por E o evento “empregado tem o plano aposentadoria complementar da empresa” e

por S o evento “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”. O problema nos

i PM:%% P(E)z%z% P(SnE):%:%
(a) P(SUE)=P(5)+P(E)—P(SnE):%-4-%_%:%
(b) P(SCNES) = P((SUE))=1—P(SUE)=1— % _ %
() PSIE) = T = g _1
(@) P(EIS) =~ = 2 _

*»"

Exemplo 2.4  Campanha publicitaria
A probabilidade de que uma nova campanha publicitaria fique pronta antes do prazo estipulado pela
diretoria foi estimada em 0,60. A probabilidade de que a diretoria aprove essa campanha é de 0,50.

A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos é 0,30.

(@) Qual é a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja atingido?
(b) Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?

(c) Se a campanha ficar pronta antes do prazo estipulado, qual é a probabilidade de ela ser

aprovada pela diretoria?

Solugao:

Vamos definir os eventos R = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria aprova campanha”.

O problema fornece as seguintes informacdes:

P(R)=0,6 P(A) =0,5 PANR)=0,3

(@) PAAUR) = P(A) + P(R)—P(ANR)=0,6+0,5—0,3=0,8

(b) P(A°NR)=P[(AUR)]=1—PAUR)=0,2
PIANR) 0,3

(©) PAIR) = =5 o= = 576 =

0,5.

*»
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Exercicios da Secao

1. Num periodo de um més, 100 pacientes sofrendo de determinada doenca foram internados em
um hospital. Informacdes sobre o tipo de tratamento aplicado em cada paciente e o resultado

final obtido estao resumidas no quadro a sequir.

Tratamento

Resultado A B Total

Cura total 24 16 40
Cura parcial 24 16 40
Morte 12 8 20

Total 60 40 100

Sorteia-se aleatoriamente o registro de um desses pacientes.

(@) Qual é a probabilidade de que seja de um paciente que teve cura total?

(b) Qual é a probabilidade de que esse registro seja de um paciente que faleceu ou que
recebeu o tratamento A?
(c) Sabendo-se que esse paciente recebeu o tratamento A, qual é a probabilidade de que

tenha tido cura total?
2. Suponha o experimento de lancar dois dados. Calcule a probabilidade de:

(a) sair seis em pelo menos um dado.

(b) sair seis em pelo menos um dado, sabendo que sairam faces diferentes nos dois dados;
(c) sair seis em pelo menos um dado, sabendo que sairam faces iguais nos dois dados;
(d) sair seis em pelo menos um dado, sabendo que a soma dos valores nos dois dados é i.

Faca para 2 < i <12

3. (a) Se P(B)=0.5, P(A) = 0.9 e P(AN B) = 0.1; calcule P(A|B).
(b) Se P(B) = 0.4, P(A) = 0.7 e P(AN B) = 0.3; calcule P(A|B).
(c) Se P(B) = 0.8, P(A) = 0.6 e P(A° N B) = 0.3; calcule P(B|A).
(d) Se P(B) = 0.7, P(A) = 0.5 e P(A° N B) = 0.3; calcule P(A°|B).
(e) Se P(B) = 0.2, P(A) = 0.1 e P(A|B) = 0.5; calcule P(AN B) e P(BJA).

4. Para um certo espaco amostral, suponha trés eventos: A, B e C. Sabendo que A e B séo
mutuamente exclusivos, que a probabilidade de nenhum dos trés ocorrer é 0.2, que P(A) = 0.3,
P(B) =0.25, P(An C) = 0.15 e P(C|B) = 0.04, calcule:

a) A probabilidade de ndo ocorrer o evento C;

(b) A probabilidade de ocorrer exatamente um dos trés eventos;
c) A probabilidade de nao ocorrer o evento B, dado que ocorreu o evento C.

d) A probabilidade de ndo ocorrer o evento C, dado que nédo ocorreu o evento A.
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2.2 Regra da multiplicacao

A definicdo de probabilidade condicional leva a um resultado importante, estabelecido na

sequinte proposicao.

Proposicao 2.3 Regra da multiplicacao
Se A1, Az, ..., An sdo eventos no espaco de probabilidade (Q, F, P) tais que P (ﬂ A[) > 0, entéo a
regra da multiplicacdo é dada por

P(A1 N AN - N Ay) = P(A1) P(As]A1) P(As|Ar N Ag) - P(An|A N AN N Api)

Demonstracgao:

Note que todos os eventos condicionantes no lado direito da equacéo dada na Proposigao 2.3
n

tém probabilidade positiva, pois ﬂA,-, que tem probabilidade positiva por hipdtese, estd contido em
i=1
cada um deles.

Vamos demonstrar a proposicao usando o método da inducao.

e O resultado vale para n = 2. De fato: como P(A1) > 0, resulta que

P(A1 N A)

P(A2|A1) = P(AY)

= P(A N Ay) = P(A1) P(AzAr)

e Suponhamos verdadeiro para n = k. Assim, nossa hipotese de inducéo é

P(A1 NAYN---NAg) = P(A1) P(A2|A1) P(A3|A1 NA)--- P(Ak|A1 NAYN--- N A1)

e Vamos provar que vale para n = k +1

PATNA NN AN Aks1) = P[(A nAzm---mAk)mAkH]\z/
k'=2
P(A1 ﬂAzﬂ-~-ﬂAk)P(Ak+1|A1 ﬂAzﬂ“-ﬂAk) \:,/

hip.ind.

P(A1) P(A2|A1) P(A3|A1 N Az) cee P(Ak|A1 NAN---N Ak_1) P(Ak+1 |A1 NAN---N Ak)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da intersecao de varios eventos e é muito
util para modelar experimentos que tém caradter sequencial, isto é, que sdo executados em etapas,
uma sequida da outra. Em tais situagdes, pode ser util desenhar um diagrama de drvore, também
conhecido como drvore de probabilidade, para ilustrar os eventos em questdo. Vamos ver alguns

exemplos.
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Exemplo 2.5 Extracdo de duas cartas de um baralho
Considere que duas cartas de um baralho (13 cartas de cada um dos naipes copas, paus, ouros,
espadas) sejam extraidas, sem reposicdo, uma depois da outra. Qual é a probabilidade de

(@) nenhuma das duas ser de copas?

(b) pelo menos uma carta ser de copas?

Solucao:
Para solucionar esse problema, devemos notar que as cartas no baralho sdo igualmente provaveis,

antes e depois da primeira extracdo. Vamos definir os sequintes eventos:

Gy = carta de copas na primeira extracdo e (, = carta de copas na segunda extracao.

Na Figura [2.2] temos o diagrama de arvore que representa esse experimento.

O P(CHC) = 12/51
13/52 2 P(GIC) =12/5
Cy

Cs P(CSICy) = 39/51

Gy P(CHCY) = 13/51
ce
39/52 Ce P(CICY) = 38/51

Figura 2.2 — Extracéo de 2 cartas de um baralho

Um diagrama de arvore é formado por nds (pontos) que representam eventos, e esses nos sao
unidos por segmentos de reta — os ramos — que indicam a ordem sequencial de ocorréncia dos eventos.

Um caminho no diagrama é uma colecédo de ramos que permite ir de um evento a outro.

A cada nd temos associada a probabilidade do evento, mas essa é uma probabilidade

condicionada a ocorréncia dos eventos anteriores.

Na Figura @temos 4 caminhos: o caminho superior vai de GG a (,; o segundo caminho vai de

i a (5; o terceiro vai de Cf a (; e o quarto vai de Cf a G5.

Na primeira extracdo, temos 13 cartas de copas e 39 que nédo séo de copas. Logo,

13 39
P(Gh) = 5 e P(C) = 5

Na segunda extracdo, dado que na primeira saiu copas, temos 12 cartas de copas e 39 cartas que

nao sdo de copas em um baralho com 51. A probabilidade associada ao evento ¢, no ramo superior da
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arvore é, entdo, P(G;|Gy) = 12/51. Multiplicando as probabilidades nesse caminho superior obtemos,

pela regra da multiplicacao,

13 12
D D — P —
[ (C1)| (C2|C1) =| (C1 N Cz) =5 X 51
que é a probabilidade de sairem 2 cartas de copas.
Continuando com a parte superior, vemos que
13 39
D a—p D( (¢ —
P(Ci 1 C5) = PG PCSICr) = =5 x =

Note que, pela Propriedade ((PrCy)), P(G|Gr) + P(G5|Gy) = 1.

Na parte inferior, temos:

39 13
PI(GTN &) =P(G)PIGIG) = 5 *x 5
39 38
P(Gr N G) =P(G) P(GICG) = 55 X 57

Novamente, pela propriedade do complementar, P(G|CY) + P(C5|CY) = 1.

A partir desse diagrama de arvore podemos calcular qualquer probabilidade desejada.

(@) Se N é o evento “nenhuma carta de copas é sorteada, entédo
39 38
PIN)=P(CFNG) = = x —.
52 51
(b) Se M é o evento “pelo menos uma carta de copas é sorteada”, entdo M é o complementar de

N e sua probabilidade é
39 38

PIM) =1-P(N)=1- 2 x .

*»"

Exemplo 2.6  Extracao de trés cartas de um baralho

Continuando o Exemplo suponhamos, agora, a extracdo de trés cartas sem reposicao. Vamos

calcular a probabilidade do evento N = “nenhuma carta de copas”.

Solucao:
"

Como antes, vamos definir os eventos C; = “sair carta de copas na i—ésima extracéo, i = 1,2, 3. Veja

a Figura em que o diagrama de arvore ilustra o espaco amostral desse experimento.

Como antes, cada nd representa um evento e associada a cada nd temos a probabilidade do
evento condicionada a ocorréncia dos eventos anteriores. Vamos analisar o caminho superior, que
leva G4 a (3. Quando chegamos no n6 G, a probabilidade associada é P(C;|Cy) e quando chegamos
em G35, a probabilidade associada é P(C5|Ci N ;). Quando multiplicamos as 3 probabilidades nesse

caminho, obtemos a probabilidade da intersecéo, pela regra da multiplicacéo:

13 12 M
P(C1 nNGnN C3) = P(C1) X P(C2|C1) X P(C3|C1 N Cz) = 5 X a X %
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P(C5|C1 N Cy) = 11/50

P(C5|Cy N C) = 39/50

P(C5|Cy N C5) = 12/50

P(C§|C1 N C5) = 38/50

P(C5|CS N Cy) = 12/50

P(CS|CS N Cy) = 38/50

P(C5|CE N C5) = 13/50

P(CS|CS N C5) = 37/50

Figura 2.3 — Extracéo de 3 cartas de um baralho

que é a probabilidade de sairem 3 cartas de copas.

Analogamente, a probabilidade de néo sair qualquer carta de copas nas 3 extragdes é obtida

a partir do caminho inferior como

P(N) = P(CS N CS N CE) = P(CE) x P(CS|CY) x P(CE|CE N CE) = % x g x %

*»"

Exemplo 2.7  Transporte ptblico e bandejao

Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, constatou-se que 10% dos estudantes
nao utilizam transporte publico para ir as aulas e que 65% dos estudantes que utilizam o transporte
publico fazem refeicdes no bandejdo do campus. Selecionando-se, aleatoriamente, um estudante

desse grupo, calcule a probabilidade de que ele use transporte publico e faca refeices no bandejao.

Solucao:
Vamos definir os seqguintes eventos: T = “sorteia-se aluno que utiliza transporte publico” e B =

“sorteia-se aluno que faz refeicdo no bandejdo”. O problema nos fornece
P(T¢)=0,10 P(B|T) = 0,65
O problema pede

P(T N B)=P(T)P(B|T)=[1—P(T)|P(B|T) = 0,9 x 0,65 = 0,585
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Exemplo 2.8 Extracao de trés bolas de uma urna
Uma urna contém seis bolas verdes e cinco holas amarelas. Extraem-se, sequencialmente, trés bolas

dessa urna, sem reposicdo. Qual é a probabilidade de que as trés bolas sejam da mesma cor?

Solucao:

Vamos definir os eventos V; = “bola verde na extracdo i"e A; = “bola amarela na extracdo i", i =1, 2, 3.
Seja M = “3 bolas de mesma cor”. Entdo, M = {(ViNnVan V3)U(AINANA3)} e

P(M) = P(V4 N Vo Vs) + P(A N Ay N A3)
= P(V4) x P(Vo|V4) x P(V5|V4 N Va) 4+ P(A1) x P(A2A1) x P(A3|A1 N Ag)

_6 .5 4.5 4 3
1171079 117107 9
_4.2_2
33 31N

*»

Exercicios da Secéao 2.2

1. Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Se 4 bholas sdo retiradas sem reposicao,
qual a probabilidade de:
(a) as duas primeiras serem brancas e as duas ultimas serem pretas?

(b) as quatro bolas serem da mesma cor?
2. Trés cartas foram selecionadas de um baralho, sem reposicdo. Calcule a probabilidade de:

) todas as trés cartas serem de espadas;

) a seqgunda carta ser de espadas;

c) segunda e terceira carta serem de espadas;
) a terceira carta ser de espadas;

e) a primeira carta ser de espadas dado que a segunda e a terceira séo.

2.3 Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

Apresentaremos, agora, dois importantes teoremas da teoria das probabilidades e suas
aplicacoes em diversas situacdes envolvendo tomada de decisdo. Esses teoremas, conhecidos

como Teorema da Probabilidade Total e Teorema de Bayes, resultam diretamente da definicdo de
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probabilidade condicional e das propriedades ja vistas da probabilidade. Sua apresentacao sera feita,
inicialmente, através de exemplos, para que o contexto de sua aplicacéo seja bem compreendido. Em

sequida, sera apresentada a formulacéo geral desses teoremas.

Exemplo 2.9 Producao de duas maquinas

Em uma linha de producédo de certa fabrica, determinada peca é produzida em duas maquinas. A
maquina 1, mais antiga, é responsavel por 35% da producéo, e os 65% restantes vém da maquina
2. A partir dos dados passados e das informacdes do fabricante das maquinas, estima-se em 5%
a proporcdo de pecas defeituosas produzidas pela maquina 1 e em 2,5% a proporcao de pecas
defeituosas produzidas pela maquina 2. As pecas produzidas pelas duas maquinas seguem para o
departamento de armazenamento e embalagem para venda posterior, sem distincdo de qual maquina

a produziu.

(@) Qual é a proporcéo de pecas defeituosas colocadas no mercado por essa fabrica?

(b) Se um cliente identificar uma peca defeituosa, qual sera a probabilidade de ela ter sido

produzida pela maquina 1?

Solucao:

(a) Na Figura representa-se a situacdo em analise. Nosso experimento aleatdrio é o sorteio de
uma peca produzida por essa fabrica, e nosso espaco amostral, representado pelo retangulo, é o
conjunto de todas as pecas produzidas. Podemos ver que o espaco amostral estd dividido em 2
eventos mutuamente exclusivos: My, pecas produzidas pela maquina 1, e My, pecas produzidas
pela maquina 2, isto é, Q = My UM, e My N M, = @. Outro evento de interesse é D = “peca é
defeituosa”. Podemos ver que esse evento tem intersecdo com os eventos My e M, ou seja, ha

pecas defeituosas produzidas na maquina 1 e na maquina 2.

M,

M,

Figura 2.4 — Espaco amostral para o Exemplo

Pelos dados do problema, temos uma estimativa a priori — antes de qualquer observacao das
pecas — das proporcoes de pecas produzidas em cada maquina, ou seja, as probabilidades a

priori dos eventos My e M, séo:

PM)=035 e  P(M)=0,65.
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Sabemos, também, a proporcédo de pecas defeituosas produzidas por cada maquina. Essa
proporcao se traduz em uma probabilidade condicional: se a peca foi produzida pela maquina
1, existe 5% de chance de ser defeituosa. Para a maquina 2, essa chance reduz-se a 2,5%. Em

termos de probabilidade, temos

P(DIM)=0,05 e  P(D|M,) = 0,025.

Sabemos que My UM, = Q); entdo, podemos escrever
D= (DnM)U(Dn M)

Como M; e My sdo mutuamente exclusivos, (D N Mj) (parte sombreada mais escura) e (D N M)

(parte sombreada mais clara) também o sdo. Assim, pelo Axioma |(Ax3)| resulta que

P(D) = P[(D N M) U (DN M,)]
= P(D N M)+ P(D N M)

Usando, agora, a regra da multiplicacdo, obtemos

P(D) = P(My) P(D|My) + P(M2) P(D|Mg)
=0,35x 0,05+ 0,65 x 0,025 = 0,03375

Observe que a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das
probabilidades de defeito em cada maquina. Os pesos sao definidos de acordo com o nivel

de producéo (probabilidade) de cada maquina.

Na segunda parte do exemplo, temos uma informacdo sobre a peca: ela é defeituosa, isto
é, sabemos que ocorreu o evento D. O que o problema pede é que, com essa informacao,
reavaliemos a probabilidade de a peca ter sido produzida pela maquina 1. Essa probabilidade
é chamada de probabilidade a posteriori, ou seja, é a probabilidade que calculamos com bhase
em informacéo parcial obtida depois de realizado o experimento de sorteio e teste da peca. Em
notacdo matematica, temos que calcular P(M3|D). Por definicéo, temos

P(Mi n D)

PIMIID) = =i

Usando a regra da multiplicacéo e o resultado encontrado no item anterior, resulta

P(My) P(D|My)
P (M) P(D| M) + P(My) P(D|My)
B 0,35 x 0,05
~0,35%0,05+0,65 x 0,025

0,0175
= 003375~ 221

P(V|D) = -

Compare os resultados:

e Sem qualquer informacdo sobre o resultado do experimento, nossa estimativa para a

probabilidade de ocorréncia de M; — peca produzida pela maquina 1 — era 0,35.
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e Com a informacéo de que a peca é defeituosa, a probabilidade de ter sido produzida pela

maquina 1 aumenta para 0,5185.

*»"

Exemplo 2.10 Producao de trés maquinas
Considere novamente a situacao do Exemplo [2.9] mas com a seguinte modificagdo: as pegas séo
produzidas em trés maquinas, que séo responsaveis por 30%, 35% e 35% da producéo, respectivamente.

As proporcdes de pecas defeituosas produzidas por tais maquinas sdo 5%, 2,5% e 2%.

(@) Qual é a proporcéo de pecas defeituosas produzidas na fabrica?

(b) Se um cliente identificar uma peca defeituosa, qual sera a probabilidade de ela ter sido

produzida na maquina 1?7 E na maquina 2?7 E na maquina 37

Solucao:

(a) O espaco amostral desse experimento esta ilustrado no diagrama de &rvore da Figura[2.5] Note
que, nessa versao, apresentamos apenas os valores das probabilidades; isso torna o diagrama
mais claro e facil de ler. No entanto, é fundamental lembrar que a probabilidade de cada evento

(nd) esta condicionada a ocorréncia dos eventos anteriores no mesmo caminho.

Os dados do problema dao que
P(Mq) = 0,30 P(D|My) = 0,05

P(My) = P(M5) = 0,35  P(D|M,) = 0,025
P(D|Ms) = 0,02

Figura 2.5 — Espaco amostral — Exemplo [2.10

Como My UM, UM;3 = (), podemos escrever
D=(DnM)u(DnM)uU (DN Ms).

My, My e M3 sdo mutuamente exclusivos; logo, (D N M), (DN M) e (DN Ms) também o séo.
Pelo Axioma da probabilidade, resulta

P(D) =P[(DNnM)U (DN M)U (DN M)
P(Dn M)+ P(Dn M)+ P(D N M)
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Usando a regra da multiplicacéo, obtemos

P(D) = P(M;) P(D|M;) + P(Ms) P(D|Ms) + P(Ms) P(D|Ms)
=0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02 = 0,03075

Como antes, a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das
probabilidades de defeito em cada maquina, com os pesos definidos de acordo com o nivel

de producéo de cada maquina.

b) Na segunda parte do exemplo, deseja-se saber P(Mi|D), P(M>|D) e P(Ms|D). Por definicao,
g [ I ] G

temos
P(M; n D)

P(D)

Usando a regra da multiplicacdo e o resultado encontrado no item anterior, temos

P(M;|D) =

P(My) P(D|My)

D —

P(M:[D) = P(M1) P(D|M1) + P(M,) P(DIM,) + P(M3) P(D|M3)
. 0,30 x 0,05
©0,30x0,05+0,35% 0,025+ 0,35 x 0,02

0,015
Analogamente,
P(/\/I |D) _ P(MZ) P(D|M2)
2 B P(M1) P(D|M1) + P(M,) P(DIM,) + P(M3) P(D|M5)
B 0,35 x 0,025
©0,30x0,05+0,35% 0,025+ 0,35 x 0,02
0, 00875
=" =0,284553
0,03075
e
PMSID) = P(Ms) P(D|M;)
3 B P(My) P(D|My) + P(M) P(D|My) + P(Ms) P(D|Ms)
. 0,35x 0,02
"~ 0,30x0,05+0,35x 0,025+ 0,35 x 0,02
0,007

= 70' 03075 0,227642

Note que 0,487805 + 0, 284553 + 0,227642 = 1,000000: se a peca sorteada é defeituosa, ela

so pode ter vindo de umas das trés maquinas.

*»

Exemplo 2.11 Trés moedas
Uma caixa contém trés moedas. A moeda 1 é honesta, a moeda 2 tem duas caras e a moeda 3 é
viciada de tal modo que cara é duas vezes mais provavel que coroa. Uma moeda é escolhida ao acaso

e lancada.

(@) Qual é a probabilidade de observarmos cara e moeda 17
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(b) Qual é a probabilidade de observarmos cara?

(c) Se o resultado foi cara, qual é a probabilidade de que a moeda lancada tenha sido a moeda 1?

Solucao:

Vamos definir os seguintes eventos: (ver Figura [2.6)

M; = moeda i é sorteada i=1,2,3

K = face superior da moeda lancada é cara C = face superior da moeda lancada é coroa
K172 Pelos dados do problema, temos:
1

c 172 P(K|M;) = 5 P(K|My) =1
K 1

D D C D 2
o P(KIMs) = 2 P(CIMs) = P(K|Ms) = 5
K 2/3

Escolha aleatdria da moeda:
C 1/3 1

P(My) = P(My) = P(M3) = 3

Figura 2.6 — Espaco amostral — Exemplo |2.11

(@) Aqui a solucao é consequéncia direta da regra de multiplicacao:

1

P(K N M) =P(My)P(K|IMy) = = x 5= %

Wl =

(b) My UMy UM;3 =Q e os eventos M; sdo disjuntos. Logo,

P(K) = P(K N M) + P(K N My) + P(K N M)
= P(My) P(K|M4) + P(Mo) P(K|Mb) + P(Ms) P(K|Ms)

-3 2 3/ 376 18
(c) O problema pede
P(KNnMy)  P(My)P(K|M) % 3
P(M|K) = = =5 -
(M [K) P(K) P(K) B3

-
[e]

*»"

Exemplo 2.12 Decisao gerencial
Um gerente de banco tem que decidir se concede ou ndo empréstimo aos clientes que o solicitam.
Ele analisa diversos dados para estudar a possibilidade de o cliente vir a ficar inadimplente. Com

base em dados passados, ele estima em 15% a taxa de inadimpléncia. Dentre os inadimplentes, ele
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tem 80% de chance de tomar a decisdo certa, enquanto essa chance aumenta para 90% entre os
clientes adimplentes. Esse gerente acaba de recusar um empréstimo. Qual é a probabilidade de ele

ter tomado a decisao correta?

Solucao:
Os fatos envolvidos nesse processo decisério sdo: “ cliente é inadimplente ou ndo” e “ gerente concede

ou ndo o empréstimo”. Vamos definir os seguintes eventos (ver Figura [2.7):

I = “cliente é inadimplente” 1€ = “cliente é adimplente”

C = “gerente concede empréstimo C¢ = “gerente ndo concede empréstimo

Note que temos duas possibilidades de acerto e duas possibilidades de erro. Os acertos séo
“cliente é inadimplente e gerente ndo concede o empréstimo” e “cliente é adimplente e gerente
concede o empréstimo”. Os erros sdo: “cliente é inadimplente e gerente concede o empréstimo” e

“cliente é adimplente e gerente ndo concede o empréstimo”.

O espaco amostral é formado pelos clientes do banco, de modo que QO = /U /.

C 0,20
c* 0,80 As probabilidades dadas sao
P(/) =0,15 P(C¢|l) = 0,80 P(C|I€) = 0,90
C 0,90
Pelas propriedades do complementar
, P(/€) = 10,85 P(C|l)=0,20 P(C¢|I)=0,10
c° 0,10

Figura 2.7 — Espaco amostral — Exemplo |2.12

Com relagéo ao que o problema pede, temos que, dado que o gerente recusou o empréstimo, a
decisdo so sera correta se o cliente for inadimplente. Logo, temos que calcular
P(InC
P(Ce)

Mas o gerente pode recusar o empréstimo sendo o cliente inadimplente ou néo, ou seja,

P(/|C°) =

P(C) = P(C N 1)+ P(CE N I€) = P(I) P(CE|I) + P(I) P(C|I€) = 0,15 x 0,80 + 0,85 x 0,10 = 0, 205

e

e PUNCY P(l) P(CC|l) . 0,15%0,80 _
PUICT) = P(C) ~ PU)P(CN £ P P(Clie) — 0,205~ 0281

*»

Em todos os exemplos acima, tihhamos uma colecdo de eventos mutuamente exclusivos cuja
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unido era o espaco amostral (maquinas, pacientes doentes e saudaveis, moedas, clientes de banco
adimplentes e inadimplentes) e suas respectivas probabilidades, chamadas de probabilidades a priori.

Isso nos leva a seguinte definicéo.

Definicao 2.2 Particao do espaco amostral
Sejam A1,Az,...,A, eventos em um espago de probabilidade (Q,F,P). Dizemos que

A1, Az, ..., Ay formam uma particdo de Q se

OA[ﬂAjZQVi:/:j

[ ] LHJA, :Q
i=1

Em cada exemplo havia também um outro evento de interesse (pecas defeituosas, resultado do
teste clinico, face cara, concesséo de empréstimo), cujas probabilidades condicionadas a ocorréncia
de cada evento da colecdo eram conhecidas. Para cada exemplo foram calculadas basicamente duas
probabilidades: (i) a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse (probabilidade de peca
defeituosa, probabilidade de teste positivo, probabilidade de cara, probabilidade de concesséo de
empréstimo), uma probabilidade ndo condicional e (ii) a probabilidade de cada evento da colecéo
dada a ocorréncia do evento de interesse, chamada probabilidade a posteriori. A férmula de calculo

dessas duas probabilidades resulta de dois teoremas que serdo apresentados a sequir.

Teorema 2.1 Teorema da probabilidade total
Seja A1, Az, ..., Ay uma particdo de um espaco Q tal que P(A;) > 0Vi. Entdo, para qualquer evento

B nesse espaco de probabilidade
n
P(B) =) P(A)P(BIA) (2.1)
i=1

Demonstragao:

Consulte a Figura[2.8] onde se ilustra o espago amostral.

A A, Ay

Ao An Aig

Figura 2.8 — Particdo do espaco amostral

Como a unido de todos os A;'s é o espaco amostral, seque que
B=|JIANnB) =(ANBUANB U ---U(A,NB).
i=1
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O fato de alguns desses termos serem o conjunto vazio (por exemplo, BN Ai; = @) néo invalida o
resultado, uma vez que AU @ = A. Por definicdo de particdo, os A;'s sdo mutuamente exclusivos dois

a dois; logo, os eventos A; N B também o sao. Entédo, pelo Axioma ((Ax3)) resulta que

P(B) = P O(Ai NB)| =P[(ANB)UANB) U (A, N B)] =
i=1

n
=Y PANB =PANB)+PANB) +-+P (A, NB)
i=1

e a regra da multiplicacao fornece

P(B) = P(A1) P(B|A1) + P(A2) P(BIAy) + -+ + P(A,) P(B|A,) = > P(A) P(BIA)
i=1

O

7

Como visto, a probabilidade P(A;) é denominada probabilidade a priori do evento A;.
Continuando no contexto da Figura [2.8] suponhamos, agora, que B tenha ocorrido. A probabilidade

a posteriori do evento A; — P(A;|B) — é dada pelo teorema a sequir.

Teorema 2.2 Teorema de Bayes

Seja A1, Az, ..., Ay uma particéo de um espaco Q tal que P(A;) > 0Vi. Entdo, para qualqguer evento

B nesse espaco de probabilidade com P(B) > 0,

P(Aj) P(BJA))

P(Aj|B) = —
> P(A) P(BIA)
i=1
Demonstracao:
Por definicéo, temos
P (i) = D)

Usando a regra da multiplicacéo e o teorema da probabilidade total, resulta que

P(A|B) HP(AJ) P(B|A))

> P(A) P(B|A)
i=1

O

E importante que, na resolucdo de exercicios e tamhém na aplicacéo pratica desses teoremas,
vocé identifique os eventos de interesse, os que definem a particdo do espaco amostral e quais sdo as
probabilidades a priori. Em geral, sdo essas probabilidades que identificam a particdo de Q). Vamos

considerar mais um exemplo para ilustrar esses pontos.

Exemplo 2.13 Alunos e carros

Em uma turma de Administragdo, 65% dos alunos sdo do sexo masculino. Sabe-se que 30% dos
alunos tém carro, enquanto essa proporcao entre as alunas se reduz para 18%. Sorteia-se ao acaso
um estudante dessa turma usando o seu nimero de matricula e constata-se que ele possui um carro.

Qual é a probabilidade de que o estudante sorteado seja do sexo feminino?
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Solucao:
Os eventos em questao envolvem o sexo do aluno e a posse de um carro. Vamos defini-los da seguinte

forma:

M = "“aluno sorteado é do sexo masculino” F = “aluno sorteado é do sexo femininno

n

C = "aluno sorteado possui carro” C¢ = "aluno sorteado ndo possui carro

Note que M e F definem uma particdo do espaco amostral, assim como C e C°. No entanto, as
probabilidades a priori dadas referem-se a M e F. Assim, a particdo de Q) seréd definida em termos

desses eventos. Os dados do problema fornecem que

PM)=0,65 = P(F)=0,35
P(CIM)=0,30 = P(C|M)=0,70;
P(C|F)=0,18 = P(C°|F)=0,82.

O problema pede P(F|C), e para calcular essa probabilidade, temos de calcular P(C). Pelo teorema

da probabilidade total, sabemos que
P(C) =P(CnF)+P(CNM)
= P(F)P(C|F) + P(M) P(C|M)
=0,35%x0,18+4+0,65 x 0,30 =0,518.

Logo,
P(CﬂF) P(F) P(C|F)
P(F|C) = -
(FI& =55 P(C)
0,35 x0,18
= W =0,12162.

*»"

Exemplo 2.14 Teste diagnéstico

Suponha que um teste clinico (exame de sangue, ultrassom, tomografia computadorizada etc.)
seja utilizado para o diagnostico de determinada doenca.  Vamos analisar as diferentes
probabilidades envolvidas neste teste diagndstico, apresentando alguns conceitos comuns em estudos
epidemioldgicos. Temos dois fatores: o paciente e o teste. O paciente pode ter a doenca (D7) ou nao

(D7); o teste pode dar positivo (T™), isto é, indicar que o paciente tem a doenca, ou negativo (T 7).

Na andlise da qualidade de um teste diagndstico, ha duas caracteristicas desejaveis: o teste
detectar a doenca quando o paciente de fato tem a doenca e o teste ndo detectar a doenca quando

o paciente ndo tem a doenca. As probabilidades associadas recebem nomes especiais.

e Sensibilidade: s = P(T1| D).

e Especificidade: e = P(T~| D).
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Note que essas probabilidades dependem do conhecimento exato do diagndstico, situacao que
ndo é comum nesse tipo de estudo, em que um dos objetivos é exatamente saber se o paciente tem,

ou nao, a doenca.
Duas outras probabilidades refletem melhor a situacéo pratica; elas envolvem o conhecimento
do resultado do teste.
e Valor preditivo positivo: VPP =P(D*|T™).
e Valor preditivo negativo: VPP =P(D~|T7).
Essas probabilidades envolvem diagndsticos corretos; as situacdes de erro sdo o falso positivo
e o falso negativo.
e Probabilidade de um falso positivo: PFP =P(D~|T*)=1—- VPP
e Probabilidade de um falso negativo: PFN =P(D"|T7)=1—- VPN
Conhecendo-se a probabilidade de prevaléncia da doenca, isto é, P(D*) = p, podemos aplicar

o teorema de Bayes para obter VPP e VPN a partir da sensibilidade e da especificidade do teste,

conforme se mostra a seguir com auxilio da Figura 2.9

e=P(T"|D")

Figura 2.9 — Esquema para o teste diagndstico

P(D* N TH) P(D*NTH)

_ + _ _

VPP =P ITY) = =5 = piorn T + P(D-n T7)
P(DT)P(T*| D) ps

P(DYYP(TH DY)+ P(D)P(TT D) ps+(1—p)1—e)

P(D~NT~ P(D~NT~
VPN =P(D~|T7) = ( p(P) ) _ 1(_ |3?T+))
P(OT)P(T™ D7) _ (1—pe _ (1—pe

:1—[ps+(1—p)(1—e)]_‘I—ps—‘l+e+p—ep N (1—s)p+(1—ple
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Resulta também que

ps (1=p)(1—¢)

PFP=1—-VPP=1-— =
ps+(1—p)(1—e) ps+(1—=p)(1—ce)

o ypNoql=ple (s
PFN=1—-VPN =1 (1—s)p+(1—ple  (1—sp+(1-pe

Como aplicacéo, suponha que um laboratério informe que a sensibilidade de um teste para
detectar determinada doenca é 0,90, enquanto sua especificidade é 0,95. Um paciente é retirado

aleatoriamente de uma populacdo em que a taxa de prevaléncia da doenca é de 1 em 1000 pessoas.

(@) Qual é a probabilidade de o teste dar o resultado correto?
(b) Calcule o valor preditivo positivo.

(c) Calcule a probabilidade de um falso negativo.

Solucao:
E dado que
s=P(T*|D")=0,90 e=P(T7|D7)=0,95 p=P(D*) = 0,001
(@) Seja o evento C = "“teste fornece resultado correto”. Note que o teste pode fornecer um

diagnostico correto o paciente tendo ou ndo a doenca, ou seja:
C=(D"NnTHUD NT)
Logo,

P(C)=P(D*NTH)+P(D" nT")=PDY)P(TH D)+ P(D")P(T|D")
= 0,001 x 0,90 + 0,999 x 0,95 = 0,94995

(b) Conforme visto acima,

ps 0,001 -0,90

= ~0,0177
ps+(1—p)(T—e) 0,001-0,90+ (1—0,001)(1—0,95)

VPP =

(1—s)p (1= 0,90)0, 001
PEN — _ . 1
A—s)pt(1—ple  (1-0,90)0,001 + (1—0,001)0,05 _ 000105

*»"

Exemplo 2.15 Radar
Se um avido estad presente em determinada area, um radar detecta sua presenca com probabilidade
0,99. No entanto, se o avido ndo estad presente, o radar detecta erradamente a presenca de um aviéo

com probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente nessa area é de 0,05.
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(@) Qual é a probabilidade de um falso alarme?

(b) Qual é a probabilidade de um avido estar presente dado que o radar ndo o detecta?

Solucao:

Veja Figura onde usamos os seqguintes eventos: A ="avido presente” e D = “radar detecta

presenca de avido”.

D 0,9

E dado que
De 0,01

P(DIA)=0,99  P(D|A=0,02  P(A)=0,05

D 0,02

Pela Propriedade temos que
D* 0,98

P(D|A)=0,01  P(DAS)=0,98  P(A‘) = 0,95

Figura 2.10 — Exemplo do radar

(@) O problema pede

D c D a\ P Cc
P(AC|D)=|(A ﬂD)= P(A°) P(D]A)
P(D) P(D N AS) +P(DNA)
_ P(A°) P(D|A¢ B 0,95-0,02 _ 0,019 _ 02774
"~ P(A9)P(D|A) + P(A)P(D|A) — 0,95-0,02+0,05-0,99 0,0685
(b) O problema pede
P(An D)  P(A)P(D|A) 0,05-0,01
P(A|D) = = = = 7
(AIDY) P(D¢) 1—P(D) 1—0,0685 000053
*»"

Exercicios da Secéao [2.3]

1. Na urna | ha cinco bolas vermelhas, trés brancas e oito azuis. Na urna Il ha trés bolas vermelhas
e cinco brancas. Lanca-se um dado equilibrado. Se sair trés ou seis, escolhe-se uma bola da
urna |; caso contrario, escolhe-se uma bola da urna Il. Calcule a probabilidade de

(a) sair uma bola vermelha;
(b) sair uma bola branca;
(c) sair uma bola azul;
(d) ter sido sorteada a urna |, sabendo-se que a bola retirada é vermelha.

2. Em uma comunidade, 1.000 casais responderam sobre seus ganhos mensais, de acordo com a

tabela abaixo.
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Maridos
Esposas Exatamente 1 saldrio minimo Mais que 1 salério minimo
Exatamente 1 salario minimo 402 392
Mais que 1 salario minimo 85 121

Se um casal for selecionado ao acaso, qual a probabilidade de

(a) o marido ganhar exatamente 1 salario minimo;
(b) a mulher ganhar mais de 1 saldrio minimo, dado que o marido ganha mais que essa quantia;

(c) a mulher ganhar mais de 1 salario minimo, dado que o marido ganha exatamente 1 salario

minimo?

3. Em um condominio, 46% das familias pedem tém o habito de pedir comida em casa pelo menos
1 vez por semana. Entre aquelas com esse habito, 15% também tém o habito de sair para comer
fora pelo menos uma vez por semana. Além disso, 38% das familias desse condominio tém o

habito de sair para comer fora pelo menos uma vez por semana. Determine,

(@) A probabilidade de uma familia selecionada ao acaso ter tanto o habito de sair para comer

fora quanto de pedir comida em casa pelo menos uma vez por semana;

(b) A probabilidade condicional de uma familia selecionada aleatoriamente ter o habito de
pedir comida em casa pelo menos uma vez por semana dado que ela tém o habito de sair

Para comer fora pelo menos uma vez por semana.

4. 58% dos estudantes de uma certa universidade sdo mulheres. 4% dos estudantes dessa
universidade estdo matriculados no curso de estatistica. 2% dos estudantes sdao mulheres que

cursam estatistica. Suponha que um aluno dessa universidade seja sorteado.

(@) Qual a probabilidade de uma ser mulher, dado que o aluno estd matriculado no curso de

estatistica?

(b) Qual a probabilidade do aluno estar matriculado no curso de estatistica, dado que é uma

mulher?

5. Um recente graduado em estatistica estd planejando fazer um concurso, que sera dividido em 3
provas. A primeira prova é em marco. Se ele passar nessa prova podera fazer a seqgunda, que
serd em abril. Se ele também passar na segunda prova podera fazer a terceira em maio. Se
ele ndo passar em uma das provas, ndo podera fazer as sequintes. A probabilidade dele passar
na primeira prova é de 0,8. A probabilidade dele passar na segunda, dado que ele passou na
primeira, é de 0,7. E, se chegar a fazer a terceira prova, a probabilidade dele passar nessa

ultima é de 0,9.

(@) Qual a probabilidade dele passar nas trés provas?

(b) Dado que ele ndo completou o concurso, isto é, dado que ele nao passou em todas as trés

provas, qual a probabilidade dele ter sido eliminado pela segundo prova?
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6. Em uma empresa de consultoria, 3/5 dos funcionarios sdo do sexo masculino. A proporcéo de
funcionarios do sexo masculino que realizaram alguma pdés-graduacéo é de 40%, enquanto essa
proporcao entre as mulheres é de 60%. Dentre os homens com alguma pés-graduacéo, 20% tém
doutorado, enquanto para as mulheres com alguma pds-graduacédo essa proporcao é de 40%.

Sorteia-se um funcionario dessa empresa.

(@) Construa um diagrama de arvore para representar o espaco amostral desse experimento,

definindo claramente os eventos e as probabilidades dadas.

(b) Qual é a probabilidade de que o funcionario sorteado tenha realizado alguma pos-
graduacéo?

(c) Qual é a probabilidade de que o funcionario sorteado tenha doutorado?

(d) Se o funcionario sorteado tem doutorado, qual é a probabilidade de que seja do sexo

feminino?

2.4 Independéncia de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada naipe, do qual seré retirada

uma carta. Vamos definir os seguintes eventos:

C = “carta é de copas”
R = “carta é um rel”
V = “carta é vermelha”

Lo o) =B _1.p =4 _1.ap -2 _1
Javimos que P(C) =55 =4, P(R)=55=53e P(V)=5 = 5.
Vamos, agora, calcular as sequintes probabilidades condicionais: P(R|C) e P(V|C). No primeiro
caso, estamos calculando a probabilidade de sair um rei, dado que a carta é de copas. No segundo

caso, estamos calculando a probabilidade de sair uma carta vermelha, dado que saiu uma carta de

copas.
N _P(RNC) &5 4 1
PRIO="pe =1 "5~ 13~ "R
N _P(VNO) PO, 4
P(V|C) = e~ P~ *PW

No primeiro caso, saber que a carta é de copas néo acrescentou informacao Util para avaliarmos
a probabilidade de sair rei, ou seja, saber ou ndo que saiu copas nao altera a probabilidade de sair
rei. Ja no seqgundo caso, saber que saiu carta de copas faz com que mudemos a probabilidade de sair
carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu carta de copas, entdo a carta tem que ser

vermelha.

Esses exemplos ilustram um conceito importante. No primeiro caso, dizemos que os eventos R

e C séo independentes e, no sequndo caso, que os eventos V e C sao dependentes. No primeiro caso,
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o conhecimento da ocorréncia de C ndo traz qualquer informacéo para reavaliarmos a probabilidade
de R. ] no segundo caso, o conhecimento da ocorréncia de C faz com que mudemos nossa estimativa

da probabilidade de V.

Definicao 2.3 Independéncia de dois eventos
Sejam A e B eventos de um espacgo de probabilidade (Q, F, P). Entdo, A e B sdo independentes
se

P(A|B) = P(A) & P(B|A) = P(B)

Essa definicdo tem algumas implicacoes importantes. Consideremos, inicialmente, que A e B
sejam independentes, com P(B) > 0. Entéo, pela definicéo, temos
P(AN B)

P(A|B) = P(A) = —p@ ~PAW= PANB) =PAPEB)

Reciprocamente, se P(AN B) = P(A)P(B), entéo

> _P(ANnB) _PAPB)
P(A|B) = PB) ~ PO = P(A)

ou seja, A e B sdo independentes.

Provamos, entdo, que A e B séo independentes se, e somente se, P(AN B) = P(A)P(B). Esse
resultado nos permite estabelecer uma outra definicdo equivalente para a independéncia de dois

eventos.

Definicao 2.4 Independéncia de dois eventos

Sejam A e B eventos espaco de probabilidade (Q, F,P). Entéo, A e B sdo independentes se

P(AN B) = P(A) P(B)

A Definicéo [2.4] embora menos intuitiva, tem a grande vantagem de permitir generalizagéo da

definicdo para mais de dois eventos, conforme veremos mais adiante.

E comum haver alguma confusdo entre os conceitos de eventos independentes e eventos
mutuamente exclusivos. Para analisar a relacdo entre essas definicdes, vamos considerar dois eventos

Ae B, com P(A) > 0 e P(B) > 0, que é a situacdo mais usual.

e Se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo
ANB=o=PANB)=0+#PAPB)>0

ou seja, A e B ndo séo independentes.
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e Reciprocamente, se A e B sao independentes, entdo
PANB)=PAPB)>0=ANB+o

ou seja, A e B néo séo mutuamente exclusivos.

Entdo, para eventos com probabilidade positiva, existe uma nitida separacéo entre os dois tipos
de eventos: se eles sdo mutuamente exclusivos, eles ndo podem ser independentes. Reciprocamente,

se eles sado independentes, eles ndo podem ser mutuamente exclusivos.

Por outro lado, se um de dois eventos A e B tem probabilidade nula, entdo eles sempre séo
independentes. De fato: suponhamos que P(A) = 0; como AN B C A, resulta que PANB) =0 =
P(A) P(B).: , conforme visto acima. No entanto, eles podem, ou néo, ser mutuamente exclusivos. O fato

de P(AN B) = 0 ndo significa que AN B = &, conforme veremos através de exemplos posteriormente.

O importante é entender que eventos mutuamente exclusivos n&o podem ocorrer
simultaneamente e para eventos independentes, cada um néo interfere na probabilidade de ocorréncia

do outro.

Proposicdo 2.4 Independéncia e complementariedade

Sejam A e B eventos independentes do espaco de probabilidade (Q, F,P). Entéo

(a) A€ e B sdo independentes;

(b) A¢ e B¢ sdo independentes;

Demonstracao:
(a)
P(A° N B) = P(B) — P(An B) = P(B) — P(A) P(B) = P(B)[1 — P(A)] = P(B) P(A°)

Por simetria, resulta que A e B¢ também sao independentes.

(b)

P(A°N BY) = P[(AUB)]=1—P(AUB) = 1 — P(A) — P(B) + P(An B)
=1—P(A) = P(B) + P(A) P(B) = [1 — P(A)] — P(B)[1 — P(A)]
= P(A%) = P(B) P(A%) = P(A)[1 — P(B)] = P(A°) P(B)

Exemplo 2.16 Aposentadoria, continuacao
No Exemplo [2.3] analisamos os dados reapresentados na tabela a sequir, referentes a participacao

de funcionarios de uma empresa em planos de aposentadoria complementar:
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Plano pessoal

Plano da empresa Sim Nao Total
Sim 200 200 400
Nao 0 100 100
Total 200 300 500

Verifique se os eventos £ = “empregado tem o plano de aposentadoria complementar da empresa” e

S = "empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar” sdo independentes.

Solucao:
Temos
2 4 2
P(S) = 5 P(E) = 5 P(SNE)= 5 + P(S)P(E)
Logo, os eventos S e E néo sao independentes. Outra forma de ver isso é
P(ENS) 2% 4
PEIS) = ——=—=37=1FP(E)= <

*»"

Como dito anteriormente, a Definicao permite estender o conceito de independéncia para

mais de dois eventos.

Definicdo 2.5 Independéncia de n eventos
Os eventos A1, Az, -+ Ay de um espaco de probabilidade (Q, F, P) séo independentes se para

toda e qualquer colegdo de indices 1 < ih < i <---<igx<ne2<k<n

P(A, NA, N ---NA,) =P(A,) P(A,) - - P(AL) (2.2)

Note que essa definicdo requer que se examine a probabilidade da intersecdo de todas as

duplas, triplas, quadruplas,..., n—uplas de eventos, totalizando

n n n N
(2) + (3)+~-+(n) =2"—(1+n)

intersecoes a serem consideradas. Note que n + 1 se refere ao conjunto vazio e a todas as colecdes

com apenas um evento.

A titulo de ilustracdo, para n = 4, temos 2* — 1 — 4 = 11 intersecdes, que sdo as sequintes:

A1 NA A1 NA;3 A1 N A A N A3 AN Ag Az N Ay
A1 NANA;3 ATNANA; AT NA3N Ay A>NA3N Ay ATNANA3IN A,

Exemplo 2.17 Lancamento de dois dados
Considere o lancamento de dois dados e os seguintes eventos: Aj : face par no primeiro dado; Az :

face par no sequndo dado; A3 : soma par das duas faces. Estude a independéncia dos trés eventos.
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Solucao:

A seguir apresentamos um esquema dos trés eventos, onde

elementos de cada evento. Podemos ver que

CAPITULO 2.

P(AI) = P(As) = P(As) = ©

P(Ar N Ay)
P(A1 N A3)

P(A; N As3)

9

36
9

36
9

36
P(ATNANA3) =

= P(A1) - P(A2)
= P(A1) - P(A3)

= P(A2) - P(A3)

PROBABILIDADE CONDICIONAL

as células em cinza representam os

1

P(A1) - P(A2) - P(A3) =

8

Vemos, assim, que saber que uma face é par nada nos diz sobre a probabilidade de sair face

par no outro dado ou sobre a soma das duas faces, ou seja, os eventos séo independentes dois a dois.

No entanto, saber que os dois dados exibem face par nos garante que a soma também ¢é par, ou seja,

os trés eventos ndo sao independentes. Este exemplo ilustra o fato de que independéncia aos pares

ndo garante independéncia.

Dado 2

1T 2 3 4 5 6

Dado 2

1 2 3 4 5 6

a

d

o
S O A W N =

Evento A

Exercicios da Secao [2.4]

S O A W N =

Evento Ay

D
a

d

S O A W N =

Dado 2
1 2 3 4 5 6

Evento As
*

1. Sejam A e B dois eventos tais que P(A) = 0,4 e P(AU B) = 0,7. Determine o valor de P(B)

para que:

(@) A e B sejam mutuamente exclusivos;

(b) A e B sejam independentes.

2. Sejam A e B eventos de um espaco amostral. Sabe-se que P(A) =0,3; P(B) =0,7 e PANB) =

0,21. Verifique se as sequintes afirmativas sado verdadeiras. Justifique sua resposta.

(@) A e B sdo mutuamente exclusivos;

(b) A e B sado independentes;

(c) A e B€ sédo independentes;
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(d) A e B¢ sédo mutuamente exclusivos;
(e) A e A€ sdo independentes.
3. Considere novamente o experimento de lancar dois dados equilibrados. Verifique se os eventos
a sequir sdo independentes, justificando sua resposta.
(@) A ="sair pelo menos uma face 6” e B ="sair faces diferentes”.
(b) C ="resultado do primeiro lancamento é par” e D ="soma dos resultados é par”.
4. Sejam A, B, C eventos de um mesmo espaco de probabilidade. Calcule P(AU B) sabendo que: (i)
B é um subconjunto de A; (ii) A e C sédo independentes; (iit) B e C sdo mutuamente exclusivos;
(iv) a probabilidade do complementar da unido dos eventos A e C é 0,48; (v) a probabilidade da

unido dos eventos B e C é 0,3; (vi) e a probabilidade do evento C é o dobro da probabilidade

do evento B.

5. Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado problema. Eles
trabalham na solucdo do mesmo independentemente, e tém, respectivamente, probabilidade
0,8 e 0,7 de resolvé-lo.

(@) Qual é a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?
(b) Qual é a probabilidade de o problema ser resolvido?
(c) Dado que o problema foi resolvido, qual é a probabilidade de que tenha sido resolvido

apenas por Pedro?

6. Sejam A e B eventos com probabilidade positiva de ocorrerem. Diga se as afirmacgdes a sequir

sdo possiveis de ocorrer.

(@) P(A) =P(B)=0,6, e A e B sao mutuamente exclusivos.

(b) P(A)=P(B) =0,6, e Ae B sao independentes.

Exercicios do Capitulo [2]

1. Um empreiteiro apresentou orcamentos separados para a execucdo da parte elétrica e da parte
hidraulica de um edificio. Ele acha que a probabilidade de ganhar a concorréncia da parte
elétrica é de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a parte hidraulica é de

3/4; caso contrario, essa probabilidade é de 1/3. Qual é a probabilidade de ele:

(a) ganhar os dois contratos? (b) ganhar apenas um? (c) ndo ganhar qualquer contrato?
2. A tabela ao lado apresenta dados de 1.000 ingressantes Cl
asse

de uma universidade, com informacdo sobre drea o ]

L. . Area Alta Média Baixa
de estudo e classe socio econdmica. Se um
aluno ingressante é escolhido ao acaso, determine a  Exatas 120 156 68
probabilidade de: Humanas /2 85 112

Biolégicas 169 145 73
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(@) Ser da classe econdmica mais alta.
(b) Estudar na drea de exatas.
(c) Estudar na area de humanas, sabendo que ele é de classe média.

(d) Ser da classe baixa, dado que estuda na area de bioldgicas.

Considere 3 urnas. A urna | contém 1 bolas brancas e 1 bholas pretas; a urna Il contém 2 bolas
brancas e 1 bolas pretas; e a urna lll contém 1 bola branca e 3 bolas pretas. Se uma bola é
selecionada de cada urna, qual a probabilidade da bola selecionada da urna | ser preta, dado

que exatamente duas bolas pretas foram selecionadas?

Considere uma urna com 15 bolas, entre as quais 10 sdo pretas. Uma amostra de tamanho 4
é retirada sem reposicdo. Qual é a probabilidade da primeira e da terceira bola serem pretas,

dado que na amostra temos exatamente trés bolas pretas.
Refaca o exercicio anterior supondo agora que as bolas sao retiradas com reposigéo.

Em uma comunidade, 53% das pessoas sdo mulheres, 35% das mulheres sédo casadas e 78%
das mulheres casadas trabalham com carteira assinada. Se um individuo for selecionado ao
acaso dessa comunidade, qual a probabilidade de ser uma mulher casada que nao trabalha com

carteira assinada?

Uma urna inicialmente contém 5 bolas brancas e 7 bolas pretas. Cada vez que uma bola é
selecionada, sua cor é anotada e ela é devolvida para a urna com mais duas outras bolas da

mesma cor.

(@) Qual a probabilidade de as duas primeiras bolas sorteadas serem pretas e as duas

seguintes serem brancas?

(b) Qual a probabilidade de entre as quatro primeiras bolas sorteadas, exatamente duas serem

brancas?

O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade de a inflacdo ficar abaixo
de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% é de 0,45 e acima de 4% é de 0,35. O Ministério acredita
que, com inflacdo abaixo de 3%, a probabilidade de se criar mais 200.000 empregos é de 0,06,
diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflacdo fique entre 3% e 4%; no entanto, com

inflacdo acima de 4%, isso é totalmente impossivel.

(@) Qual é a probabilidade de se criarem 200.000 empregos nesse ano?

(b) No ano seguinte, um economista estrangeiro constata que foram criados 200.000 empregos

novos. Qual é a probabilidade de a inflacdo ter ficado abaixo de 3%?

. Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana escreva a carta é %.

Uma vez a carta escrita, ela serd colocada no correiro. A probabilidade do correio ndo perder
uma carta postada é %. A probabilidade do carteiro entregar uma carta que nao foi perdida é

(9
também 10



2.4. INDEPENDENCIA DE EVENTOS 69

(@) Construa o diagrama de arvore representando o espago amostral deste problema.
(b) Calcule a probabilidade de Camila néo receber a carta.

(c) Dado que Camila nédo recebeu a carta, qual é a probabilidade de que Joana ndo a tenha

escrito?

10. Um aluno responde a uma questdo de multipla escolha com quatro alternativas, com uma sé
correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da questdo é de 30%. Se ele ndo
sabe a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”. Nao existe a possibilidade de

ele obter a resposta certa por “cola”.

(@) Qual é a probabilidade de ele acertar a questédo?

(b) Se o aluno acertou a questéao, qual é a probabilidade de ele ter “chutado” a resposta?

11. Em um restaurante a quilo, 48% dos clientes sdo homens. Dentre os homens, 30% comem arroz
integral e 70% comem outro tipo de acompanhamento. Para as mulheres, essas proporcoes
sdo de 65% e 35%, respectivamente. Na secao de grelhados, é possivel escolher entre carnes
brancas e vermelhas. Dentre as pessoas que comem arroz integral, 30% pedem carne vermelha,
65% carne branca e 5% ndo comem carne, independente do sexo. Todas as pessoas que nao
comem arroz integral comem algum tipo de carne, sendo carne vermelha escolhida por 70% dos

homens e 40% das mulheres.

(@) Calcule a proporcéo de clientes que comem carne branca.

(b) Acabou de chegar na secdo de grelhados um pedido de carne branca. Qual é a

probabilidade de que o cliente seja um homem?

(c) Os eventos “ser um cliente homem” e “escolher carne branca” sado eventos independentes?

Justifique a sua resposta.

12. Suponha um experimento com duas urnas, | e Il. A urna | possui 1 bolas branca e 3 bolas
pretas; jd a urna |l possui 1 bola branca e 1 bola preta. O experimento consiste em retirar
aleatoriamente um bola da urna | e coloca-la na urna Il, em seqguida uma bola da urna Il é

retirada e sua cor é observada.

(@) Determine a probabilidade da bola retirada da urna Il ser preta.

(b) Se a bola retirada da urna Il foi preta, qual a probabilidade de ter sido transferida uma

bola preta da urna | para a urna II?

(c) Os eventos “retirar bola preta da urna II" e “transferir bola preta da urna | para a urna II"

sdo eventos independentes? Justifique a sua resposta.

13. Em uma cidade, existem duas fabricas que produzem um determinado dispositivo eletronico.
Cada dispositivo produzido pela fabrica A é defeituoso com probabilidade 0,08, enquanto cada
um dispositivo produzido pela fabrica B é defeituoso com probabilidade 0,02. Suponha que
dois dispositivos sejam selecionados de uma mesma fabrica, que pode ser tanto da fabrica A
quanto da fabrica B, com mesma probabilidade. Se o primeiro dispositivo é defeituoso, qual a

probabilidade do segundo também ser?
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14.

15.

16.

17.

18.

CAPITULO 2. PROBABILIDADE CONDICIONAL

Sejam A e B eventos de um mesmo espaco amostral Q) tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Se

P(A€|B) = 1 verifique a veracidade das seqguintes afirmativas, justificando sua resposta.

(a) A e B sao independentes. (b) A e B sdo mutuamente exclusivos.

Uma comisséo de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5 alunas e 3 alunos. Sejam

0s eventos:

M; = “primeiro estudante sorteado é mulher”, M, = “seqgundo estudante sorteado é muther”.

(@) Construa um diagrama de arvore que represente o espaco amostral deste experimento,

indicando as probabilidades.
(b) Calcule P(My) e P(My).
(c) Verifique se My e M, sdo independentes.

Em um campeonato de natacdo, estdo competindo trés estudantes: Alberto, Bosco e Carlos.

Alberto e Bosco tém a mesma probabilidade de ganhar, que é o dobro da de Carlos ganhar.

(@) Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competicéo.

(b) Que hipotese vocé fez para resolver essa questdo? Essa hipotese é razoavel?
Sejam A, B e C eventos de um espaco de probabilidade tais que: (i) AN BN C = @; (ii)
P(An B) = P(Bn C); (i) P(A) = 1/3, P(B) =1/5 e P(C) = 1/4; (iv) A é independente de B e de
C. Calcule:

(@) P(A° N B); (b) P(Bn C); (c)P(A|BU C).

Na tabela abaixo temos a distribuicdo dos 80 funcionérios de uma empresa, de acordo com o

sexo e o nivel da carreira. Seleciona-se aleatoriamente um desses funcionarios.

Sexo

Nivel da carreira Masculino Feminino

Técnico - Nivel 1 18 22
Técnico - Nivel 2 15 10
Cerente 10 5

Qual é a probabilidade de que o funcionario sorteado seja um homem técnico de nivel 1?7
Qual é a probabilidade de que o funcionario sorteado seja do sexo feminino ou gerente?

(c) Se o funcionario sorteado é gerente, qual é a probabilidade de que seja uma mulher?

2?7

(e) Os eventos “ser do sexo masculino” e “ser técnico nivel 2" sdo independentes?

19. Sejam A e B eventos tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Diga se as afirmagées a sequir séo

verdadeiras ou falsas.

(@) Se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo eles sado independentes.

(b) Se A e B sdo independentes, entdo eles sdo mutuamente exclusivos.



Capitulo 3

Variaveis Aleatorias

Neste capitulo serd introduzido o conceito de varidvel aleatdria, que permite a modelagem
probabilistica de fendmenos da vida real. Associada a cada varidvel aleatdria estd sua funcao de

distribuicao, que serd também definida.

3.1 Variaveis aleatorias

Considere o experimento aleatério definido pelo sorteio de uma amostra de 20 funciondrios
de uma empresa que tem 500 funcionarios. O espaco amostral deste experimento é formado por
todas as amostras possiveis com 20 funcionarios da empresa. Como a ordem em que os funcionarios
sdo sorteados nao importa e ndo deve haver repeticdo de funcionarios em um sorteio, o néimero
total de tais amostras é (52000). Cada elemento desse espaco amostral é formado pela relacdo dos 20

funcionarios sorteados.

Em situacdes como essa, em geral, o interesse ndo estd nos funcionarios em si, mas, sim, em
alguma caracteristica destes funcionarios, por exemplo, sua altura, se tem curso superior ou néo,
nimero de dependentes etc. Dessa forma, poderiamos calcular, para cada amostra, a altura média
dos funcionarios, o nimero médio de dependentes, a proporcao de funcionarios com curso superior
etc. Entdo, a cada amostra possivel, ou seja, a cada ponto do espaco amostral associamos um numero.

Essa é a ideia de varidvel aleatdria.

Definicdao 3.1 Variavel aleatdria

Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Uma varidvel aleatoria X é qualquer fungdo X :

Q — R tal que
X'={weQ: XwelleF

para todo intervalo | C R, ou seja, X é tal que a imagem inversa de qualquer | C R é um evento

na o—dlgebra F.

71



72 CAPITULO 3. VARIAVEIS ALEATORIAS

Sendo assim, uma varidvel aleatéria é uma funcéo real (isto é, que assume valores em R)
definida no espaco amostral Q) de um experimento aleatdrio, ou seja, é uma funcdo que associa a

cada elemento de QO um ndmero real.

A convencao usual para representar uma variavel aleatdéria consiste em usar letras maidsculas
como X, Y etc. Um valor especifico, mas genérico, desta varidvel serd representado pela letra
minUscula correspondente: x, y etc. Por questdes de simplicidade, muitas vezes abreviaremos a

expressao varidvel aleatodria por “v.a.".

A imagem de uma varidvel aleatéria X , que representaremos por /Im(X), é de interesse
primordial no estudo do comportamento probabilistico de X, pois é o conjunto de valores que X

pode assumir. Veja os exemplos a sequir.

Exemplo 3.1
Considere o experimento que consiste em lancar trés vezes uma moeda e observar a sequéncia dos

resultados obtidos. Seja X a variavel aleatdria definida pelo niimero de caras nos trés lancamentos.

(@) Defina o es paco amostral Q) deste experimento.
(b) Determine X(w) para cada w € Q.
(c) Determine Im(X).

Solugao:
Para definir o espaco amostral, vamos representar por K a ocorréncia de cara em um lancamento e

por C, a ocorréncia de coroa.
(@) Q={KKK,KKC,KCK,KCC,CKK,CKC,CCK, ccc}.

(b) X(KKK) =3, X(KKC) =2, X(KCK) =2, X(KCC) =1, X(CKK) =2,
X(CKC) =1, X(CCK) =1, X(CCC) =0.

(c) Im(X) = {0,1,2,3}.
*

Exemplo 3.2  Jogo de dardo

Considere o experimento que consiste em lancar um dardo em um alvo
formado por quatro circulos concéntricos de raios 10, 20, 30 e 40, como
o da figura ao lado. Para esse experimento, defina duas varidveis
aleatérias X e Y: X é a distancia entre o dardo e o centro do alvo

e Y, a pontuagdo ganha no lancamento do dardo, indicada também na

figura. Defina um espaco amostral do experimento e determine /m(X)
e Im(Y).
Solucao:

Vamos supor que, se o dardo for lancado fora do alvo, o experimento é repetido. Nesse caso, podemos
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representar cada saida do experimento pelo ponto no plano que representa o local em que o dardo

foi lancado dentro do alvo. Assim o espaco amostral sera:

Q:{(i,j)| i2+j2§40]».

Lembre-se que 1/i2 + j2 é a distancia do ponto (i, j) a origem, isto é, ao centro do alvo. Como

a v.a. X é definida justamente pela distédncia entre o dardo e o centro alvo podemos concluir que,
Y (i,j) € Q X(i,j) = i+ j2 Além disso, a menor distancia possivel é 0 e a maior é 40, logo
0 < X(i,j) <40 e Im(X) =0, 40].

Jd a va. Y, que é definida pelos pontos ganhos, sé pode assumir os valores 40, 30, 20 ou 10,

de acordo com a pontuacdo indicada na figura. Entao Im(Y) = {10, 20, 30, 40}.

*»"

Exemplo 3.3

Considere o experimento de observar, diariamente, o nimero de recém-nascidos do sexo masculino

e do sexo feminino em uma certa maternidade. Para esse experimento, considere o evento A =

nasceram mais meninos que meninas em um dia.

(@) Defina um espaco amostral para o experimento.
(b) Defina o evento A a partir dos elementos de Q.
(c) Verifique que a funcéo /4, definida a sequir, é uma variavel aleatdria.
1 ,seweA
Ia(w) =
0 ,sewdgA
(d) Determine Im(la).
Solucao:
(@) Vamos representar cada elemento de Q por um par ordenado (x, y) em que x indica o nlimero

(b)

de nascimentos de bebés do sexo feminino e y o niimero de nascimentos de bebés do sexo
masculino. Como tanto x quanto y indicam uma contagem, ambos tém que ser nimeros naturats.
Logo, Q = {(x, y) : (x,y) € N?}.

O evento A é definido pelo subconjunto de Q) tal que cada elemento representa mais nascimentos
de meninos do que de meninas. Por exemplo, {(0,1),(2,4),(1,3)} c Ae {(5,2),(0,0),(1,0)} £ A.
Podemos entéo definir A= {(x,y) € N* | x < y}.

Na figura a sequir, representamos o espaco amostral, bem como o evento A, que é formado

pelos pontos acima da reta y = x, e seu complementar A, que é representado pelos pontos

sobre e abaixo da reta y = x.
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(c) Para verificar que 4 é varidvel aleatéria, é preciso verificar que a imagem inversa de qualquer
intervalo /| € R pertence & o-algebra do conjunto das partes F = 2. Seja / C R um intervalo
qualquer. Se 0 € I e 1 € [, entédo If(l) =QeF. Se0¢&¢/eldl entdo /;1(1) =20 F. Se
0¢& /el el entdo /;1(I) =AecF. . Se0ecleld¢l entdo l;1(l) = A® € F. Logo, I4 é variavel

aleatéria.

(d) Im(la) = {0,1}.
*

A funcéo /4 definida no Exemplo 3.3] é chamada de fungdo indicadora do conjunto A. Sempre
que A for um evento da o-algebra, I4 serad varidvel aleatdria. Nesse caso, I4 indica a ocorréncia, ou

nao, do evento A. Veja esse resultado no proposicéo a sequir.

Proposicao 3.1  Variavel aleatdria indicadora

Seja A um evento qualquer no espaco de probabilidade (Q, F, P). Entdo, a funcdo |4 definida por

1 ,seweA
Ia(w) =
0 ,sewdA

é uma varidvel aleatéria. Chamamos |4 de varidvel aleatéria indicadora (ou v.a. dummy, ou v.a.

bindriay).

Demonstracgao:
Para mostrar que /4 é variavel aleatéria precisamos mostrar que l;1(/) € F qualquer que seja | C R.
Para isso vamos analisar os diferentes casos a sequir. Veja que qualquer / C R é representado por

um dos quatro casos listados.

Seja /tal que 0 & I e 1 & I. Veja que l;1(/) =feF.

Sejaltalque 0 & /e 1 € /. Veja que /;1(I) = A € F, uma vez que, por hipotese, A € F.

Seja /talque 0 € I e 1 & I. Veja que l;1(/) =A‘e F,poisse AcF = A e F.

Seja I talque 0 € [ e 1 € 1. Veja que I;' () =Q € F.
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Exercicios da Secao

1. Considere o sequinte experimento: dispositivos eletronicos sdo selecionados, de forma
sequencial e ao acaso, e testados até que seja encontrado um cujo tempo de funcionamento
seja menor que 10 minutos; nesse momento o experimento é encerrado. Em cada item a sequir
uma variadvel aleatéria é definida baseada neste experimento. Para cada uma delas defina a
sua imagem e, em seqguida, diga se essa imagem é um conjunto finito, infinito e enumeravel ou

ndo-enumeravel.

(@) X é o niimero de dispositivos testados.

b) Y é o ndmero de dispositivos que duraram mais de 30 min, entre todos os testados.

(
(

d

c) Z é o maior tempo de funcionamento (em minutos) entre os dispositivos testados.
) W éigual a 1 se foram testados mais de 100 dispositivos e 0 caso contrario.

(
(

e) Defina uma outra v.a., indique a sua imagem e classifique-a como discreta ou néo.

3.2 Funcao de distribuicao

Seja X uma varidvel aleatéria definida no espaco de probabilidade (QQ, F,P). Veja que, pela

propria definicdo de variavel aleatéria, qualquer que seja o intervalo / C R,
E={we Q]| Xw)el} (3.1)

é um evento e, assim, P(E) esta bem definida, ou seja, podemos calcular P(E). Por abuso de notacao,

costuma-se escrever essa probabilidade da seguinte maneira,
PEE)=P{we Q| X(w) el})=PX e,
que é a probabilidade de X assumir valores no intervalo /.

Em particular, podemos escolher o intervalo / = (—oo, x], qualquer que seja x € R. Nesse caso,
P(E) = P(w € Q| X(w) € (—o0,x]) = P(X < x). Conhecida a P(X < x) para todo x € R é possivel
calcular a probabilidade de qualquer evento E definido pela Equacéo uma vez que qualquer
intervalo da reta pode ser definido como unido ou intersecao de intervalos do tipo (—oo, x]. Isso torna

a definicéo a sequir bastante importante.

Definicdo 3.2  Funcéo de distribuicao
Dada uma varidvel aleatéria X, a fungéo de distribuicdo de X, ou fungdo de distribuigéio
acumulada, é definida por

Fx(x) =P (X < x) VxeR.

E interessante notar que a funcdo Fx estd definida para todo néimero real x, independente dos
valores que a varidvel aleatdéria X possa assumir. Além disso, vale notar, também, que Fx : R — [0, 1].

Outras propriedades da funcéo de distribuicdo sédo dadas a sequir.
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Proposicao 3.2 Propriedades da Funcao de Distribuicao
Seja Fx a fungdo de distribuicéo de alguma varidvel aleatéria X. Entéo Fx satisfaz as seguintes

propriedades.

Fi. lim Fx(x)=1e lim Fx(x)=0.

X—0Q

Fo. Fx é fungdo néo decrescente, isto é, se a < b = Fx(a) < Fx(b) .

F3. Fx é funcéo continua & direita, isto é, Fx (b)) £ /l'L|101+ Fx (b+ h) = Fx (b).
h—

Demonstracao:

F1. Para demonstrar essa propriedade vamos aplicar a continuidade da probabilidade, vista na
Proposicao
Veja que lim Fx (x) = lim P(X < x) = lim P(X < xy), para uma sequéncia x, T co. Nesse caso
X—0Q X—0Q n—oQ
a sequéncia de eventos {X < x,} 1T Q, logo, pela Proposicéao lim P(X < x,) = P(Q) =1.

n—oQ
De forma andloga, lim Fx(x) = lim P(X < x) = lim P(X < x;,), para uma sequéncia x, |
X—>—00 X—>—0Q n—oQo
—o0. Nesse caso a sequéncia de eventos {X < x,} | @, logo, pela |3|‘0|Joslgéo lim P(X <
n——oQ
xp) = P(@) = 0.

F,. Se a < b, entdo o evento {X < a} C {X < b} e, portanto, pela Propriedade da Proposicao
P(X < a) < P(X < b), ou seja, Fx (a) < Fx (b).

F3. Seja b € R e h, uma sequéncia real tal que h, | 0, isto é, h, > 0 e h, — 0. Podemos
entdo escrever, Fx (b*) = Ili|101+FX (b+h) = hl'mo1+ P(X<b+h)= lim P(X<b+h,). Como a
sequéncia de eventos {X < b+ h,} | {X < b}, pela Proposicéo lim P(X < b+ h,) =

P(X < b) = Fx(b).

O

Conhecendo a funcéo de distribuicdo de uma varidvel aleatdria, é possivel calcular a
probabilidade de que essa varidvel aleatdria pertenca a qualquer intervalo da reta, conforme

ilustraremos no Exemplo [3.4]

Exemplo 3.4 Calculo de probabilidades a partir da funcao de distribuicao
Sejam X uma v.a. e Fx a sua funcdo de distribuicdo. Sejam a e b nimeros reais tais que a < b.

Reescreva as probabilidades a sequir em termos de Fy.

(a) P(X <a) (b) P(X > a) (c) Pla<X<b) (d) P(X =a)
(e) P(X<a) )y PX>a) (g) Pla <X < b) (hy P(a <X <b)
Solucéo:

A ideia é transformar o evento para o qual queremos calcular a probabilidade em um evento do tipo
{X < ¢}, pois nesse caso sabemos que P(X < ¢) = Fx(c). Para isso vamos usar as propriedades da
probabilidade (Proposicéo [1.2).
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(@) P(X < a) = Fx(a).
(b) PX>a)=1—P(X <a)=1- Fx(a).

(c) Pla <X <b)=P{X<b}n{X>a})
{X<b}n{X<a}9)

(d) PX=a)=P{X<a}n{X>ada})

{X<a}n{X < a}9

{X<a} —P{X <a}n{X<a})
a) — P(X < a)

P
P

P

(
(
(
(X

= Fx(a) — Fx(a™) (tamanho do salto em a).

(e) {X<a}={X<a}U{X=a} (eventos mutualmente exclusivos)

P(X < a) =P(X < a) + P(X = a)
P(X < a) = P(X < a)— P(X = a) = Fx(a™).

() PX>a)=1-P(X < a)=1—Fx(a).

(g) Pla < X <b)=P{X <b}n{X>a})

PH{X < b} n{X < a})

P(X < b) — P({X < b} N {X < a})
P(X < b)—P(X < a)

Fx(b™) — Fx(a).

(h) P(a < X < b) = P({X < b} n{X > a})
=P{X < b} n{X < a})

(X <b)—PH{X <b}n{X < a})
(X < b)—P(X < a)

Il
_U
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O Exemplo [3.4] acima nos mostra que, conhecendo a fungdo de distribuicdo de uma

variavel aleatdria, podemos calcular qualquer probabilidade envolvendo essa variavel.

Ou seja,

o comportamento de uma varidvel aleatdria fica perfeitamente determinado pela sua funcao de

distribuicao.

Exemplo 3.5

Considere o experimento que consiste em lancar uma moeda e observar a face superior.

Para esse
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experimento, seja X a v.a. indicadora da ocorréncia da face cara, isto é,

1 , se sair cara;
X = .
0 , se sair coroa.

Encontre a funcdo de distribuicdo de X e esboce seu gréfico.

Solucao:
Queremos encontrar Fx(x) = P(X < x) V x € R. Note que Im(X) = {0,1},

@ @
0

Assim, vamos analisar Fx(x) para valores de x separadamente nos conjuntos (—oo,0), {0}, (0,1), {1}

e (1,00). Primeiro, veja que, se x € (—o0,0),

f @ @
0

entdo X ndo pode assumir valores menores que x, pois todos os elementos de /m(X) estdo a direita

de x na reta acima. Entdo Fx(x) = 0 sempre que x < 0.

Esex=0? Fx(0)=P(X <0)=P{X <0}U{X=0})=P(X<0)+P(X=0)=0+P(X =

0) = P(sair coroa) = 1/2.

Vejamos, agora, a situacdo em que x € (0,1).

A Unica possibilidade de X assumir valores menores que x é quando X = 0, conforme ilustrado acima.

Entdo Fx(x) =P(X <x)=P(X =0)=1/2 sempre que 0 < x < 1.
Sex=1,Fx(1)=P(X <1)=P({X =0} U {X =1}) = P(sair cara ou coroa) = P(Q) = 1.

Para terminar, considere x > 1, isto é, x € (1, c0).

@ @
0

Nesse caso Fx(x) = P(X < x) = P({X =0} U {X = 1}) = P(sair cara ou coroa) = P(Q) = 1.

Concluindo, apresentamos, a sequir, a funcdo Fx e seu grafico, que é uma funcao escacl com

D~

dois pontos de descontinuidade, x = 0 e x = 1, correspondentes a /m(X). Nesses pontos, Fx

D~

continua a direita, mas descontinua a esquerda e a altura do degrau (veja as linhas pontilhadas)

"Uma funcédo escada é aquela que pode ser escrita como combinacao linear finita de funcdes indicadoras de intervalos,

ou mais informalmente, é uma fungédo constante por partes com nimero finito de partes.
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Fx(x)—Fx(x™) que, conforme visto no Exemplo[3.4} ¢ P(X = x). Sendo assim, a altura dos dois degraus
nos dad P(X =0) = Fx(0) — Fx(07)=0,5-0=0,5e P(X=1)=Fx(1) = Fx(17)=1-0,5=0,5.

1r —_—
0 , se x <0;

Fx(x)=9 12 ,se0<x<T1; 05} — |
1 , sex>1.

9 —0 B

*»"

Exemplo 3.6
Considere o experimento e a v.a. descritos no Exemplo 3.1} Encontre e esboce o gréfico da fungéao
de distribuicdo de X, definida como o nimero de caras observadas em 3 lancamentos de uma moeda

honesta.

Solucao:

Ja vimos que Im(X) = {0,1,2,3}. Vamos, primeiro, determinar Fx(x) para x € (—oo, 0).

f L @ ® L
X 0 1 2 3

Como no exemplo anterior, se x < 0, a v.a. X ndo pode assumir valores menores ou iguais a x, e,
portanto, Fx(x) = P(X < x) = 0. Jad se x =0, temos Fx(0) = P(X < 0) = P{X <0}u{X=0}) =
P(X < 0)+ P(X = 0) = P(X = 0) = P({KKK}) = 1/8.

Vejamos, agora, o caso em que x € (0, 1).

°® % °® ° °®
0 X 1 2

Temos que Fx(x) = P(X < x) = P(X < 0)+P(0 < X < x) = P(X < 0)+0 = Fx(0) = P{KKK}) = 1/8.
Jase x =1, temos Fx(1) = PX < 1) = PX < 1)+ PX =1 =P(X =0)+P(X =1) = 1/8 +
PU{KKC,KCK,CKK}) = 4/8 = 1/2.

Suponha, agora, x € (1, 2).

°® ° % °® °®
0 2 3

Entdo, Fx(x) = P(X < x) = PX < 1)+ P(1 < X < x) = 4/8+0 = 1/2. J& se x = 2 temos
Fx(2) =P(X <2)=P(X < 2) + P(X =2) = 4/8 + P{KKC, KCK, CKK}) = 7/8.

De maneira andloga, se x € (2, 3),
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@ @ @ @
0 2 3

Fx(x) =PX < x)=PX <2 +PR<X<3)=7/8+0=7/8 Jadsex=3, Fx(3) = P(X < 3) =
P(X < 3)+P(X =3)=7/8+ P{KKK}) = P(Q) = 1.

Para terminar, se x € (3, )

@ @
0

N @
we

Fx(x) =P(X<x)=P(X<3)+PB<X<x)=1+0=PQ)=1.

Concluindo, apresentamos a funcéo Fx e seu grafico. Novamente, temos uma funcéo escada,
com pontos de descontinuidade em x € Im(X) e o tamanho dos degraus corresponde a probabilidade

de cada um desses pontos:

1 1

PX=0)=-—0=-

( ) 3 3

1 1 3

(¥ — 1) — — — _ — >

|(X—1)—2 3 3

7 1 3

DY — )y — - - >

PX=2=8-"2"%

7 1

PX=3)=1—=-=—

( ) 53

17 T
7181 — |
'0 , se x <0;
118 ,se0<x<1; 12} —_— B
Fx(x)=1 1/2 ,se1<x<2;

7/18 ,se2<x<3; 18 —_— |
1 , se x > 3. O_f | | | :
) 1 0 1 2 3 4

*»"

Exemplo 3.7
Considere o experimento de sortear, de forma aleatdria, um ponto no intervalo (0, 1) e defina X como

sendo o ponto sorteado. Encontre a funcdo de distribuicdo de X.

Solugéo:
Veja que Im(X) = (0,1). Entao, se x < 0, P(X < x) =0, pois ndo é possivel sortear nimeros menores
ou iguais a 0. Para x € (0,1) qualquer, P(X < x) = xesex > 1, P(X < x) =1, pois todos os niimeros

possiveis de serem sorteados sdo menores ou iguais a 1.
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Assim, a funcado de distribuicdo Fx é definida por:

0 ,sex<0;
Fx(x) = x ,se0<x<0;
1 ,sex>1.

Note que Fx é continua Yx € R e, portanto, P(X = x) = Fx(x) — Fx(x™) = 0.

Exemplo 3.8
Seja X a v.a. que representa o tempo de vida (em dias) de um dispositivo elétrico. Suponha que

0 X <0
1—e 20 x>0.

(a) Esboce o grafico da funcéo Fyx e verifique as propriedades da funcdo de distribuicdo para Fx
(Proposigéo [3.2).

(b) Calcule a probabilidade de o dispositivo durar mais de 30 dias.

(c) Calcule a probabilidade de o dispositivo durar 10 dias.

(d) Calcule a probabilidade de o dispositivo durar entre 10 e 30 dias.

(e) Suponha que o dispositivo esteja em funcionamento ha 10 dias. Qual a probabilidade de seu

tempo de vida ultrapassar os 30 dias?
Solugao:

(@) O grafico de Fx é apresentado na Figura As propriedades seguem diretamente das
propriedades da funcdo exponencial, que podem ser vistas no grafico: os limites de Fy quando

X — —o0 e x — 400 sao 0 e 1, respectivamente; Fx é continua e nao decrescente.
(b) O dispositivo durar mais de 30 dias equivale a X > 30.

PX>30)=1-P(X<30)=1—Fx(30)=1— (1 — e—30/20) =e 32 =0,2231

(c) P(X =10) = Fx(10) = Fx(107) = Fx(10) = Fx(10) =0

Fx continua
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Figura 3.1 — Fx para o Exemplo

(d) O dispositivo durar entre 10 e 30 dias equivale a 10 < X < 30.

P(10 < X < 30) = P(X < 30) — P(X < 10) = P(X < 30) —[P(X < 10) — P(X = 10)]
= Fx(30) — [Fx(10) — 0] = Fx(30) — Fx(10)
=1—e 3020 _q 4 o7 10/20 _ =12 _ o312 — 0 6065 — 0,2231 = 0, 3834

(e) Se o dispositivo ja esta funcionando ha 10 dias, isso significa que temos que ter X > 10. Como
o problema pede a probabilidade de funcionar mais de 30 sabendo que jé estad funcionando ha

10 dias, temos que calcular uma probabilidade condicional, ou seja,
P({X > 30} n{X > 10}) _ P(X>30)  1-P(X<30)

P(X > 10) T P(X>10) 1-P(X<10)
11— Fx(30) _ e 3020

P(X > 30| X > 10) =

—1
= = = =0,3679
1— Fx(10) _ e-10/20 — ©
*
Exemplo 3.9
Seja X uma v.a. cuja funcdo de distribuicéo é definida por:
(0 x<—1;

15 ,—1<x<1;
Fx(x) =<9 2/5 ,(1<x<2;
4/5 ,2<x< 4
1 ,x > 4.

(a) Esboce o grafico da funcéo Fyx.
(b) Verifique que sao validas as propriedades da funcéo de distribuicdo dadas na Proposicéo [3.2]
(c) Calcule: P(X >0), P(X=0), P(X=2),P(X<2),P0<X<4)ePX>0|X<2).

Solucao:
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Figura 3.2 — Fx para o Exemplo

(a) Veja a Figura[3.2]
(b) Da Figura 3.2 podemos ver que Fx satisfaz as propriedades de uma fungéo de distribuigéo.

(c) PX>0)=1-P(X<0)=1-Fx(0)=1-=1/5=4/5.

P(X =0) = Fx(0)— Fx(07) =1/5—1/5 =0, pois ndo ha descontinuidade no grafico de Fx

em x = 0.

P(X =2)= Fx(2)— Fx(27) =4/5—2/5 = 2/5, que é o tamanho do degrau no grafico de

Fx em x = 2.

PIX<2)=P(X<2)—P(X=2)=Fx(2)—P(X =2)=4/5—2/5=2/5.

PO<X<4)=PX<4-—PX<0)=PX<4—PX=4)—PX<0)
= Fx(4) — (Fx(4) — Fx(47)) — Fx(0) =1 — (1 —4/5) = 1/5 = 4/5—1/5 = 3/5

PX>0}n{X<2}) _PO<X<2

PX>0|X<2) =

PX < 2) PX < 2)
_PX<2)-PX<0) _ Fx@d—Fx(0) _45-15 _,,
P(X < 2) Fx2 —  (4B)

*»"

Exercicios da Secao

1. Considere o experimento de lancar um dado duas vezes. Seja X a variavel aleatdria definida

pelo nimero de saidas iguais a seis.

(@) Defina Im(X).

(b) Encontre a funcéo de distribuicdo Fx e esboce seu gréfico.

Seja Y a varidvel aleatdria definida pela soma nos dois dados.
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(c) Defina Im(Y).

(d) Encontre a funcao de distribuicdo Fy e eshoce seu grafico.

2. Seja W variével aleatéria cuja funcao de distribuicéo é definida por:

~

0,0 , w< =2
0,2 , -2<w<(;
Fww)=4 0,5 ,0<w<2;
0,9 ,2<w<3
1 , w > 3.

(a) Esboce o grafico de Fyy.
(b) Verifique que as propriedades da funcao de distribuicao sao satisfeitas.

(c) Calcule P(W > 2), P(W =2), P(W < 2), P(W =1) e P(W < 2| W > 1).

3. Seja X variavel aleatdria cuja funcéo de distribuicéo é definida por:

0 , x < —1;
1 3—
Fx(x) = W 1<x<1;
1 , x> 1.

(a) Esboce o grafico de Fx.
(b) Verifique que as propriedades da funcao de distribuicao sao satisfeitas.

(c) Calcule P(X < 0), P(=1/2< X <1/2),P(X=0)e P(X >1/2| X > 0).
4. Seja Y variavel aleatdria cuja funcéo de distribuicdo é definida por:

eY/4 , Yy <O0;
Fy(y)=1 1/2 ,0<y<1;
3y/By+1) gy =1
(a) Esboce o grafico de Fy.

(b) Verifique que as propriedades da funcao de distribuicao sao satisfeitas.

(c) Calcule P(Y =0), P(Y <1/2), P(Y >1),PR< Y <3)eP(Y>2]|Y<3)

3.3 Classificacao de variaveis aleatorias

As variaveis aleatdrias podem ser classificadas como discreta, continua, singular ou mista.
Neste curso, por se tratar de um curso introdutdrio da Teoria das Probabilidades, estudaremos

apenas as variaveis discretas e continuas.

Definicao 3.3  Variavel aleatéria discreta

Uma varidvel aleatéria X é classificada como discreta se a sua imagem é um conjunto finito ou

enumerdvel.




3.3. CLASSIFICACAO DE VARIAVEIS ALEATORIAS 85

Nos Exemplos e[3.3] as varidveis X e /4 sdo discretas. Em ambos os casos, a imagem delas
é finita. Também no Exemplo [3.2] (problema do dardo) a varidvel Y, definida pela pontuagdo ganha, é
uma variavel aleatédria discreta com imagem finita, mas a variédvel X, definida pela distancia entre o

dardo e o centro, ndo é varidvel aleatodria discreta.

Para ilustrar o caso de uma varidvel aleatdria discreta com imagem infinita e enumeravel,
considere o experimento de lancar um dado até sair a face 6. Se X é a variavel definida pelo nimero
de lancamentos desse dado, entdo /m(X) = {1,2,3,...}, um conjunto infinito, porém enumerévelﬂ

Logo, a varidvel aleatéria X é discreta.

A funcdo de distribuicao de uma varidvel aleatdria discreta sempre serd uma funcdo escada
e isso caracteriza claramente uma variavel aleatédria discreta. Os pontos de descontinuidade dessa
funcéo escada correspondem aos pontos da imagem da variavel aleatdria e a altura do degrau em
x € Im(X) é exatamente P(X = x). Reveja o Exemplo e verifique essas caracteristicas no grafico

de F)(.

Exemplo 3.10 Nota média de dois alunos
Um curso tem cinco alunos com coeficiente de rendimento (CR) superior a 8,5. Os CRs desses alunos
sdo: 8,8; 9,2; 8,9; 9,5; 9,0. Dentre esses cinco alunos, dois seréo sorteados para receber uma bolsa

de estudos.

(@) Designando por A, B, C, D, E os alunos, defina um espaco amostral para o experimento definido

pelo sorteio dos dois alunos que receberéo a bolsa de estudos.
eja X a variavel aleatdria que indica o médio dos alunos sorteados.
S X [ aleat I CR lio d L tead

(b) Defina Im(X).
(c) Classifique X como variavel aleatdria discreta ou ndo. Justifique sua resposta.
(d) Liste o evento {X > 9,0}, isto é, apresente os elementos de Q que pertencem a esse evento.
(e) Apresente a funcéo de distribuicdo de X.
(f) Calcule P(X > 9).
Solucao:

(@) Note que nao importa a ordem em que os alunos sdo sorteados; logo, #(Q) = (g) = 10. Mais

especificamente,

Q = {(A B).(A ). (A D), (A E), (B, C), (B, D), (B, E),(C, D), (C, E), (D, E)}

(b) Na tabela a sequir, temos os valores de X para cada w € Q.

2Um conjunto A é enumerdvel se existe uma funcéo bijetora entre A e o conjunto N dos niimeros naturais.
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w X(w) w X(w)
(A, B) | 88492 — 9,00 || (B,D) | 9,35
(A, C) 8,85 (B,E) | 9,10
(A, D) 915 (C,D) | 9,20
(A, E) 8,90 (C,E) | 895
(B, C) 9,05 (D,E) | 9,25

Logo, Im(X) ={8,85, 8,90, 8,95, 9,00, 9,05, 9,10, 9,15, 9,20, 9,25, 9,35}

(c) Como Im(X) é um conjunto finito, em particular tem 10 elementos, podemos dizer que X é

variavel aleatdria discreta.
(d) {X > 9} = {(A, B), (A D), (B, C),(B,D), (B, E).,(C, D), (D, E)}

(e) Como todos os pontos do espaco amostral sdo equiprovaveis (o sorteio é aleatdrio), podemos
afirmar que P(w) = 1/10 para qualquer w € Q. Usando as propriedades da funcdo de
distribuicdo de varidveis aleatdrias discretas (jd sabemos que é uma funcao escada) podemos

concluir que:

-

0 , se x < 8, 85; ‘
110, se 8,85 < x < 8,90; ool ]
2/10 , se 8,90 < x <« 8,95; 08l — |
3/10 , se 8,95 < x < 9,00; 07} — 1
410 , 59,00 <x<9,05 oo —r |
Fx(x)=14 5/10 , se9,05< x < 9,10; 0.4 — |
6/10 , se 9,10 < x < 9,15; ol |
7110 , se 9,15 < x < 9,20; 01— |
8/10 , se 9,20 < x < 9,25; — B
9/10 , se 9,25 <x< 9, 35; 8.85 89 895 9 9.05 9.1 9.15 9.2 9.2 9.35
L 1 , se x >9,35.

(f) Podemos calcular P(X > 9) pela funcéo de distribuicdo (veja o Exemplo ou pela listagem

dos elementos do evento {X > 9}.
Pela funcéo de distribuicao,

3 7
D — — P = — ) = —_— = —
P(X 2 0)=1-P(X<9)=1~Fx(9)=1~5 =5

Pela listagem do evento {X > 9},

P(X > 9) = P[(A, B), (A, D), (B, C),(B,D),(B,E),(C,D),(D,E)] = 7 x 110 = %

*»"

Vamos, agora, apresentar a definicdo de varidvel aleatéria continua a partir de caracteristicas

da sua funcao de distribuicdo. No entanto, a definicdo mais usual serd apresentada no Capitulo
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Definicao 3.4  Variavel aleatodria continua
Uma varidvel aleatéria X é classificada como continua quando a sua fungdo de distribuigéo é

uma funcéo absolutamente continua.

E importante notar que os termos funcéo absolutamente continua e fungao continua néo tém
o mesmo significado ou definicdo. Toda funcdo absolutamente continua é continua, mas a reciproca

nao é verdadeira.

Para facilitar o entendimento de variaveis aleatérias continuas no contexto de um primeiro
curso de Probabilidade, usaremos o resultado apresentado na Proposicédo [3.3] para verificar se uma

funcéo é absolutamente continua.

Proposicao 3.3

Se F é uma fungdo
(i) continua em R;
(ii) diferencidvel em R, exceto em um conjunto finito de pontos,

entdo F é absolutamente continua.

Demonstragao:

A demostracéo desta proposicao sera omitida. O

Entéo, combinando os resultados da Definigéo[3.4]e da Proposicao [3.3] podemos afirmar que, se
a funcao de distribuicdo Fx de uma variavel aleatdria X satisfaz as condicdes (i) e (ii) da Proposicéo
[3.3] entdo X é variavel aleatéria continua. Mas se Fx ndo satisfazer as condigées (i) e (ii), nao
podemos afirmar que X ndo é continua, ou seja, existe varidvel aleatdéria continua cuja funcéo de

distribuicdo F nao satisfaz a condicéo (ii). Mas esses casos nao seréo tratados nesse curso.

Nos Exemplos e 3.8 as varidveis aleatérias definidas sao continuas. Veja que em ambos
os exemplos a funcao de distribuicdo Fx é continua. Além disso Fx sé néo é diferencidvel em um
conjunto finito de pontos: no Exemplo Fx s6 néo é diferenciavel em dois pontos, x =0e x =1, e

no Exemplo 3.8 a fungdo F, sé néo é diferenciavel no ponto x = 0.

Exemplo 3.11 Calculo de probabilidades de v.a. continuas a partir da funcao de distribuicao
Vimos, no Exemplo como calcular probabilidades de qualquer varidvel aleatéria a partir da sua

funcéo de distribuicdo. Vamos explicitar, agora, esses calculos para uma variével aleatdria continua.

Solucao:

O importante a notar é que, se X é variavel aleatéria continua, entdo sua funcéo de distribuicdo é uma
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funcdo absolutamente continua e, portanto, continua. Isso significa que Fx(a™) = Fx(a), qualquer

que seja a € R. Sendo assim, a principal mudanca nos resultados vistos é:
P(X =a)= Fx(a)— Fx(a")=0
e isso nos leva as seqguintes equivaléncias (admita que a < b):

P(X < a)=P(X <a)= Fx(a)
P(X >a)=P(X>a)=1- Fx(a)
Pla <X <b)=Pla< X<b)=Pla<X<b)=Pla <X <b)=Fx(b)— Fx(a)

*»"

J& vimos que o comportamento de uma variavel aleatéria fica perfeitamente determinado pela
sua funcdo de distribuicdo. Além de calcular probabilidades envolvendo a variavel aleatdria em
questao, podemos, também, através do conhecimento da funcao de distribuicdo, encontrar a imagem
da variavel aleatdria. No caso de X ser uma varidvel aleatdria discreta, a imagem de X é formada
pelos pontos de descontinuidade de Fx. Se X é varidvel aleatdria continua, a sua imagem é formada

pelos pontos do dominio de Fx onde esta funcdo é estritamente crescente, ou seja, ndo constante.

Exemplo 3.12

Dada a funcao

-

0 ,x <1
12, 1<x<?2
Fix)=14 k ,2<x<3
3/4, 3<x<4

k1 ,x >4

em que k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F seja a funcdo de

distribuicdo de uma variavel aleatéria discreta X. Em sequida, determine a imagem de X.

Solucao:

Como a funcéo de distribuicdo de qualquer v.a. X tem que ser uma funcdo nédo decrescente, concluimos
que k tem que ser maior ou igual a % Pela mesma razéo, k tem que ser menor ou igual a % Dessa
forma, os possiveis valores de k pertencem ao intervalo [%%] Os valores possiveis da va. X

correspondem aos pontos de descontinuidade da funcéo F(x). Logo, se k € (%%) entdo Im(X) =
1
{1,2,3,4}. Se k = 5 Im(X)=1{1,3,4} ese k = % Im(X) ={1,2,4}
*»

Exemplo 3.13

Dada a funcéo
0 , x <0
X212 ,0<x<1
kx  ,1<x<2
1 X > 2
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em que k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F seja a funcdo de

distribuicdo de uma variavel aleatédria continua X. Em sequida, determine a imagem de X.

Solucao:

Para que F seja funcao de distribuicao de uma varidvel aleatéria continua é necessario que F seja

absolutamente continua; em particular, F tem que ser continua. Para que isso ocorra, o valor de k

tem que ser tal que lim F(x) = lim F(x) e lim F(x) = lim F(x). Isto é 1/2 =k e 2k =1, ou seja,
x—1- x—1t x—2- x—2t

k =1/2. A imagem de X é Im(X) =0, 2], intervalo em que Fx é estritamente crescente.

*»"

Para terminar esse capitulo, vejamos um exemplo de uma variédvel aleatéria que nédo é nem

discreta nem continua.

Exemplo 3.14

Seja X varidvel aleatdria com funcéo de distribuicao definida por:

0 ,x<©0
Fx(x)=49 x ,0<x<1/2
17 ,x>1)/2

(a) Faca o grafico de Fx.

(b) Verifique que Fx é funcao de distribuicéao.

(c) Calcule P(X > 1/3), P(X =1/4) e P(X = 1/2).

(d) Verifique que X néo é variavel aleatdria discreta.
(e) Verifique que X néo é variavel aleatdria continua.

Solucao:

(@) Segue o grafico de Fy.

T
1 —_—
121 i
0 -
Il Il
0 05

(b) Para verificar o que se pede precisamos verificar as propriedades da Proposigao [3.2]

e Primeiro veja, pelo gréfico, que lim Fx(x)=1e lim Fx(x)=0.
X—0Q X——0Q
e Podemos ver que Fx é funcao crescente no intervalo (0,1/2) e constante no restante da

reta. Entdo Fx é funcdo nao decrescente.
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e O Unico ponto de descontinuidade de Fx é o (1/2,1/2). Precisamos, entdo, mostrar que
nesse ponto Fx é continua a direita.

Seja {x;} uma sequencia tal que x; = 1/2 e x; < 1/2, isto é, {x;} é uma sequéncia que
converge para 1/2 pela direita, entdo Fx(x;) = 1V i. Logo a sequéncia {Fx(x;)} é constante
e igual a 1 e porisso Fx(x;) = 1 = Fx(1/2). Assim mostramos que Fx é continua a direita
em 1/2.

(c) PX>1/3)=1—Fx(1/3) =1-1/3=2/3.
P(X =1/4) = Fx(1/4) — Fx(1/47) = 0. Nao existe salto no grafico de Fx em x = 1/4.
P(X =1/2) = Fx(1/2) — Fx(1/27) = 1/2. O tamanho do salto no grafico de Fx em x =1/2 é 1/2.

(d) Podemos ver Fx nédo é constante apenas no intervalo [0, 1/2). Logo, Im(X) =[0,1/2). Como esse

nao é um conjunto enumeravel, X nao é varidvel aleatéria discreta.

(e) Podemos ver, pelo grafico, que Fx nao é continua e, portanto, ndo é absolutamente continua.

Logo, X também nao é varidvel aleatodria continua.

*»"

Exercicios da Secéo [3.3]

1. Para as varidveis aleatdrias W, X e Y dos Exerc[cios— respectivamente, da lista de exercicios

para a Secédo 2.2, faca o que se pede.

(@) Determine a imagem da varidvel aleatéria.

(b) Classifique a variavel aleatéria como discreta, continua ou nem discreta e nem continua.

Exercicios do Capitulo [3]

1. Apresente a expressdo e o esboco do grafico da funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria

X que pode assumir os seguintes valores com as seguintes probabilidades:

PX=10)=0,5 , P(X=15=0,4 e P(X=18)=0,1.

2. Considere o experimento de lancar uma moeda 3 vezes.

(@) Defina um espaco amostral para esse experimento.

(b) Determine a probabilidade associada a cada elemento do espaco amostral.

Para esse experimento considere a varidvel aleatéria X como a diferenca entre o niimero de

caras e o niimero de coroas.

(c) Defina Im(X) e classifique X como v.a. discreta ou ndo.
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(d) Encontre a funcéo de distribuicdo de X e esboce seu grafico.

3. Em cada item a sequir apresenta-se a funcéo de distribuicdo de alguma varidvel aleatdria.
Para cada uma delas, faca o sequinte: (i) Defina Im(X); (ii) Diga se X é discreta ou néo,

justificando sua resposta; (iil) Diga se X é continua ou ndo, justificando sua resposta.

[0 , X < =3; rO <0
, X ’
13 , —3<x< =2
(@) F(x) =1 23 et (b) Fx)=4 x ,0<x<1;
1 ’ >; ’ 1, x>1
x> 1. S
(0o <0 r0 , X <0
, X ’
0,2 ,0<x<1/3
3 ,0< x < 1; N
(© F(x) =1 X+HB 1<i<2 (d) F)=1 0,5 ,13<x<2/3
1 o, 0,8 ,23<x<1;
, X .
- - 1 , x> 1.

4. Seja X uma varidvel aleatdria com funcao distribuicao definida por:

0 ,x<0
Fx(x) =1 x2 ,0<x<T1;
1 , x> 1.

(@) Desenhe o grafico de Fx e verifique as propriedades da funcéo de distribuicéo.

(b) Classifique X como varidvel aleatdria discreta, continua ou nem discreta e nem continua.

Justifique sua resposta.
(c) Defina a imagem da varidvel aleatéria X.

(d) Calcule P(X > 0,3), P(X >0,3), P(X=0,3), P(0,3< X <0,8).
5. Seja X uma variavel aleatéria com funcéo distribuicao definida por:

0 , x < 1/2;
13 ,12<x<1;
2/3 , 1 <x<3/2
1 , x> 3/2.

(@) Desenhe o gréfico de Fx e verifique as propriedades da funcao de distribuicéo.

(b) Classifique X como varidvel aleatdria discreta, continua ou nem discreta e nem continua.

Justifique sua resposta.
(c) Defina a imagem da variavel aleatéria X.

(d) Calcule P(X > 1), P(X > 1), P(X = 1), P(X = 2), P(1 < X < 2).

6. Determine as constantes a e b, para que a funcéo F seja funcdo de distribuicdo de alguma
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variavel aleatdria continua.

0 , x <0
ax ,0<x<1;
(b—a)x ,1<x<2
4a — b , X > 2.

7. Seja Y uma variavel aleatdria cuja funcéo de distribuicdo é definida pela funcdo F do Exercicio

acima.

(a) Esboce o grafico de F.
(b) Defina a imagem da varidvel aleatdria Y.

(c) Calcule P(Y >0,5), P(Y<1,5),P0<Y<15eP0<Y<15]Y>0,5).
8. A varidvel aleatdria X tem funcéo de distribuicao dada por:

0, x < =1;

0,4, —1<x<1/2
0,6, 1/2<x<2;
1, x> 2.

(a) Classifique a variavel aleatdria X.

)

(b) Expresse P(X > 0) e P(X > 0) em termos da funcéo F e calcule seus valores.

(c) Expresse P(X > 1/2) e P(X > 1/2) em termos da funcdo F e indique os valores obtidos.
)

(d) Compare os resultados dos itens (b) e (c) analisando as diferencas entre eles.

9. A variavel aleatoria X tem funcao de distribuicédo dada por:

: 0;
F(x) = c+1_ X<

e
c———, x>0

(@) Obtenha o valor de c.
(b) Classifique a variavel X.

(c) Determine P(X < —3 | X < 1/2).
10. Decida se as seguintes afirmacgdes sdo verdadeiras ou falsas. Prove as suas respostas.

(@) Se F é funcao de distribuicdo, entdo 2F também é.

(b) Se F é funcao de distribuicdo, entdo F? também é.



Capitulo 4

Variaveis Aleatorias Discretas

Nesse capitulo, vamos estudar em mais detalhes as varidveis aleatorias discretas.

4.1 Funcao de probabilidade

J& vimos, no Capitulo[3] que uma variédvel aleatéria é chamada de discreta quando a sua imagem
é um conjunto finito ou enumeradvel. Nesse caso, a funcéo de distribuicdo é uma funcdo escada e o

tamanho do degrau localizado em X = x é exatamente P(X = x).

Além disso, o comportamento de uma varidvel aleatdria qualquer, discreta ou néo, é
perfeitamente determinado pela sua funcdo de distribuicdo. No caso das variaveis aleatorias
discretas, temos outra opcao para determinar o comportamento da varidvel aleatéria, a fungdo de

probabilidade.

Definicao 4.1 Funcéao de Probabilidade
Seja X uma varidvel aleatdria discreta. A fungdo de probabilidade de X é a fungéo px definida
por:

px(x)=P(X=x) VxeR

Para encontrar a funcdo de probabilidade de uma variavel aleatéria discreta, temos, primeiro,
que encontrar a sua imagem e, em seqguida, calcular a probabilidade de ocorrer cada elemento da
imagem. Todos os valores reais que ndo pertencem a imagem tém probabilidade nula de ocorrer;
logo, para esses valores a funcdo de probabilidade também é nula. Sendo assim, na apresentacéo
da funcao de probabilidade de uma varidvel aleatdria discreta X, iremos nos concentrar apenas em

px(x) para x € Im(X).

Exemplo 4.1  Maximo entre dois dados

Considere o lancamento de dois dados equilibrados.

93
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(@) Apresente um espaco amostral para este experimento, isto é, apresente Q.

Suponha que nosso interesse esteja no maximo das faces dos dois dados. Neste caso, defina a
varidvel aleatoria X = "méximo das 2 faces”.

(b) Encontre X(w) para todo w € Q.

(c) Defina Im(X).

(d) Verifique que X é v.a. discreta.

(e) Encontre a funcdo de probabilidade de X e esboce seu grafico.

(f) Encontre a funcéo de distribuicdo de X e eshoce o seu grafico.

Solugao:

(a)

Q={(i))

i,j=1,2,3,456}={(1,1),01,2),...,(1,6),(2,1),(2.2),...,(2,6),...,(6,6)}.

(b) A Tabela abaixo apresenta X(w) para todo w € Q.

Tabela 4.1 — Variavel aleatdéria X = “maximo das faces de 2 dados”

Pontos do espaco amostral (w) Valor de X(w)
(1,1 1
(1,2)(2,2),(2.1) 2
(1,3),(2,3).(3,3),(3.2).(3,1) 3
(1.4).(2,4).(34).(4.4).(4.3).(4.2),(4.1) 4
(1,5),(2,5).,(3,5),(4,5),(5,5),(5,4),(5,3).(5,2),(5,1) 5
(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6),(6,5),(6,4),(6,3),(6,2),(6,1) 6

(c) De acordo com a Tabela Im(X)=1{1,2,3,4,5,6}.

(d) Como Im(X) é finito, X é discreta.

(e) Queremos calcular px(x) = P(X = x) para todo x € Im(X).

Vamos comecar com x = 1: px(1) = P(X = 1) = P({(1,1)}) = 1/36, considerando que cada um

dos 36 elementos de ) tem mesma probabilidade de ocorrer.

Vamos calcular, agora, px para os demais elementos da /m(X):

px(2) = P(X =2) = P({(1,2),(2,1),(2,2)}) = 3/36

px(3) =P(X =3)=P({(1,3),(3,1),(2,3).(3,2),(3,3)}) = 5/36

px(4) =P(X =4) =P({(1.4),(4,1).(2,4),(4,2),(3.4), (4, 3). (4. 49)}) = 7/36

px(5) = P(X = 5) = P({(1,5),(5,1),(2,5), (5.2), (3.5), (5, 3), (4,5), (5,4), (5,5)}) = 9/36

px(6) = P(X = 6) = P({(1,6),(6,1), (2,6), (6,2), (3,6), (6,3), (4,6), (6,4), (5 6), (6,5), (6,6)}) = 11/36
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Entao,

136 ,sex=1 . o
3/36 ,sex=2 /36| . |
5/36 ,sex=3 7/36 | . i
px(x)=1 7/36 ,sex=4 5/36 |- R |
9/36 sex=5 3/36 . i
136 e |

11/36 ,sex =06 0
0 , caso contrario. o 1 2 3 4 5 6 7

C

Também podemos apresentar a funcao de probabilidade px(x) para x € Im(X) em forma de uma

tabela:

X 1 2 3 4 5 6

px (x) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

(f) Como ja conhecemos P(X = x) para todo x € Im(X), é facil calcular a funcdo de distribuicéo,
acumulando as probabilidades. O grafico, como ja visto, é o de uma funcéo escada, com os

degraus ocorrendo em cada ponto x € /m(X) e o tamanho do degrau equivalente a P(X = x).

0 ,sex<1; 1F -—
1/36 , se1<x<2;

4136, se2< x<3; »Rop |
Fx(x)=14 9/36 ,se3<x<4 16/36 |- — .
16/36 , se 4 < x < b; 9/36 |- — .
. 36 - &0 -
25/36 , se 5 < x < 6; %67 i
’] , se x 2 6 L L L L L L
L o 1 2 3 4 5 6 7

*»"

Proposicao 4.1 Propriedades da Funcao de Probabilidade
Seja px a fungdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria discreta qualquer. Entdo valem as

seguintes propriedades:

(i) px(x) > 0 para todo x € R;

(ii) Z px(x) =1.

Vxelm(X)

Demonstragao:

Essas propriedades sao decorrentes dos axiomas da probabilidade, apresentados na Definigao [1.2]

(i) Como P(A) > 0 para todo A € F, também ¢é verdade que P(X = x) > 0 para todo x € R. Logo,
px(x) = P(X = x) > 0 para todo x € R.
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(iv)
Y px= Y PX=x)=P| [J {X=x}|=PQ=1

Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)

Exemplo 4.2 Demanda por produto
A demanda por um certo produto pode ser vista como uma varidvel aleatéria X cuja funcéo de

probabilidade px é estimada por

NiUmero de unidades demandadas x 1 2 3 4

px(x) = P(X = x) 0,25 0,45 0,15 0,15

(@) Verifique que px realmente define uma funcdo de probabilidade.

(b) Obtenha a funcéo de distribuicdo acumulada de X.

(c) Usando a funcéo de distribuicdo calculada no item anterior, calcule P(X < 3,5).
Solucao:

(@ > ,P(X=x)=0,254+0,45+0,15+0,15 = 1 e todos os valores sdo ndo negativos. Logo, px
é uma funcéo de probabilidade.
(b)
(0 se x <1
025 sel1<x<?2
Fx(x)=4 070 se2<x<3
085 se3<x<4
1,00 sex>4

“

(c) Temos que
P(X <3,5) = Fx(3,5) =0,85

*»"

Exemplo 4.3

Uma varidvel aleatdria discreta X tem a seguinte funcédo de probabilidade

k

m ,sex=0o0ux=1

px(x) =
0 ,sex#F0ex#1

onde k é uma constante real.
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(@) Determine o valor de k para que px seja realmente funcéo de probabilidade.
(b) Encontre a funcéo de distribuicdo Fx e esboce seu grafico.

Solucao:

(a) Os valores possiveis da v.a. sdo 0 e 1, isto é, Im(X) = {0,1}. Entdo, temos que ter

k k k k 3k + k 6 3
0 1) =1 =+=1 =+ ==1 eI k=-==C.
px(0) + px(1) = 5113 = 5+5 = : = 1=
Logo,px(O):%:% e pX(‘I):%:%.
(b) A funcéo de distribuicao de X é
17 T T
0 , se x < 0; 3ar |
Fx(x) = 3/4 ,se0<x<1;
1 ,sex>1.
0— .

*»"

Exemplo 4.4 Soma das faces de dois dados
Considere novamente o experimento de lancar dois dados equilibrados e defina a variavel aleatéria

X = “soma das faces”.
(@) Determine Im(X).
(b) Verifique que X é v.a. discreta.

(c) Encontre a funcéo de probabilidade de X e eshoce seu gréfico, verificando que sdo validas as

propriedades da funcédo de probabilidade.
(d) Encontre a funcéo de distribuicdo de X e esboce o seu grafico.
(e) Calcule a probabilidade de que a soma das faces seja maior que 6.

Solugéo:

(@) Im(X)=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
(b) Como Im(X) é um conjunto finito, X é varidvel aleatéria discreta.

(c) Para encontrar px precisamos encontrar P(X = x) para todo x € Im(X). O espaco amostral
desse experimento é o mesmo do Exemplo[4.1] ou seja, ele tem 36 elementos, todos com a mesma

probabilidade de ocorréncia.
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px(2) =PX=2)= P{(,1}) =1/36.
px(3)  =PX=3)= P{(1,2),(21)}) =2/36
px(4) =PX=4)= P{(1,3),(3,1),(2,2)}) = 3/36.
px(5) =P(X=5 = P{(1,4),(41).(23),(3,2)}) = 4/36.
px(6)  =P(X=06)= P({(1,5).(5,1).(2,4),(4.2),(3,3)}) = 5/36
px(7) =PX=7)= P({(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3)}) = 6/36.
px@8)  =PX =8 = P({(206),(6,2),(35)(53) (44} =5/36
px(9)  =PX=9 = P{(306).(63)(45)(54}) =4/36
px(10) =P(X =10)= P({(4, 6),(6,4),(55)}) = 3/36.
px(11) =PX=11)= P({(5,6),(6,5)}) =2/36
px(12) =PX=12)= P({(6,6)}) =1/36.
Para qualquer outro valor x € R temos px(x) = 0. Podemos representar px em forma de tabela:
X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
px(x) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Veja que px(x) > 0 para todo x e que erIm(X) px(x) =

% + % + 31—6 = 1. Logo as propriedades séo satisfeitas.

O gréfico de px é dado a sequir..

1 2 3 4 5 6 5 4
% t36 T3 T3+351T3 T3 T3

6/36 |-
5/36 +
4/36 +
3/36 + .
2/36 + .

1/36 |- .

8

(d) A funcéo de distribuicao é calculada a partir de P(X

-

0 ,se x<2;

136, se2<x<3; 3036

3/136 , se3<x<4; 30/36

6/36 ,sed4<x<5; 26136

10/36 , se 5 < x < 6; 21/36
Fr(x) = | 15/36 , se6<x<7; 1536

21/36 , se7 < x<8;

26/36 , se8< x <09 10736

30/36 , se 9 < x < 10; ig

33/36 , se 10 < x < 11; 1/36

35/36 , se 11 < x < 12;

1 , se x >12.




4.1. FUNCAO DE PROBABILIDADE 99

(e) Podemos calcular a probabilidade pedida através da funcédo de probabilidade como

PX>6)=PX=70uX=80uX=90uX=100uX=110uX=12)
=PX=7)+4PX=8)+PX=9)+PX=10)+P(X =11)+P(X =12)
= px(7) + px(8) + px(9) + px(10) + px(11) + px(12)

6 5 4 3 2 1 21

=36 73636 36 36 36 36

ou através da funcdo de distribuicdo como

PX>6)=1—P(X<6)=1—Fx(6)=1—15/36 = 21/36

*»"

Exemplo 4.5
Um homem possui quatro chaves em seu bolso. Como esta escuro, ele ndo consegue ver qual a chave
correta para abrir a porta de sua casa, que se encontra trancada. Ele testa uma chave de cada vez

até encontrar a correta.

(@) Defina um espaco amostral para esse experimento.
Defina a varidvel aleatéria X = nldmero de chaves experimentadas até consequir abrir a porta
(inclusive a chave correta).

(b) Encontre Im(X).

(c) Encontre a funcdo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.

(d) Encontre a funcdo de distribuicdo de X e esboce o seu grafico.

(e) Qual é a probabilidade de o homem experimentar no méaximo duas chaves para abrir a porta?

Solucao:

(@) Vamos representar por C o sorteio da chave correta, aquela que abre a porta, e por E o sorteio
de uma chave errada, uma entre as 3 chaves que nao abrem a porta. Entdo podemos representar
o espago amostral por:
Q={C,EC,EEC,EEEC}

em que {C} representa situacdo em que o homem acertou a chave de primeira, {EC} em que
errou na primeira tentativa e acertou na sequnda, {EEC} em que errou as duas primeiras
tentativas e acertou na terceira e {EEEC} a situacdo em que ele testou todas as chaves até

achar aquela que abre a porta.

(b) Veja que o homem pode experimentar de 1 a 4 chaves antes de abrir a porta. Logo Im(X) =
{1,2,3,4}.
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(c) P(X =1) =P(C) = 1/4.
P(X=2)=P(EC)=3/4x1/3=1/4.
P(X =3)=P(EEC) =3/4x2/3x1/2=1/4.
P(X=4)=P(EEEC) =3/4x2/3x1/2x1=1/4

Logo, a funcdo de probabilidade de X e o seu grafico séo definidos por:

1/4 ,sex=1,2,3,4 /4 4 * . . 2
px(x) = .
0 , caso contrario.
ou
X 1 2 3 4 o
PX=x) |14 1/4 174 1/4 T2 3
(d) ‘
1k -—
[ 0 ,sex<1; shr |
174 , se1<x<2; 112 | —_— i
Fx(x)=19 1/2 ,se2<x<3; al |
3/4 ,se3<x<4;
1 , se x > 4. _f ‘ ‘ ‘

(€) PX<2)=PX=1)+P(X=2)=1/4+1/4=1/2.

*»"

Exemplo 4.6
Suponha agora que o homem com as 4 chaves nédo tenha controle das chaves que ja foram
experimentadas e por isso a cada nova tentativa ele escolhe, de forma aleatdria, uma entre as quatro

chaves.
(@) Defina um espaco amostral para esse experimento.

Defina a varidvel aleatéria X = numero de chaves experimentadas até consequir abrir a porta

(inclusive a chave correta).
(b) Encontre Im(X).
(c) Encontre a funcdo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.
(d) Qual a probabilidade de o homem experimentar no maximo duas chaves para abrir a porta?

Solucao:
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(a)

(b)

(d)
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Representando por C a selecdo da chave correta e E a selecdo de uma chave errada,

QO={C EC,EEC,EEEC,EEEEC,EEEEEC, ..}

Veja que, diferente do Exemplo o homem pode experimentar mais de 4 chaves antes de
encontrar a correta. Para esse exemplo temos /Im(X) = {1,2,3,4,5,6,...} = N; esse é um
exemplo de varidvel aleatéria discreta com imagem infinita. Podemos dizer que X é discreta,

uma vez que Im(X), apesar de infinito, é um conjunto enumeravel.

Como a /Im(X) é um conjunto infinito ndo vamos encontrar o valor de px(x) para cada x € Im(X).
Vamos tentar encontrar uma expressao geral que represente px. Para isso vamos comegar

calculando px em alguns pontos.

Note que, independente do nimero de chaves j& testadas, em cada nova tentativa a

probabilidade de o homem pegar a chave certa é 1/4 e de pegar uma chave errada é 3/4.

P(X =1)=P(C) =

P(X =2) = P(EC) = 3/4 x 1/4 = 3/42.

P(X =3) = P(EEC) = 3/4 x 3/4 x 1/4 = 32/43.

P(X = 4) = P(EEEC) = 3/4 x 3/4 x 3/4 x 1/4 = 33/4*.

P(X =5) = P(EEEEC) = 3/4 x 3/4 x 3/4 x 3/4 x 1/4 = 3%/45.

De forma geral,
P(X=x)=3/4x3/4x3/4...x3/4x1/4= 3T/4x,

Logo, a funcdo de probabilidade de X e o seu grafico séo definidos por:

3 ~1,2,3 are |
pX(X): 4 ,Se X = 1,4,95,...

0 , caso contrario.

3/4%2 3 .

32/43 L ° -
33/44 L ° .
34/45 L ° .

P(X <2)=P(X =1)+P(X =2) = 1/4 + 3/42 = 7/16.
*

Exemplo 4.7
Verifique que sao validas as propriedades de uma funcao de probabilidade px para a variavel aleatdria
X definida no Exemplo

Solucao:
No Exemplo [4.6] encontramos

3)(—1 3 1
px(x) = 44
0 , caso contrario.

3 x—1
4) ,sex=1,2,3,...
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Temos que mostrar que px(x) > 0 para todo x € R e que er/m(X) px(x)=1.

Como a funcéo exponencial de qualquer base é sempre positiva, resulta que px(x) > 0 para

r L5 £ () E (-

xelm(X) x=1

todo x € R.

Resultados sobre a convergéncia de séries geométricas garantem que

o r
Z rt = T , sempre que |r| < 1. (4.)
i=1

Aplicando esse resultado podemos sequir e concluir o exemplo.

X ax—1 o0 X o] X 3
Y oet0=3 =Y 5 (3) 32 (3) -3t
x=1 x=1

xelm(X) x=1

*»"

Exemplo 4.8
Suponha que um dado equilibrado seja lancado quatro vezes. Seja X = o nGimero de lancamentos

com resultado 6.
(@) Defina um espaco amostral para o experimento, especificando seu niimero de elementos.
(b) Encontre Im(X).
(c) Encontre a funcdo de probabilidade de X.
(d) Verifique as propriedades de py.

Solucao:

(@) Aqui é importante notar que a ordem em que os dados sdo lancados importa. Sendo assim,
podemos definir o espaco amostral por:

r N
'

(1,1,1,1),(1,1,1,2),...(1,1,1,6),(1,1,2,1),(1,1,2,2),...(1,1,2,6)

Y

(5.6,3,1),(5,.6,3,2),...(5,6,3,6),(5,6,4,1),(56,4,2),...(56,4,6),

(@)
Il

(6,6,5,1),(6,6,5,2),...(6,6,5,6).(6,6,6,1),(6,6,6,2),...(6,6,6,6).

C J

Para cada lancamento, ha 6 resultados possiveis; pelo Principio Fundamental da Multiplicacéo,

conclui-se que o nimero de elementos de Q é 6 X 6 x 6 x 6 = 1296.

(b) Como séo 4 lancamentos, os valores de X vao de 0 — X((1,1,1,1) — até 4 — X(6, 6, 6, 6), ou seja,
Im(X)={0,1,2,3,4}.
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(c) Queremos encontrar P(X = x) para todo x € Im(X). Como estamos supondo que o dado é

(d)

equilibrado, cada elemento w € ) tem a mesma probabilidade de ocorrer, ou seja, P(w) = 1/1296

para qualquer w € Q.

Além disso, em cada lancamento, a probabilidade de sair 6 é 1/6 e a probabilidade de sair outra

face qualquer, evento que representaremos por 6¢, é 5/6.

Vamos analisar cada valor de x separadamente.

5 5 625

e P(X =0) = P(nenhuma face 6 nos 4 langamentos) = % X % X 2 X 2= T35

Note que o evento {nenhuma face 6 nos 4 lancamentos} tem 5x5x5x5 = 625 elementos.

P(X = 4) = P(face 6 nos 4 lancamentos) = ¢ X § X ¢ X ¢ = 155¢.

O evento {face 6 nos 4 lancamentos} tem apenas um elemento, que é (6,6, 6, 6).

P(X =1) = P(1 face 6 e 3 faces diferentes de 6 nos 4 lancamentos).
O evento {1 face 6 e 3 faces diferentes de 6} corresponde a uma Utnica ocorréncia da face 6

e essa Unica ocorréncia pode ter sido em qualquer dos quatro lancamentos. Por exemplo,

podemos ter (6,6, 6, 6) com probabilidade 1 -2 -2 .2 Nao importa em qual lancamento

66 6 6
. ) . . T 10505.5 _ 500
saiu 6; a probabilidade sera a mesma. Logo, P(X =1) =4 X § X 2 X g X 2 = 7505

P(X =2) = P(2 faces 6 e 2 faces diferentes de 6 nos 4 lancamentos).

Nesse caso, o evento corresponde a dois lancamentos com face 6 e os outros dois com

faces diferentes de 6. Por exemplo, podemos ter (6, 6,6, 6) com probabilidade % . % . % . %

Como antes, ndo importa em quais lancamentos saiu 6; a probabilidade seréd a mesma.

Mas podemos escolher de (g) = 6 maneiras diferentes quais os dois lancamentos que

resultaram em 6 (e os outros 2 automaticamente terdo uma face diferente de 6). Logo,

DX = 2) — Tl b5 150
PX=2)=6X¢X¢XZX¢= 1500
De maneira andloga, concluimos que P(X = 3) = P(3 faces 6 e 1 faces diferentes de 6 nos

= T lwlygs5_ 2
4 lancamentos) =4 X ¢ X § X ¢ X § = 1505

Assim, a funcéo de probabilidade de X é

X 0 1 2 3 4

px(x) 625/1296 500/1296 150/1296 20/1296 1/1296

e px(x) > 0 para todo x e R

4
625 500 150 20 1
o) pxlx)
x=0

= 1206 T 1206 ¥ 1206 T 1206 T 1206

*»
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Exercicios da Secao

1. Seja X a variavel aleatéria cuja funcéo de distribuicao

estd definida ao lado. -
0 ,se x < =2,
(@) Determine Im(X) e verifique que X é variavel 18 ,se —2<x<—1;
aleatodria discreta. Justifique sua resposta. Fx(x)=19 1/2 ,se —1<x<1;

3/4 ,sel1<x<2;

(b) Encontre a funcao de probabilidade da varidvel
1 ,se x > 2.

aleatoria X e esboce seu grafico, verificando -
que sado validas as propriedades da funcéo de

probabilidade.

(c) Calcule P(X >0 | X < 2)

2. Seja X variavel aleatdria com funcao de probabilidade dada por

G—=x)10 ,sex=1,23,4.

px(x) = L
0 , caso contrario.

(@) Determine Im(X) e verifique que X é variavel aleatdria discreta. Justifique sua resposta.

(b) Encontre a funcao de distribuicdo da variavel aleatéria X e esboce seu grafico, verificando

que sao validas as propriedades da funcédo de distribuicéo.

(c) Calcule P(X >3 | X > 1).

7

3. Um jogo ¢ definido da sequinte forma, o jogador sorteia 3 bolas, com reposicao, de uma urna
contendo 5 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas vermelhas. Para cada bola vermelha sorteada
o jogador ganha 1 ponto e para cada bola preta sorteada o jogador perde 1 ponto. Seja X a

variavel aleatéria definida pelo nimero de pontos obtidos pelo jogador.

(@) Encontre Im(X) e verifique que X é variavel aleatdria discreta. Justifique sua resposta.

(b) Encontre a funcdo de probabilidade da varidvel aleatdria X e esboce seu grafico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de probabilidade.

(c) Encontre a funcédo de distribuicao da varidvel aleatéria X e esboce seu gréfico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de distribuicéo.

(d) Calcule a probabilidade do jogador néo ficar com pontos negativos nesse jogo.

4. Repita o Exercicio [3]supondo agora que as bolas sao retiradas da urna sem reposigao. Se vocé
fosse jogar esse jogo e pudesse optar entre retirar as bolas com ou sem reposicdo, vocé teria

alguma preferéncia?

5. Considere 3 caixas. Uma com 2 pedras brancas, a outra com 4 pedras pretas e a terceira com 8
pedras verdes. Considere primeiro o experimento de selecionar, de forma aleatéria, 1 entre as 3
caixas e seja X a variavel aleatéria definida pelo nimero de pedras dentro da caixa selecionada.
Considere agora o experimento de selecionar, também de forma aleatéria, 1 entre as 14 pedras
existentes e seja Y a varidvel aleatdria definida pelo niimero de pedras da mesma cor da pedra

selecionada (incluindo a pedra selecionada).



4.2. FUNCOES DE VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS 105

(@) Encontre Im(X), Im(Y) e verifique que ambas séo varidveis aleatdrias discretas.

(b) Encontre a funcéo de probabilidade da variavel aleatdria X e esboce seu grafico, verificando

que sao validas as propriedades da funcéo de probabilidade.

(c) Encontre a fungédo de probabilidade da variavel aleatdria Y e eshoce seu grafico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de probabilidade.

(d) Encontre a funcao de distribuicao da varidvel aleatéria X e esboce seu grafico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de distribuicéo.

(e) Encontre a funcédo de distribuicdo da variavel aleatéria Y e eshoce seu grafico, verificando

que sao validas as propriedades da funcéo de distribuicao.

(f) Calcule P(X > 2) e P(Y > 2).

6. Seja X uma varidvel aleatdria cuja funcéo de probabilidade é definida por:

(2) ,sex=0,1,2,3,...

1
px(x) = 313

o

, caso contrario.

(@) Verifique que sao validas as propriedades da funcéo de probabilidade.

(b) Calcule P(X > 1).

4.2 Funcoes de variaveis aleatodrias discretas

Dada uma variavel aleatdria discreta X, podemos obter outras varidveis aleatérias discretas
através de funcoes de X e, da mesma forma que calculamos a funcéo de probabilidade de X, podemos

calcular a funcéo de probabilidade dessas novas variaveis.

Tenha claro que, se X é varidvel aleatdria, entdo qualquer funcéo real de X também sera varidvel
aleatdria. Isto é, se X é varidvel aleatdria, entdo Y = ¢g(X), com g funcéo real, tambhém é variavel
aleatéria. Y continua sendo uma funcéo do espaco amostral na reta, definida pela composicéo da

funcéo g com a funcao X:

X: 0 — R

w -  X(w)

Y=g(X()): @ — R — R
w = Xw o g(X(w).

Exemplo 4.9

Considere a variavel aleatéria X cuja funcéo de probabilidade é dada na tabela abaixo:
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X -2 -1 0 1 2 3

px(x) 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 0,1

Defina ¥ = g(X) = X?.

(@) Encontre Im(Y).
(b) Encontre a funcdo de probabilidade de Y, isto é, py.
Solugéo:

(@) Temos que Im(X) = {—2,-1,0,1,2,3} e sempre que X assumir o valor x € Im(X), a va. Y ird
assumir o valor x2. Assim, Im(Y) = {4,1,0,9} ou Im(Y) ={0,1,4,9}

(b) Para calcular as probabilidades desses valores, temos que identificar os valores de X que

originaram cada um deles.

P(Y=0=P(X=0)=0,2
P(Y=1)=PX=-1)+P(X=1)=0,5
P(Y=4=P(X=-2)+P(X=2=0,2
P(Y=9=P(X=3)=0,1

Podemos resumir essa funcdo de probabilidade como

y 0 1 4 9

py(y) 0,2 05 0,2 0,1

*»"

Proposicao 4.2 Funcao de variavel aleatdria discreta
Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungdo de probabilidade px. Se Y = g(X), com g uma

funcéo real qualquer, entdo,

(i) Y é varidvel aleatdria discreta;

(ii) a fungdo de probabilidade de Y é calculada como

priy)=P(Y=y) = Y  pxK
txlgt=y}

Demonstracao:

(i) Para mostrar que Y é variavel aleatéria discreta basta mostrar que /m(Y) é um conjunto finito
ou enumeravel. Como X é v.a. discreta sabemos que /m(X) é um conjunto finito ou enumeravel.
Como Im(Y) = g(Im(X)) = {y € R | 3 x € Im(X) com y = g(x)} podemos afirmar que a
cardinalidade de /m(X) é sempre maior ou igual a cardinalidade de /m(Y), pois cada elemento
de Im(Y) é associado a um ou mais elementos em /m(X). Entdo, como /m(X) é um conjunto
finito ou enumeravel, /m(Y) sé pode ser um conjunto finito ou enumeravel. Com isso concluimos

que Y é v.a. discreta.
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() py(y)=P(Y=y)=PgX)=y)= > pxx).
{xlg(x)=y}

Exemplo 4.10
No Exemplo [4.8] definimos X = ntimero de faces 6 em 4 langamentos de um dado. Defina agora Y =

niimero de faces diferentes de 6 em 4 lancamentos de um dado.
(a) Escreva Y como funcao de X.
(b) Defina Im(Y) a partir de Im(X).
(c) Encontre a funcéo de probabilidade de Y.

Solucao:

(@) Em quatro lancamentos do dado, o nimero de resultados diferentes de 6 é o total de

lancamentos, 4, menos o numero de resultados iguais a 6; logo, Y =4 — X.

(b) Vimos no Exemplo que Im(X) = {0,1,2,3,4}. Quando X = x, resulta Y = 4 — x, logo,
Im(Y)={4,3,2,1,0}.

(c) Também no Exemplo encontramos a funcdo de probabilidade de X:

X 0 1 2 3 4

px(x) 625/1296 500/1296 150/1296 20/1296 1/1296

P(Y =y)=P(@4—X=y)=P(X =4—y). Entao, P(Y = 0) = P(X = 4), P(Y = 1) = P(X = 3),
P(Y=2)=P(X =2),P(Y=3)=PX =1 eP(Y =4 =PX = 0). Logo, a funcao de

probabilidade de Y é

y 0 1 2 3 4

py(y) 1/1296  20/1296 150/1296 500/1296 625/1296

*»"

Exemplo 4.11

Consideremos novamente o Exemplo em que um homem com 4 chaves nao tem controle das
chaves que ja foram experimentadas e por isso a cada nova tentativa ele escolhe, de forma aleatéria,
uma entre as quatro chaves. Naquele exemplo, definimos X = ndmero de chaves testadas até abrir
a porta. Considerando as mesmas condicdes do experimento, defina agora Y = nimero de chaves

erradas até abrir a porta.

(a) Escreva Y como funcao de X.
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(b) Defina Im(Y) a partir de Im(X).
(c) Encontre a funcéo de probabilidade de Y.
(d) Verifique as propriedades da funcéo de probabilidade em py.

Solucao:

(@) Note que a ultima chave testada serd sempre a chave correta e todas as anteriores serdo

erradas. Dessa forma, Y = X — 1.
(b) No Exemplo encontramos Im(X) ={1,2,3,4,...}. Entao, Im(Y)={0,1,2,3,...}.

(c) No Exemplo [4.6] encontramos

3)(—1
— ,sex=1,2,3,4,...
/JX(X)Z{ !

0 , caso contrario.

Como py(y) =P(Y=y)=PX=-1=y)=P(X =y +1) =px(y +1), obtemos:

3Jy+1-1

py(y)sz(yH)Z{ P sey+1=1,234,... :{ 2 L sey=0,1,2.3,...
0

, caso contrario. 0 , caso contrario.

(d) Claramente py(y) > 0 para todo y € R.
= 3V 13\ 13\ 1 1 1
zorw=L -2 (i) -k () s () -

yelm(Y) y=0 y=0

~

*»

Exercicios da Secao

1. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [1] da lista de exercicios para a Secao 3.1. Defina
Y = X2
(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcao de probabilidade da variadvel aleatdria Y e esboce seu grafico, verificando

que sao validas as propriedades da funcéo de probabilidade.

(c) Encontre a funcédo de distribuicdo da varidvel aleatdria Y e eshoce seu gréfico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de distribuicéo.

(d) Calcule P(Y #1).

2. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio 2] da lista de exercicios para a Secéo 3.1. Defina
Y=2-X.
(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcao de probabilidade da varidvel aleatdria Y e esboce seu grafico, verificando

que sao validas as propriedades da funcdo de probabilidade.
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(c) Encontre a funcéo de distribuicdo da varidvel aleatéria Y e eshoce seu gréfico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de distribuicéo.

(d) Calcule P(Y >0 Y +2).

3. Seja X a variadvel aleatéria do Exercicio [3| da lista de exercicios para a Secédo 3.1, definida
pelo niimero de pontos obtidos pelo jogador. Suponha que se o jogador terminar uma partida
com pontuacdo positiva ele ganha R$2,00 por ponto positivo, se ele terminar com pontuacéo
negativa ele perde R$1,00 por ponto negativo, e ele ndo ganhe e nem perde dinheiro algum se
a sua pontuacdo terminar nula. Seja Y a varidvel aleatodria definida pelo total de dinheiro que

o jogador ganhou (ou perdeu) ao final de uma partida.

(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcao de probabilidade da varidvel aleatdria Y e esboce seu grafico, verificando

que sao validas as propriedades da funcéo de probabilidade.

(c) Encontre a funcéo de distribuicao da varidvel aleatdria Y e eshoce seu gréfico, verificando

que sao validas as propriedades da funcéo de distribuicéo.
(d) Calcule a probabilidade do jogador pagar mais de R$ 1,00 ao final da partida.
4. Repita o exercicio anterior supondo agora que X seja a varidvel definida no Exercicio [4] da lista
de exercicios para a Secdo 3.1, onde as bolas sédo retiradas da urna sem reposicdo. Se vocé

fosse jogar esse jogo e pudesse optar entre retirar as bolas com ou sem reposicao, vocé teria

alguma preferéncia?

5. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio |5 da lista de exercicios para a Secdo 3.1, definida pelo
numero de pedras dentro da caixa selecionada. Considere que cada pedra branca vale R$ 5,00,
cada pedra preta vale R$ 3,00 e cada pedra verde vale R$2,00. Seja W a varidvel definida pelo

valor total das pedras dentro da caixa selecionada no experimento.

(@) Determine Im(W).

(b) Encontre a funcao de probabilidade da varidvel aleatéria W e esboce seu grafico,

verificando que séo validas as propriedades da funcdo de probabilidade.

(c) Encontre a funcéo de distribuicdo da variavel aleatéria W e esboce seu gréfico, verificando

que séo validas as propriedades da funcéo de distribuicéo.
(d) Calcule a probabilidade do valor total das pedras dentro da caixa ser maior que R$ 10,00.
6. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio [0] da lista de exercicios para a Secdo 3.1. Defina
Y=X+1.

(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcao de probabilidade da varidvel aleatdria Y e verifique que séo validas as

propriedades da funcédo de probabilidade.

(c) Calcule P(Y >2|Y >1).
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4.3 Esperanca de variaveis aleatodrias discretas

No estudo de varidveis aleatérias e suas distribuicoes de probabilidades, associamos niéimeros
aos pontos do espaco amostral, ou seja, o resultado é sempre uma varidvel quantitativa (note que os
resultados cara e coroa nao definem uma varidvel aleatdria; para tal, temos que associar nimeros, 0
e 1, por exemplo, a esses resultados). Sendo assim, faz sentido perguntar “qual é o valor médio da

variavel aleatoria X?”

A ideia de valor médio diz respeito a média dos valores da varidvel aleatéria se o experimento
fosse realizado infinitas vezes. Suponha que X seja varidvel aleatdria discreta com Im(X) =
{x1,x2,x3,...}. Suponha também que, ao realizar o experimento n vezes, a varidvel X assuma os
seguintes valores na sequinte ordem: x2, x4, X3, X4, X2, X1, X2, ... Entdo o valor médio de X nas n
realizacoes do experimento é:

XO+xa+x3+xa+x20+x1+x2... n1x1 + Naxy + N3x3 4+ Ngx4 . ..

'

n n

onde n; representa o nimero de vezes que a variavel X assumiu o valor x;.

Chamamos de esperanca o limite do valor médio de X quando n — oco. Quando n — oo,
a frequéncia de vezes que X assume o valor x;, definida por %, converge para P(X = x;). Assim,
podemos escrever:

. n1xq + nyxo + N3x3 4+ nNaxs ...

n—o00 n

Definicdo 4.2 Esperanca de Variavel Aleatdria Discreta
Seja X uma varidvel aleatéria discreta. A esperanga ou média da varidvel aleatdria X é definida

como

EX)= >  xpx(x)= >  xP(X=x), (4.2)

xelm(X) xelm(X)

desde que o somatdrio convirja.

Podemos ver, entdo, que a esperanca de X é uma média dos seus valores, ponderada pelas

respectivas probabilidades.

Quando Im(X) é um conjunto finito, E(X) é definida por um somatério com um nimero finito de
parcelas que, portanto, sempre converge. Logo, E(X) existe e E(X) € R. Mas quando /m(X) é um
conjunto infinito e enumeravel, o somatério que define E(X) tem um ndmero infinito de parcelas, ou
seja, trata-se de uma série. Esta série pode convergir para um néimero real ou ndo. Sempre que essa
série convergir para um némero real, dizemos que E(X) existe e E(X) € R. Caso contrario, dizemos

que E(X) ndo existe. Assim, pode existir varidvel aleatdria que ndo tem esperanca.

Um resultado simples e imediato é a esperanca de uma constante, ou seja, a esperanca de uma
varidvel aleatdria discreta que pode assumir um Unico valor com probabilidade 1, também chamada

de variavel aleatéria degenerada.
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Proposicao 4.3

Seja X uma varidvel aleatéria tal que P(X = ¢) = 1. Entéo E(X) = ¢, ou seja, E(c) = c.

Demonstragao:
Como P(X = ¢) =1, temos Im(X) = {c}. Entdo, E(X) = cP(X =¢) =c. O

Exemplo 4.12 Vendas e comissoes
Em determinado setor de uma loja de departamentos, o nimero de produtos vendidos em um dia
pelos funcionérios é uma varidvel aleatdria R com a sequinte distribuicdo de probabilidades (esses

niimeros foram obtidos dos resultados de varios anos de estudo):

Niumero de produtos 0 1 2 3 4 5 6

Probabilidade de venda 01 04 02 01 01 005 0,05

Cada vendedor recebe comissées de venda, distribuidas da sequinte forma: se ele vende até dois
produtos em um dia, ele ganha uma comissdo de R$10,00 por produto vendido; a partir da terceira

venda, a comissao passa para R$50,00 por produto.

Qual é o niimero médio de produtos vendidos por cada vendedor em um dia de trabalho e qual

a comissao diaria média de cada um deles?

Solucao:
O ndmero médio de produtos vendidos em um dia por um funcionario é E(PR). Veja que Im(R) =
{0,1,2,3,4,5,6}, entéo

E(R)=0x0,1T+1x0,44+2x0,2+3%x0,1+4%x0,1+5x%x0,05+6x0,05=2,05
ou seja, o nimero médio de produtos vendidos em um dia por cada funcionario é 2,05 unidades.

Para encontrar a comissdo média, precisamos, primeiro, definir a varidvel aleatéria C =
comissao diaria do funcionario e depois calcular E(C). Veja que C pode ser definida como funcéo
de R. A relagdo entre C e R, assim como as probabilidades associadas a cada valor dessas duas

varidveis aleatdrias, estdo apresentadas na tabela a sequir.

Numero de produtos R 0 1 2 3 4 5 6

Comisséo C 0 10 20 70 120 170 220

Probabilidade de venda 01 04 02 01 01 005 0,05

Dessa forma vemos que Im(C) = {0,10,20,70,120,170,220} e também conhecemos a

probabilidade de C assumir cada um desses valores. Podemos entéo calcular E(C):

E(C)=0x0,1+10x0,4+20x0,24+70x0,1+120x0,1+170 x 0,05+ 220 x 0,05 = 46,5
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ou seja, a comissdo média diaria de cada vendedor é de R$ 46,50.

*»"

Note que a esperanca de X tem a mesma unidade de medida dos valores de X. Para o Exemplo
4.12| acima a unidade de medida da variavel aleatéria R é unidades de produtos, logo E(R) também
terd essa mesma unidade de medida. Para a varidvel aleatdria C, sua unidade de medida é reais,

assim como a unidade de medida de E(C).

Exemplo 4.13

Em um jogo de dados, Claudio paga R$20,00 para Ltcio e lanca 3 dados. Se sair a face 1 em um
dos dados, Claudio ganha R$20,00 e sai do jogo sem prejuizo ou lucro. Se sair a face 1 em dois dos
dados, Claudio ganha R$ 50,00. Se sair a face 1 nos trés dados, Claudio ganha R$80,00. Se néao
sair face 1 em qualquer dos dados, o ganho de Claudio é nulo. Calcule o ganho médio de Claudio no

jogo. Vocé acha que vale a pena participar desse jogo?

Solugao:
Se a varidvel aleatéria X = ganho do Claudio, /m(X) = {-20,0,30,60}. Vamos, agora, calcular

px = P(X = x) para todo x € Im(X).

px(60) = P(X = 60) = P(sair a face 1 nos trés dados) = 1/6 x 1/6 x 1/6 = 1/216.
Note que Y px(x)=1.
Vxelm(X)
125 75 15 1 1990
E(X)_—ZOXFG—I—OXR—F?»OXm—l—GOxm_—mN—Q,‘IZ.

Ou seja, em média Claudio perde R$ 9,12 com o jogo. Isso significa que, se Claudio tivesse bastante
dinheiro para jogar muitas partidas seguidas desse jogo, ao final ele teria um prejuizo em torno de
R$9,12. Néo vale a pena participar do jogo.

*»"

Exemplo 4.14
Voltando ao Exemplo [4.8] considere X = niimero de langamentos cujo resultado foi 6 em quatro
lancamentos de um dado. Calcule a esperanca de X, ou seja, o nimero médio de faces iguais a 6 em

quatro lancamentos de um dado.

Solucéo:

No Exemplo obtivemos a distribuicdo de probabilidade de X:

X 0 1 2 3 4

px(x) 625/1296 500/1296 150/1296 20/1296 1/1296
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Entao

625 500 150 20 1 861
BX) =0x 596 + 1> 1206 ¥ 2> 1206 +3 % 1206 T X 1206 — 1206 ~ 0036

Ou seja, o nimero médio de faces iguais a 6 em quatro lancamentos de um dado é 0,6636 face, menor

que 1 face.

*»"

Exemplo 4.15
Calcule E(X) para X = niimero de chaves testadas até consequir abrir a porta, definida nos Exemplos

45 e 4.6l

Solugao:

Vamos comecar com X definida no Exemplo onde X = numero de chaves testadas até abrir a
porta, considerando que a cada nova tentativa as chaves ja testadas sao descartadas. Para esse caso
encontramos Im(X) = {1,2,3,4} e px(x) = 1/4 para todo x € Im(X). Entéo,

1 1 1 1
EX)=1x g +2x 2 43x 3 +4x=1=25

Ou seja, se as chaves ja testadas forem descartadas nas proximas tentativas, em média o homem

precisa de 2,5 tentativas para abrir a porta.

Vejamos agora o caso do Exemplo [4.6] onde X = ntimero de chaves testadas até abrir a porta,
considerando que a cada nova tentativa qualquer uma das quatro chaves pode ser selecionada com
a mesma probabilidade. Para esse caso encontramos /m(X) = {1,2,3,4,5,6,...} e px(x) = pala

todo x € Im(X). Entéo,

0 3x—1 & 3x—1 3)( 1 &
E(X) = Z pr(x):Zx ax :Z(x+1—1) yrale +Z(X_1) o
Vxelm(X) x=1 x=1 x=1
——
S1 S
Primeiro veja que S5 =1, pois 5 = ZVXE/H‘I(X) /J)((X) e pelas pl‘OpI'l(—)Clé\d@S da fLIn(;éO de

probabilidade sabemos que essa soma tem que ser 1.

Vamos agora calcular S;. Para isso faremos a sequinte mudanca de varidvel: y = x — 1.

00 3)(—’] [ 3y 30 () 3y 00 3y 3 00 _
Z1(X_1) 4x :Z()y4y+1 = (04J)+Z194y+1 :Z1J4J+1 _ZZ E(X)
X= y= y= y= y=1

Assim chegamos ao resultado:
3 3 1
E(X) = S +52:1+ZE(X):> E(X)—ZE(X):1 :>ZE(X):1 = E(X) =4.

Ou seja, se as chaves ja testadas nao forem descartadas nas proximas tentativas, em média o homem

precisara de 4 tentativas para abrir a porta.

*»"
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I L ] L L] L ] - I ° —
L ° -
L ° -
L ° -
L ° -
L ]
- L ] -
E(X) E(X)
O] e O
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7

L E(X) o | E(X)
Ol =C> e OO Py
I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 -20 0 30 60

(c) Exemplo (d) Exemplo

Figura 4.1 — Grafico de algumas funcdes de probabilidade e sua esperanca.

Para as varidveis aleatdrias definidas nos Exemplos e veja na Figura 0s

gréficos das funcdes de probabilidade e suas esperancas, ja calculadas para cada varidvel aleatéria.

Observando os graficos da Figura podemos ver que a esperanca de uma variavel aleatdria X
é o centro de gravidade da distribuicdo de probabilidades. Sendo assim, a esperanca é uma medida
de posicdo. Com isso temos o resultado intuitivo de que E(X) estd sempre entre o menor e o maior

valor do conjunto /m(X), resultado apresentado na Proposicéo [4.4] a sequir.

Proposicao 4.4 Limites do valor da esperanca
Seja X varidvel aleatéria discreta, xpmin = min{Im(X)} e xmax = max{Im(X)}. Se E(X) € R entdo,
Xmin < E(X) < Xmax-

Demonstracao:

Primeiro vamos mostrar que xpy;, < E(X).

E(X) = Z XPX(X) > Z Xmian(X) = Xmin Z PX(X) = Xmin-

Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)

1

Para mostrar que E(X) < xpax faremos um desenvolvimento anélogo.

E(X) = Z XIJX(X) < Z Xmapr(X) = Xmax Z PX(X) = Xmax-
(X)

Vxelm(X) Vxelm Vxelm(X)

1
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Ja vimos que é possivel obter uma nova variavel aleatdria Y a partir de uma funcdo de uma
varidvel X, Y = g(X). Também vimos que podemos obter a funcédo de probabilidade de Y a partir da

funcéo de probabilidade de X. Sendo assim, podemos calcular a esperanca de Y.

O interessante é que podemos encontrar a esperanca de Y sem precisar encontrar a sua funcao
de probabilidade, conforme apresentado na Proposicdo [4.5] a sequir. O calculo da esperanca de
Y pode ser feito somente com o conhecimento da funcdo g que relaciona X e Y e da funcdo de

probabilidade de X, px.

Proposicao 4.5 Esperanca de funcées de variavel aleatéria discreta

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fungéo de probabilidade px e Y = g(X). Entdo,

EV)=E@X)= >  gpx(x),
Vxelm(X)

desde que o somatdrio convirja.

Demonstracao:

E(Y)= >  ypvly)= Y yPV=y= > yPgX) =y =

Yyelm(Y) Yyelm(Y) Yyelm(Y)

= ) Yy ) PX=x= ) ) yPX=x=
vyelm(y)  {xlglx)—-y} vyeim(Y) {xlg(x)=y}

= ) ) gWpxk= ) glpx(x).

Vyelm(Y) {x|g(x)=y} Vxelm(X)

Exemplo 4.16
Considere as varidveis aleatérias X e Y = X? definidas no Exemplo Encontre E(Y) a partir de

py e a partir de px, usando o resultado da Proposicéo

Solugéo:

No Exemplo [4.9]foi dada px e encontramos py, apresentadas novamente a sequir.

X 2 -1 0 1 2 3 y 0 1 4 9

px(x) 01 02 02 03 01 0/ py(y) 02 05 02 01

Primeiro vamos encontrar E(Y) a partir de py:
E(Y)= Z ypy(y) =0x0,2+1x0,5+4x0,24+9x0,1=2,2.
Yyelm(Y)
Agora, usando a Proposicao temos:
EYV)=EX) = ) xpxln) =

Vxelm(X)

= (=2’ %x0,1+(=1)?x0,2+0°x0,24+1?%x0,3+22%x0,14+3°x0,1

=22
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*»"

Exemplo 4.17
Seja X varidvel aleatdria discreta com funcdo de distribuicao definida por:

~

0 X < =2
1/8 ,—2<x<1
Fx(x)=4 5/8 ,1<x<2
718 ,2<x<4
1 x> 4.

;

Calcule E(X), E(X2), E(5 — 2X) e E(|X).

Solucao:
J& vimos que a Im(X) é o conjunto dos pontos de descontinuidade e px(x) é o tamanho do salto.

Entao, Im(X) = {—2,1,2,4} e sua funcdo de probabilidade px(x) em cada x € Im(X) é dada na

tabela a sequir:

X -2 1 2 4

px(x) 18 1/2 1/4 1/8

Assim,
1 1 1 1 10 5
EX)= ) xpx(x) = (-2) x g +Tx S +2x 244 x o= =7
Vxelm(X)
1 1 1 1 32
2\ 2 —_ (72 o 2 o 2 o 2 _ = _
EXY) = ) px(x) = (=2 x g+ 1 x S+ 2 x g+ x = m =4
Vxelm(X)
EG-2X)= ) (5—2x)px(x)
Vxelm(X)
1 1
=(-2x(-2)x g+B-2xNx5+(-2x2)x ;+(6-2x4)x g
_20_5
T8 2
1 1 1 1 14 7
E(IX]) = = =2 x4+ x =+ ]2 x =+ x==—="=.
(1X1) vXG%X)IXIPX(X) [ =2 x g+ 1MIx5+[2[x g+ 4 xg=5=7

*»"

Proposicao 4.6  Propriedade de Linearidade da Esperanca

Seja X uma varidvel aleatéria discreta tal que E(X) € R. Sejam a, b € R. Entéo,

E(aX + b) = a E(X) + b.

Demonstracgao:
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E(aX+b)= Y (ax+b)px(x) =

x€lm(X)
= ) (axpx(x) + bpx(x)) =

xelm(X)
= Y axpx()+ ) bpx(x) =

xelm(X) xelm(X)
=a Y xpx(x)+b Y px(x)=aE(X)+b.

xelm(X) xelm(X)

E(X) 1

Exemplo 4.18

No Exemplo[4.6] definimos X = niimero de chaves testadas até abrir a porta, considerando que a cada
nova tentativa qualquer uma das quatro chaves pode ser selecionada com mesma probabilidade. No
Exemplo encontramos E(X) = 4. Considere Y = numero de chaves erradas até abrir a porta

definida no Exemplo [4.71] Calcule Y de duas maneiras diferentes, primeiro usando py encontrada no
Exemplo e depois usando o resultado da Proposicéo

Solucao:

4311 ,sey=20,1,2,3,...

No Exemplo [4.11 encontramos py(y) = {

0 , caso contrario.

EV)= ) ypvly Zj4y+1 Z(J+1 43+1=
")

Vyelm
(%) 3y 00 3y
=2 WA =2 g
y=0 y=0
—_—
51 52
Note que S; = Zjo 0 4J+1 ZVUEIm y(y) = 1. Para calcular Sy, faremos a troca de varidvel
z=y+1
i 3y 0 37-1 o0 42 32 4
S1:Z(J+1)4J+1=Z yF: 3Z 4Z+1_§ZZWZ§E(Y).
y= 0 z=1 7z=0
S——
E(Y)
Assim temos, . 1
E(Y)=3EM)-1=3E¥)=1=EY)=3.

Chegamos ao mesmo resultado, de forma bem mais simples, usando o resultado da Proposicao

J& encontramos E(X) = 4 no Exemplo e Y =X—1no Exemplo Logo E(Y)=E(X—-1) =
EX)—1=4-1=3.

*»"
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Exercicios da Secao

1. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio [1| da lista de exercicios para a Secdo 3.1 e Y = X? a
varidvel aleatdria do Exercicio [1| da lista de exercicios para a Secéo 3.2.

(a) Calcule E(X) (b) Calcule E(Y) a partir da py (c) Calcule E(Y) a partir da px

2. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [2 da lista de exercicios para a Segdao 3.1e VY =2 - X
a variavel aleatéria do Exercicio [J] da lista de exercicios para a Segao 3.2.
(a) Calcule E(X).
(b) Calcule E(Y) a partir da py.
(c) Calcule E(Y) a partir da py.
(d) Calcule E(Y) a partir da propriedade de linearidade da esperanca.
3. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [3da lista de exercicios para a Segdo 3.1 e Y a varidvel

aleatoria do Exercicio [3] da lista de exercicios para a Segao 3.2.
(a) Calcule E(X) (b) Calcule E(Y) a partir da py (c) Calcule E(Y) a partir da px

4. Repita o exercicio anterior supondo agora que X seja a varidvel definida no Exercicio [4] da lista
de exercicios para a Secdo 3.1 e Y a variavel aleatdria do Exercicio [4| da lista de exercicios
para a Secao 3.2. Se vocé fosse jogar esse jogo e pudesse optar entre retirar as bolas com ou

sem reposicdo, vocé teria alguma preferéncia?
5. Considere Exercicio | da lista de exercicios para a Secéo 3.1.

(a) Em média, quantas pedras existem na caixa selecionada?

(b) Em média, quantas pedras existem da mesmas cor da pedra selecionada?
Considere agora o Exercicio | da lista de exercicios para a Secéo 3.2.

(c) Em média, qual o valor total das pedras dentro da caixa selecionada?

4.4 Variancia e desvio-padrao de variavel aleatodria

J& vimos que a esperanca de uma varidvel aleatdria X é o centro de gravidade da distribuicéo
de probabilidades, logo uma medida de posicdo. No entanto, é possivel que duas varidveis bem
diferentes tenham a mesma esperanca, o que nos mostra que a esperanca ndo é uma medida que

descreva completamente a varidvel aleatéria.

Exemplo 4.19

Considere X7 e X varidveis aleatérias discretas com funcées de probabilidade px, e px, definidas
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por:
0,05 ,x=1,2,8,9
0,1 ,x=3,7
0,1 x =3,7
(x) 0,15 4.6 (x) 0.3 ,x=4.6
D X) = S et X) =
PXx , , X ’ PXx; 0, ) X = 5
0,3 ,x=5 , .
o 0 , caso contrario.
0 ,caso contrdrio;

C

(@) Mostre que E(X7) = E(X2).

(b) Esboce e compare os gréficos de px, e px,. O que vocé pode perceber de diferente entre essas

duas variaveis?

Solucéo:

(@) Ambas as esperancas sao iguais a 5:
E(X1) =1x0,054+2x0,054+3x%0,14+4x0,15+5x0,3+6x0,15+7x0,1+8x0,05+9x0,05 = 5.
E(X2)=3x0,1+4x0,3+5%x0,2+6x0,3+7x0,1=5.

(b) A sequir estdo os graficos das funcdes de probabilidade de X; e X.

Pxi PXx,
B | B . |
o
B . . | B |
= . . B L ° ° i
L e o o = -
E(X1) E(X2)

SRS SRS U SRR SR LA S S S S— GRS b S S ———

Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Uma diferenca que pode ser notada de imediato é a dispersdo dos valores de cada varidvel
aleatéria. Veja que Xj tem valores mais dispersos em torno da média que X3, isto é, mais
espalhados. Ou seja, os valores de Im(X3) estdo mais concentrados em torno da média do
que os valores de /m(Xj). Existem varias maneiras de se medir a dispersao de uma variavel

aleatdria. Vamos definir, inicialmente uma dessas medidas de disperséo, chamada de variancia.

*"
Definicdo 4.3  Variancia de Variavel Aleatodria Discreta
Seja X varidvel aleatéria discreta tal que E(X) € R. A variéncia de X é definida como
Var(X) =EX—E(X)F = )  [x—EX)px(x), (4.3)

Vxelm(X)

desde que o somatdrio convirja.
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. . 2 .
Veja que Var(X) é definida como E[g(X)], com g(X) =[X — E(X)]". O termo X —E(X) é chamado
de desvio em torno da média. Sendo assim, a variancia é a média dos desvios quadraticos em torno

da média E(X).

Veja também que, para existir Var(X), é necessario que exista E(X), isto é, que E(X) € R. Além

disso é necessario que o somatério Z (x — E (X))? px(x) convirja.
Vxelm(X)

A Proposigao[4.7]a sequir apresenta uma expresséo alternativa para o célculo da varidncia, que

em geral é mais usada do que a prdpria expressdo apresentada na Definicdo

Proposicao 4.7
Seja X uma varidvel aleatéria discreta tal que E(X) € R e E(X?) € R. Entdo, Var(X) €ER e

Var(X) = E(XZ) - [E(X)]Z

Demonstracao:

Var(X)= ) [x—EX)px(x)

Vxelm(X)
= Y [ 20EX +[EXOF] px(x) =
Vxelm(X)
= Y [¥px0 = 20 EX)px() + [EXIP px(v)] =
Vxelm(X)
= Y Xpx)— Y AEXpx()+ Y [EX)Fpx(x) =
Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)
= Y Xpx()=2E(X) Y xpx()+[EXF Y pxlx) =
Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)
E(X?) E(X) 1
= E(X?) = 2E(X) E(X) + [E(X)]* =
= E(X?) = [E(X)F .

O resultado da Proposigao[4.7|pode ser lido, de maneira informal, como a variéncia é a esperanga

do quadrado de X menos o quadrado da esperanca de X.

Da definicdo de varidncia, resulta que sua unidade de medida é o quadrado da unidade de
medida da varidvel em estudo, sendo assim, uma unidade sem significado fisico. Para se ter uma
medida de dispersdo na mesma unidade dos dados, define-se o desvio-padréio como a raiz quadrada

da variadncia.
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Definicdao 4.4  Desvio-padrao

O desvio-padréo de uma varidvel aleatdria X é definido como a raiz quadrada de sua variéincia:

DP (X) = /Var (X)

Exemplo 4.20
Calcule Var(X7), DP(X7), Var(X2) e DP(X3) para as variaveis definidas no Exemplo e comente 0s

resultados.

Solugéo:

Primeiro Xji:

E(X?) =12%0,05+2°x0,05+3% x 0,1 +4>x 0,15+ 5° x 0,3+
62 x 0,154 72 x0,1482x0,05+ 9% x 0,05 =28,6. Var(X;) =E(X?)—E(X;)>=28,6-5%=3,6.

DP(X;) = v/Var(X;) =/3,6 ~ 1,9

Agora X5:

E(X3)=32%x0,14+4°x0,34+5°%0,2+6%x0,3+7%x0,1=26,4
Var(Xz) = E(X?) — E(X2)? = 26,4 —52=1,4

DP(X.) = /Var(X) = /1,4 ~ 1,2

Como ja comentado no Exemplo [4.179] a disperséo de X; é maior que a disperséo de X, uma
vez que Var(X1) > Var(X3), ou DP(X1) > DP(X3).
*"

Ja vimos que se X é variavel aleatdria degenerada, isto é, X é tal que P(X = ¢) = 1, entéo

E(X) = ¢ (Proposigao [4.3). Calculemos, agora, sua varidncia.
Proposicao 4.8

Seja X uma varidvel aleatédria tal que P(X = c¢) = 1. Entédo Var(X) = 0, ou seja, Var(c) = 0.

Demonstracgao:

Note que Y = X? tambhém é varidvel aleatéria degenerada, pois P(Y = ¢?) = 1. Logo,

E(Y)=E(X) =¢? e Var(X) = E(X?) = [EX)P = ? =2 =0.

Vejamos mais algumas propriedades da varidncia e do desvio-padréo, para qualquer variavel

aleatéria.
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Proposicao 4.9 Propriedades da Variancia e do Desvio-padrao

Seja X varidvel aleatdria tal que Var(X) € R. Entdo valem as seguintes propriedades:

(i) Var(X) >0
(i) DP(X) >0
(i) Var(aX + b) = a? Var(X)

(iv) DP(aX + b) = |a| DP(X)

Demonstracgao:

(i) Veja que Var(X) = E[g(X)], com g(X) = [X — E(X)]°. Veja também que g(X) é varidvel aleatéria
ndo negativa, isto é, xmin = min{/m(g(X))} > 0. Logo, pela propriedade apresentada na
Proposicéao podemos afirmar que E[g(X)] > xmin > 0. Entédo, Var(X) > 0.

(i) Como Var(X) > 0, DP(X) = +/Var(X) > 0.
(iid)

Var(aX + b) = E[(aX + b) — E(aX + b)]’
= E[aX + # — a E(X) — BT
= E[a (X — E(X))f
= a’E[X — E(X)]
= a? Var(X)

(iv) DP(aX + b) = y/Var(aX + b) = \/a? Var(X) = |a|\/Var(X) = |a| DP(X).

Exemplo 4.21

Considere a v.a. Y com funcao de probabilidade dada por

y 3 -1 0 2 5 8 9

pvly) 0,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

e seja Z = 2Y — 3. Vamos calcular a esperanca e a variancia de Y e Z.
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Solucao:

E(Y)=-3x%x0,25—1x0,30+0x0,20+2x0,10+5 x 0,07 +8 x 0,05+ 9 x 0,03 =0,17
E(Y)=9x0,25+1x0,30+0x0,20+4x0,10 + 25 x 0,07 + 64 x 0,05 + 81 x 0,03 = 10, 33
Var(Y) = 10,33 — 0,172 = 10,3011

E(Z)=2xE(Y)—=3=2x0,17—3=—2,66

Var(Z) = 22 x Var(Y) = 41,2044

*»"

Exemplo 4.22

Um lojista mantém extensos registros das vendas diarias de certo aparelho. O quadro a sequir da
a distribuicao de probabilidades do niimero de aparelhos vendidos em uma semana. Se o lucro por
unidade vendida é de R$500,00, qual o lucro esperado em uma semana? Qual é o desvio-padrao do

lucro?

x = numero de aparelhos 0 1 2 3 4 5

px(x) 01 01 02 03 02 01

Solucao:

Seja X o numero de aparelhos vendidos. Vamos calcular a média e o desvio-padréo de X, isto é, do

nimero de aparelhos vendidos.

E(X)=0x0,1T+1x0,1+2x0,24+3x0,3+4%x0,24+5x%x0,1

= 2,7 aparelhos

E(XZ) —02x01412x01422x0,2432x0,3+4%0,2+52%0,1

= 9,3 aparelhos?

Var (X) = 9,3 —(2,7)? = 2,01 aparelhos’
DP (X) = 1,418 aparelhos

Seja L o lucro semanal. Note que L = 500X e, portanto,
E (L) =500 E (X) = R$1350, 00

DP (L) =500 DP(X) = R$709, 00

*»
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Exemplo 4.23

Seja X a variavel aleatéria definida no Exemplo [4.17] isto é, X é tal que

~

0 X < =2
1/8 ,—2<x<1
Fx(x)=4 5/8 ,1<x<2
718 ,2<x<4
1 ,x > 4.

\

No Exemplo calculamos E(X), E(X?), E(5—2X) e E(|X|). Agora calcule Var(X), Var(X?), Var(5—2X)
e Var(|X|).

Solucao:
Os resultados encontrados no Exemplo foram: E(X) = % E(X%) =4, E(5-2X) = % e E(|X]) = %
Vamos calcular o que se pede.
5\% _ 64—25 39
B = 2 —_ 2 = —_ —_ = = —
Var(X) = E(X?) — (E(X))" =4 (4) T 16
Var(X?) = EXY) = (EX)? = | > x'px(x) | -4
¥xelm(X)
1 1 1 1 312
= (2" x s+ 1" x-+2'x - +4'x S| —16= —16=2
()><8+ ><2—|— ><4+ X3 6 3 6=23
39 39
Var(s — 2X) = 4Var(X) = 4 x 6=
7\° _64-49 15
Var(IX]) = E(XI) — (E(IX])* = E(X?) = E(X)? =4~ { 7] = =
4 16 16
*»"

Exemplo 4.24

Seja uma v.a. X com funcéo de probabilidade dada na tabela a sequir:

X 1T 2 3 4 5

px(x)  p= p> p p p

(@) Encontre o valor de p para que px(x) seja, de fato, uma funcéo de probabilidade.
(b) Calcule P(X >4) e P(X < 3).
(c) Calcule P(|X —3| > 2).

(d) Calcule E(X) e Var(X).

Solucéo:
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(@) Como Y_px(x) =1, temos que ter:

3p24+2p=1=23p*+2p—-1=0=

p=—1
24VAF12 244 /
p= = = < ou
6 6 1
P=3

Como p é uma probabilidade, temos que ter p > 0. Logo, o valor correto é p = %

(b) PX>4)=PX=4)+PX=5=p+p’=3+g=g
PriX <3)=PX=1+P(X=2)=2p’= %
(c) Aqui temos que notar o seguinte fato sobre a funcdo mddulo, ilustrado na Figura Valores
= |x| no eixo vertical menores que k (abaixo da linha horizontal sélida) correspondem a
valores de x no intervalo (—k, k) e valores y no eixo vertical maiores que k correspondem ou a
x > k ou a x < —k. Mais precisamente,
Ix| >ke x>k ou x<—k
x| <ke —k<x<k

x| = k

Figura 4.2 — Funcdo mddulo

Usando esses fatos, temos que
P(IX=3|>2)=P({X—-3<-2} U {X=-32>2})=
PX-3<-2)+P(X-3>2)=
=PX<T)+P(X>5)=
=PX=1)+PX=5)=

1
2
—2p? ==
P==39

(d) Temos que

EX)=1xp°+2xp?>+3xp+4xp+5xp?

99 39
29

= 3,2222
9
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EXY) =12 xp?+22xp? +32 x p+ 42 x p+5° x p?
SR P L

9 9 3 9

105 35

9 3

35 (29)\° 14

*»"

Exemplo 4.25 Jogo de dados

Um jogador A paga R$5,00 a B e lanca um dado. Se sair face 3, ganha R$20,00. Se sair face 4, 5,
ou 0, perde. Se sair face 1 ou 2, tem o direito de jogar novamente. Desta vez, lanca dois dados. Se
sairem duas faces 6, ganha R$50,00. Se sair uma face 6, recebe o dinheiro de volta. Nos demais
casos, perde. Seja L o lucro liquido do jogador A nesse jogo. Calcule a fungdo de probabilidade de L

e o lucro esperado do jogador A.

Solucao:

Sabemos que o dado é honesto e que os lancamentos séo independentes. O diagrama de para o

espaco amostral desse experimento esta apresentado na Figura

-5+20 =15

5

-5+5=0

-5450=45

Figura 4.3 — Diagrama para o espaco amostral do Exemplo [4.25

Para calcular a probabilidade dos eventos associados aos lancamentos dos dois dados (parte
inferior da arvore), usamos o fato de que a probabilidade da intersecéo de eventos independentes é

o produto das probabilidades.

No calculo da probabilidade de uma face 6 temos: 2 x (1/6) x (5/6). Multiplicamos por 2, porque

a face 6 pode estar em qualquer um dos dois dados.

Vemos que os valores do lucro L sdo: -5; 0; 15; 45 e a funcéo de probabilidade de L é

¢ = Lucro -5 0 15 45

20

1
16 6 — 216

36

Nl—=
+
ol
X
oo
X
olo
I
r\)‘—\

a1
oo
(SN}
X
N
X
(S
X
olo
I
N
oIN
X
o=
X
o=
I
>
N
sy

P(L =)
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Assim,

158 36 2 160
E(L) = =5 % 576 +15 x 526 +45 x 57 =~ = 0,74,

*»"

Exemplo 4.26
Calcule o desvio padrdo do nimero de chaves testadas para o problema do Exemplo em que
chaves sdo experimentadas até consequir abrir a porta sendo que ndo ha controle das chaves ja

testadas.

Solucéo:
Seja X = numero de chaves testadas até abrir a porta. Queremos encontrar DP(X) = ~/Var(X).
Vamos primeiro calcular Var(X). J& vimos que Var(X) = E(X?) — E(X) e j& foi encontrado E(X) = 4 no

Exemplo Entéo s6 falta encontrar E(X?). Para isso precisamos lembrar do resultado do Exemplo

x—1
4.6| onde foi encontrado px(x) = T,X =1,2,3,....
2 = ) w3, &3 ;v 2
EX) =) px(xxi=) ——x’=)_ =1+ =Z4y+1(y+1) ,
x=1 x=1 x=1 y=0
uma vez feita a troca de varidvel y = x — 1. Continuando,
E(X?) = _y 12—m3y 2 1—00 -
( )_"'_Z4y+1(y+ ) _Z4J+1(y Tey+ _Z4y+1j +2 Z4y+1J+Z4J+1 )
=0 =0 y=0
y y
S S, S5
=3V, &3 o, 3&3t, 3,
1= Z4y+1y:Z4g+1g:ZZ 4yg:ZE(X)‘
y=0 y=1 y=1
= 3y = 3y 3 & 3y~ 3 3
S, = ZZMHg:ZZWy:ZXZ Y =2x JEX)=2x 3 x4
y=0 y=1 y=1
= 3y Z3 &
Sy o= ) ami=2 e =2 _pxx) =1
y=0 x=1 x=1
Assim,
E(X?) = %E(X2)+2x % X 441
4E(X?) = 3EXH)+2x3x4+4
E(X?) = 2x3x4+4=24+4=28
Entao,

Var(X) = E(X?) —EX(X)=28—-4°=28—-16=12 e DP(X)= V12

*»
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Exercicios da Secao

1. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio [1| da lista de exercicios para a Secdo 3.1 e Y = X? a
variavel aleatéria do Exercicio [1| da lista de exercicios para a Secao 3.2.
(a) Calcule Var(X) e DP(X) (b) Calcule Var(Y) e DP(Y).

2. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [J] da lista de exercicios para a Segdo 3.1 e ¥ =2—X
a variavel aleatéria do Exercicio [J] da lista de exercicios para a Segao 3.2.

(a) Calcule Var(X) (b) Calcule Var(Y) usando as propriedades da variéncia.

3. Seja X a variavel aleatdria do Exercicio[3da lista de exercicios para a Secéo 3.1 e Y a varidvel
aleatdria do Exercicio [3| da lista de exercicios para a Segdo 3.2.
(a) Calcule Var(X) e DP(X) (b) Calcule Var(Y) e DP(Y).

4. Repita o exercicio anterior supondo agora que X seja a varidvel definida no Exercicio [4 da lista
de exercicios para a Secdo 3.1 e Y a variavel aleatdria do Exercicio [4| da lista de exercicios

para a Secédo 3.2.
5. Considere Exercicio 5| da lista de exercicios para a Secéao 3.1.

(@) Qual o desvio padréo do niimero de pedras na caixa selecionada?

(b) Qual o desvio padrao do nimero de pedras da mesma cor da pedra selecionada?
Considere agora o Exercicio 5] da lista de exercicios para a Segao 3.2.

(c) Qual o desvio padréo do valor total das pedras dentro da caixa selecionada?

Exercicios para o Capitulo

1. Trés dados sdo lancados. Assumindo que cada uma das 6 = 216 saidas sao igualmente
provéveis, encontre a funcéo de probabilidade da varidvel aleatéria X definida pela soma dos

valores dos trés dados.

2. Suponha o experimento de jogar dois dados. Para cada varidvel aleatéria definida a sequir

determine a sua imagem, a sua funcéo de probabilidade e a sua funcao de distribuicao.

(@) X é o valor maximo entre as duas saidas.

(b) Y é a soma das duas saidas.

3. Suponha que uma variadvel aleatéria X tenha distribuicdo discreta dada pela funcdo de

probabilidade

c

X’ X=0,1,2,...,
px(x)=14 4 N

0, caso contrario.

Determine o valor da constante c.
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4. O tempo T , em minutos, necessario para um operario processar certa peca é uma v.a. discreta

com funcao de probabilidade definida na tabela abaixo.

tt 2 3 4 5 6 7
pr(t) 0,1 0,1 0,3 0,2 0,2 0,1

Para cada peca processada, o operario ganha um fixo de 2 u.m. (unidade monetaria) mas, se ele
processa a peca em menos de 6 minutos, ganha 0,50 u.m. por cada minuto poupado. Encontre

a funcédo de distribuicao da v.a. G definida pela quantia (em u.m.) ganha por peca.

5. Considere uma urna com 2 bolas brancas e 1 bola preta. Suponha o experimento de retirar,

com reposicéo, 4 bolas dessa urna. Seja X = niimero de bolas brancas nas quatro retiradas.

(@) Encontre a funcéo de probabilidade da v.a. X, isto é, px.

(b) Calcule E(X).
Defina Y = ndmero de bolas pretas nas quatro retiradas.

(c) Escreva Y como funcdo de X e, usando as propriedades do valor esperado, calcule E(Y).

(d) Encontre, a partir de px, a funcado de probabilidade da v.a. Y, isto é, py.

)
)

(e) Encontre novamente E(Y), agora a partir de py.
)

(f) Encontre Var(X) e Var(Y).

6. Seja X variavel aleatéria com funcao distribuicao

~

0, x < —1

18, —1<x<—1/2
3/8, =1/2<x<0
5/8, 0<x<1/2
718, 112<x<1

1, x>1.

(a) Calcule E(X).

b) Calcule E(X?) a partir da distribuicdo de X.

)
(b)
(c) Calcule E(X?) a partir da distribuicdo de X?.
(d) Calcule Var(X).

7. Suponha que um jogador tenha R$ 10,00 para jogar na roleta. O jogador decide adotar a
sequinte estratégia. Ele vai apostar R$ 5,00 no preto. Se sair um nimero preto (probabilidade
18/37 de ocorrer), o jogador deve pegar seu dinheiro (R$ 5,00 da aposta e mais R$ 5,00 de
lucro) e fazer uma Ultima aposta de R$ 3,00 nos niimeros de 1-12 (probabilidade 12/37 de
ocorrer). Se ele ganhar essa segunda (e Ultima) aposta o lucro dele é o dobro do que ele
apostou (ele leva R$ 3,00 da aposta e mais R$ 6,00 de lucro). Se na primeira aposta nao sair
o preto (probabilidade 19/37 de ocorrer), o jogador deve entdo repetir a aposta de R$ 5,00 no

preto mais uma vez e entao sair do jogo.

Seja X o ganho (ou perda, no caso de ganho negativo) do jogador depois que ele saiu do jogo.
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(@) Encontre a funcéo de probabilidade de X.

b) Calcule a probabilidade do jogador ganhar algum dinheiro usando essa estratégia.
C

( alcule a probabilidade do jogador sair no prejuizo usando essa estratégia.

c)
(d) Qual o ganho médio de um jogador que adotar essa estratégia?
(e) Vocé acha essa estratégia interessante? Tem alguma sugestdo de mudanca? Justifique.

Em uma urna existem 5 bolas, entre as quais 2 sado vermelhas. Suponha que bolas sejam
retiradas, uma a uma e sem reposicao, até que as duas vermelhas sejam observadas. Isto é,
quando as duas vermelhas aparecerem termina o experimento. Encontre o niimero esperado de

bolas retiradas dessa urna.

Um amigo esta organizando uma rifa com prémio no valor de R$ 5.000. Ele estd vendendo 2.000

numeros que custam R$ 5,00 cada.
(@) Se vocé compra um ndimero, qual é o seu ganho esperado? Calcule o desvio padrao do seu
ganho também.

(b) Se vocé compra 10 nimeros, qual é o seu ganho esperado? Calcule o desvio padrdo do

seu ganho também.

(c) Se vocé compra 100 numeros, qual é o seu ganho esperado? Calcule o desvio padréo do

seu ganho também.

Seja X uma varidvel aleatéria discreta. Defina ¥ = 2X —1)2 e W =5—-3X. Se E(X)=2e
Var(X) =1, encontre E(Y) e Var(W).

Decida se a afirmacdo a sequir é falsa ou verdadeira. Demonstre se ela for verdadeira ou

apresente um contra-exemplo no caso dela ser falsa.

“Seja X uma varidvel aleatdria, entdo E(1/X) = 1/E(X)”



Capitulo 5

Variaveis Aleatorias Continuas

J& vimos, no Capitulo 3] conceitos iniciais sobre as varidveis aleatdrias continuas. Neste capitulo

vamos aprofundar nosso estudo sobre esse tipo de varidvel aleatdria.

5.1 Funcao densidade de probabilidade

A definicéo de variavel aleatéria continua normalmente apresentada nos livros de probabilidade
ndo ¢ a citada no Capitulo 3] que define X como continua quando a sua funcéo de distribuigéo é uma
funcdo absolutamente continua. A forma mais comum de se definir varidvel aleatdria continua esta

na Definicdo a seguir, onde se apresenta, também, o conceito de funcdo densidade.

Definicao 5.1  Variavel aleatéria continua e funcao densidade
Uma varidvel aleatéria X com funcéio de distribuicéio F é classificada como continua quando

existe uma fungéio néo negativa f tal que
X
F(x) = / f(t)dt , para todo x € R.
—0oQ
Nesse caso, a funcéo f é denominada fungéo densidade de probabilidade, ou simplesmente

funcdo densidade, da varidvel aleatdria X.

Proposicao 5.1  Propriedades da funcéao densidade
Seja fx a funcdo densidade de alguma varidvel aleatoria X. Entdo fx satisfaz as seguintes

propriedades.

(i) fx(x) >0V x € R.

(ii) [ f(t)dt =1

Demonstracgao:

131
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~ . 7 ~ . e~ o .
A funcdo densidade é ndo negativa por definicdo. Para mostrar que f_oo f(t)dt =1 veja que

/00 f(t)dt = lim /X f(t)dt = lim F(x) =1,

— —
oo x—00 J_ o X—00

pelas propriedades da funcédo distribuicéo. O

J& vimos como calcular probabilidades de qualquer varidvel aleatéria continua a partir da sua
funcdo de distribuicdo (Exemplo 3.11). O que veremos agora é que esse célculo também pode ser

feito a partir da funcéo densidade.
Proposicao 5.2

Seja X varidvel aleatéria continua com funcéio densidade fx e a,b € R tais que a < b. Entéo

Pla <X <b)= /b fx(t)dt.

a

Demonstragao:

Seja X varidvel aleatdria continua e Fx a sua funcdo de distribuicdo. J& vimos que:

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a). (5.1)
Pela Definigao 5.1} temos que
a b
Fx(a) = / fx(t)dt e Fx(b) = / f(t)dt. (5.2)

As Equacéesp.1] e juntamente com propriedades da integral, resultam em:

b a b
P(agxgb)=FX(b)—FX(a)=/ fX(t)cIt—/ fx(t)clt=/ fx(t)dt.

—0Q —0Q

Vemos, pela Proposicao[5.2} que a probabilidade de X € [a, b] é a drea sob a curva da sua fungéo

densidade. Vamos ver, agora, como calcular outras probabilidades a partir da funcéo densidade.

Exemplo 5.1 Calculo de probabilidades de v.a. continuas a partir da funcao densidade

Vamos refazer os cdlculos apresentados no Exemplo [3.71] a partir da funcéo densidade.

Solucao:

Sendo X continua, resulta que

a
PX=a)=Pla< X<a)= / fx(t)dt =0
a

b
Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)= [ fx(t)dt

a
Quando um dos limites do intervalo ¢ infinito, temos

b
P(—oo< X < b)=P(X < b)=Fx(b)= [ fx(t)dt

—0Q
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ou
Pla < X < 00) = P(X > a) =1— Fx(a) :/ fx(t)clt—/ fx(t)dt =/ fx(t)dt

—0Q —0Q

*»"

Vemos, assim, que, tanto a funcdo densidade quanto a funcéo de distribuicdo de uma variavel
aleatéria continua contém toda a informacao sobre a varidvel aleatéria. Mais que isso, conhecendo

uma das funcoes Fx ou fx é possivel determinar a outra.

A Definicéo nos mostra como encontrar Fx a partir de fx:

X
Fx(x) = / fx(t)dt.
—0Q
Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, concluimos que:
d
fx(x) = ——Fx(x). (5-3)
dx
No Capitulo 3} vimos que, se X é uma variavel aleatdria continua com funcéo de distribuicéo
Fx, entdo Im(X) é formada pelos pontos do dominio de Fx onde esta funcdo é estritamente crescente.
Usando a Equagéo (5.3), concluimos que /m(X) é formada pelos pontos em que sua funcéo densidade

fx é positiva.

Exemplo 5.2
Nas figuras a seqguir sdo dados os graficos das funcées densidade f e g de duas varidveis aleatodrias
continuas X e Y, respectivamente.

(@) Encontre as expressoes de f e g.

(b) Encontre as funcdes de distribuicéo de X e Y,

(a) funcéo f (b) funcéo g
Figura 5.1 — Funcgdes densidade do Exercicio

Solugéo:

(@) A funcéo f é constante, igual a k, no intervalo [—1,1] e nula fora desse intervalo. Entédo, temos

que ter

1
]
[ kdx =1 = I<x|11 =1 :>I<:§
-1
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ou seja,
1
= ,se —1<x<1
flx) =4 ? =
0 , caso contrario

No intervalo [—1,1], g(x) = a + bx, um segmento de reta determinado pelos pontos (—1,0) e

(1, k). Substituindo as coordenadas dos dois pontos, obtemos o sequinte sistema:

k

0=a+ b(—1) b=3
— = k
k =a+ b(1) a=h=—
2

ou seja,

w ,se —1<x<1
gx) = .
0 , caso contrario

Para ser funcao densidade, temos que ter

1 1 2
k 2 X 2
= 1)dx =1 Ndx = = Z — % s k=1
/_12(x+ )dx :>/_1(x+ )dx P (2 +x) § P
Logo,
bt T) —1<x<1
g(x)z{ zt T e
0 , caso contrario
(b) No intervalo [—1, 1] temos
!
X1 x +1 1/2
F =PX<x)= —dt =
X(X) ( _X) /12 2 P(X <z)
1 | = i
I t+1
Gyly) = P(Y < y) = Aéfm
—1
_1 t—z—i—t / :y2+2y+1
2\2 1 4 .
Logo,

Fx
1

0 ,sex< -1

Fx(x)=4 =21 ,se —1<x<1
1 ,se x > 1
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Gy

0 ,sey < —1

Gy(y) = % ,se —1<y<1
1 ,sey > 1

*»"

Exemplo 5.3

Seja X variavel aleatdria continua cuja funcédo densidade é definida por:

al+x) ,se —1<x<0
fx(x) = a(l—x) ,se0<x<1

0 , caso contrario.

(@) Faca um eshoco do gréfico de fy.

(b) Encontre o valor de a para que fx seja realmente funcdo densidade.

(c) Quais valores a variavel aleatdria X pode assumir, ou seja, qual é a imagem de X?
(d) Calcule P(X > 0), P(X =0) e P(—=1/2 < X <1/2).

(e) Encontre a fungéo de distribuicao de X e esboce seu gréfico.

Solucao:

(@) Veja a figura a sequir.

Ix

0 1
/ a(l +x)c|x+/ a(l —x)dx =1= (x—i—Xz)
0

-1

N

(c) Im(X) = (—1,1), intervalo no qual f(x) > 0.

(d) Por simetria e sabendo que a area total sob o grafico de fx é 1, conclui-se que P(X > 0) =0, 5.
Como jé visto, P(X =0) = 0.
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1 1 0 1/2
Pl—<X<<| = / a(1 + x)dx +/ a(l — x)dx
2 2 12 0

)l
Y —
-1/2 2

0 4

(e) A funcéo de distribuicdo sera definida por partes, assim como a funcao densidade.

Se -1 <x<0:

X t2 X
F)((X):P(—1§X§X):/ (1+t)dt = (t+2)
_'| _
B +xj g ] X2+ (x 1)
B ) 2]~ 2 T2
Se0< x < 1:
1 1 X
FX(X):+P(0ngx):+/(1—t)c|t
2 2 Jo
I DO | R B N
2 2/, 2 2
T+ 2x—x% x2—2x—(2—1)_1 (1 —x)?
- 2 - 2 - 2
Logo,
0 ,se x < —1
(1+x) se —1<x<0
FX(X): (21—X)2 -
1— > ,se 0 < x <1
1 ,se x > 1

Exemplo 5.4

1

Ix

-1

—1/2

1/2

Fx

Seja X variavel aleatdria continua com funcdo densidade definida por:

e ,sex>0
fX(X)={

0 , caso contrario.

(a) Faca um eshogo do gréfico de fy.

(b) Mostre que fx é realmente funcéo densidade.

(c) Encontre a funcédo de distribuicdo de X e eshoce seu grafico.

Solucéo:

(@) Na figura a sequir ilustra-se o grafico de fx.
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fx

(b) Por definicéo da funcdo exponencial, temos que fx(x) > 0. Além disso,

/ e Ydx = — ( lim e™* —1) =1
0 X—0Q

e, portanto, fx define uma funcéo densidade.

(c) Para x > 0, temos que

Fx(x)=P(X < x) = /OX e dt = —e_t}g =—(e*=1)=1-¢

Logo,

Fx(x) =
x() 1—e™ ,sex>0

{ 0 ,sex <0 '

*»

Exemplo 5.5
Seja X uma variavel aleatdria cuja funcéo de distribuicao é definida por:

~

0 ,sex<?2
XT_z ,se2<x<4
Fx(x) = < % ,se4<x<6
XT_“ ,se 6<x<8

| 1 ,sex>8

(a) Faca um esboco do grafico de Fx.

(b) Quais valores a variavel aleatdria X pode assumir, ou seja, qual é a imagem de X?
(c) Classifique a variavel aleatdria X.

(d) Calcule P(X >3) e P33 < X <5).

(e) Encontre a funcéo densidade de X, fx, e eshoce seu grafico.

(f) Verifique as propriedades da funcao densidade.

g) Repita os itens|(b)| e |(d)| resolvendo agora a partir da funcdo fx.
§ X
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Solucao:

(@) O grafico de Fx é dado a sequir.

(b) Im(X) ={[2,4)U][6,8)}

(c) Como Fx é continua com apenas 4 pontos em que nao é diferencidvel, a variadvel aleatdria X é

continua.

(mpw2$=1—mx<m=1—mga=1—%=§

PB< X <5 =PX<5~PX<3)=Fx(5) - Fx@) =1-}=1

0 ,sex<?2 '
% ,se2<x<4 .
(e)
fX(X):< 0 ,S@4§X<6 025 . -
% ,566£X<8 0 1 > 5 1 5 & 7 & %
0 ,sex>8

\

(f) fx(x) >0 e [f(x)dx é a soma das dreas de dois retdngulos de base 2 e altura 1/4 e, portanto,

é igual a 1.

(g) A funcao densidade é nao nula nos intervalos [2,4) e [6, 8) que, portanto, definem Im(X).
() 4 8
1 1 1T 1 3
(X >3) /3 x(x)dx /3 4CX—f-/6 4cx 4 + 5 3

5 4 1 5 1
PEB< X <5H) = / fx(x)dx = / —dx +/ Odx = -
3 3 4 4 4

*»"

Exemplo 5.6

Seja X varidvel aleatdria continua tal que sua funcéo densidade é definida por:

c(dx —2x?) ,se0<x<?2
f(x) =

0 , caso contrario.

(@) Encontre o valor de ¢ para que f seja realmente funcdo densidade.
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(b) Esboce o grafico de f.
(c) Calcule P(X > 1).
(d) Encontre Fy.

Solugao:

(a)

2 3
/ cldx —2x)dx =1 = (2x2 - 2;)
0

(b) O grafico de f, é dado a sequir.

(c) Analisando o grafico de fx, podemos ver que ela é simétrica em torno de x = 1 e, portanto,

P(X>1)=P(X<1)=0,5.

(d) Se 0 < x < 2, temos

X3 3x2 — X3
Fx(x) = /O g - 2x?)dx = %
Logo,
0 ,sex <0
Fx(x) =1 2522 se0<x<?2
1 ,se x> 2 « : 3

*»"

Exemplo 5.7
O tempo de vida em horas de um certo tipo de tubo de rddio é uma variavel aleatdria com funcao

densidade

100

- ,se x>100
fx)=1 ~ ,

0 , caso contrario.

(@) Qual a probabilidade de um tubo desse tipo durar mais que 150h?

(b) Qual a probabilidade de exatos 2 entre 5 desses tubos terem que ser trocados antes de 150h

de operacao?

Solucao:
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(@) Seja X ="tempo de vida em horas do tubo”

oo

100 x™ 100 2
P(X > 150) = ——dx =100 [ — =_— ==
( g ) /150 X2 o ( - ) 150 150 3
(b) Seja Y =" nimero de tubos a serem trocados antes de 150 horas, dentre 5". Entdo, Y ~

1
bin (5;3) e

*»

Exemplo 5.8
O tempo de vida em horas de um certo dispositivo eletronico pode ser considerado uma variavel

aleatéria com funcao densidade definida por

1
_ —x/100 >
fx(x) 71006 , x > 0.

(@) Qual a probabilidade de um desses dispositivos eletrénicos durar entre 50 e 150 horas?
(b) Qual a probabilidade de um desses dispositivos eletrdnicos durar menos de 100 horas?

Solucao:

(@) Seja Seja X ="tempo de vida em horas do dispositivo”

150
1 150
P(50 < X < 150) = / me_mooclx = —e—X“OOLOO = —e 19 4795 = 0,3834005
50
(b)
100 1 100
P(X < 100) = / me’”modx = —e**“oo‘o =—e 04 e00-1_¢e"1=0,632121
0

*»"

Exercicios da Secao

1. Seja X uma varidvel aleatéria cuja funcao densidade é definida por fx(x) = 2e7%¥, se x > 0.

(@) Faca um eshoco do gréafico de fx e verifique que fx de fato é uma funcéo densidade.
(b) Encontre a funcao de distribuicédo de X, denominada Fy, e esboce seu grafico.
(c) Encontre Im(X), tanto pela funcéo de distribuicdo quanto pela funcéo densidade.

(d) Calcule P(X > 1) e P(X < 2| X > 1) a partir de fx e também a partir de Fy.
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2. Seja X uma varidvel aleatéria cuja funcdo densidade é definida por fx(x) = K(1 —x?), se —1 <

x < 1.
(@) Faca um eshoco do grafico de fx e determine o valor de K para que essa funcéo seja de
fato uma funcao densidade.
(b) Encontre a funcéo de distribuicdo de X, denominada Fx, e esboce seu grafico.
(c) Encontre /m(X), tanto pela funcao de distribuicdo quanto pela funcdo densidade.

(d) Calcule P(X > —1/2) e P(X <1/2 | X > —=1/2) a partir de fx e também a partir de Fy.

3. Seja X uma variadvel aleatdria cuja funcdo de distribuicao é definida por

0 ,se x < —1;
1
Fx(x) = X; Jse —1<x<1;
1 ,se x > 1.

(a) Justifique, a partir da funcdo de distribuicdo, por que a varidvel aleatéria é continua.

(b) Encontre a funcéo densidade de X, denominada fx, e esboce seu gréfico.

(c) Encontre Im(X), tanto pela funcéo de distribuicdo quanto pela funcéo densidade.

(d) Calcule P(=0,3 < X <0,5), P(X >—-0,1) e P(-0,3< X <0,5] X <—0,1) a partir de fx
e também a partir de Fx.

4. Seja X uma variavel aleatéria cuja funcdo densidade é definida por

2/3 ,se0<x<1;

fx(x) =
x(x) 16 se2<x<4.

(a) Faca um esboco do grafico de fx e verifique que fx de fato é uma funcéo densidade.
(b) Encontre a funcao de distribuicédo de X, denominada Fy, e esboce seu grafico.
(c) Encontre Im(X), tanto pela funcéo de distribuicdo quanto pela funcdo densidade.

(d) Calcule P(X > 3)e P(X >3 | X >0,5) a partir de fx e também a partir de Fx.
5. Seja X uma variavel aleatoria cuja funcdo densidade é definida por

Kix—1) ,sel<x<2;

K4 —
fx(x) = 7(2)() ,se2 < x<4

0 , caso contrario.
(@) Faca um esboco do gréfico de fx e determine o valor de K para que essa fungdo seja de
fato uma funcao densidade.
(b) Encontre a funcéo de distribuicdo de X, denominada Fx, e esboce seu grafico.
(c) Encontre /m(X), tanto pela funcao de distribuicao quanto pela funcdo densidade.
(d) Calcule P(X < 3)e P(1,5< X <2,5]| X < 3) a partir de fx e também a partir de Fx.

(e) Encontre o valor de m tal que P(X < m)=P(X > m) =1/2, que é a mediana de X.
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5.2 Funcoes de variaveis aleatorias continuas

Na Secéo vimos que, se X é variavel aleatdria discreta e g é uma funcéo real qualquer,
entdo Y = g(X) também é varidvel aleatéria discreta e sua funcao de probabilidade pode ser obtida

a partir da funcéo de probabilidade de X.

Nesta secdo, iremos analisar a situacdo em que X é uma variavel aleatéria continua. Uma
primeira diferenca é que Y = g(X) ndo serd necessariamente uma variavel aleatéria continua; Y
pode ser continua, discreta e até mesmo uma varidvel aleatdria que ndo seja nem discreta nem
continua. Sendo assim, iremos estudar a funcao de distribuicdo de Y, Fy(y) = P(Y < y), que esta
bem definida qualquer que seja o tipo da varidvel Y, razdo pela qual o método é denominado método

da fungdo de distribuicdo.

Como no estudo de qualquer varidvel aleatdria, o primeiro passo consiste em determinar a
imagem de Y = ¢g(X). Para isso, pode ser util construir o grafico da funcéo g e a partir dele,
identificar os valores de g(x) para x € Im(X). Identificada Im(Y), sua funcdo de distribuicdo é

Fy(y) = P(Y < y) = P(g(X) < y). Manipulagdes algébricas levardo a uma relacéo entre Fy e Fy.

Vamos ilustrar o método através de varios exemplos, considerando casos em que g é inversivel

ou nao inversivel.

g inversivel

Quando a funcéo g que relaciona as varidveis X e Y é inversivel, ndo sera dificil encontrar a

funcao de distribuicao de Y ou a sua funcao densidade.

Exemplo 5.9
Seja X variével aleatdria com funcéo densidade dada no Exemplo SeY=X+a coma € R,

encontre fy e eshoce seu grafico.

Solucao:
Do Exemplo temos que fx(x) = e se x > 0.

Sabemos que Im(X) = (0, o).

Logo, Im(Y) = (a, 00)

gx)=x+a

Vimos também que
1—e™ ,sex>0

Fx(x) =
x(x) 0 ,se x <0,
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1—ely=a) | — 0
Fy(y)zP(Ysy)zP(X+agy)zP(Xéy—a)zFx(y—a)z{ © ey

0 ,sey—a<o,
ou seja,
1—e W9 sey>a d e W=9  sey >a
Fy(y) = = fy(y)= —Frly) =
0 ,sey<a dy 0 ,sey<a
Nas figuras a sequir, ilustram-se as densidades para a >0 e a < 0.
fy Iy
0 a>0 a<0 °
*"

Exemplo 5.10
Seja X varidvel aleatéria continua com fungéo densidade fx definida no Exemplo[5.2} Calcule a fungéo

densidade de Y = g(X) = e*.

Solucao:

Do Exemplo .2} temos que as fungées densidade e de distribuicdo de X sao

N

,se —1<x <1
e Fx(x) =14 3(x+1) ,se —1<x<1
1 ,se x> 1.

fx(x) =

0 ,se x < —1
2
0 , caso contrario

g(x) =€

Sabemos que Im(X) = (—1,1).
Logo, Im(Y) = (e™", e")

glx) = e*
0 ,se lny < —1

Fy(y)=P(Y <y)=P* <y)=P(X <lny) = Fx(lny) = %(lng—i—1) ,se —1<lhy <1
1 ,se lny >1

ou seja
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0 ,sey < el
My) "
Fy(y) = %(ln y+1) ,seel<y<e v
1 ,sey > e'
1 1 +1 ”
5= ,see'<y<e
fr(y) = Fyly) =1 % .
0 , caso contrario

*»

Exemplo 5.11 Func¢ao densidade linear por partes
Seja X variavel aleatdria cuja funcdo densidade é definida por:

1—x
==X ,sel0<x<1
fx(x) = { W

== ,sel<x<?2

Encontre fy para Y =1 — X. Em sequida, eshoce os graficos de fx e fy.

Solucao:
Sabemos que Im(X) = (0, 2). - \ S
Logo, Im(Y) = (—1,1) \

gx)=1—x
Frly)=P(Y <y) =PI =X < y) = P(X >1—y) = 1 - Fx(1 - v).

Derivando, obtemos a relacéo entre fy e fx:

d d

f = —F =—1—=Fx(1 - = fx(1 — y).
v(y) dy y(y) cly( x(1=y)) =1x(1—y)
Entao,
(=9 se0< (1—y) <1 3 .se0<y<1
fy(y) = fx(1 —y) = =
W91 se 1< (1—y)<2 % se —1<y<O.

ou seja,

_3y _ ,
frly) = 5 .se —1<y<0. J
4 ,sel0<y<1 S

*»
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Exemplo 5.12

Quando a funcao g é inversivel, é possivel obter uma expressdo para a funcao densidade de Y = g(X).
Consideremos, entdo, uma variavel aleatdria continua X com funcéo densidade fx e Y = g(X), em que
g : R — R é uma funcédo estritamente mondtona e diferencidvel no conjunto /m(X). Vamos encontrar

a funcéo densidade de Y.

Solugéo:
Como Y é a composicao da fungdo X com a fungéo g, os valores que Y pode assumir séo os valores

que g pode assumir partindo do conjunto /m(X), ou seja, Im(Y) = g(Im(X)). Seja, entdo, y € Im(Y).

Consideremos inicialmente que g seja estritamente crescente. Neste caso, existe a inversa g~ ',

que é também uma funcao estritamente crescente. Assim,
Fy(y) =P(Y < y) = Plg(X) < y] = PIX < g7 (y)] = Fxlg~ " (y)]

Derivando em relacéo a y, encontramos a relacdo entre fy e fx:

d _ _ _
fy(y) = @Fx[g YY)l =xlg7 (]9 " (y).
Se g é estritamente decrescente, existe a inversa g_1, que é também uma fun(;éo estritamente
decrescente. Logo,
Fy(y) = P(Y < y) = P[g(X) < y]=P[X > g7 (y)] = 1 = Fx[g(y)]

Derivando em relacéo a y, encontramos a relacdo entre fy e fx:

d d

vly) = g, (1= Fxlo™@)) = =g~ W3 07" ()

. d
Note que, no caso de g ser estritamente crescente, a9 '(y) > 0 para todo y e podemos

dy
410 = Lg1(y). 14 lo g é estritamente d te, L g-1(y) < 0 para tod
escrever |[— [§ = —( y). Ja quando g e estritamente decrescente, —¢g s Dala 1odo
g9 W =g, 9 (v) Jd quando g a a9 W pare
d
y e Joclemos escrever LIC_‘] 4 ‘ = —76_1 .
ye,| a9~ () a9 ()

Dessa forma, qualquer que seja g estritamente monétona,

d _
—g ' (y)

” (5.4)

fy(y) = fx[g~ " (y)]

Esse resultado é conhecido como método do Jacobiano e sua versao generalizada sera bastante
util no estudo de vetores aleatérios. Note que quando g(x) = a + bx, isto é, uma fungéo linear, (5.4)

se transforma em

fy(y) = fx (fracy — ab) b

(5.5)

*»"



146 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Exemplo 5.13

Seja X tal que sua funcdo densidade é constante e igual a 1 no intervalo (0, 1) e O fora desse intervalo.

Obtenha a fungéo densidade de Y = g(X) = —In X.
Solugéo:
A funcédo g(x) = —lnx é estritamente decrescente e podemos aplicar o resultado visto no Exemplo
H.12
4
1 ,se0<x<1 2
fx(x) = :
0 , caso contrario
0 1 2 3 4 5 6 7
Como Im(X) = (0,1), resulta que
Im(Y) = (0, c0).

g(x) = —lnx

Ainversa de y = g(x) = —Ilnx é g~ '(y) = e7Y e, portanto,

dg™'(y) _ .~y
dy

Como 0 < y < o0, entdo 0 < e7¥ < 1 e a fungdo densidade de Y é

fy(y) =fx[e Y] x |—e Y| =1xe ¥ = fy(y) =¥ y € (0,00)

uma vez que fx(x) =1 no intervalo (0, 1).

Exemplo 5.14

Se a funcao densidade da varidvel aleatéria X é dada por

3x2 ,se —1<x<0
f(x) =
0 , caso contrario,

calcule a funcéo densidade de Y =2X — 1.

Solucao:
A funcéo g é uma funcao linear e, portanto inversivel.
Y +1

V=2X-1X="——

Como —1 < x <0, resulta que —3 < y < —1. Logo, pelo resultado do Exemplo [5.1

+1 1
fv(y)=fx(y2 )X

se —3<y<—1

2
ou seja
2
1
fy(g)=3(“2°'6) A2 se —3cy<

*»"

*»"
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g nao inversivel

Quando a funcdo g, que relaciona as varidveis X e Y, ndo é inversivel, os calculos devem ser

feitos com bastante cuidado.

Exemplo 5.15

Seja X varidvel aleatéria continua com fungdo densidade fy definida no Exemplo[5.2} Calcule a funcao

densidade das seguintes varidveis aleatorias

(a) ¥ = g(X) = X2
(b) W = h(X) = |X|

Solugéo:

Como ja vimos, as funcdes densidade e de distribuicdo de X séao:

>

=

Il
—t—
(@l ST

Sabemos que Im(X) = (—1,1).

Logo, Im(Y) = Im(W) =10,1)

, caso contrar

,se —T<x<1

io

0 ,se x < —1

e Fx(x) = %(x+‘|) ,se —1<x<1
1 ,se x> 1.
9(x)

g(x) = x% e hix) = |

(a) Para calcular a densidade de Y = g(X) = X? devemos notar que

Fy(y) =

P(Y < y) = P(X2 < y)

~

r

0 ,sey <0
P(-vu<X<g) ,se0<y<1

1 ,sey>1

0 ,sey <0

FX(\@)_FX(_\FU) ,se0<y <1
1 ,sey > 1
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e, portanto

d d
fy(y) = @[FX(\@)]_@[FX(—\@)] yse <y <1
0 , caso contrario
L RV g~ B v (o) se0<y <
0 , caso contrario
= fx(\@);w_{_fx(_\@)zj@ ,se0<y<1
0 , caso contrario

Como 0< \/y<1le—1<—/7<0, resulta que fx (\/7) = fx (—y/Y) = % Logo

1 sel0<y<1
fY(U):{Z\O@ ’

, caso contrario

(b) De modo analogo, para 0 < w < 1

Fw(w) = P(W < w) = P(IX| < w)

~

0 ,sew <0
=9 Pw<X<w) ,sel0<w<1
1 ,sew > 1
( 0 ,sew<0
=< Fx(w)—=Fx(—w) ,sel0<w<1
1 ,sew > 1

e, portanto
F)/((W)—F),((—W)(—1) ,se0<w 1
0 , caso contrario

_{ fx(w)+ fx(—w) ,sel0<w<1

0 , caso contrario

Como 0<w<1e -1<—w<0, resulta que fx (w) = fx (—w) = % Logo

1 ,5e0<w<1
fw(W)Z{

0 , caso contrario

Note que a funcdo densidade de W é constante no intervalo (0, 1).

*»"

Os dois exemplos a seguir mostram que, mesmo X sendo varidvel aleatdria continua, Y = g(X)

ndo serd necessariamente continua.

Exemplo 5.16

Mais uma vez, seja X variavel aleatéria continua com fungdo densidade fx definida no Exemplo

Defina
v — 1T ,se X<p
0 ,seX>p

para algum —1 < p < 1. Encontre a funcao de distribuicdo de Y e classifique esta varidvel aleatéria.
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Solucao:
Veja que Im(Y) = {0,1}. Logo, ja de inicio, sabemos que Y sera varidvel aleatdria discreta, pois a
sua imagem é um conjunto finito. Sendo assim, podemos encontrar primeiro P(Y = 0) e P(Y = 1),

para depois encontrarmos a funcéo de distribuicdo Fy.

1T 11—
P(Y =0) = PX > p) =1~ Fa(p) =1 - P L= 102
© 1
P(Y =1) = P(X < p) = Fx(p) = 22—
A funcao de distribuicéo de Y é
0 ,sey<-—1
Fyly) =4 52 ,se —1<y<1
1 sey>1
*»"
Exemplo 5.17  (James (2004) — pag.89, ex. 9(a))
Seja X uma v.a. continua com funcao densidade
y(x) = a2 v S€ X >0
0 , caso contrario.

Defina Y = g(X) = max{X, c}, em que ¢ > 0. Ache a funcéo de distribuicdo de Y e classifique esta

variavel aleatoria.

Solucao:

Sabemos que Im(X) = (0, o).

Logo, Im(Y) = (c, o0)

g(x) = max {x, c}
Veja que, se y < ¢, Fy(y) =P(Y <y)=0. Se y > ¢, de acordo com o grafico,
Fy(y) = P(Y <y) = P(X < y) = Fx(y)-

Entao,

Fry) 0 ,sey<c
) =
v Fxly) .sey>c.

Por outro lado,

X 0 ,sex<0
Fx(x) = / f(fdt=1

—00 I (1+t)2c| ,se x> 0.
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Para x > 0,
X T4x 1 71X 1 X
——dt = —du=—— = —1 = )
/0(1—|-t)2c /1 w2 uly +1+X 1+ x
Entao,
0 ,sex<O
FX(X)={ .
Trx ,SQXZO
e
0 ,sey<c 1 -
Friv)=1
T4y ,sey>c o ¢

Podemos ver que Fy é uma funcéo que satisfaz as propriedades da funcdo de distribuicéo
(Proposicéo[3.2). Mas Fy néo é uma funcao continua, e, portanto, Y nao é variavel aleatdria continua.
Podemos ver, também, que Im(Y) ndo é um conjunto enumeravel, logo Y néo é variavel aleatdria

discreta. Entdo, a varidvel aleatdria Y ndo é discreta, nem continua.

*»

Exemplo 5.18
Seja X é variavel aleatdria com funcdo densidade dada por

X3
() = 53 ,se0<x <4
0 , caso contrario

encontre a funcao densidade de Y = min{VX,2 — vVX}.

Solugéo:

Como Im(X) = [0,4], resulta que
Im(Y)=10,1]

g(x) = min {V/x,2 — /x}

Queremos encontrar Fy. Se y <0, Fy(y) =0ese y > 1, Fy(y) =1. Vamos analisar, agora, o

casoem que 0 <y < 1.
Frly) =P(Y < 9) =P ({X <y u{x > 2 y)?})
:P(Xg gz) +P(X2(2—y)2)

= Fx (v?) +1- Fx[@-y)]
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Assim,
0 ,sey <0
Fy(y) =1 Fx(y?)+1-Fx(2-y)?) .se0<y<1
1 ,sey>1
e

foly) = fx(y?) 2y +fx (2—y)*) - 22—y) ,se0<y <1
v 0 , caso contrario.

Substituindo pela expresséao de fx, obtemos:

Sy +@2-y)) ,se0<y< .
0 , caso contrario.

Note que essa funcdo realmente define uma funcdo densidade.

*»"

Exemplo 5.19

Seja X varidvel aleatdria tal que

% yse —1<x<1
f(x) = 3_TX ,sel<x<3
0 , caso contrario.

Defina Y = | X| e encontre fy.

Solucao:

Como Im(X) = (—1,3), resulta que
Im(Y) = (0, 3).

g(x) =[x

Sey <0, Fy(y) =0,esey >3, Fy(y) =1. Vamos analisar, agora, o caso em que 0 < y < 3,

considerando separadamente os casosemque 0 <y <Te 1<y <3
Se0<y<1,

Fy(y) = P(Y < y) = P(~y < X < ) = Fx(y) — Fx(~y).
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Agora,se 1 <y <3,

Fy(y) = P(Y <y) =P(X < y) = Fx(y).

Assim,
0 ,sey <0
Fx(y) —Fx(—=y) ,se0<y <1
Fy(y) =
Fx(y) ,sel<y<3
1 ,sey > 3.

Derivando em relacéo a y, obtemos

fx(y) + fx(—y) ,se0<y<1
fY(y) = fx(y) ,sel<y<3

0 , caso contrario.

Substituindo pela expresséao de fx, concluimos que

% ,se 0 <y <1 o8
friy) =14 3¢ ,sel<y<3
0 , caso contrario. ) : ' : )

Note que essa funcéo realmente define uma funcdo densidade.

*»

Exercicios da Secao

1. Seja X a varidvel aleatdria do Exercicios [T da Secdo 5.7} cuja fungdo densidade é definida por
fx(x) = 2672, se x > 0. Seja ¥ =3X + 2.
(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcéo de distribuicdo de Y. Esboce seu gréfico e classifique a variavel aleatdria
Y.

(c) Se Y for continua, encontre a funcéo densidade de Y. Se Y for discreta, encontre a funcéo

de probabilidade de Y. Eshoce o gréfico da funcdo encontrada.

(d) Calcule P(Y < 4).

2. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio [2] da Segao b.1] cuja fungao densidade é definida por
3
fx(x) = Z“ —x?),se —1<x<1. SejaY=|X|
(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcao de distribuicao de Y. Esboce seu gréfico e classifique a varidvel aleatéria
Y.
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(c) Se Y for continua, encontre a funcéo densidade de Y. Se Y for discreta, encontre a funcéo

de probabilidade de Y. Esboce o grafico da funcdo encontrada.

(d) Calcule P(Y >0,3| Y <0,8).

3. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio 3] da Secéo p.1] cuja fungéo de distribuicao é definida

por
0 ,se x < —1;
Fx(x) = al yse —1<x<1;
1 ,se x > 1.
Seja Y =—1In (XZH)

(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcado de distribuicao de Y. Esboce seu gréfico e classifique a varidvel aleatéria
Y.

(c) Se Y for continua, encontre a funcéo densidade de Y. Se Y for discreta, encontre a funcéo

de probabilidade de Y. Esboce o grafico da funcdo encontrada.

(d) Calcule P(Y > 1).

4. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio 3| da Segéo cuja funcao densidade fx esta definida

a sequir. Seja Y variavel aleatdria também definida a sequir.
2/3 ,se0< x<1; 1 ,se X<1;
fx(x) = e Y=
1/6 ,se2 < x < 4. 0 ,seX>1.
(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcéo de distribuicéo de Y. Esboce seu grafico e classifique a variavel aleatdria
Y.

(c) Se Y for continua, encontre a funcéo densidade de Y. Se Y for discreta, encontre a fungao
de probabilidade de Y. Esboce o grafico da funcdo encontrada.

(d) Calcule P(Y =1).

5. Seja X a variavel aleatéria do Exercicios | da Segdo 5.7} cuja fungdo densidade é definida por

2x—=MN/3 ,sel1<x<2;
2(4 — x)
6

0 , caso contrario.

fx(x) = ,se2 < x<4;

Seja ¥ = (X — 2)%.

(@) Determine Im(Y).

(b) Encontre a funcado de distribuicao de Y. Esboce seu gréfico e classifique a varidvel aleatéria
Y.

(c) Se Y for continua, encontre a funcéo densidade de Y. Se Y for discreta, encontre a funcéo

de probabilidade de Y. Eshoce o gréfico da funcdo encontrada.

(d) Calcule P(1 <Y < 2).
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5.3 Esperanca de variaveis aleatodrias continuas

No Capitulo [4} foi apresentada a ideia de valor médio como a média dos valores da varidvel
aleatdria, se o experimento fosse realizado infinitas vezes. Essa ideia pode ser utilizada, também,
para o caso de varidveis aleatérias continuas. Porém, no caso continuo, ndo é possivel termos a média
ponderada dos valores da varidvel aleatéria, com a ponderacéo definida pela probabilidade de cada
um dos valores, uma vez que a probabilidade de cada um ocorrer é sempre nula. Mas essas ideias

serdo Uteis para a definicdo do valor médio, ou esperanca, no caso de variaveis aleatdrias continuas.

Sem perda de generalidade, suponha que X seja uma variavel aleatdria continua com fungao
densidade fx e Im(X) =[0, 1]. Vamos dividir esse intervalo em subintervalos [x, x + dx], com dx = 1/n

ex=0,1/n2/n,...,(n—1)/n,1. Veja que se n for grande, entdo
fx(x)dx = P(x < X < x + dx)

Seguindo a definicdo de esperanca para o caso discreto, podemos supor, para o caso continuo,

que, se n for grande,

EX)~ ) xPx<X<x+dx)m ) xfx(x)dx

Tomando o limite quando n — o0, ou equivalentemente dx — 0, temos

E(X) = Lli Px < X< 1x) = li f Ix = f Ix.
(X) im ;X (x <X < x+dx) lmogx x(x)dx /Xx x(x)dx

n—00 dx—

Isso nos leva a Definicao 5.2

Definicao 5.2  Esperanca de variavel aleatoria continua
Seja X uma varidavel aleatdria continua com funcéo densidade de probabilidade fx. A esperanca

(ou média ou valor esperado) de X é definida como

E(X) = / o xfx (x)dx

—0Q

desde que a integral esteja bem definida.

Exemplo 5.20
Calcule E(X) para os Exemplos 5.3]ap.7]

Solucéo:
e Exemplo

0
E(X)Z/ )((1+x)clx+/01 x(1=x)dx = ()(22+x33)

—1
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e Exemplo 5.4
E(X):/ xe Xdx
0

Para o calculo desta integral, faremos uso do método de integracédo por partes com as seguintes
definicoes:

u=x= du =dx dv=e dx = v=—e""

Logo,

4 8 294 2
1 x 1 x 1 40
E(X) = —d —dx = - — - —| =<-[(16—-4)+(64—-36)]=— =5
00 =[x g [xe g Tt a | = gl06 -+ 64 -6 =
e Exemplo .6}
2 3 4\ 12 2
3 3 (,x X 1 3 8 3-16
E(X) = “(4x = 2x%)dx = = (4% — 2= P =X =2 —-=—— =1
X /Oxs(x X )dx 8(3 4)0 (ZX 16X)0 27 716
e Exemplo 2.7
100 100
E(X):/ xzdx=/ —dx =100 Inx|75p = lim Inx — In(100) = oo
100 X 100 X X—00
Logo, a esperanca de X nao existe.
*»"

Assim como no caso discreto, se X é varidvel aleatéria continua e g é uma funcao real qualquer,
entdo Y = g(X) também é variavel aleatdria e o célculo da sua esperanca pode ser feito conhecendo-

se apenas a funcéo g, que relaciona X e Y, e a funcdo densidade de X, fx.

Proposicao 5.3 Esperanca de funcoes de variavel aleatéria continua
Seja X uma varidvel aleatéria continua com fungéo densidade fx e seja Y = g(X). Entdo,
(o0]
EM =Elg (X)) = [ glofx(xidx
—0Q

desde que a integral esteja bem definida.

Demonstragao:

A demonstracao serd omitida e pode ser encontrada no livro de James| (2004), Teorema 3.1. 0

Exemplo 5.21

Seja X variavel aleatdria com funcdo densidade definida por

(x+1)? ,se —1<x<0
f(x) = 1—x% ,se0<x<1

0 , caso contrario.
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(a) Verifique as propriedades da fungdo densidade e eshoce o grafico de f.
(b) Calcule E(X).
(c) Se Y =1/(X +1), calcule E(Y).

Solugao:

(@) fx(x) > 0 (veja grafico a sequir)

[ fX(x)dx:/ (x+1) c|x+/ (1 — x?)dx
_1,
3

0 1
(x +1)3 x3 1
_ X 1—2] =1
LT3 3 —L— —

0

0 L o3 X2 0 X2 x4 !
E(X) = 2 4 2x +1)d 1—xdx= [ 42X 45 X
(X) /_1x(x+x+)cx+/ox( x“)dx (4+3+2)1+(2 4)0
(o2 oy iy 211
—\4 372 2 4] 73 276
()
1 O (x +1)? T (1 —x)(1+x)
HYLi[wX+1&uMX_[4X+1CH+A}FFldx
X2 0 x2 ! 1 1
(5ol )= ) e -3) =
*

As mesmas propriedades da esperanca vistas para varidveis aleatdrias discretas continuam

valendo para o caso continuo.

Proposicao 5.4
Seja X varidvel aleatdria continua, xmi, = min{Im(X)} e xmax = max{Im(X)}. Se E(X) € R entdo,
Xmin < E(X) < Xmax-

Demonstracgao:
Primeiro vamos mostrar que xy, < E(X).

E(X) = / XfX(X) > / Xmian(X) = Xmin/ fX(X) = Xmin-
—_—

—OoQ —0oQ —0oQ
1
Para mostrar que E(X) < xpax, faremos um desenvolvimento analogo.

£ = [t < [ st = e [ 1500 = o

—0Q —0Q —0Q

1
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Proposicao 5.5 Propriedade de linearidade da esperanca

Seja X varidvel aleatéria continua tal que E(X) € R. Sejam a, b € R. Entdo,

E(aX + b) = a E(X) + b.
Demonstracao:

oo (o0]

E(aX + b) = /Oo(ax + b)fx(x)dx = /00 (axfx(x) + bfx(x))dx = [ axfx(x)dx + / bfx(x)dx

—0Q —0Q —0Q —0Q

a/ xfx(x)dx +b/ fx(x)dx = a E(X) + b.

—0Q —0Q

E(X) 1

Exercicios da Secao

1. Seja X a varidvel aleatoria do Exercicios [T da Secdo 5.7} cuja fungdo densidade é definida por

fx(x) = 2e %, se x>0, e seja Y = 3X + 2, a variavel aleatdria do Exercicios (1| da Secdo
(a) Calcule E(X).
(b) A partir de fx, calcule E(Y).
(c) A partir das propriedades de linearidade da esperanca, calcule E(Y).
2. Seja X a variédvel aleatéria do Exercicio [2] da Secao cuja funcdo densidade é definida por

3
fx(x) = Z(1 —x?),se —1<x<1,esejaY=|X

, a variavel aleatédria do Exercicios [2|da Secéo

(@) Calcule E(X).
(b) A partir de fx, calcule E(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de linearidade da esperanca para calcular E(Y)? Justifique.

3. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio 3] da Secéo p.1] cuja fungéo de distribuicao é definida
por

0 ,se x < —1;

Fx(x) = x+1

,se —1<x<1;
1 ,se x >1,

. X +1 ., , , .
eseja Y =—1In ( > ) a variavel aleatdria do Exercicios (3| da Secéo

(@) Calcule E(X).
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(b) A partir de fx, calcule E(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de linearidade da esperanca para calcular E(Y)? Justifique.

4. Seja X a variavel aleatodria do Exercicio |3[da Secédo [5.1] cuja funcéo densidade fx esta definida

a sequir e seja Y a variavel aleatoria do Exercicios [4] da Segéo p.2] também definida a seguir.

2/13 ,se0< x<1; 1 ,se X< 1;
fx(x) = e Y=
1/6 ,se2 < x<4. 0 ,seX>1.

(a) Calcule E(X).
(b) A partir de fx, calcule E(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de linearidade da esperanca para calcular E(Y)? Justifique.
5. Seja X a variavel aleatéria do Exercicios p| da Segédo [5.7} cuja fungéo densidade é definida por

2x—=MN/3 ,sel1<x<2;

(4 —x)
3

0 , caso contrario,

fx(x) = ,se2 < x<4;

e seja Y = (X —2)?, a varidvel aleatéria do Exercicios |5 da Secéo

(@) Calcule E(X).
(b) A partir de fx, calcule E(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de linearidade da esperanca para calcular E(Y)? Justifique.

6. Seja X a variavel aleatodria cuja funcdo densidade é definida por

(@) Mostre que fx é densidade.

(b) Mostre que X néo tem esperanca.

5.4 Variancia e desvio-padrao de variaveis aleatorias continuas

A varidncia de uma variadvel aleatdria, discreta ou continua, é uma medida de dispersao em

torno da média. O que muda do caso discreto para o continuo é apenas a forma de calculo.

Definicao 5.3  Variancia de variavel aleatodria continua

Seja X varidvel aleatdria continua tal que E(X) € R. A varié@ncia de X é definida como
Var (X) = E[X — E(X)]’ = / [x — E (X)) fx(x)dx, (5.6)

—0Q

desde que a integral esteja bem definida.
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O desvio-padrao é definido como a raiz quadrada de sua varidncia, independente do tipo de

variavel.

DP (X) = +/Var (X)

Usando as propriedades do calculo integral e representando por p a esperanca de X (note que

¢ é uma constante, um ntiimero real), temos que:

Var(X) = /+0<>[X — u]z fx(x)dx = /+OO (XZ — 2px + uz) fx(x)dx

-iooo +o;oo +o00
= / x*fx(x)dx — 2p / xfx(x)dx + 1 / fx(x)dx

Se definimos h(x) = x?, a primeira integral nada mais é que E(X?), pela Proposicao A
segunda integral é E(X) = u e a terceira integral é igual a 1, pela definicdo de funcdo densidade.

Logo,

Var(X) = E(X?) — 2p% + 1> = E(X?) — 1/
0 que nos leva ao resultado ja visto para varidveis discretas:
Var(X) = E(X?) — [E(X)]2 (5.7)
Informalmente, a varidncia é a esperanca do quadrado de X menos o quadrado da esperanca de X.

Na demonstracao da Proposigao [4.9] que trata das propriedades da varidncia e do desvio-
padréo para varidveis aleatdrias discretas, ndo se fez uso do fato de a varidvel ser discreta. Sendo

assim, essas propriedades também valem para variéveis aleatdrias continuas.

Proposicao 5.6 Propriedades da Variancia e do Desvio-padrao

Seja X varidvel aleatdria tal que Var(X) € R. Entdo valem as seguintes propriedades:

(i) Var(X) >0

(ii) DP(X) > 0
(i) Var(aX + b) = a? Var(X)
(iv) DP(aX + b) = |a| DP(X)

Demonstracao:
Veja Proposicao O

Exemplo 5.22
Para a varidvel aleatdria apresentada no Exemplo calcule Var(X), Var(3X + 1) e Var(X?).
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Solucao:
No Exemplo obtivemos E(X) = 1/6. Vamos, agora, calcular E(X?) para, em seguida, obter Var(X).

1

0 1 5 24 331 (0 3 5
E(XZ):/_1x2(x2+2x+1)clx+[0 (1 = x)dx = (’;+:+X3) L (X3—X5) 0
S I A A R N O S
- 5°2 3 3 5/ 23 6
1 (1)\?
45
Var(3X + 1) = Var(3X) = 9 Var(X) = 6
Seja Y = X2. Entao, Var(Y) = E(Y2) — [E(V)]* = E(X*) — [E(XZ)]2
0 1 26 o [° AN
E(X4):/_1x4(x2+2x+1)dx+/o X1 = x?)dx = (7+6+5) 1+ (5—7) )
S U S R O S RS
B 73 5 5 7)) 15
1 1\ 7
X2y — |~ -
Var(X) = 35 (6) 180
"

Exemplo 5.23  Funcao linear

Seja X varidvel aleatdria cuja funcao densidade fx estd apresentada na Figura
(@) Encontre o valor de k para que fx seja funcdo densidade de probabilidade de uma variével
aleatdria continua e determine a equacéo que define fx.
(b) Calcule P(2 < X < 3).
(c) Encontre a funcéo de distribuicao de X.
(d) Determine o valor de g tal que P(X < g)=0,6.

(e) Calcule a esperanca e a variédncia de X.

Solucao:

(a) Usando a interpretacdo geométrica da integral como area sob a curva, o valor de k pode ser
encontrado notando-se que essa area é a de um trapézio (veja Figura com alturas k e 0,1

e base 5. Logo,

k+ 0,1 _

5 x 1=k+0,1=0,4=k=0,3.
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071 /

Figura 5.2 — Funcéo densidade para o Exemplo [5.23

No intervalo (1,5), fx é um segmento de reta que passa pelos pontos (1;0,1) e (6;0, 3); temos,

assim, o seguinte sistema de equacoes:

001=a+b
0,3=a+6b

Subtraindo a primeira equacédo da segunda, obtemos b = 0,04 e a = 0, 006. Logo,

0,064+0,04x se1<x<6
fx(x) = .
0 caso contrario

(b) Veja a Figura em que a area sombreada (drea de um trapézio de bases f(2) e f(3) e altura

1) corresponde a probabilidade pedida:

[2)+f3) , _014+0,18

=0,16
2 2

PR<X<3)=

3

} x? 9 4
=/ (0,06 + 0, 04x)dx = (0,06x+0,042) =O,06+O,04(2—2) =0,16
2

2

Figura 5.3 — Area sob fx — Exemplo[5.23 Figura 5.4 - P(2 < X < 3) — Exemplo [5.23

(c) Veja a Figura al podemos ver que, para x € [1,6], Fx(x) é a drea de um trapézio de altura
x — 1 e bases fx(x) e fx(1) = 0,1. Logo, para x € [1, 6]

(0,06 + 0,04x) + 0, 1
2

Fx(x) = x (x — 1) = (0,08 + 0,02x)(x — 1)

ou seja,

0 ,se x <1
Fx(x)=1 0,02x2+0,06x — 0,08 ,se1<x<6
1 ,se x>0
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Na Figura[5.6] é dado o gréfico da funcao de distribuicao.

Usando integral, temos que

X 0,04¢2\|*
F(x):/ (0,06 + 0, 04t)dt = (0,06t+ 5 )
1

1
- (o, 06x + 0, 02x2) (0,06 + 0, 02)

=0,02x2+0,06x — 0,08, se 1< x <6

Fx

02
05
01

Figura 5.5 — Fx como &rea — Exemplo[5.23 Figura 5.6 — Fx — Exemplo [5.23

(d) Queremos determinar g tal que Fx(gq) = 0,6. Logo,

0,6 =0,02¢> 4+ 0,06g — 0,08 = 0,02¢g* +0,06g — 0,68 =0 = >+ 3¢ —34=0=

—3+£VvV9+4x34
2

C/:

A raiz que fornece resultado na Im(X) é

—34+V9+4x34
g 3+ 92+ x 3 ~ 4.5208

(e) Temos que

6 2 3

6 4 6 x 4 x

E(X) = O = [ X
X) / (100+100X)CX (1002+ 003)

100 100 3 100 ' 100 3
108+288—-3 4 1175 47
100 © 300 300 12

6

XN (2 501 )\
4)—(1oox+mox)1

432 +1296 -3 1725 69

100 ~ 100 4

100 100

\_u
\—/o

0
(2 216-1—i 1296) ( é

2
Var(X) = ? _ (47) _ 2484 — 2209 275

12 144 T 144

*»
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Exercicios da Secao

1. Seja X a variavel aleatéria do Exercicios da Secao 5.1} cuja funcdo densidade é definida por
fx(x) = 2e %, se x>0, e seja Y = 3X + 2, a variavel aleatdria do Exercicios (1| da Secdo
(@) Calcule Var(X) e DP(X).
(b) A partir de fx, calcule Var(Y) e DP(Y).

(c) A partir das propriedades de varidncia e desvio-padrao, calcule Var(Y) e DP(Y).

2. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [2] da Secao cuja funcdo densidade é definida por
3 . : : :
fx(x) = Z(’I —x?),se —1<x<1,esejaY =|X|, avaridvel aleatéria do Exercicios [2|da Secéo

(a) Calcule Var(X) e DP(X).

(b) Calcule Var(Y) e DP(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de varidncia e desvio-padrao para calcular Var(Y) e DP(Y)?
3. Seja X a varidvel aleatdria do Exercicio 3] da Secéo p.1] cuja fungéo de distribuicao é definida

por

0 ,se x < —1;
x+1

Fx(x) = ,se —1<x<1;

1 ,sex >1,

X +1 «
eseja Y =—1In (2 ) a variavel aleatodria do Exercicios (3| da Secao

(a) Calcule Var(X) e DP(X).
(b) Calcule Var(Y) e DP(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de variancia e desvio-padrao para calcular Var(Y) e DP(Y)?

4. Seja X a varidvel aleatdria do Exercicio [3|da Secao cuja fungao densidade fx estad definida

a sequir e seja Y a varidvel aleatéria do Exercicios [4 da Secao também definida a sequir.

2/13 ,se0< x<1; 1 ,se X< 1,
fx(x) = e Y=
1/6 ,se2 < x<4. 0 ,seX>1.

(@) Calcule Var(X) e DP(X).
(b) Calcule Var(Y) e DP(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de variancia e desvio-padréo para calcular Var(Y) e DP(Y)?
5. Seja X a variavel aleatdria do Exercicios 5| da Secéo cuja fungéo densidade é definida por

2x—MN/3 ,sel1<x<2;
fx(x) = 4—x)/3 ,se2<x<4

0 , caso contrario,

e seja Y = (X — 2)?, a varidvel aleatéria do Exercicios [5| da Secéo
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(@) Calcule Var(X) e DP(X).
(b) Calcule Var(Y) e DP(Y).

(c) E possivel usar as propriedades de varidncia e desvio-padréo para calcular Var(Y) e DP(Y)?

6. Seja X a variavel aleatdria cuja funcdo densidade é definida por

(@) Mostre que fx é densidade.

(b) Mostre que X nao tem variancia.

Exercicios para o Capitulo ]

1. Seja X uma variavel aleatéria com funcéo de distribuicao:

0 , x<0
x/8 ,0<x<1/2
Vo1 <x<
1 , x> 1.

Fx(x) =

(@) Esboce o grafico de F e verifique que esta funcao satisfaz as propriedades da funcéo

distribuicao.
(b) Ainda a partir de F, mostre que X é varidvel aleatéria continua e determine /m(X).

(c) Obtenha a densidade de X e eshoce seu grafico. Determine novamente /m(X), agora a

partir da funcao densidade.
(d) Calcule P(1/3< X <2/3) e P(X >1/3| X < 2/3).
(e) Encontre E(X), E(2X + 1) e E(2/X).
(f) Encontre Var(X), Var(1 — 3X) e Var(X?).

2. Seja X variavel aleatdria continua com funcao de distribuicdo Fx definida a sequir. Calcule o

que se pede nos itens abaixo.

0 L X< 2;
Fx(x)=4 kX—=1 ,2<x<4

1 , x> 4

(@) P(1 <X <3)

(b) P(=1 <X <)

() P(X >3] X>25)

(d) E(X) e Var(X)

(e) E(3X —2) e Var(3X —2)

(f) E(XX3 +1) e Var(X3 +1)
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3
3. Seja X varidvel aleatdria com funcéo densidade f(x) = |4X|I(1,5)(x).

(@) Faca um eshogo do gréfico de f.

(b) Determine a funcdo de distribuicdo de X.
(c) Calcule P(X >1/2) e P(X < 2/3 | X > 1/2).
(d) Calcule E(X) e Var(X).

4. Suponha que X seja uma variavel aleatdria de média 6 e variancia 4. Para quais valores de a

e b a variavel aleatoria Y = aX + b tera média 0 e variancia 1?

5. Seja X uma variavel aleatéria com funcéo densidade dada por fx(x) =2x,se 0 < x < 1.

(@) Seja Y =1/X. Encontre fy e faca seu gréfico.
(b) Seja Y = (X — 1/2)%. Encontre fy e faca seu gréfico.
(c) Seja Y = |X —1/4|. Encontre fy e faca seu grafico.
)

(d) Seja Y = min(3X?,1 — X?). Encontre fy e faca seu gréfico.
6. Seja X varidvel aleatdria com funcdo densidade fx definida abaixo e Y = 2X — 1. Encontre fy.

,se —1T<x<0

fx(x) = ,se 0< x <1

S X NI=

, caso contrario.

7. O tempo, em minutos, de preenchimento de um formulério é uma variavel aleatdria continua X.

Sua densidade é apresentada a sequir.

,se0<x<?2

fx(x) = ,se2<x<5

O - -

, caso contrario.

Determine:

(a) a probabilidade de uma pessoa responder o questionario em mais de 3 minutos;
(b) a probabilidade de uma pessoa responder o questiondrio entre 1 e 4 minutos;

(c) a probabilidade de uma pessoa responder o questionario em menos de 3 minutos, dado

que ela ja estd respondendo o questionario had 1 minuto;
(d) Em média, quanto tempo uma pessoa demora para responder esse questionario?
(e) Qual o valor de t para o qual podemos afirmar que 90% das pessoas respondem o

questionario em menos que t minutos?

8. Em uma certa cidade, a quantia anual demandada para a manutencao de parques publicos, em
milhdes de reais, pode ser considerada uma varidvel aleatdria com funcéo densidade dada por
flx) =3x%, 0< x < 2.
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(@) Qual a probabilidade de se gastar menos de 1 milhao de reais em um ano na manutencao

de parques publicos nesta cidade?

(b) Sabendo que esse ano ja foram gastos mais de meio milhdo de reais na manutencao de
parques publicos nesta cidade, qual a probabilidade desse gasto ultrapassar 1 milhdo de

reais?

(c) Qual o valor médio demandado para a manutencéo de parques publicos, em milhdes de

reais, nesta cidade?

(d) Quanto de dinheiro a prefeitura deve reservar no inicio do ano, no minimo, para garantir

com 85% de certeza que a demanda por manutencéo de parques publicos sera cumprida.

9. A demanda didria de aclicar em uma certo supermercado, medida em centenas de quilos, pode

ser considerada uma variavel aleatdria com funcéo densidade

2x/3 ,0<x<1;
fx(x) =49 —x/3+1 ,1<x<3;
0 , caso contrario.

(@) Qual a probabilidade da demanda de aclicar em um certo dia ser maior que 150 kg?

(b) Qual a probabilidade de na préoxima semana a demanda de aclicar ser maior que 150 kg

em pelo menos 5 dos 7 dias da semana?

(c) Em um certo dia o estoque inicial de aclicar nesse supermercado foi de 100 Kg e antes de
acabar o dia todo o estoque foi vendido. Qual a probabilidade da demanda nesse dia ter

sido maior que 150 Kg?
(d) Qual a quantidade de aclicar que deve ser deixada no estoque no inicio de cada dia para

garantir que néo faltard acticar em pelo menos 95% dos dias?

10. Suponha que o tempo de vida, em dias, de um certo componente eletronico seja uma varidvel
aleatodria continua com funcéo densidade definida por fx(x) = X% x > b.
(@) Qual a probabilidade de um desses componentes eletronicos durar mais de 10 dias?

(b) Dado que um desses componentes ja estad funcionando ha 8 dias, qual a probabilidade dele

funcionar por mais 10 dias?

(c) Qual a probabilidade de, entre 4 desses componentes eletronicos, pelo menos 2

funcionarem por mais de 10 dias?

(d) Qual é o valor de t para o qual podemos garantir 10% dos dispositivos duram menos de t

dias?



Capitulo 6

Momentos e sua funcao geradora

Na definicdo de varidncia, aparece a esperanca do quadrado, seja dos desvios em torno da
média, ou da prépria varidvel. Esses sao casos particulares de uma caracteristica mais geral de uma
varidvel aleatdria: os momentos, definida a sequir. Além dos momentos de uma varidvel aleatdria,
o capitulo apresenta mais uma forma de definir a distribuicdo de uma variavel aleatdria, a funcéo

geradora de momentos.

6.1 Momentos

Definicdo 6.1 Momentos

O k—ésimo momento de uma varidavel aleatéria X, denotado por uL, é definido como
r k
b = E(XY)

desde que essa quantidade exista. O k—ésimo momento central de uma varidvel aleatéria X,

denotado por py, é definido como
e = E[X — E(X)F

sempre que essa quantidade existir.

Veja que a definicdo acima vale tanto para varidveis aleatérias discretas quanto continuas. Pela

Proposicéo 0 k—ésimo momento de uma variavel aleatdria discreta X é calculado como

pp=EX)= > xPX=x)
xelm(X)

J& o k—ésimo momento de uma varidvel aleatéria continua X, de acordo com a Proposigao 5.3} ¢

calculado como

u, = E(X*) = / xKfx(x)dx.

—0Q
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Note que para qualquer varidvel aleatéria X temos que E(X) = 1} é o primeiro momento de
X e Var(X) = = 1, — (uﬁ)2 o segundo momento central de X. Temos tambhém que, para qualquer

varidvel aleatdria, o primeiro momento central é nulo, isto é, tn = E[X — E(X)] = 0.

Exemplo 6.1

Seja X variavel aleatdria discreta com a sequinte funcao de probabilidade:

X 0 1 3 4 5 6 7 9 10

Px(x) 116 1/8 1/16 1/8 2/8 1/8 1/16 1/8 1/16

Vamos calcular os trés primeiros momentos de X.

Solugéo:

1 1 1 2 1 1 1 1 80
vy =EX)=1--+3-—4+4-—+5--4+6--47-—+9--+10- — = — =

8 16 8 8 8 16 8 16 16
1 1 1 2 1 1 1 1 526 263
A 2—27 2.7 27 2.7 27 27 2.* 2.7:7:7
=E(XY) =12 o437 o 42 o457 o 67 o 7R e+ 07 o 107 e = .
1 1 1 2 1 1 1 1 3890 1945
P E(X) =13 —+3 — 143 4532463 o473 403 4103 — = - Y
K3 = E(XT) R TR T T A T T T 8
*

Exemplo 6.2

Seja X varidvel aleatdria continua com a sequinte funcdo densidade:
fx(x) = 2x, 0<x<1.

Vamos calcular os trés primeiros momentos de X.

Solucéo:
) o0 1 T
1y = E(X) :/ xfx(x)dx :/ xX2xdx = 2—| =3
—00 0 3 0 3
(9] 1 x4 1 1
th =E(X?) = / x%fyx(x)dx = / x?2xdx = 25| ==
oo 0 41, 2
00 1 X5 1 2
ph = E(X3) = / X3y (x)dx = / X*2xdx = 2| =2
—00 0 5 0 5

*»
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Exercicios da Secao

1. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio |1 da lista de exercicios para a Segao eY=X%a

variavel aleatdria do Exercicio [T da lista de exercicios para a Secao

(@) Encontre os trés primeiros momentos de X.

(b) Encontre os trés primeiros momentos de Y.

2. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio 2] da lista de exercicios para a Segao eY=2-X

a variavel aleatéria do Exercicio [2] da lista de exercicios para a Segao [4.2]

(@) Encontre os trés primeiros momentos de X.

(b) Encontre os trés primeiros momentos de Y.

3. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio [2] da Segao b.1] cuja fungao densidade é definida por

3
fx(x) = Z(1 —x?),se —1<x<1,eY=]X| avaridvel aleatéria do Exerc[ciosda Secao

(@) Encontre os trés primeiros momentos de X.

(b) Encontre os trés primeiros momentos de Y.

6.2 Distribuicoes simétricas

Nessa secdo veremos alguns resultados particulares para as distribuicées simétricas. Ao final
da secdo serad apresentada uma medida de assimetria, que é uma plicacéo direta dos trés primeiros

momentos de uma varavel aleatdria simétrica.

Definicao 6.2
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo simétrica em torno de p se X tem fungdo de
probabilidade simétrica em torno de i, caso X seja discreta, ou funcéo densidade simétrica

em torno de p, caso seja continua.

Isto ¢é, para o caso de X ser discreta, X tem distribuicdo simétrica em torno de pr se
px(t—x)=px(p+x), Vxek
J& para o caso de X ser continua, X tem distribuicdo simétrica em torno de p se
fx(u—x)="fx(p+x), ¥VxekR
Considere a variavel aleatdria apresentada no Exemplo cuja funcéo de probabilidade é

representada graficamente a sequir. Podemos ver que a funcéo é simétrica em torno de x = 5. Na

ocasido desse exercicio vimos que E(X) =5, exatamente o ponto de simetria.
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4/16 . .
3/16 i
2/16 ) . . . 4
1/16 [} . . ° B

Também nos Exemplos e as funcoes densidade da varidvel aleatéria em questao
eram simétricas em torno de 0, 5 e 1, respectivamente e vimos que as esperancas eram exatamente
os pontos de simetria. Esses resultados ndo séo coincidéncia; eles refletem um resultado mais geral

sobre distribuicdes simétricas, apresentado na Proposicao a sequir.

Proposicao 6.1

Seja X varidvel aleatéria com distribuigdo simétrica em torno de . Entéo,
k) —
E{(X—wm ) =0
sempre que k for impar, isto é, todos os momentos centrais de ordem impar séo nulos.
Demonstracgao:

Primeiro vamos demonstrar o caso discreto e em sequida o continuo. Veja que as demonstracées séo

analogas.

Seja X varidvel aleatdria discreta. Dizer que X tem tem funcdo de probabilidade simétrica em

torno de p significa dizer que

PX=p—x)=PX=p+x) VxeR

Veja que

PX=p—x) = PX—p=—x)=P(X+p=x)=P(—(X—p) =x)
PX=p+x) = PX—p=x).

Entdo, se X tem fungdo de probabilidade simétrica,
P(—(X—p)=x)=PX—-—pu=x) VxeR,
ou seja, as varidveis aleatdrias —(X — p) e (X — p) sdo identicamente distribuidas.

Se (X — p) e —(X — p) tém a mesma distribuicdo, entdo (X — p)k e (—(X — p))* também tém a

mesma distribuicdo. Logo,

E(X =) =B (=X =m)*) = E (=1 (x =) .
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Assim, E ((X - u)k) =E ((—‘I)k(X - /,/)k) e, se k for impar,

E ((X—u)k) —E (—(X—u)k) - E ((x—u)k) = E ((x—u)k) ~0.

Vejamos agora o caso continuo. Seja X variavel aleatdria continua. Dizer que X tem funcéo

densidade fx simétrica em torno de p significa dizer que

fx(p—x)=fx(u+x) VxekR.

Defina Y = (X —py) e W = —(X — u). Pelo método da transformada inversa podemos encontrar
fy e fw.
Fy(x)=P(Y <x)=PX—p<x)=PX < p+x)=Fx(p+ x)
=>fy(x) = fx(u + x)
Fw(x)=PW <x)=P(—(X—u) <x)=PX>u—x)=1—Fx(u—x)

=>fw(x) = —fx(p — x)(—1) = fx(p — x)

Veja que fy(x) = fx(p + x) e fw(x) = fx(p — x), entdo, se X tem densidade simétrica em torno

de p as varidveis aleatdrias Y e W tém a mesma distribuicdo, uma vez que fx(u — x) = fx(p + x).

De forma idéntica ao caso discreto, usando a propriedade de linearidade da esperanca, se

(X — ) e =(X — p) tém a mesma distribuicdo podemos concluir que

E ((X—u)k) —E ((—1)"(X—u)k) - E ((X—u)k) — 0 se k for impar.

Note que, para ambos os casos, discreto ou continuo, k = 1 resulta em
EX—m=0=EX)—p=0=EX)=p.
O

Corolario 6.1 Seja X varidvel aleatéria com distribui¢éio simétrica em torno de p. Entéo, E(X) = p.

Demonstracao:

asta aplicar " a [ i ica . ara = I
Basta aplicar o resultado da Proposicao [6.1| para k =1 O

Esta caracteristica dos momentos de ordem impar de uma funcdo de probabilidade simétrica
leva a definicdo de um coeficiente de assimetria, que permite diferenciar curvas simétricas de curvas
assimétricas, assim como diferentes tipos de assimetria, ilustrados nas Figuras [6.1] [6.2] e [0.3] Tais

figuras apresentam exemplos de graficos de funcdes de probabilidade e funcdes de densidade.

0.4

0.4

03

0.3

0.2

0.1}

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 6.1 — Assimetria a direita

Figura 6.2 — Simetria

4

5

6 7 8

Figura 6.3 — Assimetria a esquerda
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Definicao 6.3  Coeficiente de Assimetria

2

Seja X varidvel aleatéria com E(X) = p e Var(X) = o°. O coeficiente de assimetria de X,

denotado por o3, é definido por

E ((X — /,1)3)
B=—"3
o

supondo a existéncia dos momentos envolvidos.

Note que o numerador do coeficiente de assimetria pode ser escrito em funcdo dos momentos

de ordem 1, 2 e 3. Lembrando que p = E(X) = (/}, temos que

E ((X . ;,)3) = E(X3 = 3X2% + 3X12 — 1)

= E(X3) = 3pE(X?) + 3P E(X) — 1

Nas Figuras [6.1] e [6.3] os gréficos representam distribuicdes assimétricas. As distribuicoes
representadas na Figura sdo assimétricas a direita, ou assimetria positiva, e aquelas
representadas na Figura [6.3] sdo assimétricas a esquerda, ou assimetria negativa. Em termos do

coeficiente de assimetria, temos a sequinte caracterizacgéo:

a3 >0 = assimetria positiva ou a direita;
a3 =0 = assimetria nula ou simetria;

a3 <0 = assimetria negativa ou a esquerda.

Exemplo 6.3
Sejam Xi, X2 e X3 varidveis aleatérias discretas cujas funcées de probabilidade, p1, p2 e p3, séo

dadas a seguir e seus graficos estao representados nas Figuras [6.1] [6.2] e [6.3] respectivamente.

X 1 2 3 4 5 6 7

p1(x) 015 035 025 010 008 005 0,02

p2(x) 0,70 005 0,20 030 020 005 010

ps(x) 002 005 008 010 025 035 0,15

Vamos calcular os coeficientes de assimetria dessas trés varidveis aleatodrias.

Solugéo:
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Primeiro vamos fazer as contas do coeficiente de assimetria de Xj.

E(X))=1-0,15+2-0,35+3-0,25+4-0,10+5-0,08+6-0,05+7-0,02 = 2,84
E(X?)=12-0,15+22-0,35+3%-0,254+4%2.0,10+5°-0,08 +6%-0,05+72-0,02 = 10,18
E(X?)=13-0,15+2%-0,35+3%.0,254+4.0,10+5%-0,08 +6-0,05+73-0,02 = 43,76

Logo, 02 = Var(X;) = E(X?) — [E(X))? = 10,18 — 2,842 = 2, 1144 e

43,76 —3-10,18-2,84 + 2 - (2,84)?

= 0,92339154.
2,1144/2,1144

a3

Veja que a3 > 0, o que nos faz concluir que X7 é assimétrica a direita, como esperdvamos, uma

vez conhecido o grafico de pqy na Figura

Agora faremos as contas do coeficiente de assimetria de Xj.

E(X2) =1-0,10+2-0,05+3-0,20+4-0,30+5-0,20+6-0,05+7-0,10 = 4
E(X$)=12-0,10+22-0,05+3%-0,204+4%.0,30 +5%-0,20 + 6°-0,05+7%-0,10 = 18,6
E(X5)=1°-0,10+2%-0,05+3%-0,204+4%.0,30+5°-0,20 +6-0,05+7%-0,10 = 95,2

Logo, 02 = Var(X2) = E(X2) —[E(X2)? = 18,6 —42 = 2,6 e

o 95,2 -3-18,6-4+2-(4)3 0
3= 95,2./95,2 -

Veja que a3 = 0, o que nos faz concluir que X; é simétrica, como esperdvamos, uma vez conhecido
o gréfico de p; na Figura [6.2] Veja também que E(X2) = 4, justamente o ponto de simetria. O que

também ja era esperado, pelo resultado Proposicéo

Por fim, faremos as contas do coeficiente de assimetria de Xj3.

E(X3)=1-0,024+2-0,05+3-0,084+4-0,10+5-0,25+6-0,35+7-0,15=5,16
E(X$)=1%-0,02+22-0,05+3%-0,08442-0,10+5%-0,25+6%-0,35+7%-0,15 = 28,74
E(X3)=12-0,02+2%-0,05+3%-0,0844°.0,10+5%-0,25+6-0,35+7°-0,15 = 167, 28

Logo, 02 = Var(X3) = E(X2) — [E(X3)* = 28,74 — 5,162 = 2, 1144 e

167,28 —3-28,74-5,16+2- (5,16)}

= —0,92339154.
2,1144\/2,1144

as

Veja que a3 < 0, o que nos faz concluir que X3 é assimétrica a esquerda, como esperdvamos,

uma vez conhecido o gréfico de p3 na Figura[6.3]

*»"

Exemplo 6.4
Sejam Y7, Y2 e Y3 varidveis aleatdrias continuas cujas funcées de densidade, f1, f; e f3, sdo dadas a
seguir e seus graficos estdo representados nas Figuras [6.1} [6.2) e [6.3] respectivamente.

=Ny =7

36 L 1<y<7; e fy)=0B-ye’? y<8.

fily) =ye ™, y>0; Hy) =
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Vamos calcular os coeficientes de assimetria dessas trés varidveis aleatodrias.

Solugao:

Para facilitar o calculo das integrais desse exemplo vamos usar o sequinte resultado, que sera

demonstrado no Capitulo [8

/ xKe Xdx = k! (6.1)
0

Primeiro vamos fazer as contas do coeficiente de assimetria de Y1, em todas as trés integrais

abaixo foi usada a Equacao

E(Y1) :/ yye Ydy :/ yze_ycly =2
0 0

E(Y7) :[ ylye Yde :/ yle Ydy =6
0 0

o oo
E(Yﬁ):/0 Y ye Ydy :/0 yte ¥dy =24

Logo, 02 = Var(V1) = E(Y3) —[E(V1)F =6 —22 =2 ¢

24-3.6-2+2-(2)°

—=1,414214.
V2

a3 =

Veja que a3 > 0, o que nos faz concluir que Yy é assimétrica a direita, como esperavamos, uma

vez conhecido o gréfico de fi na Figura

Agora faremos as contas do coeficiente de assimetria de Y>.

7 7 4 3 2\ |7
(y—T)y—7) 1/ 3 2 1 [y 8y 7y
E(Y,) = ATy = —— 8yl 7ydy=— [Z 2L 42 )| =4
(2)/1y( 36 W=736 ), ¥ 7 FWY="56 0 "3 T2
7 7 5 3y |/
— Ny —-7) 1 1T [y 8y! L7
E(Y2) = 2 _ly=Wy=7)\ . __T 487 dy = —— (Y- _ %Y
( /1” ( 36 W=735), ¥y~ YV U="55 15 "4 T 37|
7 6 5 44\ 7
— Ty -7 1 1T (y 8y 7y
E(YS) = 3(_ly=Dly=7) = —— S_gyt+7y3 dy = —
()Ay( 36 o 361y YRy =5l s T a ),

Logo, 02 = Var(Ys) = E(Y2) —[E(Y2)F = 17,8 —42=1,8 e

85,6 —3-17,8-4+2-(4)

=0.
1,8v1,8

a3 =

Veja que a3 = 0, o que nos faz concluir que Y> é simétrica, como esperdvamos, uma vez conhecido

o gréfico de f, na Figura[6.2] Além disso, E(Y2) = 4, que é o ponto de simetria da curva de f,.

Por fim faremos as contas do coeficiente de assimetria de Y3. Para resolver as integrais abaixo
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foi feita a troca de variavel w = 8 — y e novamente usado o resultado da Equacao

—0Q

175

8 00 00 00
E(Yg):/ y(8 — y)e¥8dy :/0 (8—W)W6‘_WC|W=/O 8W€_WC|W—/0 wle™Wdw=8-2=6

8 00 00
E(YZZ) = / g2(8 — g)eg_SdL = /0 (8 — W)Zwe_WdW = [0 (64 — 16w + WZ)WG_WdW

—0Q

=/ 64W€'_WC|W—/ 16W2€_WC|W+/ w3e dw = 64— 32+ 6 = 38
0 0 0

8 (%) (%)
E(YS) = / y3(8 — y)e¥8dy = [0 (8 — w)lwe Wdw = [0 (—w? + 24w? — 192w + 512)we " dw

—0Q

o o o o
= —/ W46_WC|W—|-/ 24W3G_WC|W—/ 192W26_WC|W+/ 512we Ydw
0 0 0 0

= —24+ 144 — 384 + 512 = 248.

Logo, 02 = Var(Y3) = E(Y2) —[E(Y3)P =38—-62=2e

— . . : 3
o= 248338642067 _ 41000y
22

Veja que a3 < 0, o que nos faz concluir que Y3 é assimétrica a esquerda, como esperdvamos,

uma vez conhecido o gréfico de f3 na Figura

*»"

Podemos interpretar a funcdo densidade de probabilidade de X como uma distribuicdo de massa

na reta real e essa interpretacdo também nos permite concluir que, se fx é simétrica, entdo E(X) é

o valor central que define o eixo de simetria. Além disso, a identificacdo de uma funcao densidade

simétrica pode facilitar as contas em relacéao a varidvel de uma forma geral. Veja o exemplo a sequir.

Exemplo 6.5 Densidade triangular

Considere a funcdo fx apresentada na Figura

Figura 6.4 — Funcéo densidade — Exemplo

(@) Encontre o valor de k para que fx seja uma funcdo densidade de probabilidade de uma v.a. X

(note que o tridngulo é isdsceles).
(b) Determine a equacéo que define fy.

(c) Calcule P(1 < X < 3).
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(d) Encontre E(X).
(e) Determine o valor de Q tal que P(X < Q) =0,6.

(f) Encontre a funcéo de distribuicéo de X.

Solucao:
Antes de comecar a resolver os itens, veja que fx é uma funcdo simétrica em trono de x = 2.
(@) A area do tridngulo de base (0,4) tem que ser 1. Como esse tridngulo é isdsceles, e por tanto
. 7 . 7 A 1
simétrico, a area do tridngulo de base (0, 2) tem que ser 5 logo,
1

= k=2

1
2x kx = =
X XZ 5

N —

(b) A funcdo fx é dada por dois segmentos de reta. O primeiro tem inclinacdo positiva e é

A 1/2
determinado pelos pontos (0,0) e (2, %) Logo, para x € [0, 2), fx(x) = bx em que b = A—Z = %
ou seja, para [0,2), fx(x) = %

No intervalo [2,4] , o segmento y = a + bx tem inclinacdo negativa e é determinado pelos

pontos (2, %) e (4,0) e isso fornece o sequinte sistema de equagdes

a+bx4

a+bx?2

N = o

Subtraindo a sequnda equacéao da primeira, resulta:

O—=-=(a—a)+(4b—2b) = b= ——

N —

Substituindo na primeira equacéo, encontramos que a = 1.

Combinando os dois resultados, obtemos a seguinte expressédo para fx:

3 ,se0<x<?2
fx(x)=49 1—-% ,se2<x<4
0 ,sex<0Ooux>4

(c) A probabilidade pedida é a &rea sombreada em cinza-escuro na Figura [6.5]

0.75

0.5

0.25

Figura 6.5 — Calculo de P(1 < X < 3)
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Os dois triangulos sombreados de cinza-claro tém a mesma area, por causa da simetria. Assim,
para encontrar a probabilidade pedida precisamos apenas da probabilidade do tridngulo menor,

em cinza claro.

A altura dos dois tridngulos é % = fx(1) = fx(3). Logo, a &rea de cada um dos tridangulos em

cinza claro é % x 1 x % = % e, portanto,

PA<X<3)=1-2x

x| =

(d) Como a funcéo densidade é simétrica, resulta que E(X) = 2.

(e) O primeiro ponto a observar é o sequinte: o ponto x = 2 divide a area ao meio, ou seja, x = 2
é a mediana da distribuicdo. Como P(X < Q) = 0,6, resulta que Q tem que ser maior que 2.
Veja a Figura [6.6}

0.5

0.25

0,5 0,1
0,4

Figura 6.6 — Calculo do percentil Q = Pg

Novamente, vamos usar a regra do complementar: como a area (probabilidade) abaixo de Q
tem que ser 0,6, a area (probabilidade) acima de Q, dada pela area do tridngulo superior, tem

que ser 0,4. A altura desse tridngulo é f(Q) =1 — % Logo, temos que

1 Q 1 Q? 2
0,4:§><(4—Q)>< v :>0,4:§ 4_Q_Q+T =>Q0°-80+13,2=0=>
8+164—-4x13,2 8+x11,2
Q: =
2 2
A raiz 8112 V2112 estd fora de /m(X); logo, a solucéo é:
8—11,2
0272 = 2,3267

(f) Assim como a funcéo densidade, a funcéo de distribuicdo também sera definida por partes. Para
x €[0,2), Fx(x) é a 4rea do tridngulo sombreado na Figura[6.7] e para x € [2,4], Fi(x) é a area
sombreada na Figura



178 CAPITULO 6. MOMENTOS E SUA FUNCAO GERADORA

Figura 6.7 — Fx(x) para 0 < x < 2 Figura 6.8 — Fx(x) para2 < x < 4

Logo,

Fx(x) = %(X—O) X % se x €[0,2)

Fx(x)=1—1§(4—><)(1 -5) sexe@a

Combinando os resultados obtidos, resulta a sequinte expressao para Fy :

0 ,se x <0
Fr(x) %xz ,se0<x<?2
X) =
X 1-14—x? ,se2<x<4
1 ,sex >4

Veja a Figura [6.9} para 0 < x < 2, o grafico de Fx é uma pardbola concava para cima; para
é

2 < x <4, o grafico de Fx é uma pardbola concava para baixo.

0.5

B -

Figura 6.9 — Funcédo de distribuicdo para a densidade triangular

*»"

Exercicios da Secéao [6.2

1. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio (1| da lista de exercicios para a Secéao eY=X?a
variavel aleatoria do Exercicio[f] da lista de exercicios para a Segao[#.2] Para os itens a sequir,
aproveite os célculos do Exercicio[T| da Secao
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(@) Calcule o coeficiente de assimetria da varidvel X e classifique a distribuicdo de X como
simétrica, assimétrica a direita ou a esquerda. Compare o resultado com o esboco do

grafico da funcao de probabilidade de X.

(b) Calcule o coeficiente de assimetria da variavel Y e classifique a distribuicdo de Y como
simétrica, assimétrica a direita ou a esquerda. Compare o resultado com o esboco do

grafico da funcao de probabilidade de Y.

2. Seja X a variavel aleatdria do Exercicio[2 da lista de exercicios para a Secao[fTle Y =2—-X a
varidvel aleatdria do Exercicio[2 da lista de exercicios para a Secao[#.2] Para os itens a seguir,

aproveite os calculos do Exercicio [2] da Secéo [6.1]

(a) Calcule o coeficiente de assimetria da varidvel X e classifique a distribuicdo de X como
simétrica, assimétrica a direita ou a esquerda. Compare o resultado com o esboco do

gréfico da funcdo de probabilidade de X.

(b) Calcule o coeficiente de assimetria da varidvel Y e classifique a distribuicéo de Y como
simétrica, assimétrica a direita ou a esquerda. Compare o resultado com o esboco do

grafico da funcéo de probabilidade de Y.

3. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [2] da Secao cuja funcdo densidade é definida por

3 : . , .
fx(x) = Z(1 —x?),se —1<x<1,esejaY =|X|, avaridvel aleatéria do Exercicios [2|da Secéo
Para os itens a sequir, aproveite os célculos do Exercicio 3] da Secéo

(@) Calcule o coeficiente de assimetria da varidvel X e classifique a distribuicdo de X como
simétrica, assimétrica a direita ou a esquerda. Compare o resultado com o esboco do

grafico da funcao de probabilidade de X.

(b) Calcule o coeficiente de assimetria da varidvel Y e classifique a distribuicdo de Y como
simétrica, assimétrica a direita ou a esquerda. Compare o resultado com o esboco do

grafico da funcao de probabilidade de Y.

6.3 Algumas desiqualdades importantes

J& vimos nas secdes anteriores algumas aplicacdes praticas do calculo de momentos, como
por exemplo: a esperanca, uma medida de posicéo, que depende do primeiro momento; a varidncia,
uma medida de disperséo, que depende dos dois primeiros momento; e o coeficiente de assimetria,
uma medida de assimetria, que depende dos trés primeiros momentos. Da pra perceber que, quanto
mais momentos conhecemos, mais a gente sabe sobre a distribuicdo da varidvel. Mas, infelizmente,
conhecendo somente alguns momentos néo é possivel fazer calculos de probabilidade envolvendo a
variavel aleatéria. Apesar disso, o conhecimento do 12 e do 22 momentos nos da alguma informacéo

sobre o comportamento de X, o que j& pode ser bem Util, como veremos nesta secéo.

Vale destacar que os resultados apresentados nessa secao valem tanto para varidveis aleatérias

discretas quanto continuas.
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Desigualdade de Markov (ou Desigualdade Basica de Chebyshev)

Proposicao 6.2
Seja X uma varidvel aleatéria tal gue P(X > 0) =1, ou seja, X assume apenas valores néo negativos.

Entéo, V t > 0, .
PX >t < ¥

Demonstragao:
Primeiro vamos mostrar que a desigualdade vale quando X é variavel aleatéria discreta.

EX) =) xpx(x) =Y xpx(x) + ) xpx(x)

X x<t
>0, POis x>0
> xpx(x) =) tpx(x) =t) px(x) =tP(X > 1).
x>t x>t x>t

Analogamente, se X é varidvel aleatdria continua

E(X) = [Xfx(x)clx = /<txfx(x)dx+/>txfx(x)c|x

>0, pois x>0
> / xfx(x)dx > / tfx(x)dx = t/ fx(x)dx = t P(X > t).
x>t x>t x>t
O

Repare que a Desigualdade de Markov nos fornece um limite superior para P(X > t), dado por
X for variavel aleatéria ndo negativa. Uma limite superior para P(X > t) pode ser

E(X) -

=, sempre que

transformado em um limite inferior para P(X < t), como mostra o Corolario [6.2] a sequir.
Corolario 6.2 Seja X uma varidvel aleatdria néo negativa. Entéo, V t > 0,

P(X<t)z1—¥,

Demonstracgao:
Pela Desigualdade de Markov,
E(X E
X) ()SP(X<t).

E(X
I3(X2t)§¥ = 1—P(X<t)§T =
Ou seja,
P(X<t)21—¥,
O

Exemplo 6.6 (Magalhaes|(2011) , Exemplo 4.27 )
Em uma empresa com 100 funcionarios, o nimero médio de usuarios simultdneos de Internet, em um

certo periodo do dia, é de aproximadamente 30. Atualmente, existem 30 linhas telefonicas disponiveis

para conexao. Avalie a necessidade de se aumentar esse niimero.
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Solucao:
Seja X = nuimero de usuérios simultdneos na Internet. Como ha 30 linhas disponiveis, a probabilidade
de um usuério ficar sem acesso a Internet é P(X > 30). Se esse valor for grande, o aumento no nimero

de linhas disponiveis deve ser considerado.

Sabemos que X é variavel aleatdria ndo negativa e, além disso, E(X) = 30. Entéo, usando a

Desigualdade de Markov, obtemos

P(X > 30) = P(X > 31) < E(X)/31 = 0,9677.

Nesse caso a desigualdade ndo ajudou muito, o que é razoavel, ja que 30 é o nimero médio de
usudrios simultaneos. Mas se aumentarmos o numero de linhas disponiveis para 40, a probabilidade

de um usuario ficar sem Internet sera

P(X > 40) = P(X > 41) < E(X)/41 = 0,7317.

Veja que ja temos alguma informacao! Vamos calcular as cotas superiores para a probabilidade

de um usuario ficar sem Internet para outros niimeros de linhas disponiveis:

N° de linhas disponiveis Desigualdade de Markov Cota superior

30 P(X > 31) < 0,9677 97%
40 P(X > 41) < 0,7317 74%
50 P(X >51) < 0,5882 59%
60 P(X > 61) < 0,4918 50%
70 P(X >71)<0,4225 43%
80 P(X > 81) < 0,3704 38%

Essas informacdes podem ser utilizadas para se decidir sobre a expansao do niimero de linhas

disponiveis. Observe, por exemplo, que, a partir de 60 linhas, a probabilidade ja é menor que 0,5.

*»"

A desigualdade apresentada a sequir é uma expressao mais geral, que nao exige, por exemplo,
que a varidvel aleatdria seja ndo negativa. Em compensacéo, é preciso conhecer dois momentos de

X, e ndo apenas um, como no caso da desigualdade de Markov.

Proposicado 6.3 Desiqgualdade Classica de Chebyshev

2

Seja X varidvel aleatdria qualquer tal que E(X) = p e Var(X) = o° existem e sdo finitas. Entdo,

0-2
P(X—pl>1) < 2
Demonstracao:

Observe, inicialmente, que

PUX —ul> ) =P(X —u? > )
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pois a funcédo f(x) = x? é estritamente crescente para x > 0. Além disso,

X —p|? é variével aleatéria
nado negativa, o que nos permite aplicar a Desigualdade de Markov para obter

E(X —p)? o
2 2 —
Mas P(| X — p]? > t?) = P(| X — p| > t); logo

2

o)
PIX — |21 <%

A desigualdade de Chebyshev fornece um limite superior para a probabilidade de X se distanciar
da sua média mais que t unidades, esse limite superior é justamente ;. Assim como fizemos para a
Desigualdade de Markov, esse limite superior pode ser interpretado como um limite inferior, no caso,

um limite inferior para a probabilidade de X néo se distanciar da sua média mais que t unidades.

Veja o Corolario [6.3]

Corolario 6.3 Seja X varidvel aleatéria qualquer tal que E(X) = p e Var(X) = o’ existem e séo
finitas. Entéo,

02
P(IX—p| < t)21—?
Demonstracgao:
Pela Desigualdade de Chebysheyv,
o’ a? a?
P(|X—u|2t)§t—z=>1—P(|X—u|21‘)21—§=>P(|X—u|<l‘)21—t—2

Exemplo 6.7

Continuando o Exemplo [6.6] suponha que o desvio-padrdo do ntimero de usuarios simultdneos na
Internet é 10. Use essa informacédo para melhorar as aproximagées encontradas no Exemplo [6.6]
Solucao:

Temos, agora, mais uma informacéo, o desvio-padrdo. Com isso, podemos usar a Desigualdade

Classica de Chebyshev.

A probabilidade de um usuario ficar sem Internet quando ha k linhas disponiveis é

PX> k)= PX>k+1)=P(X—30>k—29) <P(X—30>k—29)+P[X—30< —(k—29)]

02 100
= P(X—30|>k—29) < - ,
( |2 VS (k=207 = (k=207

Logo,

100
PX>k+1)< o
X =k+ 1)< G oop

Com isso podemos recalcular as cotas superiores.
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N° de linhas disponiveis Desigualdade Cota superior
30 P(X >31)<25 100%
40 P(X >41) <0,8264 83%
50 P(X >51) <0,2267 23%
60 P(X > 61) <0,1040 1%
70 P(X >71) <0,0595 6%
80 P(X > 81) <0,0384 4%

*»"

Exemplo 6.8
Seja X é uma varidvel aleatéria com média 1 < oo e varidncia 02 < co. Encontre uma cota superior
para P(| X — p| > 20) (ou uma cota inferior para P(| X — p| < 20)). Encontre também uma cota

superior para P(| X — | > 30) (ou uma cota inferior para P(| X — u| < 30)).

Solucao:
Podemos usar a Desigualdade de Chebyshev.

1
P(|X—p|>20) < 52 =0,25=>P(|X—p|<20)>0,75
ou seja, para qualquer variavel aleatdria com média e variancia finitas, a porcentagem de valores a

uma distancia de 2 desvios-padrao da média é de pelo menos 75%.

1
?:0,1111 = P(| X —p| <30)>0,8889

ou seja, para qualquer varidvel aleatéria com média e varidncia finitas, a porcentagem de valores a

P(IX —u| >30) <

uma distancia de 3 desvios-padrao da média é de pelo menos 88, 89%.

*»"

Exercicios da Secéao [6.3]

1. Seja X uma v.a. ndo negativa com E(X) = 10. Mostre que, independente da distribuicdo de X,
(@) P(X<20)>0,5 (b)P(X>40)<0,25 (c)P(X>50)<0,2 (d)P(X<100)>0,9.

2. Seja X uma v.a. com E(X) =10 e DP(X) = 5. Mostre que, independente da distribuicao de X,
1 11

(@) P(X<0)<0,25 (b) P(X>40) < =-=%0,0278 (c) P(4< X <16) > —=— =~ 0,305.
36 36
3. Em um restaurante o consumo médio de camarado por semana é de 50 Kg. O proprietario,
que faz compras uma vez por semana, quer fazer um planejamento de compras que garanta o
consumo em pelo menos 95% das semanas. Com ele estoca o camardo congelado, é possivel
manter alguma sobra. Mas, por outro lado, por motivos financeiros, ele ndo gostaria de estocar

uma quantidade exagerada, sem justificativa.

(@) Com os dados informados, qual deve ser a quantidade minima de camarédo no estoque no

inicio da semana para garantir o consumo em pelo menos 95% das semanas?
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(b) Se o proprietario te passar a informacdo adicional de que o desvio padrdo do consumo
de camaréo por semana é de 10 Kg, qual deve ser a quantidade minima de camaréo no

estoque no inicio da semana para garantir o consumo em pelo menos 95% das semanas?

(c) Repita os itens (a) e (b) supondo que em vez de 95% o proprietario aceite garantir o

consumo em apenas 90% das semanas.

6.4 A funcao geradora de momentos

Ao longo desse capitulo estamos estudando os momentos e suas aplicacdes praticas. Ja foi dito
que o conhecimento de alguns momentos ndo é capaz de definir por completo a distribuicdo de uma
varidvel aleatéria. Isto é, duas varidveis aleatérias com diferentes distribuicdes podem coincidir em

um numero finito de momentos.

E se fosse possivel encontrar todos os momentos de uma varidvel aleatéria, isto é, saber E(X*)
para todo k € N? Serd que duas variaveis aleatdrias que coincidem em todos os momentos tem
necessariamente a mesma distribuicao? A resposta é sim, e vamos entender isso através da funcao

geradora de momentos.

Definicdo 6.4 Funcgao Geradora de Momentos
Seja X uma varidvel aleatéria qualquer. A fungéo geradora de momentos (fgm) de X, denotada
por Mx, é definida por

Mx(t) = E (efX) ,

desde que essa esperanca exista para todo t em alguma vizinhanca de 0.

Importante: a funcdo geradora de momentos é funcao de t. Para ela existir basta que E (etX)

esteja bem definida em uma vizinhanca t = 0, e ndo necessariamente para todo t € R.

A funcéo geradora de momentos de uma variavel aleatdria discreta é calculada como a expresséo
da esquerda e a funcao geradora de momentos de uma varidvel aleatéria continua é calculada como

a expressao da direita:

o
Mx(t) = Z e™P(X = x), se X é discreta; Mx(t) = / e™fx(x)dx, se X é continua.

xelm(X) >

Note também que, qualquer que seja a varidvel aleatéria X,
Mx(0) = E(e”¥) =1.

Esse resultado pode ser util para verificarmos se a funcao geradora de momentos encontrada esta

correta.

Tendo em mente a Definigdo [6.1] do momento de uma varidvel aleatéria, o Teorema[6.4] a sequir

justifica o nome da funcéo My.
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Teorema 6.4
Seja X é varidvel aleatéria tal que sua fungdo geradora de momentos existe, vamos chamd-la de My.

Entéo, E(X¥) existe para todo k € N e
k

E (xk) - c%Mx(t)

t=0

ou seja, o k-ésimo momento de X é igual & derivada de ordem k de Mx avaliada em t = 0.

Demonstracao:

Primeiro vamos lembrar do resultado da Série de Taylor para a funcao f(X) = eX em torno de 0:
(o]
X" tX X2 X3 XY OX°
tX _ n 07 __ e
€ —Zoten!—1+1!+ TR T TR T
n=

Aplicando a esperanca dos dois lados da equacdo, e usando as propriedades de linearidade da
esperanca, chegamos em
5

Mx(t)zE(efX)=1+f!E(X)+;2,E(x2)+§E(x3)+ZE(x4)+;E(x5)+...

Derivando em relacéo a t dos dois lados da igualdade e depois substituindo t por 0 chegamos

em:
Ly —E(X)+2tE(X2)+3t2E(X3)+4t3E(X4)+5t4E(X5)+ — E(X)
dt iy 2! 3! 41 5! Tise '
Derivando novamente em relacéo a t e depois substituindo t por 0 chegamos em:
i/w(t) :E(XZ)+2'3tE(X3)+3'4t2E(X4)+4'5t3E(X5)+ :E(XZ)
de2 3! 41 5! P '

Néo é dificil perceber, e é possivel mostrar por inducéo, que derivando k vezes em relacéo a t

e depois substituindo t por 0 chegamos em:
dk

dk 2. (k+1)
dtk

(k +1)!

tE (xk”) f 3kt ) ap (Xk+2) T

Mi(1) (k +2)!

= E(Xk)+

- E(Xk).

t=0 t=0

Exemplo 6.9
Considere novamente a variavel aleatéria X definida no Exemplo Vamos calcular a funcéo

geradora de momentos de X e, a partir dela, os trés primeiros momentos.

Solucao:
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1 1 2 1 1
_ t~0.7 t1 t-3.7 t4 t-5'7 t~6'7 t-7.7 t9.7 t10
=e 16—i—e 8+e 16+e 8+e 8+e 8+e 16+e 8+e 6
. 2 t 1 3t 2 4t 4 5t 6t 7t ot 10t
=76 776 ¢ T16° T16° T16° T16° T16° T16° 77
’ _ 2 t 3 3t 8 4t 20 5t 12 6t 7 7t 18 ot 10 10t
Mx(=76"¢ *76° T16° T16° T 16 %6 T16° 16
2 9 32 100 72 49 162 100
= 2oty 23t 224 10U se  F4 e MY 7e 194 or 1OV 0t
M) =15 € T 76¢ 76 t76° 76 T16° T6° T 16 ¢

2 0,2 50 128 g, 500 5 432 o 343 50 1458 o 1000 o

meey S
M =16 +76° T 716 16 16 %° T16 ¢ T 16
Logo,
2 2041247 +18 41
W= E(X) = Mi(0) = +3+8+ OJ;G +7+18+ 0:%:5

" 249+32+100+724+49+162+100 526 263
uh = E(X?) = M}(0) = = =22

2+ 27 + 128 + 500 + 432 + 343 4+ 1458 + 1000 _ 3890 _ 1945
16 16 8

Wy = E(X°) = MY (0) =

*»"

Neste tipo de exemplo, o calculo dos momentos através da funcdo geradora fica tdo ou mais
dificil que o célculo direto dos momentos. No entanto, veremos que, em outras situacoes, a funcéo
geradora facilitaré bastante o calculo dos momentos da varidvel aleatéria. Vejamos um exemplo para

uma variavel aleatdria continua.

Exemplo 6.10
Seja Yy a variavel aleatdria do Exemplo cuja funcéo densidade é dada a sequir e seu grafico

esta representado nas Figuras [6.1]
fily) =ye™, y>0;
Encontre a funcao geradora de momentos de Y; e em sequida obtenha E(Y7) e Var(Y7) a partir dela.

Solucao:
Por definicéo,

oQ
My, (t) = E(em):/ eYye Ydy =/ ye 1=09dy
0 0

Aplicando o método de integracéo por partes,

o —-tay o—(1-1y e (-t
/0 ye “\—/(‘” T—¢ +/ T—¢ c”)

t#1

o0 ( e~y o=(1-tly )
= —y —
0
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Se 1 —t < 0 o limite acima diverge e se 1 —t > 0 o limite converge para 5. Por isso a

1
(1—1)
funcéo geradora de momentos de Y; exite somente para 1 —t > 0, ou seja, para t < 1, o que garante

que ela estd bem definida numa vizinhanca de t = 0. Entdo podemos escrever,

1
MY1(t):(1_7t)2, se t<1.

Vamos calcular as derivadas primeira e sequnda de My, (t) para encontrar E(Y7) e Var(Y7).

Lo 20—t 2 g B6(1—1)2 6
Y1(t)_(1—t)4_(1—t)3 ¢ nlt) = (1—-1°  (1-1)*

portanto,
E(Y)) =M, (0)=2, E(MM)=M}(0)=6 e Var(X)=6-2"=2.

Veja que os resultados estdo de acordo com os valores encontros no Exercicio [6.4]

*»"

Mas encontrar momentos ndo é a Unica aplicacdo da funcdo geradora de momentos. Uma
aplicacdo ainda mais importante se baseia no sequinte teorema, cuja demostracado sera omitida, mas

pode ser encontrada no Teorema 5.11 do livro de Magalhaes| (2011).

Teorema 6.5 Se duas varidveis aleatdrias tém fungées geradoras de momentos que existem, e sdo

iguais, entéo elas tém a mesma fungdo de distribuicdo.

O que o Teorema [6.5 afirma é que se duas varidveis aleatérias X e Y tém fungdes geradoras
de momentos que existem e sdo iguais, isto é, Mx(t) = My(t) para todo t € R, entdo elas
sdo identicamente distribuidas. Isso significa que a funcdo geradora de momentos, assim como a
funcdo de distribuicdo, funcéo de probabilidade ou funcéo de densidade, quando existe, caracteriza
completamente a distribuicao de uma varidvel aleatéria. Veremos aplicacoes desse teorema nos trés

préximos capitulos.

Vimos, nas Secées [4.2] e B.2] que podemos definir novas varidveis aleatérias através de
transformacoes de uma variavel aleatéria. Quando a transformacéo é do tipo linear, é possivel obter
a funcéo geradora de momentos da varidvel transformada a partir da funcdo geradora de momentos

da variavel original, conforme se demonstra a sequir.

Proposicao 6.4 Transformacoées Lineares
Seja X uma varidvel aleatdria com fungdo geradora de momentos Mx. Se Y = aX + b, entdo, a

funcéo geradora de momentos de Y é My(t) = eP*!Myx(at).

Demonstracao:

My(t) = E(e!Y) = E ([et(aX+b)) - E [eatXebt] — oPtE [eatX] — oPtE [e(at)X] = b My (at)
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Exemplo 6.11
Consideremos novamente a variavel X cuja funcdo geradora de momentos foi calculada no Exemplo

[6.9] Vamos calcular a funcéo geradora de momentos de Y = 2X + 3.

Solugéo:

Como Y = 2x+ 3, usando o resultado da |3|'0|Joslqéo My (t) = e3'Mx(2t). Com isso podemos

encontrar E(Y) derivando My.
M, (t) = 33t My (2t) + 31 - 2M5 (2t) = E(Y) = M}, (0) = 3Mx(0)+2M}(0) = 3-14+2E(X) = 3+2E(X)

o que ja era esperado pela propriedade de linearidade da esperanca.

*»"

Exemplo 6.12

Sejam Y7 e Y3 variaveis aleatdrias do Exemplo [BZF} Sabendo que Y3 =8 — Y7 e que
1

(1—1)2"

resultado encontrado no do Exemplo [6.T0} apresente a fungdo geradora de momentos de Y3 e em

My, (t) = se t<1,

seguida encontre E(Y3) a partir dela.

Solucao:

Como Y3 = 8— Y}, isto é, Y3 é uma transformacéo linear de Y7, usando o resultado da Proposicéo

1
MY3(t) = eStMY1 (—t) = @8tm , se —t< 1.
Assim chegamos em,
e8t
My, (t) = — , t>—1.
Y}( ) (1 + t)z se >

Para calcular a esperanca hasta derivar em relacédo a t e depois substituir t por 0.

8e(14+ )2 —2(1+ t)e®|  8-2

(1 + )} o 1 0.

E(Y3) = M, (t)], =

*»

7

Uma questdo relevante é que se temos a funcdo de distribuicdo, ou funcdo de densidade, ou
funcdo de probabilidade, podemos encontrar a fungdo geradora de momentos da varidvel aleatdria.
Porém, se conhecemos apenas a funcdo geradora de momentos nédo temos como obter as demais
funcoes. Outra limitacédo da funcao geradora de momentos é que a partir dela ndo temos como saber

se a variavel aleatdria é discreta ou continua.

Exercicios da Secao

1. Seja X a varidvel aleatéria do Exercicio [1| da lista de exercicios para a Segao eY=X%a

variavel aleatdria do Exercicio [T da lista de exercicios para a Secao
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(@) Encontre a funcdo geradora de momentos de X e a partir dela encontre E(X) e Var(X).

(b) Encontre a funcdo geradora de momentos de Y e a partir dela encontre E(Y) e Var(Y).

2. Seja X a variavel aleatdria do Exercicio 2] da lista de exercicios para a Secdo eY=2-X
a variadvel aleatéria do Exercicio [2] da lista de exercicios para a Segao
(@) Encontre a funcdo geradora de momentos de X e a partir dela encontre E(X) e Var(X).

(b) Encontre a funcédo geradora de momentos de Y e a partir dela encontre E(Y) e Var(Y).
3. Seja X a variavel aleatéria do Exercicio [0] da lista de exercicios para a Segao [4.1]

(@) Encontre a funcdo geradora de momentos de X.
(b) A partir da funcéo geradora de momentos encontre os trés primeiros momentos de X.

(c) Calcule o coeficiente de assimetria de X e classifique a distribuicdo de X como simétrica,

assimétrica a direita ou assimétrica a esquerda.
Dicas: (1) e™*g* = (e'q)”™; (2) X224 p* = p/(1 — p), sempre que |p| < 1.

4. Seja X a varidvel aleatéria do exercicio anterior e Y = X + 1 a varidvel aleatdria do Exercicio

[b] da lista de exercicios para a Segao

(@) Encontre a funcao geradora de momentos de Y. Dica: use a funcao geradora de momentos
de X para isso.

(b) A partir da funcéo geradora de momentos encontre os trés primeiros momentos de Y.

(c) Calcule o coeficiente de assimetria de Y e classifique a distribuicdo de Y como simétrica,

assimétrica a direita ou assimétrica a esquerda.

5. Seja X a variavel aleatéria do Exercicios [1] da Segao [5.7} cuja fungao densidade é definida por
fx(x) = 2e %, se x>0, e seja Y = 3X + 2, a variavel aleatéria do Exercicios (1| da Secdo

(@) Encontre a funcdo geradora de momentos de X e a partir dela encontre E(X) e Var(X).

(b) Encontre a funcdo geradora de momentos de Y e a partir dela encontre E(Y) e Var(Y).

Exercicios para o Capitulo [6]

1. Suponha o experimento de lancar uma moeda equilibrada e observar a face superior. Seja X a

varidvel aleatdria indicadora do evento "sair cara".

(@) Determine uma expresséo para a funcéo de probabilidade de X.
(b) Determine a funcdo geradora de momentos de X.

(c) A partir da funcdo geradora de momentos, calcule: E[X], Var(X) e o coeficiente de

assimetria de X.

2. Seja X variavel aleatdria cuja funcéo de probabilidade é definida por

1 X
pPx(x) =2 (3) , o x=1,2,3,...
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a) Mostre que px(x) = 1. (Dica: > p*=p/(1—p), sempre que |p| <1
I xelm(X) I i=1F I p [ jue |f
(b) Encontre a fungdo geradora de momentos de X. (Dica: e™*g* = (e'q)”)

(c) A partir da funcéo geradora de momentos de X, calcule: E[X], Var(X) e o coeficiente de

assimetria de X.
3. Seja X uma variavel aleatéria cuja funcdo geradora de momentos é definida por

el +2

5
, para t € R.
3 ) '

Mx(t) = (
Qual o desvio padréo de X?
4. Seja X uma variavel aleatéria continua com funcéo densidade dada por
fx(x) =3e30"1 se x> 1.
Determine a funcdo geradora de momentos de X e calcule E(X) a partir dela.

5. Seja X uma varidvel aleatéria cuja funcao densidade ¢ definida por fx(x) = e=2¥, x € R.

(@) Verifique que fx é de fato uma funcdo densidade.
(b) Determine a funcdo de distribuicdo de X.

(c) Determine a funcéo geradora de momentos de X.

(d) Empregando a fungdo encontrada no item anterior, calcule E[X] e Var(X).
(e)

e) Qual a funcdo densidade de Y = |X|?

6. Qual o desvio padréo de uma variavel aleatéria com funcdo geradora de momentos

2
MX(t) = ﬁ, para t<2?

7. Seja X a variavel aleatédria do Exercicio [3| da Secéao cuja funcédo de distribuicdo é definida

por
0 ,se x < —1;
1
Fx(x) = X; e —1<x <1
1 ,sex >1,

X +1
eseja Y =—1In (+

> ) a variavel aleatodria do Exercicios (3| da Secéo

(@) Encontre a funcdo geradora de momentos de X e a partir dela encontre E(X) e Var(X).

(b) Encontre a funcdo geradora de momentos de Y e a partir dela encontre E(Y) e Var(Y).
8. Um posto distribui senhas de atendimento no inicio do dia. Diartamente séo distribuidas 150
senhas e ha individuos que nao recebem senha, estes devem voltar outro dia para tentar uma

nova senha. Considere saber apenas que por dia, em média, 120 individuos buscam uma senha

nesse posto.

(@) Encontre uma cota superior para a probabilidade de mais de 50 individuos ficarem sem

senha em um determinado dia.
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(b) Encontre uma cota superior para a probabilidade de mais de 100 individuos ficarem sem

senha em um determinado dia.

(c) Quantas senhas deveriam ser distribuidas para garantirmos, com a pouca informacéo que

temos, que em menos de 40% dos dias vai haver mais de 80 pessoas sem senha?

9. Suponha que o diametro de um certo tipo de parafuso produzido por uma fébrica seja uma
variavel aleatdria de média Smm e desvio padrdo de 1,5mm. Segundo as especificacdes técnicas,
o didmetro desse tipo de parafuso tem que estar entre 3mm e 7mm, caso contrario ele é
descartado pela fabrica. Apenas com essas informacdes, encontre uma cota inferior para a

probabilidade de um parafuso estar dentro das especificacdes técnicas.

10. (a) Seja X varidvel aleatéria tal que P(X > 0) =1 e P(X > 20) = 1/4. Prove que E[X] > 5.

(b) Seja X variavel aleatéria tal que E[X]=12e P(10 < X < 14) = 0,6. Prove que Var(X) >
8/5.
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Capitulo 7

Algumas Distribuicoes Discretas

Considere as seqguintes situacoes:

1. (a) Langa-se uma moeda viciada e observa-se o resultado obtido;

(b) Pergunta-se a um eleitor se ele vai votar no candidato A ou B.

2. (a) Lanca-se uma moeda n vezes e observa-se o niimero de caras obtidas;

(b) De uma grande populacéo, extrai-se uma amostra de n eleitores observa-se o nimero de

eleitores que votaréo no candidato A.

3. (a) De uma urna com P bolas vermelhas e Q bolas brancas, extraem-se n bolas sem reposicéo

e conta-se o nimero de bolas brancas;

(b) De uma populagdo com P pessoas, sendo Q a favor do candidato A, extrai-se uma amostra

sem reposicao de tamanho n e conta-se o niimero favoraveis ao candidato A na amostra.

Em cada uma das situacdes anteriores, os experimentos (a) e (b) citados tém algo em comum:
em certo sentido, temos a “mesma situacéo”, mas em contextos diferentes. Por exemplo, na situacéo
1, cada um dos experimentos tem dois resultados possiveis e observamos o resultado obtido. Na
situacdo 3, temos uma populacéo dividida em duas categorias e dela extraimos uma amostra sem

reposicao; o interesse estd no nuimero de elementos de uma determinada categoria.

Na pratica, existem muitas outras situacdes que podem se “encaixar” nos modelos acima ou
entdo em outros modelos. O que veremos nesse capitulo sdo alguns modelos de variaveis aleatdrias
discretas que podem descrever situacdes como as listadas anteriormente. Nesse contexto, um modelo
sera definido por uma variavel aleatdria e sua funcéo de probabilidade, explicitando-se claramente as
hipoteses de validade. De posse desses elementos, poderemos analisar diferentes situacdes praticas

para tentar “encaixa-las” em algum dos modelos dados.

Neste capitulo, serdo descritas as distribuicoes de probabilidade discretas mais usuais. A
introducéo de cada uma delas serd feita através de um exemplo classico (moeda, urna, baralho

etc.) e, em sequida, serdo explicitadas as caracteristicas do experimento. Tais caracteristicas sao

193
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a ferramenta necessaria para sabermos qual modelo se aplica a uma determinada situacéo pratica.

Definida a distribuicao, calculam-se os momentos da distribuicao.

7.1 Distribuicao uniforme discreta

Suponha que seu professor de Estatistica decida dar de presente a um dos alunos um livro de
sua autoria. Nao querendo favorecer qualquer aluno em especial, ele decide sortear aleatoriamente
o ganhador, dentre os 45 alunos da turma. Para isso, ele numera os nomes dos alunos que constam
do didrio de classe de 1 a 45, escreve esses niimeros em pedacos iguais de papel, dobrando-os ao
meio para que o nimero ndo fique visivel, e sorteia um desses papéis depois de bem misturados.
Qual é a probabilidade de que vocé ganhe o livro? Qual é a probabilidade de que o aluno que tirou

a nota mais baixa na primeira prova ganhe o livro? E o que tirou a nota mais alta?

O importante a notar nesse exemplo é o sequinte: o professor tomou todos os cuidados
necessarios para nao favorecer qualquer aluno em especial. Isso significa que todos os alunos tém a

mesma chance de ganhar o livro. Temos, assim, um exemplo da distribuicdo uniforme discreta.

Definicdo 7.1  Distribuicao uniforme discreta
Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do uniforme discreta com parémetro n se Im(X) é um
conjunto finito com n elementos e a probabilidade de X assumir qualquer um do n elementos é

a mesma.

Note que, se X tem distribuicdo uniforme discreta, todos os valores de /m(X) séo igualmente
provaveis. O parametro n, por sua vez, é o nimero de valores que a variavel aleatdria pode assumir e
por isso n pode ser qualquer valor no conjunto N*. Chamamos de espaco paramétrico o conjunto de
valores que o parametro de uma distribuicdo pode assumir. Nesse caso, o espaco paramétrico para

o parédmetro n é o conjunto dos niimeros naturais positivos, isto é, N*.

Vamos denotar a distribuicdo uniforme discreta com pardmetro n por Unif(n). Nesse caso,
se quisermos indicar que uma varidvel aleatdria X segue essa distribuicdo, podemos simplesmente
escrever: X ~ Unif(n) (l&-se: a variavel aleatdria X tem distribuicdo uniforme discreta com parametro

n).

Funcdo de probabilidade e funcao de distribuicao

Seja X ~ Unif(n) e suponha Im(X) = {x1,x2,...,x,}. Logo a sua funcdo de probabilidade é

definida por

px(xi) =PX =x)=— Vi=1,2,....n. (7.1)

Na Figura[7.1]a sequir estdo os graficos da funcéo de probabilidade e da fungéo de distribuicéo
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de uma variavel aleatdria uniforme discreta. Veja que, como a probabilidade associada a cada

elemento x; de Im(X) é a mesmo V i, os degraus no grafico da funcéo de distribuicdo tém a mesma

altura (Figura[7.1b).

T
10 —
—O
1/n ° ° ° ° - 3in |- b
2/n | — |
1/n O ——O B
0 0p—o :
1 1 1 1 1 1 1 1
X1 X2 X3 T Xn X1 X2 X3 o Xn
(a) Funcao de probabilidade (b) Funcao de distribuicao

Figura 7.1 — Distribuicéo uniforme discreta

Esperanca e variancia

Seja X uma v.a. discreta uniforme que assume valores x1, x2, ..., x,. De acordo com a Definicao
1 1 1 _
EX)=—x1+—x+-+ —x; =X, (7.2)
n n n

ou seja, E(X) é a média aritmética dos valores possiveis de X.

Com relacéo a varidncia, temos a Definicao [4.3] de onde tiramos que

1 1 1
=%t =X =X =) (=X =% (73)

Var(X) = E[X — E(X))* = ,1;(

Funcdo geradora de momentos

Néao temos uma expressao geral para a funcdo geradora de momentos de uma varidvel aleatdria
uniforme discreta qualquer. Mas se no caso particular de X ~ Unif(n) com Im(X) = {1,2,3,...,n}

podemos encontrar a sua funcdo geradora de momentos.

n n
1 1 1 et _ (et)n+1 1 et _ etn-H et1 _ etn
Mx(x) = E(e¥) =Y et~ = = (e) = - =— =— . (74
<0 ) 1e N n 1(9) n 1—et n 1—et n1—et (7:4)
X= X=
uma vez que
n n+1
p—p
=P (75)
> T

x=1
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quaisquer que sejam p € Re n € N, n > 0. Veja por qué. Considere S, =3 |_, p*, entdo

S, = p+pi+pi+.. +p"
pS, = p*+pP+pt+. +pm!
S,—pS, = p—p"*!
Sa(l=p) = p—p""
_ Jn+1
S, = pP=—pP
T—p
Generalizando um pouco mais, suponha X ~ Unif(n) com Im(X) = {a,a+1,a+2,...,a+n—1}.
Nesse caso a funcao geradora de momentos é
a+n—1 a+n—1
1 1 1 (et)a _ (et)0+l7 1 eat _ eat+nt eat1 _ etn
M =EetX= etxizi etxzi - _ - -
x(x) (™) ; n n ; (&) n 1—et n 1—et n 1—et
(7.6)
uma vez que
b a _ b+
ZPX = /317/3 (7.7)
X=da o p

: : . A . b «
quaisquer que sejam p € R, a,b € N sendo a < b. Veja por qué. Considere Sqp =) ,_, p*, entdo

Sap = peApt 4 prt 4 pP
PSab — pa+1 + Pa+2 + pa+3 4.+ pb+1
Sap — pSap = p°— pbt!
Sap(1—p) = p®—p"*!
Sab /3”1—_/9/’;“

Exemplo 7.1 Lancamento de uma moeda
Considere o lancamento de uma moeda. Vamos definir a sequinte varidvel aleatéria X associada a
esse experimento:

0 , se ocorre coroa
X =
1 , se ocorre cara

Verifique se X é varidvel aleatéria uniforme discreta e calcule sua média e variancia.

Solucao:
Para que essa v.a. tenha distribuicdo uniforme, é necessario supor que a moeda seja honesta e, nesse

caso,

p=1. EX =21 =T e varx) =

N —
X
—_—
(e
|
N —
~—

N

+
N —

X
—_—

—_—

|
N =
~—
N

Il
N —

X
N

+
N =

X
N

Il
ENTIEN

1
2 r



7.1. DISTRIBUICAO UNIFORME DISCRETA 197

Exemplo 7.2 Conserto de maquina
Uma maquina pode apresentar 5 tipos diferentes de defeitos, que ocorrem aproximadamente na
mesma frequéncia. Dependendo do tipo de defeito, o técnico leva 1, 2, 3, 4 ou 5 horas para consertar

a maquina.

(@) Descreva o modelo probabilistico apropriado para representar a duracdo do tempo de reparo

da maquina.
(b) Qual é o tempo médio de reparo desta maquina? E o desvio-padréo deste tempo de reparo?

(c) Séo 15 horas e acaba de ser entregue uma maquina para reparo. A jornada normal de trabalho
do técnico termina as 17 horas. Qual é a probabilidade de que o técnico nao precise fazer hora

extra para terminar o conserto desta maquina?

Solucao:

Seja T = "“tempo de reparo, em horas”.

(@) Como os defeitos ocorrem na mesma frequéncia, o modelo probabilistico apropriado é uma

distribuicdo uniforme: T ~ Unif(5) e assim pr(t) =1/5 parat=1,2,3,4,5.

142 4
(b) E(T) = — +g+ 2 _ 3 horas e Var(T)

1,41 horas.

1242243244245
B 5

—9 =2 Logo, DP(T) =

(c) Seja E o evento “técnico ndo terd que fazer hora extra”. Entdo P(E) = P(T < 2) % =0,4, ou

seja, a probabilidade de que ele néo tenha que fazer hora extra é 0, 4.

*»"

Exercicios da Secao [7.1

1. Seja X ~ Unif(5) com Im(X) = {1,2,3,6}.

(@) Apresente a funcdo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.
(b) Apresente a funcéo de distribuicdo de X e esbhoce o seu grafico.
(c) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

)

(f) Calcule P(X > 1).

2. Suponha uma urna com 10 bolinhas numeradas de 1 até 10. Considere o experimento de
selecionar ao acaso uma bola dessa urna e observar o niimero da bola sorteada. Seja X a
variavel aleatdria definida pelo nimero observado.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar X.

(b) Qual o valor médio do nimero observado?
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(c) Qual o desvio padrédo do niimero observado?
(d) Qual a probabilidade de se observar um niimero menor que 77
(e) Qual a probabilidade de se ohservar um niimero menor que 7, sabendo que foi observado

um néimero maior que 27?

3. A sequir sado apresentadas duas funcdes de probabilidade de varidveis aleatdrias com
distribuicdo Uniforme Discreta de parametro n. Para cada uma delas, apresente a Im(X) e

o valor de n.

—_

- ,x=1,2,345 0,09 , x=-5,-4,...,45
(@) px(x) =4 5 (b) px(x) = .
0 , caso contrario. 0 , caso contréario.
4. A sequir séo apresentadas algumas funcdes geradoras de momentos de varidveis aleatdrias com
distribuicao uniforme discreta cuja imagem é {a,a+1,...,a+n—1}, onde n é o parametro da

distribuicdo. Para cada uma delas, determine a imagem de X e o valor do parametro n.

ei’ _ egt e5t 1— e3t
(@) Mt =g e (SR () /\/I(t):3(1_et),teR
e5t —1 eth _ eZt

7.2 Distribuicao de Bernoulli

Considere o lancamento de uma moeda. A caracteristica de tal experimento aleatdrio é que ele
possui apenas dois resultados possiveis. Uma situacao andloga surge quando da extracao da carta

de um baralho, em que o interesse esta apenas na cor (preta ou vermelha) da carta sorteada.

Definicao 7.2 Experimento de Bernoulli
Um experimento de Bernoulli, ou ensaio de Bernoulli, é um experimento aleatério com apenas

dois resultados possiveis; por convencgdo, um deles é chamado “sucesso” e o outro, “fracasso”.

Suponha que seja realizado um ensaio de Bernoulli e, com base nesse experimento, seja definida

a seguinte variavel aleatéria X:

1 , se ocorre sucesso

0 , se ocorre fracasso

X é chamada de v.a. de Bernoulli, como mostra a Definigao [7.3]

Definicdo 7.3  Distribuicao de Bernoulli
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicéio de Bernoulli com parémetro p se ela é uma varidvel

indicadora de algum evento, denominado “sucesso’, que tem probabilidade p de ocorréncia.




7.2. DISTRIBUICAO DE BERNOULLI 199

Note que, para qualquer ensaio de Bernoulli, é sempre possivel definir uma v.a. de Bernoulli.
Além disso, Im(X) = {0,1}, uma vez que X é va. indicadora (Proposi¢ao [3.1), P(X = 1) = p,
probabilidade de sucesso, e P(X = 0) = 1—p, probabilidade de fracasso. Como p é uma probabilidade,
0 espaco paramétrico é o intervalo [0,1]. Note que, se p =0 ou p =1, entdo X é constante; assim,
o0 espaco paramétrico de real interesse é (0,1). E comum denotar a probabilidade de fracasso por g,

istoé, g=1—pel<g<.

Vamos denotar a distribuicdo de Bernoulli com parédmetro p por Bern(p). Assim, para indicar
que uma varidvel aleatéria X seqgue essa distribuicdo, escrevemos X ~ Bern(p) (lé-se: a varidvel

aleatéria X tem distribuicdo de Bernoulli com parédmetro p).

Funcao de probabilidade e funcao de distribuicao

A funcéo de probabilidade de X ~ Bern(p) pode também ser escrita da seguinte forma:

px(X) =PX =x)=p*(1=p)'"™> , x=0,1. (7.8)

J& a sua funcéo de distribuicdo é dada por:

0 sex <0
Fx(x) =4 1—p se0<x<1 (7.9)
1 se x > 1

Na Figura [7.2] temos os graficos da fungdo de probabilidade e da fungéo de distribuicao de
uma varidvel de Bernoulli. Como /m(X) é um conjunto com apenas dois elementos, Im(X) = {0,1}, a

funcéo de distribuicao de X sé tem dois pontos de descontinuidade, em 0 e em 1.

T
10 —_—
P . —
1—pp e b 1—-pt *~— b
0 0 — :
| | | |
0 1 0 1
(@) Funcéo de probabilidade (b) Funcéo de distribuicao

Figura 7.2 — Distribuicdo de Bernoulli
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Esperanca e variancia

Seja X ~ Bern(p). Entao,

EX)=0x(1—p)+T1xp=p
EX)=0°x(1—p)+12xp=p

Var(X) = E(X?) — [EX)F = p — p? = p(1

Em resumo, se X ~ Bern(p) temos

Funcgdo geradora de momentos

Se X ~ Bern(p), entdo sua fungdo geradora de momentos é

1
Mx(t) Z e™pX( Z (1 -p)

x=0

Logo,

Se X ~ Bern(p) = Mx(t) =1 —p + pe’.

Veja que Mx(0) = 1, como é esperado. Calculando as derivadas, obtemos que

M5 (1) = Mx(t) = MY (t) = pe,

—p)

X =1—p+pe.

(7.12)

e, portanto, para p € (0, 1), todos os momentos de X ~ Bern(p) sdo iguais ao parédmetro p. Entéo

E(X)=M(0)=p, EX?) =M{0)=p,texteE(X>) =

Coeficiente de Assimetria

Com isso fica facil de calcular o coeficiente de assimetria:

p—3pp +2p° 1 -=3p+ 2p? _20—p)(0,5—p)

a3z =

p(1—p/p(I—p)  (1=p/p(1=p) (1 =p1/p(1—p)

Vemos, assim, que X ~ Bern(p) sera simétrica se p = 0,5 e serd assimétrica a direita ou a

esquerda se p < 0,5 ou p > 0,5, respectivamente.
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Exemplo 7.3 Lancamento de uma moeda
Considere, assim como no Exemplo [7.7} o lancamento de uma moeda e a seguinte varidvel aleatdria

X associada a esse experimento:

0 , se ocorre coroa
X =
1 , se ocorre cara

Seja p a probabilidade de cara, 0 < p < 1. J& vimos que, se p = 1/2, entdo X é uniforme discreta.

Encontre a distribuicdo de X qualquer que seja o valor de p.

Solucao:
Como Im(X) = {0, 1}, X tem distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p, qualquer que seja p. Nesse
caso, “sucesso” é definido como a saida de cara, que ocorre com probabilidade p, e “fracasso” é a

saida de coroa.

Note que a distribuicdo de Bernoulli com parametro p = 1/2 é equivalente a uma distribuicéo
uniforme.

*»"

Exemplo 7.4  Auditoria da Receita Federal

Um auditor da Receita Federal examina declaracdes de Imposto de Renda de pessoas fisicas, cuja
variacdo patrimonial ficou acima do limite considerado aceitdvel. De dados histéricos, sabe-se
que 10% dessas declaracdes sao fraudulentas. Considere o experimento correspondente ao sorteio
aleatério de uma dessas declaracées e defina a v.a. indicadora do evento A = foi sorteada uma

declaragéo fraudulenta (Proposigéo [3.7). Encontre o modelo probabilistico adequado para essa v.a.

Solucao:
Primeiro, veja que o experimento correspondente ao sorteio aleatério de uma dessas declaragbes com

observacéo do tipo de declaracdo (fraudulenta ou ndo) é um experimento de Bernoulli.

A v.a. indicadora do evento em questdo pode ser definida por

p 1 , se a declaracdo sorteada é fraudulenta
A = 7 .
0 , caso contrario.

Como I/m(l4) = {0, 1}, podemos dizer que esta v.a. tem distribuicdo de Bernoulli. O pardmetro
p é a probabilidade de “sucesso”, que por definicdo é o evento associado ao valor 1 da varidvel
aleatdria. Da forma com que /4 foi construida, o “sucesso” para esse ensaio de Bernoulli é encontrar

uma declaracéo fraudulenta. Entdo p =0, 1.

Esse exemplo ilustra o fato de que “ sucesso”, num contexto probabilistico, nem sempre significa
uma situacéo feliz na vida real. Aqui, sucesso é definido de acordo com o interesse estatistico no

problema.

*»
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Exercicios da Secao

1
1. Seja X ~ Bern (4)

(@) Apresente a funcdo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.

(b) Apresente a funcdo de distribuicdo de X e esboce o seu gréfico.

d) Determine Var(X).

(e) Apresente a funcéo geradora de momentos de X.

)
)
c) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).
)
)
(f)

Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

2. Em pequena cidade planeja-se fazer uma pesquisa para saber se os moradores sdo favoraveis
ou ndo a um certo projeto de prefeitura. A prefeitura ndo sabe, mas 5/6 dos moradores da
cidade séo favoraveis ao projeto. Suponha o experimento de selecionar um morador ao acaso e
perguntar se ele é favoravel ou ndo ao projeto. Seja X a variavel indicadora do evento “resposta

favorédvel ao projeto”.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar X.
(b) Apresente a funcao de probabilidade de X e esboce o seu grafico.
c) Apresente a funcdo de distribuicdo de X e esboce o seu gréfico.

(d
(

) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).
e) Determine Var(X).
)

)

(f) Apresente a fungdo geradora de momentos de X.

(g) Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

3. A sequir sdo apresentadas algumas funcdes geradoras de momentos de varidveis aleatérias com
distribuicdo Bernoulli de pardametro p. Para cada uma delas, determine o valor do paréametro p.
2+e!

(@) M(t) = ==

4 1— et
teR  (B)M(t)=1-;(1—e) teR (c)M(t)=Te+et,teR

7.3 Distribuicao binomial

Vamos introduzir a distribuicdo binomial, uma das mais importantes distribuicoes discretas,
através de dois exemplos. Em sequida, discutiremos as hipoteses feitas e apresentaremos os

resultados formais sobre tal distribuicdo e novos exemplos.

Exemplo 7.5 Lancamentos de uma moeda

7

Considere o sequinte experimento: uma moeda é lancada 4 vezes. Seja p = P(sair a face cara).

Vamos definir a sequinte varidvel aleatéria associada a este experimento:
X = ndmero de caras nos quatro lancamentos da moeda.

Encontre a funcao de probabilidade da v.a. X.
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Solucao:
Como visto antes, cada lancamento da moeda representa um experimento de Bernoulli, e como o

interesse estd no nimero de caras, vamos definir sucesso = cara.

Para encontrar a funcéo de probabilidade de X, o primeiro fato a notar é que os valores possiveis
de X séo: 0, que equivale a ocorréncia de nenhuma cara e, portanto, de 4 coroas; 1, que equivale a
ocorréncia de apenas 1 cara e, portanto, 3 coroas; 2, que equivale a ocorréncia de 2 caras e, portanto,
2 coroas; 3, que equivale a ocorréncia de 3 caras e 1 coroa e, finalmente, 4, que equivale a ocorréncia
de 4 caras e nenhuma coroa. Assim, Im(X) = {0,1,2,3,4}. Vamos, agora, calcular a probabilidade
de cada um desses valores, de modo a completar a especificacdo da funcdo de probabilidade de X.
Para isso, vamos representar por K; o evento “cara no i-ésimo lancamento” e por C; o evento “coroa

no i-ésimo lancamento”.

e X=0

Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
{XZO}EC1HCZHC3HC4.
E razoavel supor que os lancamentos da moeda sejam eventos independentes, ou seja, o

resultado de um lancamento nao interfere no resultado de qualquer outro lancamento.

Dessa forma, os eventos C; e K; sao independentes para i # j. (Note que os eventos C; e K; sdo
mutuamente exclusivos e, portanto, ndo sdo independentes — se sair cara em um lancamento

especifico, ndo é possivel sair coroa nesse mesmo lancamento e vice-versa).

Analogamente, os eventos (; e (; sao independentes para i # j, bem como os eventos K; e K;,

i # j. Pela regra da probabilidade da intersecao de eventos independentes, resulta que

P(CiNGNC3N Gy =P(Cy) x P(C) x P(C3) x P(Cy)

(1=p)x(1=p)x(1—=p)x(1—p)
=(1-p"

e X =1
O evento X = 1 corresponde a ocorréncia de 1 cara e, consequentemente, de 3 coroas. Uma
sequéncia possivel de lancamentos é

KinGnGn Gy

Vamos calcular a probabilidade desse resultado. Como antes, os lancamentos sdo eventos

independentes e, portanto,

PIKinGNGNG)=PK) x P(G) x P(G3) x P(Cy)
=px(1=p)x(1T=p)x(1-=p)
=p(1—p)°.
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Mas qualquer sequéncia com 1 cara resulta em X = 1, ou seja, a face cara pode estar em
qualquer uma das quatro posicoes e todas essas sequéncias resultam em X = 1. Além disso,
definida a posicdo da face cara, as posicoes das faces coroas ja estdo determinadas — séo as
posicdes restantes. Entdo, temos a sequinte equivaléncia:

{X=1}E{K1 ﬂCzﬁCgﬂC4}U{C1 ﬂKzﬂC3ﬂC4}U{C1 ﬂCzﬂK3ﬂC4}U{C1 ﬂCzﬂCgﬂKz}}.
Mas os eventos que aparecem no lado direito da expressao anterior sdo eventos mutuamente
exclusivos. Logo,
PX=1)=PKinGnNGNG)+P(GNKaNGN Gy
+ PG NGNKNG)+P(GNGNGNKY)
=px(=p)x(A=p)x(T=p)+{1=p)xpx(1—=p)x(1-=p)
+(1=p)x(A=p)xpx(=p)+ (M —=p)x (1 =p)x(1—=p)xp
= 4p(1—p)’.
e X =2
O evento X = 2 corresponde a ocorréncia de 2 caras e, consequentemente, de 2 coroas.

Qualquer uma dessas sequéncias tem probabilidade p%(1 — p)2.

As sequéncias de lancamentos com 2 caras e 2 coroas sdo as seguintes:

KiIKbGG , KiGK3G , KGGK
CGORKGKy . GKGKy , GKOK3G.

Ou seja, temos a seguinte equivaléncia
{X = 2} = (/<1 NKoNGnN C4) U (/<1 NGNKs N C4)U
(K1 NGNGN /<4) U (C1 NGNK3 N /<4)U
(C1 NnK;N C3ﬂ/<4)U(C1 NKsNKs ﬂC4).

Portanto,

PX=2)=PKinkKonGnNG)+PKiNGN KN G+
PIKinGNGNKy) +P(GNGNKINKy)+
PGNKoNGNKy) +P(GNKN KN G)

= 6p*(1 — p)>.

e X=3eX=4

Os casos X = 3 e X = 4 sdo analogos aos casos X =1 e X = 0, respectivamente; basta trocar

Caras por coroas e vice-versa. Ass'un,

) = 4p>(1 = p)

P(X
P )=p".

3
P(X = 4
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Dessa forma, a funcéo de probabilidade de X é

[ (1—p)* ,sex=10
4ap(1=p)® ,sex=1
6p(1 —p)? ,sex =2
pxx) =19 |
4p°>(1—p) ,sex=3
p? ,sex =4
L 0 , caso contrario.

E importante notar que a hipdtese de independéncia dos lancamentos da moeda foi
absolutamente fundamental na solucdo do exemplo; foi ela que nos permitiu multiplicar as
probabilidades dos resultados de cada lancamento para obter a probabilidade da sequéncia completa
de n lancamentos. Embora essa hipotese seja muito razoavel nesse exemplo, ainda assim é uma

hipotese “subjetiva”.

Outra propriedade utilizada foi a da probabilidade da unido de eventos mutuamente exclusivos.
Mas aqui essa propriedade é dbvia, ou seja, ndo ha qualquer subjetividade: os eventos Ci N K; e
Ki N G sdo mutuamente exclusivos, pois no primeiro lancamento ou sai cara ou sai coroa; ndo pode

sair cara e coroa no primeiro lancamento, ou seja, cada lancamento é um experimento de Bernoulli.

*»"

Exemplo 7.6 Bolas em uma urna

Uma urna contém quatro bolas brancas e seis bolas verdes. Trés bolas séo retiradas dessa urna, com
reposicao, isto é, depois de tirada a primeira bola, ela é recolocada na urna e sorteia-se a seqgunda,
que também ¢é recolocada na urna para, finalmente, ser sorteada a terceira bola. Vamos definir a

seguinte varidvel aleatdria associada a esse experimento:
X = numero de bolas brancas sorteadas.

Encontre a funcdo de probabilidade da variavel aleatdria X.

Solugao:

E importante notar que cada bola sorteada é recolocada na urna antes da préxima extracdo. Por
isso a composicdo da urna é sempre a mesma e o resultado de uma extracdo ndo afeta o resultado
de outra extracdo qualquer. Dessa forma, em todas as extracdes, a probabilidade de bola branca (e
também bola verde) é a mesma e podemos considerar as extracdes como independentes. Veja que
temos uma situacdo andloga a do exemplo anterior: trés repeticées de um experimento (sorteio de
uma bola), essas repeticdes sdo independentes, em cada uma delas ha dois resultados possiveis —
bola branca (sucesso) ou bola verde (fracasso) — e as probabilidades de sucesso e fracasso sao as
mesmas em cada sorteio. Assim, cada extracdo equivale a um experimento de Bernoulli e, como o
interesse estd nas bolas brancas, vamos considerar o sucesso como o sorteio de uma bola branca.

Logo,
4

P(sucesso) = 0



206 CAPITULO 7. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS

Como sao feitas trés extracoes, Im(X) = {0,1,2,3}. Vamos calcular a probabilidade de X
assumir cada um desses valores. Como antes, vamos denotar por V; o evento “bola verde na i-ésima
extracdo” e por B; o evento “bola branca na i-ésima extracdo”. Da discussao anterior, resulta que,
para i # j, os eventos V; e B; sdo independentes, assim como os eventos B; e B; e os eventos V; e
V.

e X=0

Esse resultado equivale a extracdo de bolas verdes em todas as trés extracoes.

{X=0}E{V1ﬂ\/2ﬂ\/3}

Logo,

X

P(X =0)=P(V,nVon Vs) = P(Vy)

6 6 6 6\°3
PMMHW:mxmxm:“J.

e X =1

Esse resultado equivale a extracdo de uma bola hranca e, por consequéncia, duas bolas verdes.
A bola branca pode sair em qualquer uma das trés extracoes e, definida a posicédo da bola

branca, as posicoes das bolas verdes ficam totalmente estabelecidas. Logo,

N 4 6\
uxzn:3(m)(m).

e X=2eX=3

Os casos X =2 e X = 3 sao analogos aos casos X =1 e X = 0, respectivamente; basta trocar

bola branca por bola verde e vice-versa. Assim,

N 4\%(6 N 4\3
HX=2=3“0)(m) e uxzaz(m).
*

Esses dois exemplos ilustram a distribuicdo binomial, que depende de dois parametros: o

numero de repeticdes n e a probabilidade de sucesso p de cada ensaio de Bernoulli.

Nos dois exemplos anteriores, tinhamos n repeticdes de um ensaio de Bernoulli, que eram
independentes e, portanto, a probabilidade de sucesso p se mantinha constante ao longo de todas as

repeticoes. Essas sdo as condicoes definidoras de um experimento binomial. No Exemplo n=4

4

e uma probabilidade de sucesso qualquer p. No Exemplo n=3ep=q;

Definicdo 7.4  Experimento binomial
Um experimento binomial consiste em um ndmero fixo de repeticées independentes de um ensaio

de Bernoulli com probabilidade p de sucesso.
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Note que, como as repeticoes sao independentes, a probabilidade p de sucesso (e por

consequéncia, a probabilidade 1 — p de fracasso) permanece constante.

Definicao 7.5 Distribuicao binomial
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicéo binomial com pardmetros n e p quando esta
representa o ntiimero de sucessos em n repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli

com probabilidade p de sucesso.

Se X tem distribuicdo binomial, entdo os valores possiveis de X séo 0,1,2,...,n, isto é, Im(X)

{0,1,2,...,n}. O espaco paramétrico para o pardmetro n é o conjunto N* e para o parametro p,

(0]

intervalo [0, 1]. Como na distribuicdo de Bernoulli, o espaco paramétrico de real interesse é o intervalo

0,1).

Vamos denotar a distribuicdo binomial com parametros n e p por Bin(n; p). Nesse caso, para

indicar que uma variavel aleatdria X seque essa distribuicdo, basta escrever X ~ Bin(n; p) (lé-se:

varidvel aleatéria X tem distribuicao binomial com parametros n e p).

Funcao de probabilidade

a

Para obter a funcéo de probabilidade de X ~ Bin(n, p) para todo x € Im(X), precisamos calcular

P(X = x) para x =0,1,2,...,n. Veja que o evento {X = x} corresponde a todas as sequéncias de

resultados com x sucessos e, portanto, n — x fracassos. Como as repeticdes séo independentes, cada

uma dessas sequéncias tem probabilidade p*(1 — p)”"*. O nlmero total de tais sequéncias é dado

pelo coeficiente binomial, definido a sequir.

Definicdo 7.6  Coeficiente binomial

k
k elementos podem ser escolhidos dentro de um total de n elementos distintos. Para k < n,

. . . . . , . n , .
Para n e k inteiros define-se o coeficiente binomial ( ) como o numero de maneiras com que

esse numero pode ser calculado por:

ny _ n!
(k) ~ kY (n— k)

n o, .
) = 0 quando k > n, pois néo hd como escolher mais elementos do

k

que o total de elementos disponiveis.

Por convencgdo definimos

n
Veja
eja que (k

um conjunto com n elementos. Lembre-se que n! representa o fatorial de n, definido como n!

nx(n—=1)x(n—=2)x---x2x1. Por definicdo, 0! = 1.

) pode ser interpretado como o numero de subconjuntos com k elementos de
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Assim, chegamos a funcéo de probabilidade para X ~ Bin(n; p).

px(x) =P(X =x) = (n)px(1 —p)" 7, x=0,1,2,...,n. (7.13)
X

Vamos verificar que a expressao apresentada na Equacao realmente é uma funcdo de

probabilidade. Para isso é preciso mostrar que px(x) > 0 para qualquer x € R e vaelm(x) px(x) =1.

E imediato ver, da Equacéo [7.13} que px(x) > 0 Vx € Im(X), uma vez que (n) >0, p*>0e
X

(1—=p)"~* >0 para todo p €[0,1] e n € N*. Se x & Im(X), px(x) = 0. Logo, px(x) > 0 para qualquer
x e R

Para mostrar que a soma das probabilidades é 1 usaremos o Teorema que apresenta o
Bindmio de Newton.

Teorema 7.1 Bindmio de Newton

Dacdos dois niimeros reais quaisquer x e a e um inteiro qualquer n, entdo

n
n
(x+a)" = E (I )akx”_k.
k

k=0

Continuando a mostrar que a soma das probabilidades é 1,

n

> px=) (Z)PX“ P = b+ -p) =1

Vxelm(X) x=0 Teo. [Z1]

Assim, a Equacao realmente define uma funcao de probabilidade.

Esperanca e variancia

Segue a demonstracdo classica de esperanca e varidncia para uma variavel aleatdria com
distribuicdo binomial. Porém, um pouco mais a frente, quando a funcdo geradora de momentos for

apresentada, vocé vera que as contas ficam bem mais simples a partir dela.

Se X ~ Bin(n; p), entdo

X)=Y xP(X=x=) x (Z)pxm — )" = ZXX'(n”iX)lpxm — p)".
X:o ! !

x=0 x=0
Quando x = 0, a parcela correspondente no somatério é nula. Logo, podemos escrever (note o indice

do somatorio):
I n!

E(X)ZZXX!(nnix)!/ 0= ZX .(1—x)!px(1 -

e como x # 0, podemos dividir o numerador e o cIenonTmacIor por x, o que resulta na simplificacao

E(X) = Z = 1)',7(!” =)= > (Xf(:),(_”),/?p "(1—p)"
x=1 ’ ’ x=1

n—‘I)

= an o _X)Ip ( —p)" = an ( ) x—1(1 —p)".
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Fazendo y = x — 1, temos que

x=y+1
x=1=>y=0

x=n=y=n-—1.

Logo,

n—1
=np Z ( ) (1—p)"~ 7Y = np.

1

Veja que a expresséo marcada com chaves é igual a 1, pois é o somatorio da funcéo de probabilidade
de uma distribuicao binomial com pardmetros (n—1) e p para todos os valores possiveis dessa variavel

aleatoria. Portanto,

X ~ Bin(n;p) = E(X)=np. (7.14)
Vamos, agora, calcular E (XZ), usando raciocinio analogo ao usado no calculo da esperanca.
n n n I’]I
2\ 2 X _ n—x __ 2 . X _ n—x

E(X?) =) x (x)/’ (=P =) i = p)

x=0 x=1
— ZXZ n! p ( n X ZX p (1 p)n—x

x(x — Nl(n — x)! x—1 7—x)'

17(17 — 1)' x—1 n X I7 — 1 x—1 n—x
:;X(x—ﬂl(n—x!pp (1- :”PZX ),P (1—p)

X ) (x =1 —x
n—1 1) n—1 oA
= an _] +1 Y EE————T 0 (1 _/3)”717y =np Z(y + ’]) py(»] . p)nf17g.
y=X—1 7 —-1- J)' y=0 y

Mas este Ultimo somatério é a esperanca de Y + 1, em que Y ~ Bin(n — 1; p); portanto, usando o

resultado apresentado na Equacéo [7.14] e as propriedades da esperancga, obtemos
E(X?) = np[E(Y)+ 1] = np[(n —1)p + 1] = n’p? — np® + np.

Logo,
Var (X) = E(X?) = [E(X)P = n?p? — np? + np — (np)? = np — np?,

ou seja,

X ~ Bin(n,p) = Var(X)=np(1—p). (7.15)

Note que a esperanca e a varidncia da binomial sdo iguais a esperanca e a varidncia da
distribuicdo de Bernoulli, multiplicadas por n, o nimero de repeticdes. Pode-se ver que a distribuicao

de Bernoulli é uma distribuicdo binomial com parédmetros n =1 e p.
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Funcao geradora de momentos

Seja X ~ Bin(n, p). Sua funcdo geradora de momentos é

MX( — E(etX Z etx P _ Z etx (Z)/JX“ . p)n—x
x=0

= Z ( ) pe') (1 —p)" =[pe' +(1-p)]"

pela formula do bindmio de Newton.

Logo,
X ~ Bin(n, p) = Mx(t) = (pe' +1—p)". (7.16)

Veja que Mx(0) = 1.

Coeficiente de Assimetria

Para calcular o coeficiente de assimetria precisamos dos trés primeiros momentos. E para

encontrar os trés primeiros momentos precisamos das trés primeiras derivadas.

Mx(t) = npe' [pe' + (1 — p)]”_1
M3(t) = Mi(t) + n(n — 1)p?e? [pet + (1 — p)]"

MY (t) = My(t) + 2n(n — 1)p?e® [pe’ + (1 — p)]”‘2 +n(n —1)(n—2)pe [pe’ + (1 - p)]”‘3

e, portanto,
E(X) = M;((O) =np [/3 + (1 _ p)]n—'l = np
E(X?) = M{(0) = M(0) + n(n — 1)p? = np + n?p? — np?
E(X?) = MY(0) = M¥(0) + 2n(n — 1)p? + n(n — 1)(n — 2)p> = n’p> — 3n?p> + 2np> + 3n?p? — 3np* + np.

Logo, Var(X) = E(X?) — [E(X)* = np — np? = np(1 —p) e

E ((X — u)3) = n3p3 —3n?p3 + 2np3 + 3n%p? — 3np? + np — 3np(np + n?p? — np?) + 2n3p3
=2np3 —3np? + np = np(2p?> —3p + 1) = 2np(1 — p)(0,5 — p).

Para p € (0, 1), o coeficiente de assimetria é
2np(1 —p)(0,5—p)  1-2p
np(1— \/np (1—p) \//7/3(1 —p)

e a distribuicdo serd simétrica se p = 0,5 e assimétrica a direita ou a esquerda se p < 0,5 ou

p > 0,5, respectivamente.

Note que o calculo da esperanca e da varidncia de uma binomial fica mais simples com o uso

da funcéo geradora de momentos.
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Formas da distribuicao binomial

Se X ~ Bin(n; p), entdo, para x =0,1,...,n —1, temos

n!

|px+1 (1 _ p)n—x—1

PX=x+1) _ (x+1(n—x—1) _ (n=x)p
PX=x) n! . e S x+N)(1=p)
x!(n —x)!p =p)
ou seja,
v _ (n—x)p v _ _
I(X—x+1)—ml(X—x) x=01...,n—1. (7.17)

Temos, assim, uma forma recursiva de calcular probabilidades binomiais.

Suponhamos, agora, que a probabilidade méaxima ocorra em xp. Usando o resultado dado na
Equacao (7.17), temos que ter
P(X =x0+1) N (n—xo)p
PX'=x) ~ (xo+1)(1 —p)
np<xo+1—p=>x0o>pn+1)—1.

<T=np—xogp<xo—xop+1—p=

Analogamente, temos que ter

P(X = xo) 1o [n—(xo—"1)]p

PIXY — v 1) >1= — > xg — = < 1).
PX=xo—1) ~ x(1—p) = np —xop +p > xo—xop = xo < p(n+1)

Resulta assim que se xp é ponto de maximo, entéo
pn+1—=1<xo<pn+1)
e, como xp tem que ser inteiro, temos que ter
xo = |p(n+1)], (7.18)

em que | x| representa o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, se n =7 e p =0, 2, temos
que ter 0,2 x8—-1<ky<0,2x8, ouseja, 0,6 < kg < 1,6 e o ponto de mdximo ocorre em xg = 1,

que é o maior inteiro menor ou igual a 1,6.

Note que, se p(n+1) for inteiro, entdo a distribuicdo serd bimodal, com moda em xp1 = p(n+1)

e xo2 = p(n+1)—1 pois

PIX=pn+1)]  PX=np+p) [n—(p+p—1)p
PX=pn+1)—=1] PX=np+p—-1)  (np+p)(1—p)
_(n=np—p+T)p (n+1)—p(n+1)
Copn AN =p)  (n+ND(1—p)
(41 —p) _
(n+ 1)1 = p)

Por exemplo, se p = 0,3 e n =9, entdo p(n + 1) = 3 e a distribuicdo é bimodal com modas x = 2

e x = 3. Para o caso em que p = 0,5, esses resultados implicam que a distribuicdo serd unimodal
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quando n+ 1 for impar e bimodal quando n + 1 for par, ou seja, se p = 0,5, a distribuicdo é unimodal

para n par e bimodal para n impar. Além disso, se p = 0,5,

P(X = x)

( )0, 5(1 — 0, 5)"*

n
X

n—x

P(X =n—x),

( n ) 0, 5n—X(1 -0, 5)/7—(17—)()

confirmando que a distribuicdo é simétrica, conforme ja visto.

Esses resultados estéo ilustrados na Figura onde temos graficos da distribuicdo binomial
para diferentes valores dos pardmetros n e p. Note que a distribuicdo é assimétrica quando p # 0,5

e a assimetria é positiva quando p < 0,5 e negativa quando p > 0,5.

0.4 T 0.4 0.4 T
03 R b 03 b 03 . N
02 * b 0.2 b 0.2 ®
0.1} H : 0.1} : 0.1} H :
0 —o—o—o—o—;—e—o—o— [ e — — — — — — —a— 0 —o—o—e—;—o—o—o—o—
01 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7
(@) Bin(7;0,2) (b) Bin(7;0,5) (c) Bin(7;0,8)

Figura 7.3 — Funcao de probabilidade da distribuicdo binomial

Exemplo 7.7 Tiro ao alvo

Um atirador acerta, na mosca do alvo, 20% dos tiros. Se ele da 10 tiros, qual a probabilidade de ele
acertar na mosca no maximo uma vez? E se ele ndo acertou na mosca o 3 primeiros tiros dos 10
que ele vai dar, qual a probabilidade de ele acertar na mosca no madximo uma vez entre os 10 tiros

realizados?

Solucao:
Podemos pensar os tiros como experimentos de Bernoulli independentes, em que o sucesso é acertar

no alvo na mosca e ele ocorre com probabilidade 0,20. Defina
X = nlmero de acertos na mosca entre os 10 tiros

e temos X ~ Bin(10; 0, 20).
A primetira pergunta do problema pede P(X < 1),

10

PX<1)=PX=0)+P(X=1)= (0

) (0,20)°(0,80)"0 + (110) (0,20)" (0, 80)° = 0, 3758096.
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J& a segunda pergunta pede P(X <1 | X <7),

PUX<1}n{X<9}) PH{X<1}
P(X <7) T1-P(X>7)
PX=0)+PX=1)
1—P(X =8)-P(X=9)—P(X=10)
('?) (0,20)°(0,80)" + () (0, 20)" (0, 80)°
1— (%) (0,200 (0,80)* — (5) (0,20) (0,80)" (19) (0,20) (0, 80)°
0,3758096

= 0,9999221 = 0, 3758389.

PX<1|X<7) =

*»

Exemplo 7.8 Partidas de um jogo
Dois adversarios A e B disputam uma série de oito partidas de um determinado jogo. A probabilidade

de A ganhar uma partida é 0,6 e ndo ha empate. Qual é a probabilidade de A ganhar a série?

Solucao:

Note que sé podem ocorrer vitérias ou derrotas, o que significa que temos repeticbes de um
experimento de Bernoulli com probabilidade 0,6 de sucesso (vitéria do jogador A). Assumindo a
independéncia das provas, se definimos X = numero de vitérias de A, entdo X ~ Bin(8;0,6) e

o problema pede P (X > 5), isto é, probabilidade de A ganhar mais partidas que B.

P(X>5) = PX=5)+PX=6+P(X=7)+P(X=8)
= (2) (0,6)° (0, 4)> + (g) (0,6)° (0, 4)* + (3) (0,6) (0,4)" + (2) (0,6)% (0, 4)°
= 0,5940864.

*»"

Exemplo 7.9 Parametros da binomial
Em uma distribuicdo binomial, sabe-se que a média é 4,5 e a varidncia é 3,15. Encontre os valores

dos parametros da distribuicao.

Solucao:

Temos que

np = 4,5
np(1—p) = 3,15

Substituindo a primeira equacdo na segunda, resulta em
4,51—-p)=3,15=1-p=0,7=p=0,3.
Substituindo na primeira equacéo, obtemos que
n=4,5/0,3=15.
*»
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Exercicios da Secao

1. Seja X ~ Bin (4?)

(@) Apresente a funcéo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.

b) Apresente a funcao de distribuicao de X e esboce o seu grafico.

)

(b)

(c) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).
)

(d) Determine Var(X).
(e) Apresente a funcéo geradora de momentos de X.
(f) Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

(g) Calcule P(X > 1).

2. Em pequena cidade planeja-se fazer uma pesquisa para saber se os moradores séo favoraveis ou
nao a um certo projeto da prefeitura. A prefeitura ndo sabe, mas 5/6 dos moradores da cidade sao
favordveis ao projeto. Suponha o experimento de selecionar 10 moradores, de forma aleatéria
e com reposicdo, e perguntar para cada um deles se ele é favoravel ou ndo ao projeto. Seja X

a variavel aleatéria definida pelo nimero de respostas favoraveis entre os 10 selecionados.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar X.

b) Em média, quantas respostas favoraveis teremos ao final do experimento?

(
(

¢) Qual o desvio padréo do niimero de respostas favoraveis?
d) Qual a probabilidade de termos mais de 6 repostas favoraveis?

(e) Qual a probabilidade de termos mais de 6 repostas favoréveis dado que o primeiro

selecionado respondeu ser favoravel ao projeto?

3. Sabe-se que 2% dos dispositivos eletronicos produzidos em uma certa fabrica sdo defeituosos.
Essa fabrica distribui caixas com 100 desses dispositivos. E a fim de passar credibilidade, uma
caixa com 5 ou mais dispositivos defeituosos pode ser devolvida para a fabrica sem custo algum

ao cliente.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar o ndimero de dispositivos

defeituosos dentro de uma caixa produzida e distribuida por essa fabrica.

b) Quantos dispositivos com defeito esperamos encontrar em uma dessas caixas?

d) Qual a probabilidade de uma caixa produzida e distribuida por essa fabrica ser devolvida?

(c) Qual o desvio padréo do nimero de dispositivos com defeitos por caixa?
e)

(e) Um cliente abriu a sua caixa e, ao realizar um teste com 2 dos 100 dispositivos, verificou

que ambos nao eram defeituosos. Qual a probabilidade dessa caixa ser devolvida?

4. A sequir séo apresentadas algumas funcdes geradoras de momentos de varidveis aleatdrias com
distribuicdo Binomial de pardmetros n e p. Para cada uma delas, determine os valores de n e

p.

8 4
(3ef +7)
R (b)Mit)= St ter
) teR - B)M) = =5000 1S

et +1

(@) M(1) (3et 2

10



7.4. DISTRIBUICAO GEOMETRICA 215

7.4 Distribuicao geométrica

Considere as seguintes situacdes: (i) uma moeda com probabilidade p de cara é lancada até que
apareca cara pela primeira vez; (it) em uma populagdo muito grande (pense na populacdo mundial),
p% das pessoas sofrem de uma rara doenca desconhecida e portadores precisam ser encontrados
para estudos clinicos. Quais sdo as semelhancas entre essas duas situacoes? No primeiro caso,
matematicamente falando, poderiamos ter que fazer “infinitos” lancamentos. No segundo caso, “muito
grande” pode ser uma aproximacdo para “infinito”. Em ambos os casos, temos repeticdes de um
experimento de Bernoulli. No primeiro caso, as repeticdes certamente podem ser consideradas
independentes. No segundo caso, também podemos assumir independéncia, desde que se garanta,
por exemplo, sorteio entre familias distintas, de modo que fatores genéticos nédo interfiram. Dessa
forma, temos repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli e nosso interesse pode ser
o numero de fracassos antes da ocorréncia do primeiro sucesso (cara no caso da moeda, pessoa

portadora no estudo epidemioldgico).

Vamos, agora, formalizar a definicdo de tal variavel e obter a sua funcdo de probabilidade.

Definicao 7.7  Distribuicao geométrica
Uma varidvel aleatéria X tem distribuiciio geométrica com parémetro p quando esta representa
o numero de fracassos antes da ocorréncia do primeiro sucesso em repeticées independentes de

um experimento de Bernoulli com probabilidade p de sucesso.

Veja que os possiveis valores dessa variavel aleatdria sdo: 0 (nenhum fracasso e, portanto
sucesso na primeira repeticao), 1 (um fracasso antes do primeiro sucesso, que tem que ocorrer na
segunda repeticao), 2 (dois fracassos antes do primeiro sucesso, que tem que ocorrer na terceira
repeticao) etc. Logo, /Im(X) = N. Esse é um exemplo de v.a. discreta em que o espaco amostral,

enumeravel, é infinito.

O espaco paramétrico para o parametro p é o intervalo [0, 1], uma vez que p é a probabilidade

de sucesso no experimento de Bernoulli e nosso interesse estard no caso em que p € (0, 1).

As caracteristicas definidoras desse modelo séo: repeticoes independentes de um experimento
de Bernoulli com probabilidade p de sucesso, o que significa que em todas as repeticdes a

probabilidade de sucesso (e, portanto, de fracasso) é a mesma.

Vamos denotar a distribuicdo geométrica com parametro p por Geo(p). Assim, para indicar que
uma varidvel aleatéria X seque essa distribuicao, escrevemos X ~ Geo(p) (lé-se: a varidvel aleatéria

X tem distribuicdo geométrica com parametro p).



216 CAPITULO 7. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS

Funcao de probabilidade

Para calcular a probabilidade de ocorrer o evento {X = x}, para x =0,1,2, ..., devemos notar
que tal evento corresponde a ocorréncia de fracassos nas x primeiras repeticées e o primeiro sucesso
na (x + 1)-ésima repeticdo. Denotando por F; e S; a ocorréncia de fracasso e sucesso na i-ésima

repeticdo respectivamente, temos a sequinte equivaléncia de eventos:
{X=x}={AnNnFHRnN---NFNS1}.
Como as repeticoes sdo independentes, seque que
PX=x)=P(FAinFn---NF,NSci1) =P (F) xP(F2) x - x P(Fy) x P (S5¢+1)
=(1=p)x(1T=p)x---x(1=p)xp.
Ou seja, se X ~ Geo(p), a sua funcdo de probabilidade é definida por:

px(x) =PX=x)=(1—p)p x=01,2,... (7.19)

Vamos verificar que de fato a fungdo px definida na Equagéo[7.19/é uma fungéo de probabilidade.
E imediato ver que px(x) > 0. Entao sé falta mostrar que ) 2, px(x) = 1. Para isso precisamos de

um resultado, que pode ser deduzido a partir da Equagéo [7.5]

D — n+1 .
A Equacdo [7.5/ nos mostra que Y |_, p¥ = /17/3 para p € R e n € N*. A partir dela

podemos deduzir que

n n n+1 n+1
X 0 X P—P 11— P
= == 1 = ’
P p +(Zp) + T—p T—p
x=0 x=1
ou seja,
n
1— pn+1
Y p¥= Erpr (7.20)
x=0
1— n+1
para p € R e n € N*. Se quisermos ) 52, p* = 1 P basta tirar o limite quando n — oo,
o n
1— pn+1 1
X __ H X __ H —
XZO/J = nlil)w;o;p = nlggo T T somente se |p| < 1.

Se |p| > 1 o limite acima ndo converge. Assim chegamos em

= 1
E p* = T, e Ip| < 1. (7.21)
x=0 —P

Agora podemos seguir com as contas para mostrar que mostrar que Y 5 px(x) = 1. Vamos la:

oo oo . oo . 1
D> px)=) (1=pyp=p) (1-p) = A"
x=0 x=0 x=0 (Equacéo [727)

Logo, a fungdo px definida na Equacéo realmente define uma funcdo de probabilidade.



7.4. DISTRIBUICAO GEOMETRICA 217

Esperanca e variancia
Seja X ~ Geo(p). Entéo
o o o0
E(X) = ZXP(X:X):ZX1—/J Y'p= ZX1—[J

x=0 x=1

o o

= ‘I—pr1—p = 1—pZ )Yp
x=1 1 y=0

y=x— 4

E(X+1)
= (1=p)EX+1)=(1=p)EX)+1)=(1—p)EX)+1—p.

Assim chegamos em E(X) = (1 — p) E(X) + 1 — p e podemos sequir da seguinte forma:
EX)=(0=-pEX)+1=p = EX)-(1-pEX)=1-p =
EX)1=(1=p)=1=p = EX)p=1-p N E(X):%_

Logo,

X ~ Geolp) = E(X)=1 /_Jp (7.22)

Com argumentos analogos, vamos calcular E(X?). Preste atencéo nos indices dos somatérios!
o o
X =) X*(1=p)p=) xX*(1—p)p
x=0 x=1

o

=(1=p) Y X0=pp=0=p_(y+ 11 -p
1 y=0

X=

8

=(1=p)y (Y*+2y+1)(1-p)p

<
Il
o

=(1—p) Zyz P+ZZJ1—/J /J+Z1—p ]
y=

0
1—/3)[EX2+2E ]
(1—p)
=(1—-p)EX p)[p+1]
_ 2, (1 =p)2—p)
= (1= p)EX) + PP
Logo,
1= (1= p)EXD) = =p2=p) E(X2) = (1 —/J)(Z2 —P)
p p
e, portanto,

1—p)2— 1—-p)? (1-p)R-p—-1+ 1—
Var(X) = E(X2) — [E(X)P = ( Pli(2 p) _ | pzp) _ (0 =p pzp p) _ pzp'
Assim,

X ~ Geolp) = Var(X) =P

" (7.23)
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Funcao geradora de momentos

Seja X ~ Geo(p) em que p € (0,1).

o o
Mx(t) =E(e™) =) e™(1—plp=p) [e'(1-p)]".
x=0 x=0
Entdo, se |ef(1 —p)| < 1, isto ¢, se e!(1 — p) < 1 ou ainda, t < ln (11,3) = —In(1 — p), temos, pela
oQ
Equacéo [7.21} que Y_[e!(1 —p)] = 1_et1(1_p). Logo,
x=0
X ~ Geolp) =  Mx(f)= #a—p) , set<—In(1-p). (7.24)

Note que a fungdo geradora de momentos de X ~ Geo(p) ndo estd definida para todo t € R,
mas estd bem definida para t < —In(1 — p) e como —In(1 — p) > 0, a funcdo geradora de momentos

estd bem definida para t em uma vizinhanca de zero.

Veja que Mx(0) = 1.

Coeficiente de Assimetria

Para encontrar o coeficiente de assimetria precisamos dos trés primeiros momentos. As

derivadas de Mx(t) sao:

e'(1-p)
T—e'(1=p)

_ —pl=e'(1=p)] _ _pe'(1—p)
[—et@—pf [1—et(1—p)

Mx(t) = Mx(t)

M (t) = M&(t)M + Mx(t) [@tﬁ —p)1 —e'(1=p)]—e'(1 = p)—e'(1 - P)]]

1—el(1—0p) [1—ef(1-p)P
g e=p) e?(1 - p)?
- Mx(t)m + My (1) + Mx(f)m
M) e*(1—p)°
“ie—p e e
M o e(1=p)
= et —p) T =)
g TEe(1=p)
= Mx(t)m'
Logo,
1T—p

E(X) = Mx(0) = P

2— 1—p)2—
E(X) = M(0) = My (0) 22 = LZPIEZP)
p p
1—p)2— 1—p)) 2-— 2_142p—p%? 1-—
Val,(X):( p)2=p) (1 =p)) _2=3p+p t2p—p _1-p
p? p p p?




7.4. DISTRIBUICAO GEOMETRICA 219

os mesmos resultados obtidos anteritormente.

Vamos, agora, calcular a terceira derivada, que nos dara E(X3).

1+ ef(1— (1= p)[1 —ef(1 = p)]=[1 + e'(1 — p)[—e'(1 —
MS?’(f)ZMZ(t)1+ztE1 g;JrM,X(t)[e( Pt — e'( ; I—J)]ef(1[ _er;z( p)l=e'(t = p)]
gl tet=p) o [2e7(1 = p)]
=M e =) P M e e
Logo,
E(X%) = MY(0) = /\/’%(0)72 £ M’x(O)z PZZP

_(1=pR2=p7 , 201-p)

B p T

B 6—12p+7p*—p3

- =

E(X —p)® = E(X®) = 3E(X?) E(X) + 2[E(X)]

_ 6—12p —1-37/32 —p3 _ 3(1 — p)23(2 - p) + 2(1 —3/3)3
p p p
_(1-p)R2-p)
p? '
O coeficiente de assimetria é, entdo
(1—/3)32—/9) 2-p
) _
o = = , (7.25)
_p /1= _
1= - V1=p

que é sempre positivo, ou seja, a distribuicdo geométrica é sempre assimétrica a direita. Quanto
menor p, maior o coeficiente de assimetria, ou seja, mais a cauda direita da distribuicdo se prolonga.

Veja a Figura [7.4] Note, também, que

=(1-p), (7.26)

0.8 1 0.8

L]
0.6 1 0.6
0.4 8 0.4+

L]
02f - ° 1 02f - °
L]
L]
. * o

0k o B i ok PSS S D S SN N W WP i

0123456 7 8 9101112131415 0123456 7 8910112131415

(a) Geo(0, 8) (b) Geo(0, 2)

Figura 7.4 — Funcao de probabilidade da distribuicdo geométrica
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Funcao de distribuicao

A varidvel geométrica é uma das poucas variaveis aleatdrias discretas para as quais é possivel
encontrar uma forma fechada para a sua funcdo de distribuicdo. Para o seu calculo, vamos usar
novamente a notacdo |x|, que representa o maior inteiro menor ou igual a x. Entdo, para x < 0,

F(x) =0 e para x > 0 temos que

[x] [x] / [x] / 1— (1= p)bd+
Fo=PX<x=) PX=k=) (1=pfp=p) (1=P)" = P _g_,—
k=0 k=0 k=0 Equagéao[7.21 f
Resumindo:
0 , 0
Flx) = se x < (7.27)

1—(1=p)+T | sex>0.
Note que isso indica que Fx é constante entre dois nimeros inteiros consecutivos e da um “salto”

emx=20,1,2,....

Definicao alternativa da distribuicao geométrica

Em vez de definir a variavel geométrica como o “ntiimero de fracassos antes do primeiro sucesso”,

podemos usar a sequinte definicdo alternativa:
Y = “ndimero de repeticoes até o primeiro sucesso”

Neste caso, Im(Y) = N* e Y = y significa que foram feitas y repeticdes, sendo a Ultima um sucesso,
ou seja, ocorreram y — 1 fracassos antes do primeiro sucesso. Assim, temos a seguinte relacao entre

Y e a varidvel geométrica X apresentada anteriormente na Definicéo

X=Y-1 & Y=X+1

Essa distribuicdo de probabilidade é, as vezes, chamada distribuicdo geométrica deslocada
(em inglés, shifted geometric distribution). Vamos usar a notacdo Y ~ Geo*(p) para denotar que a

variavel Y representa o niimero de repeticées de um experimento de Bernoulli até o primeiro sucesso.

A distribuicéo de Y é
PY=y)=(1-p)¥'p y=12,... (7.28)

e da relacdo entre as duas varidveis, resulta que, se Y ~ Geo*(p),

¢ B pe B B
My (t) = e"Mx(t) T—ef(l=p) se t < —1In(1—p) (7.29)
T1—p 1
E(Y)=E(X)+1= +1=— 7.30
(¥) = E(X) ; ; (7.30)
Var(Y) = Var(X) = 1 _P (7.31)
p
2—p
ay = gy = ——P (7.32)
V1i-p
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A funcéo de distribuicéo de Y é

Fy(y) =PX+1<y)=PX<y—1)= 0 sey—1<0

ou seja,

0 ,sey <1
Fyly) = (7.33)
1—(1=plvl | sey>1.

Exemplo 7.10 Tiro ao alvo
Um atirador acerta na mosca do alvo, 20% dos tiros. Qual é a probabilidade de ele acertar na mosca
pela primeira vez no 102 tiro? E quantos tiros serdo dados em média até que o atirador acerte na

mosca?

Solugao:

Podemos pensar os tiros como experimentos independentes de Bernoulli (acerta ou ndo acerta). A
probabilidade de sucesso (acertar no alvo) é p = 0, 20. Seja X = nlimero de tiros até primeiro acerto.
Entdo, X ~ Geo*(0,20) e P(X =10) = 0,8° x 0,2 = 0,02684.

O nimero médio de tiros até o primeiro acerto nada mais é que E(X). Pelo resultado da

Equacao resulta

11
E(X)= — =~ =5.
X = =0

ou seja, em média, o atirador dara cinco tiros até acertar o alvo pela primeira vez.

*»"

Exemplo 7.11 Langamento de dado

Joga-se um dado equilibrado. Qual é a probabilidade de serem necessérios 10 lancamentos até a
primeira ocorréncia de um seis? E se o dado ja fol jogado 2 vezes e em nenhuma delas saiu o 6, qual
a probabilidade de ser necesséarios mais 10 lancamentos até a primeira ocorréncia de um seis?

Solucao:

Nesse caso, sucesso é a ocorréncia de face seis. Logo, P(sucesso) = p = % e P(fracasso) =1—p = %

)

Seja X = numero de lancamentos até o primeiro seis. Entdo, X ~ Geo* (

o=

A segunda pergunta quer saber
P({X=12}n{X>2}) P(X=12)
P(X >2) 1 =P
P(X =12) _ @)
) -P(X=2 " 1-

PX=2+10|X>2) =

T—P(X
= 0,03230.

*»"
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Propriedade de falta de memoria

Percebeu no Exemplo que P(X=2+10| X >2) = P(X=10)? A probabilidade do 1°
sucesso vir na 10° tentativa, dado que j& ocorreram 2 tentativas fracassadas, é igual a probabilidade
do 1° sucesso vir na 10° tentativa caso o experimento comecasse nesse instante. Ou seja, néo
importa quantas tentativas fracassadas ja ocorreram. Isso é o que chamamos de propriedade de falta

de memdria, que é uma caracteristica das varidveis aleatdérias geométricas.

De forma geral, e propriedade de falta de memdria para varidveis aleatdrias com distribuicao

geométrica pode ser expressa por
X ~ Geo(p) = PX=m+n|X>m)=P(X=n) (7.34)
e para varidveis aleatdrias com distribuicdo geométrica deslocada por

X ~ Geo*(p) = P X=m+n|X>m)=P(X=n). (7.35)

Vajamos a interpretacdo das equacdes acima. Suponha que ja foram realizados m ensaios
de Bernoulli e todos resultaram em fracasso. A Equagdo [7.34] pode ser interpretada como: a
probabilidade de ocorrerem exatamente mais n fracassos antes do primeiro sucesso ndo depende
de quantos fracassos ja ocorreram até o momento. J& a Equacéo [7.35] pode ser interpretada como:
a probabilidade de ocorrerem exatamente mais n tentativas antes do primeiro sucesso ndo depende

de quantas tentativas fracassadas ja ocorreram até este momento.
Vamos demonstrar o resultado da Equacéao

Seja X ~ Geo(p) = px(x) =(1—p)*p, para x =0,1,....

P(X = m+ n) (1—=p)™"p
P(X = X > = = )
X=mbn [X2m = oS my = 52, 0=prp
Fazendo a troca de varidvel y = x — m no somatdrio do denominador,
(1—p)"*"p (1—p) ™ty . (=p)

PX=m+n|X>m=...=

3 T = 3 = v
Zy:O“ _p)y mp WﬂZy:O(‘I _p)y ZU:()“ _p)y
O somatodrio de denominador pode ser resolvido pela Equagéao [7.27] e assim chegamos em

P(X:m+n|X2m):...:(1(1_//f))n:(1—/3)”sz(X:n).

A demonstracao da Equacao é analoga, s6 é preciso usar a funcdo de probabilidade da

Geométrica deslocada.

Exercicios da Secao

1. Seja X ~ Geo (;)
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(a) Apresente a fungéo de probabilidade de X e esbhoce o seu grafico.

(b) Apresente a funcdo de distribuicdo de X e esboce o seu grafico.

(c) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Apresente a funcéo geradora de momentos de X.

(f) Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

(g) Calcule P(X > 1).

2. Em pequena cidade planeja-se fazer uma pesquisa para saber se os moradores séo favoraveis
ou nao a um certo projeto da prefeitura. A prefeitura ndo sabe, mas 5/6 dos moradores da cidade
séo favoraveis ao projeto. Suponha o experimento de selecionar moradores sequencialmente, de
forma aleatdria e com reposicao, até que se encontre um contrario ao projeto. Seja X a variavel
aleatdria definida pelo nimero de moradores favoraveis ao projeto entre os selecionados.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar X.

(b) Em média, quantos moradores favordveis ao projeto serdo encontrados antes do primeiro

morador contrario?

(c) Qual o desvio padrao do nimero de moradores favordveis ao projeto antes do primeiro

morador contrario?

(d) Qual a probabilidade de ser encontrado mais de 2 moradores favoraveis ao projeto antes

do primeiro contrario?

(e) Qual a probabilidade de ser encontrado mais de 2 moradores favordveis ao projeto antes
do primeiro contrario dado que o primeiro selecionado respondeu ser favoravel ao projeto?

3. Suponha o experimento de lancar um dado sequencialmente até observar a face 1.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar o niimero de lancamentos
realizados durante o experimento.

(b) Em média, quantas vezes o dado sera lancado até ser observada a face 1?

(c) Qual o desvio padréo do niimero de lancamentos do dado?

(d) Qual a probabilidade do dado ser lancado pelo menos 6 vezes até ser observada a face 1?

(e) O dado ja foi langado 3 vezes e ainda nao apareceu a face 1. Qual a probabilidade de ser

necessario pelo menos mais 3 lancamentos do dado?

4. A sequir sado apresentadas algumas funcdes de probabilidade de varidveis aleatdrias com
distribuicdo Geométrica ou Geométrica deslocada, ambas com pardmetro p. Para cada uma

delas, indique qual a distribuicdo das variavel aleatdria e determine o valore de p.

@ et = (2]
_2 (1)
3

(b) px(x) = (;) x=0,1,2,...

1

6, X:1,2,3,...
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4
(o) px(x) = Bxr x=0,1,2,...
1
(d) px() = 55 x=1.2.3,...
5. A sequir sao apresentadas algumas fun¢des geradoras de momentos de varidveis aleatérias
com distribuicdo Geométrica ou Geométrica deslocada, ambas com parametro p. Para cada

uma delas, indique qual a distribuicdo das variavel aleatdria e determine o valore de p.

(a) M(t) = ﬁ t < n(1,5)

(b) M(t) = 43_6; t < In(4)

(0 Mit) = 5. £ < In(2)

(d) M(t) = % t < —n(0,6)

7.5 Distribuicao binomial negativa

Consideremos novamente repeticées independentes de um experimento de Bernoulli com
probabilidade p de sucesso. Vamos considerar agora uma generalizacdo da distribuicdo geométrica,
no sequinte sentido: em vez de fixarmos o primeiro sucesso, vamos fixar um ndmero qualquer r de

sucessos, ou seja, definimos

X = ndimero de fracassos antes da ocorréncia do r-ésimo sucesso, r > 1.

Note que r = 1 corresponde a distribuicdo geométrica.

Definicdo 7.8  Distribuicao binomial negativa
Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢cdio binomial negativa com parGmetros r e p quando
esta representa o nimero de fracassos antes da ocorréncia do r-ésimo sucesso em repeticoes

independentes de um experimento de Bernoulli com probabilidade p de sucesso.

Note que os possiveis valores de X sdo: 0 (nenhum fracasso, e, portanto, sucessos nas r
primeiras repeticoes), 1 (um fracasso antes do r-ésimo sucesso), 2 (dois fracassos antes do r-ésimo
sucesso) etc. Logo, /Im(X) = N. Este é mais um exemplo de v.a. discreta cuja imagem é um conjunto

infinito.

Veja que o parametro r pode assumir qualquer valor inteiro positivo, logo seu espaco
paramétrico é o conjunto N*. ]J& para o pardmetro p, o espaco paramétrico é o intervalo [0, 1], uma

vez que p é a probabilidade de sucesso do ensaio de Bernoulli.

Vamos denotar a distribuicdo binomial negativa com parémetros r e p por BinNeg(r; p). Assim,

para indicar que uma variével aleatdéria X seqgue essa distribuicdo, escrevemos simplesmente X ~
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BinNeg(r; p) (lé-se: a varidvel aleatéria X tem distribuicdo binomial negativa com pardmetros r e

p).

Funcao de probabilidade

Seja X ~ BinNeg(r; p); para qualquer x € Im(X), o evento {X = x} indica que foram obtidos
x fracassos antes de se obter r sucessos, ou seja, foram realizadas x + r repeticdes, sendo a ultima

um sucesso e r — 1 sucessos nas x + r — 1 repetigoes. Veja Figura [7.5).

x fracassos
r — 1 sucessos

z + r — 1 repetigoes

T + r repetigoes

Figura 7.5 — Ilustracdo dos resultados da binomial negativa

Uma sequéncia possivel de resultados consiste em fracassos nas x primeiras repeticdes e

sucesso nas proximas r — 1 repeticdoes seguintes e o Ultimo sucesso na ultima repeticéo:
IL_’],...,FX,S)H_’],...,SX_H'_’],SX_Q_r

A probabilidade de tal sequéncia é dada pelo produto das probabilidades, j& que as repeticdes séo

independentes, isto é:

PFin...NFeNSyp1 N, NSxar—1 N Syeir) = (1 _p)x_pr—1 p

Mas existem (**"') maneiras de arrumar x fracassos em x+r—1 posicdes e as sequéncias resultantes
X 3

tém todas a mesma probabilidade acima. Como elas constituem eventos mutuamente exclusivos, a

probabilidade da unido delas, que é P (X = x), é a soma das probabilidades, ou seja:

x+r—1

px(x) = P(X = x) = ( i}

r X
)p(1—p) x=0,12,... (7.306)
Como nas segoes anteriores, precisamos mostrar que a Equagédo (7.36) realmente define uma

funcéo de probabilidade. Como P (X =x) > 0 para todo x € R, temos que mostrar apenas que

Y px(x) =1. Vamos as contas,
Vxelm(X)

IENEES B e FIE IR w L IR

Vxelm(X) x=0 x=0
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Para continuar faremo o uso do resultado da Equacéo

= (k40 & (k+i) 1 ]
Z( i )I’=Z( k )I'=(1_r)k+1, Se|l|<1. (737)

i=0 i=0

Fazendo na Equacéo k=r—1,i=xer=1-p, obtemos:

(o¢]

r—1+x X 1 _ 1
Z( x )“_p)‘[1—(1—p>"—1+1]‘pf

x=0

e, portanto, voltando para o objetivo de encontrar ) px(x),
vxelm(X)

e (r—1+x p A1
> pxlx)=p Z( » )(1—/9)=/Jp,.=1

Vxelm(X) x=0

1/p"

Esperanca e variancia

Seque a demonstracdo cldssica de esperanca e varidncia para uma variavel aleatdria com
distribuicdo binomial negativa a partir da sua funcéo de probabilidade. Porém, quando a funcéo
geradora de momentos for apresentada, vocé verd que as contas ficam bem mais simples a partir

dela.

Seja X ~ BinNeg(r; p). Entao,

ad X — ) > (x+r—1) .
EX) = Zx( r 1)p'<1—p)*=ZxMp'm—p)*
LX)

— x=NYr—=1) — (x — N)(s
) o0 !
= =p) Y = = (=) Y=y
y=0 7" y=0 '
R R U R Ry R R | SR L O
- p ;) g P = g;( y )P+ (1=p).
S

Como S1 é o somatdrio das probabilidades de todos os valores de uma variavel BinNeg(r+1; p),
S1 =1. Logo,
r(l—p)

X ~ BinNeg(r;p) = EX)= - (7.38)
F

Obviamente, se r = 1 temos a esperanca de uma geométrica, conforme Equacéo
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De maneira andloga, vamos calcular E(X?), para, em sequida, obtermos Var(X).

- -1 > — N
e = 32" )pr“_,,,ngxzw,m_,,)x

x=0

= mep (1= )" = (1= p) Y_x (1= p)

x=1 x=1

= (-nX ey f)!p"m —p)

+(r+1
r

p =
y=0

s

) 1 )pr+1(1 _ p)g )

(%)

Mas (%) é a funcéo de probabilidade de uma varidvel aleatéria Y ~ BinNeg(r + 1; p) e, portanto

1—13 - r(1—p) r(1=p) ((r+ 1) —p)
E(X?) = Y+ MHP(YY =y)= —LE(Y+1) = +1
y=0 P p P

y

r(1—p).r—rp+1—p+p_ /'(1—/3)'/‘(1—p)+1 _/‘2(1—/3) +r(1—p)

p p p p p?

Segue entédo que,

9 1_ 2+ (1 — 2(_ )2
Var(X) = E(X?) — E(X)? = | ( P)p2 r(l=p) r (pZP)

ou seja,
1T—p

X ~ BinNeg(r;p) = Var(X)=r (7.39)

p?

Novamente, se r = 1, temos a variancia de uma distribuicdo geométrica, conforme Equacao

Funcao geradora de momentos

Se X ~ BinNeg(r; p), sua funcéo geradora de momentos é

My(t) = E(e™) :Xi’;e (x+/—1)p (1~ o) é(r—1+x) [e(1 = p)]".

Fazendo novamente o uso da Equacéo concluimos que o somatdrio acima converge somente
se ef(1 —p) < 1, ou seja, se t < —In(1 — p). Concluimos, assim, que
r

X ~ BinNeg(r,p) = Mx(t)= p

M—et(l—p)" se t < —In(1—p), (7.40)

o que garante que Mx(t) estd bem definida numa vizinhanca de t = 0. Veja que Mx(0) = 1.
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Coeficiente de Assimetria

Novamente vamos encontrar as derivadas de Mx(t) para depois calcular os trés primeiros

momentos.
o =P =e' (1 =p)I[=e'(1 = p)] _ P ref(1—p) _ ref(1—p)
M) = T— et — )" T —pri—ei—p) T ey
4 _ ’ ret“ B P) ’ ret(1 B p)[_et“ — P)]
Mx(t) = Mx(t)m + Mx(t) — Mx(t) [ —ect(1—p)P
g aref(l=p)+1—ef(1—p) , el(1—p)
= Mx(1) 1—et(1—p) * MX(t)m
g THret(1—p)
= M0 e

Logo,

EX) = M (0) = 2

—r (1 =p)2+r(1—p)
EXZZMIIOZMIOI Ip:r( p /
(X%) = M(0) = Mi(0) .

_ P =pP+r(l=p) r’(1=p)?) _r(1-p)

Var(X) 2 2 =T 7

os mesmos resultados obtidos anteriormente.

Vamos, agora, calcular a terceira derivada, que nos dara E(X3).

T+re'(1—p) ) (t)[fetﬂ —p)1—e'(1 =p)|=[1+re'(1 = p)[—e'(1 = p)]
T—ef(l—p) 7 [1—et(1—p)P

a1 Fret(1—=p) s o llr+T)ef(1 = p)]

B e (e I (e

o [ =) L ol et = p)]

=i [T o

M () = M0

M/
= [1—6“;(1(12/3)]2 [1 +3ret(1 —p) + r?e® (1 — p)? + ef(1 — p)] ,
Logo,
E(X%) = MY(0) = r(1p; p) [1 F3r( = p)+ 21—+ (1 — p)]
e

P) [1+3000=p)+ 200 = pP2 + (1 = p)] - ;i =p)? frit=p) f0=p) 2"3(; p)’

EX—p)’ = r—p)
p p
) = 326 — 3204=7) + 20%04=p)

p3

_ (1= p)+ 324=p) + £2A—=p)° + r(1 — p)?
3

- p

O coeficiente de assimetria é, entao

/‘(17/3)3(2713) 2-p
) _
a3 = = , 741
3 r(1—p) V/r(1—p) \/1‘(1 —p) ( )
p? p

e, assim, a distribuicdo binomial negativa é sempre assimétrica a direita.
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Definicao alternativa da distribuicao binomial negativa

Assim como no caso da distribuicdo geométrica, podemos definir a varidvel binomial negativa
como

Y = “niimero de repeticoes até o r-ésimo sucesso” (7.42)
Para que haja r sucessos séo necessarias pelo menos r repeticdées. Logo, Im(Y)=r,r+1,r +
Para y € Im(Y), o evento {Y = y} indica que foram necessérias y repeticoes para a obtencao

de r sucessos, o r—ésimo sucesso acontece na ultima repeticao e os r —1 sucessos restantes ocorrem

entre as y — 1 primeiras repeticées. Veja a Figura[7.6]

1y — 1 repetigoes

r — 1 sucessos

y repeticoes

Figura 7.6 — Ilustracdo dos resultados da binomial negativa deslocada

Resulta, entao, que

y—1

P(Y = y) = (/——1 ),;"(1 —p)T y=ror41,r+2,.. (7.43)

Essa distribuicdo é também conhecida como distribuicdo de Pascal. Para indicar que uma variavel

aleatdria Y seque essa distribuicdo, escrevemos simplesmente Y ~ BinNeg*(r; p).

Analisando as Figuras[7.5] e [7.6] obtemos a seguinte relagéo:
Y=X+r, (7.44)
o que da origem ao nome distribuicao binomial negativa deslocada.

Com essa forma alternativa, temos

My (t) = e"*Mx(t) = [1_6’2(6;_/3)] se t < —In(1—p), (7.45)
E(Y) = E(X) + r = '“lj_p) +r= IF (7.46)
Var(Y) = Var(X) = ’“p;p) (7.47)
dsy = apx = — 2P (7.48)

r(1—p)
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Na distribuicdo binomial negativa deslocada, o nimero de repeticoes do experimento de
Bernoulli é aleatdrio e o nimero de sucessos é um ndmero fixo (pré-determinado); note o contraste

com a distribuicdo binomial, em que o nimero de repeticdes é fixo e 0o niimero de sucessos é aleatério.

Parémetro Distribuicao
Binomial Binomial negativa deslocada
Numero de repeticoes fixo variavel aleatdria
Numero de sucessos variavel aleatdria fixo

Exemplo 7.12 Fabricacao de pecas
Deseja-se produzir 5 pecas boas, em uma maquina que da 20% de pecas defeituosas. Qual é a

probabilidade de ser necessario fabricar 8 pecas para se conseguir as 5 pecas boas?

Solugao:
Seja X = numero de pecas fabricadas até a obtencdo de 5 boas (sucesso). Temos que P(peca
boa) = 0,80 e P(peca defeituosa) = 0, 20. Logo, X ~ BinNeg (5;0,80). O problema pede P(X = 8) =
(4) (0,80)° (0,20)* = 0,0917504.

*

Por que binomial negativa?

Quando definimos o néimero bhinomial (Z) supusemos que n > 0 e 0 < k < n e vimos que

n\ n! _nn=1)---[n—(k=N)](n—=k)!  nn—="1)---(n—k+1)
(k) okl (n—k)! kl(n — k)! B k!

De forma anéaloga, definimos

(—n) _(=n)(=n =) (= —k+1)

k!

que pode ser escrito como

(—n) (=D (M][(=1)(n + D] [(=1)(n + k = 1)]
k k!
(=< nn+1)---(n+k—1)
k!




7.5. DISTRIBUICAO BINOMIAL NEGATIVA 231

Vamos, agora, analisar o coeficiente binomial que aparece na expressao (/.30):

(X+I'—1) (x+r—1)!

X x!(r—"1)!
=N+ r=1="1) - x+r—=1—(x=2)]x+r—1—(x—1)][x =x)|!
- =yl
_ x+r—"Nx+r—2)---(r+1)r)
B !
r(r+1)~~(r+>)<(—2)(r+x—1)
- x!

[(EDEAED = =D (D Er = x + 1]

x!
(—1)X(_Xr)-

Logo, uma outra forma de escrever a funcdo de probabilidade da distribuicdo binomial negativa é

—r _
"1 — p)¥ k=0,1,2,...
X)p( p) k

dat o nome binomial negativa.

Exercicios da Secao

’
1. Seja X ~ BinNeg (3,4).

(@) Apresente a funcdo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.

b

(
(c

Apresente a funcao de distribuicdo de X e eshoce o seu grafico.
Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).

)

)

)

(d) Determine Var(X).
(e) Apresente a funcéo geradora de momentos de X.
)
)

(f) Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

(g) Calcule P(X > 1).

2. Em pequena cidade planeja-se fazer uma pesquisa para saber se os moradores sdo favoraveis
ou ndo a um certo projeto da prefeitura. A prefeitura ndo sabe, mas 5/6 dos moradores da cidade
sdo favoraveis ao projeto. Suponha o experimento de selecionar moradores sequencialmente,
de forma aleatdria e com reposicdo, até que se encontre 10 moradores favoraveis ao projeto.
Seja X a variavel aleatdria definida pelo niimero de moradores contrarios ao projeto entre os

selecionados.

(@) Descreva o modelo probabilistico apropriado para representar X.

(b) Em média, quantos moradores contrdrios ao projeto serdo encontrados antes do 10°

morador favoravel ser encontrado?

(c) Qual o desvio padrdo do nimero de moradores contrarios ao projeto antes do 10° morador

favordvel ser encontrado?
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(d) Qual a probabilidade de ser encontrado nenhum morador contrério ao projeto antes do

10° morador favoravel ser encontrado?

(e) Qual a probabilidade de ser encontrado nenhum morador contrario ao projeto antes do 10°
morador favoravel ser encontrado, dado que o primeiro selecionado respondeu ser favoravel

ao projeto?
3. Suponha o experimento de lancar um dado sequencialmente até observar 3 vezes a face 1.

(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar o nimero de lancamentos

realizados durante o experimento.

(b) Em média, quantas vezes o dado serd lancado até ser observada a face 1 pela terceira

vez?
(c) Qual o desvio padréo do niimero de lancamentos do dado?

(d) Qual a probabilidade de ser necesséario lancar o dado mais de 4 vezes até observar a face

1 pela terceira vez?

(e) O dado jafoilancado 3 vezes e a face 1 ja apareceu em 2 lancamentos. Qual a probabilidade

de ser necessario mais de 1 lancamento do dado?

4. A sequir sdo apresentadas algumas funcées de probabilidade de varidveis aleatdrias com
distribuicdo Binomial Negativa ou Binomial Negativa deslocada, ambas com parémetros r e
p. Para cada uma delas, indique qual a distribuicdo das variével aleatéria e determine os

valores de r e p.

x+4 1 5 2\%

(@) px(x) = . (3) (3) ., x=0,1,2,...

7 1 X+8

(b) px(x) = X;r (2) ., x=0,1,2,...
X—1 2 4 1 x—4

(o) px(x) = 3 3 3 , x=4,5,6,...
x—1 510

@ px=| g x=101112

5. A sequir sdo apresentadas algumas funcdes geradoras de momentos de varidveis aleatérias com
distribuicdo Binomial Negativa ou Binomial Negativa deslocada, ambas com parémetro p. Para

cada uma delas, indique qual a distribuicdo das variavel aleatdria e determine os valores de r
e p.

3
(@) M(t) = (2—1et) , t<In(2) (b) M(t)

3 8
(c) /\/I(t)=(5_zet) , t<In2,5 (d) M)

det \?
(5—eet) , t<ln(5)

3 4
(ll@_t—/l) , t < l.|'l(4)
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7.6 Distribuicao hipergeométrica

Vamos comecar esta secao com um exemplo, antes de apresentar a formalizacdo de uma nova

distribuicao.

Exemplo 7.13 Bolas em uma urna
Consideremos novamente a situacdo do Exemplo em que 3 bolas sao retiradas de uma urna

composta por 4 bolas brancas e 6 bolas verdes e nossa varidvel aleatdria de interesse é
X = nudmero de bolas brancas sorteadas

Naquele exemplo, consideramos extracdes com reposicdo. Vamos analisar, agora, a funcdo de

probabilidade de X no caso em que as extracoes séo feitas sem reposicéo.

Solucao:

A diferenca fundamental entre os dois exemplos é que, sem reposicdo, a probabilidade em cada
extracao depende das extracdes anteriores, ou seja, ndo temos mais independéncia ou probabilidades
constantes. No entanto, como as extracoes sdo aleatdrias, todos os subconjuntos de 3 bolas séo

igualmente provaveis. O nimero total de subconjuntos de 3 bolas retiradas das 10 bolas da urna é

(130) e, portanto, cada subconjunto tem probabilidade 1—0).
3

Vamos determinar, agora, os possiveis valores de X, ou seja, Im(X). Como ha 6 bolas verdes na
urna, é possivel que todas as trés bolas extraidas sejam verdes, isto é, X = 0 é o valor minimo. No
outro extremo, como ha 4 brancas na urna, é possivel que todas as bolas extraidas sejam brancas,
ou seja, X = 3 é o valor maximo. E possivel obter, também, 1 ou 2 bolas brancas. Logo, Im(X) =

{0,1,2,3}. Vamos calcular a probabilidade de cada um desses valores.

e X=0

Ter 0 bola branca na amostra, significa que todas as 3 bolas sdo verdes. Como ha 6 bolas

verdes, o nimero de maneiras que podemos retirar 3 bolas verdes é dado por (g) Logo,

w o

P(X =0) = G

)

A
-
wo

e X =1

Ter 1 bola branca na amostra significa que as outras 2 sdo verdes. Como ha 4 bolas brancas, o
nimero de maneiras que podemos retirar 1 bola branca é dado por (?) Analogamente, como ha
6 bolas verdes, o niimero de maneiras que podemos retirar 2 bolas verdes é (g) Pelo Principio
Fundamental da Multiplicacdo, o nimero de maneiras que podemos retirar 1 bola branca e 2

bolas verdes é (;l) X (g) Logo,
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e X=2eX=3

Analogamente,

*»"

Suponhamos que nossa amostra seja, agora, de 5 bolas. Como sé ha 4 bolas brancas, nao é
possivel obter uma amostra formada apenas por bolas brancas. Mas, vamos pensar, por um momento,

que pudéssemos ter X = 5. Sequindo o raciocinio anterior, teriamos

4 6
X
D(X — _M_
P(X =5) = (10) =0
5
uma vez que (g) = 0, sequndo a Definicdo do coeficiente binomial. Isso resulta em uma

probabilidade nula para o evento impossivel X = 5. A generalizacdo do contexto do exemplo anterior
é a sequinte: temos uma populagdo de tamanho N (a urna com as bolas) dividida em 2 classes (duas
cores). Uma das classes é considerada “sucesso” e a outra “fracasso”. Seja r o niimero de elementos
da classe sucesso entre os N elementos da populacao; logo a classe fracasso possui N —r elementos.
Dessa populacdo vamos extrair uma amostra de tamanho n sem reposigéo. A varidvel aleatdria de
interesse é

X = nlmero de sucessos na amostra

Essa varidvel aleatdria tem distribuicao hipergeométrica, como mostra a Definicao abaixo.

Definicao 7.9  Distribuicao hipergeométrica
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicédo hipergeométrica com pardmetros N, r e n quando
esta representa o nimero de sucessos em uma amostra de tamanho n extraida, sem reposigdo,

de uma populagéo de tamanho N formada por r sucessos e N — r fracassos.

Vamos primeiro analisar o espaco paramétrico para os pardmetros N, r e n. Como N é o
tamanho da populacao, entdo N € N. Sendo n o tamanho da amostra retirada da populagdo de
tamanho N, entdo 0 < n < N. O parédmetro r indica o nimero de sucessos dentro da populacéo de
tamanho N, entdo 0 < r < N.

Para determinar os valores possiveis de X, isto é Im(X), temos que considerar diferentes
possibilidades para a composicdo da populacdo em termos dos nimeros de sucessos e fracassos

relativos ao tamanho da amostra.

e Se for possivel ter uma amostra sé com sucessos ou s6 com fracassos, isto é,se r > ne N—r > n,
entdo os possiveis valores de X variam de 0 (amostra formada s6 por fracassos) a n (amostra

formada sé por sucessos), ou seja, Im(X) = {0,...,n}.

* Exemplo: N=6,n=3,r=3
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r>neN—r=6—-3=32>n=3. Entdo podemos ter uma amostra s com sucessos ou

s6 com fracassos. Nesse caso Im(X) = {0,1,2,3}.

e Se for possivel ter uma amostra s6 com sucessos, mas nao sé com fracassos, isto é, se r > n
e N —r < n, entdo o nimero maximo de fracassos na amostra é N — r e, portanto, o nimero
minimo de sucessos é n — (N — r). Logo, os valores de X variam de n — (N —r) a n, ou seja,
Im(X)={n—(N-=r),...,n}.

* Exemplo: N=6,n=3,r=4
N—r=6—-—4=2< n. Entdo o nimero maximo de fracassos na amostra é N —r = 2 e,
portanto, o nimero minimo de sucessos é n — (N —r) = 1.
r > n. Podemos ter uma amostra s6 com sucessos, ou seja, 0 nimero maximo de sucessos
é 3.
Assim, Im(X) = {1,2,3}.

e Se for possivel ter uma amostra s6 com fracassos, mas ndo sé com sucessos, isto é, se N—r > n

e r < n, entdo o nimero minimo de sucessos na amostra é 0 e o nUmero maximo é r, ou seja,
Im(X)={0,...,r}.

* Exemplo: N=6,n=3,r=2
N—r=6-2=42>n Podemos ter uma amostra sé de fracassos, ou seja, o niimero
minimo de sucessos é 0.
r =2 < n. O ndmero maximo de sucessos na amostra é r = 2.

Assim, Im(X) = {0,1,2}.

Entdo, de forma geral,

Im(X) = {x e N| max{0,n — (N —r)} < x <min{n, r}}.

Vamos denotar a distribuicdo Hipergeométrica com parametros N, r e n por X ~ HGeo(N; r; n),
ou seja, para indicar que uma varidvel aleatdria X seque essa distribuicdo, escrevemos X ~
HGeo(N;r;n) (lé-se: a varidvel aleatéria X tem distribuicdo hipergeométrica com parametros N,

r e n). Alguns livros usam letras diferentes para representar cada parédmetro.

Fungdo de probabilidade

O ndmero total de amostras de tamanho n que podem ser extraidas de uma populacdo de
.~ ;, (N . . ’ .
tamanho N, sem reposicao, é (n). Note que isso equivale ao niumero de subconjuntos de tamanho n

do conjunto universo de tamanho N.

Para calcular a probabilidade de k sucessos na amostra, P(X = k), vamos considerar as 3

situacoes anteriores:
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e Sucessos e fracassos suficientes: r >ne N—r > n.

Ha (,’;) maneiras de tirarmos k sucessos e (f:/_*;) maneiras de tirar os fracassos que completam

a amostra. Logo,

P(X:k):(lc)(/':/\//:l:) k=01,...,n (7.49)
(o]

e Sucessos suficientes, mas nao fracassos: r>ne N—r < n.

Vimos que os valores de X variam de n— (N —r)a n. Se k >0 é tal que kK < n— (N —r), entdo
N—r < n—ke,pela Deﬁnlc)éo (/nv—_li) = 0 e a probabilidade dada pela Equacao 1] sera
0 para esses valores impossiveis de k. Sendo assim, ainda podemos usar essa equacéo para o

calculo das probabilidades.

e Fracassos suficientes, mas ndo sucessos: N —r >ner < n.

Vimos que os valores X variam de 0 a r. Se kK < n é tal que k > r, o coeficiente binomial (,C)
sera 0, pela Definigédo[7.6] e a probabilidade dada pela Equacéo (7.49) sera 0 para esses valores

impossiveis de k. Entdo, ainda podemos usar essa equacao para calcular as probabilidades.

Resumindo, se X ~ HGeo(N; r; n) entdo a sua funcdo de probabilidade é definida por-:

(-]
px(x) = P(X = x) = % x=0,....n (7.50)
(0]

Para provar que a Equagao [7.50] realmente define uma fungéo de probabilidade, faremos uso

da Férmula de Euler apresentada na Proposicao [7.1] a sequir.

Proposicao 7.1 Férmula de Euler
Sejam m, n e s inteiros tais que s < n + m. Entdo é verdade que:
S
Z m n m+n
k] \s—k s
k=0

Demonstracao:

Se m =0 e n =0 aigualdade é trivialmente satisfeita. Seja, entdo, m > 0 ou n > 0.

Seja C um conjunto ndo vazio com m + n elementos. Veja que C pode ser partido em dois
conjuntos disjuntos com m e n elementos, respectivamente. Vamos denotar tais conjuntos por C, e

Cy, onde C, tem n elementos, G, tem m elementos, C, N C, =@ e C,UC, = C.

Fixando 0 < k < s, veja que (”,(7) representa o nimero de subconjuntos de C,, com k elementos

e (ka) representa o niumero de subconjuntos de C, com s — k elementos. Logo, (',77

<) (sﬁk) representa

o numero de subconjuntos de C com s elementos tais que k elementos pertencem a G, e os outros

s — k elementos pertencem a C,.
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S
. m n , . .,
Entao, E B B representa o numero de subconjuntos de C com s elementos, isto é,
S —_—
k=0

m+4n
( ) O
s
Vamos as contas. Note inicialmente que P (X = x) >0V x € R. Além disso,

N 4 1] v
2 (N) (N) .

n

n

Veja que o numerador trata-se da férmula de Euler com k = x, m =r, n = N—r e s =n, o que

LG =00

k=0

resulta em

Com isso completa prova de que a Equagéo [7.50] realmente define uma fungdo de probabilidade.

Esperanca e variancia

No célculo da esperanca e varidncia de X ~ HGeo(N; r; n), faremos uso da seguinte identidade,

/<(Z) :n(Z:l). (7.51)

Primeiro as contas para encontrar a esperanca.

que pode ser facilmente verificada:

E =3 XW: y X(IX)(/’Y‘_XI) s V(N
;J N) ; (N) (N) L (x)(n—x)

n n

r—1

x —1

. ~ . r .
Considere na Equacéo [/.51| k = x e n = r, assim temos x( ) = r( ) e podemos sequir da
X

seguinte maneira,
1 1 r—1 N—r r " (r—1 N—r
E(X) = N X_1I(x—1)(n—x)_ N = (x—1)(n—x)'
n n

Agora é feita a mudanca de variavel y = x — 1 no somatério acima e em sequida aplicada a Férmula
de Euler na expressdo destacada por x abaixo. Na Fdrmula de Euler é considerado n = N —r,

m=r—1,s=n-1,
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Logo,
r

X ~ HGeo(N;rin) = E(X)=ng. (7.52)

De maneira analoga, vamos calcular o seqgundo momento para entdo encontrar a varidncia.

E(Xz):ixz(;)(g/—_;) ZX (;)(/;/__;): 1 ixz(l‘)(/\/—r)'

=R E

. . r r—1 . . .
Considere novamente a Equacao(7.51|temos x ( ) = r( 1 ) e podemos sequir da sequinte maneira,
X

() = o (T (N = e () (),

x=1
n

Faremos a mesma mudanca de varidvel: y = x — 1.

n—1

I_(/\/—1) 1 (r—1)( N—r )
E(XZ): r (g+1)(r—‘l)( N—r ): n—1 Z(U"‘” y n—1-—y

(N) - y n—1—y (N) e (N—1)
n n n—1

E(Y+1), Y~HGeo(N—1,r—1,n—1)
Veja que o ultimo somatério é E(Y +1), Y ~ HGeo(N—1,r—1,n—=1). Como E(Y +1) =E(Y)+1 =

<
Il

(r—="1) .
(n—1) N1 + 1, sequimos com
/‘(N_1)
2\ . \n—1 PN o (n=1)(r=1)+N-1
E(X)_iN [(n 1)N_1+1]_Nx — .
n
Logo,
Var (X) = E(X2) — [E(X ]_lnx(n—‘l)(r—1)+N—1 n?r?
= N N—1 NE
_rm. (n—1)(r—1)+N—1_ﬂ —ﬂx nr—n—r+14+N-1 nr
B i N —1 N —1 N
_ﬂx_nr—n—r—i-/\/ ﬂ _m. Nnr—nN — Nr+ N?> — Nnr + nr
N N —1 N N (N —=1)
_ﬂx_—nN NI+N2+nl B rN n)—r(N—n)_nL(N—n)(/\/—r)
B N (N —=1) "N N (N —=1) N N(N=T)
Ou seja,
rN—rN-—n
X~ HG N;r; Vc X)=n— 7.
Geo(N;r;n) = ar(X) = NN N—1 (7.53)

Nesse livro ndo apresentamos a funcdo geradora de momentos para a distribuicdo

hipergeométrica, pois trata-se de uma fungdo complexa e com pouca aplicacdo pratica.
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Exemplo 7.14  Equipe de programadores
Entre os 16 programadores de uma empresa, 12 sdo do sexo masculino. A empresa decide sortear 5
programadores para fazer um curso avancado de programacao. Qual é a probabilidade de que os 5

sorteados sejam do sexo masculino?

Solucao:
Vamos definir sucesso = sexo masculino. Se X = ndmero de homens sorteados, entdo X ~

HGeo(16;12;5) e o problema pede

() 12x11x10x9x8 33

PX=5: = =
( ) (156) 16 x15 x14x13x12 14 x13

=0,181319.

*»"

Distribuicao binomial versus distribuicao hipergeométrica

Vamos fazer agora algumas comparacdes entre as distribuicées binomial e hipergeométrica,
considerando que elas descrevem a extracdo de uma amostra de tamanho n. No contexto da
binomial, a amostra é retirada com reposicéo, enquanto na hipergeométrica as extracoes sao feitas

sem reposicao.

A esperanca da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pela probabilidade de
sucesso; na hipergeométrica também. Veja que mesmo no experimento com reposicdo a probabilidade
de ocorrer um sucesso na i—ésima retirada é igual a r/N, independente do valor de i. Segue as contas

para i = 2.
Considere S; = sucesso na 2? retirada em um experimento sem reposicao,

P(S)) = P(S1NS)+P(S5NSy) =P(S; | S1)P(S1) + P(S2 | S5)P(SS)
r—="1r r N—r_(r—1)r+r(N—r)_/‘2—/‘+rN—r2_r(N— ) r
N-ANTNZT N (N=1)N - (N=1)N T (N=O)N N

A diferenca entre o experimento com ou sem reposicdo esta na independéncia dos eventos.
Considere os eventos {ocorrer um sucesso na i—ésima} e {ocorrer um sucesso na j—ésima}, sendo
i # j. No experimento com reposicao (binomial) esses eventos sdo independentes, j& no experimento

sem reposicdo (hipergeométrica) néo.

A variéncia da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pelas probabilidades de

sucesso e fracasso. Na hipergeométrica, considerando apenas a primeira extracao, a varidncia é igual
—n

a esse produto, mas corrigido pelo fator N_1

Em pesquisas estatisticas por amostragem, normalmente lidamos com amostragem sem
reposicdao. No entanto, os resultados tedricos sobre amostragem com reposicdo sdao bem mais
simples, pois envolvem varidveis independentes. Assim, costuma-se usar uma aproximacdo, sempre

que possivel. Ou seja, quando a populacdo (tamanho N) é suficientemente grande (de modo que
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podemos encara -la como uma populacdo infinita) e o tamanho da amostra é relativamente pequeno,
podemos “ignorar” o fato de as extracdes serem feitas sem reposicdo. Lembre-se que a probabilidade
em extracoes sucessivas sao 1N ﬁ ﬁ Entdo, se N é “grande” e n é pequeno, temos que
N=x~ N—-1=---x N—n.Nessas condicoes, extracdes com e sem reposicdo podem ser consideradas

como equivalentes. O termo que aparece na varidncia da hipergeométrica, %:’1’, é chamado correcao

para populacdes finitas, exatamente porque, se a populacado é pequena, ndo podemos ignorar o fato

de as extracdes estarem sendo feitas sem reposicao.

Exercicios da Secéao [7.0|

1. Seja X ~ HGeo (N =12,r=9,n =4).

(a) Apresente a fungdo de probabilidade de X e eshoce o seu grafico.

(b) Apresente a funcdo de distribuicdo de X e esboce o seu gréfico.

c) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do gréafico do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Calcule P(X > 1).

2. Em pequena cidade, com 54.300 moradores, planeja-se fazer uma pesquisa para saber se os
moradores sao favoraveis ou ndo a um certo projeto da prefeitura. A prefeitura ndo sabe, mas
5/6 dos moradores da cidade sao favoraveis ao projeto. Suponha o experimento de selecionar
100 moradores, sem reposicdo, e perguntar para cada um deles se eles sao favoraveis ou néo
ao projeto. Seja X a varidvel aleatéria definida pelo nimero de moradores favoraveis ao projeto

entre os selecionados.

(@) Descreva o modelo probabilistico apropriado para representar X.

(b) Em média, quantos moradores favoraveis ao projeto serdo encontrados entre os

selecionados?

(c) Veja que é bem dificil de calcular probabilidades para a varidvel aleatéria X, até mesmo
com o uso do computador. Por exemplo, use o computador e tente calcular a probabilidade

de serem encontrados 80 moradores favoraveis entre os 100 selecionados.

3. Suponha que vocé comprou um bilhete simples da mega sena, com os nlmeros
{08,10,21,34,44,54}. Considere o experimento definido por um sorteio da Mega Sena, isto

é, um sorteio aleatdrio, sem reposicao, de 6 entre as 60 dezenas disponiveis.
(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar o nimero de acertos que o
seu bilhete fez. Um acerto é um niimero do seu bilhete igual a um dos 6 niimeros sorteados.
(b) Em média, quantas acertos vocé espera fazer com esse bilhete?
(c) Qual a probabilidade de vocé acertar os 6 nimeros da Mega Sena com esse bilhete?

(d) O primeiro nimero foi sorteado e vocé fez um acerto. Ainda faltam 5 nimeros para serem

sorteados. Qual a probabilidade de vocé acertar os 6 nimeros da Mega Sena?
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(e) Vocé acha que as respostas dos itens (a) - (d) mudariam se o seu bilhete fosse um outro

bilhete de 6 niimeros, por exemplo, com os niimeros {01, 02,03, 04,05, 06}?

(f) Refaca os itens (a)-(d) supondo que vocé comprou um bilhete com 7 nimeros e nao 6.

4. A sequir sdo apresentadas algumas funcbes de probabilidade de varidveis aleatdrias com

distribuicdo Hipergeométrica com parametros N, r e n. Para cada uma delas, indique os valores

de N, ren.
12 18 96 4
X 8 —x 10 — x X
(@) px(x) = , x=0,...,8 (b) px(x) = , x=0,...,4
30 100
8 10

7.7 Distribuicao de Poisson

Suponhamos que estejamos observando um determinado fenémeno de interesse, por um certo
periodo de tempo de comprimento T = 1 com o interesse de contar o niumero de vezes X que um

determinado evento ocorre.

Vamos fazer as sequintes hipoteses sobre a forma de ocorréncia desse evento:

Hi. Em um intervalo de tempo suficientemente curto, apenas 0 ou 1 evento ocorre, ou seja, 2 ou
mais ocorréncias nao podem acontecer simultaneamente. Entdo, em cada um desses intervalos

temos um experimento de Bernoulli.

H,. A probabilidade de exatamente 1 ocorréncia nesse pequeno intervalo de tempo, de comprimento
At, é proporcional a esse comprimento, ou seja, é AAt. Logo, a probabilidade de nenhuma

ocorréncia é 1 — AAt.
Hs. As ocorréncias em intervalos pequenos e disjuntos sdo experimentos de Bernoulli independentes.
Estamos interessados na variavel aleatoria X = ndimero de ocorréncias do evento no intervalo

(0,1]. Particionando esse intervalo em n pequenos subintervalos de comprimento At, temos que o

numero total de ocorréncias serd a soma do nimero de ocorréncias em cada subintervalo.

Mas em cada subintervalo podemos aplicar as hipdteses Hi, H, e H3. Logo, X é uma variavel

binomial com pardmetros n = & (note que At = 1/n) e probabilidade de sucesso p = AAt pela
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hipotese Hj. Resulta, entdo, que np = A. Pela definicdo de X, temos que Im(X) =0,1,...,n. Vamos

calcular a probabilidade de cada um desses valores. Seja, entao, x € Im(X).

A X )\ n—x
P(X = x) = (n)(AAﬂXU-—AAtW_Xz (”) (7) (1-7)
X x| \1 I
| n —X
:ni'xlx)\xx 1—& X 1—i
x(n—x)!  nx n n
— — — x)! X n -
:n(n N--(n—x4+MN(n X)'xlx)\—x 1_& " 1_&
(n —x)! n*  x! n n
:/7(/7—1)-~~(n—x+1)x)\X(1_)\) x(‘l—)\) _
nx x! n n
n n-—1 n—x+1 A A\ A\
= —X —x|1T—=] x[|1—-=
n n n x! n n

Consideremos, agora, a situacdo em que At — 0, ou equivalentemente, n — oco. Nesse caso
p — 0, uma vez que p = AAt. Vamos supor que A = np nao divirja e nem convirja para 0, ou seja,
vamos supor que A permaneca uma constante ndo nula quando n — oco. Nesse caso, a varidvel

aleatéria X pode assumir qualquer valor inteiro ndo negativo e

lim P(X = x) = lim [nxn—‘l x--~xwx)\—x (1—)\) X (‘I—A) ]

n—00 n—oo | n n n x!

AX A\’ AX
=1x1x---x1x—x lim (‘I—) x 1 = Z e
x! n—o0 |
Equacéo|/.54]

sendo a ultima igualdade é consequéncia do seguinte resultado:

lm(1+%y:e& (7.54)

n—oQ0

A demonstragdo para a Equagéo [7.54] pode ser encontrada em livros de Célculo.

Temos, assim, uma aproximacao para a funcdo de probabilidade binomial. Ou seja, se X ~
Bin(n, p) com n muito grande, p =~ 0 e A = np limitado, isto é, um numero real, entdo
A,

P(X =x) ~ Fe_ .

A expressdo acima também é uma funcdo de probabilidade, como veremos mais adiante. A

varidvel aleatdria com essa funcdo de probabilidade leva o nome de Poisson, como mostra a Definicéo

a seqguir.

Definicdo 7.10  Distribuicao de Poisson
Diz-se que uma varidvel aleatéria X tem distribuicéio de Poisson com pardmetro A > 0 se sua
funcéo de probabilidade é dada por
X
A

P(X:x):px(x)zje_, x=0,12,...
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O dnico parametro de uma variavel aleatodria de Poisson é o A, que pode assumir qualquer valor
real positivo. Veja que, de acordo com a hipdtese Hj, a probabilidade de ocorrer uma vez o evento
em questdo dentro de um intervalo de comprimento At é AAt. Entdo, o espaco paramétrico para A é
R+

Como X representa o niimero de ocorréncias de um certo evento no intervalo (0, 1], entdo X
pode assumir os valores 0, 1, 2, .... Logo, Im(X) = N. Esse é mais um exemplo de variavel aleatéria

discreta cuja imagem é um conjunto infinito.

Vamos denotar a distribuicdo de Poisson com pardmetro A por Poi(A). Assim, para indicar que
uma variavel aleatdria X segue essa distribuicdo, escrevemos simplesmente X ~ Poi(A) (lé-se: a

varidvel aleatéria X tem distribuicdo de Poisson com parametro A).

Relacao entre as distribuicoes binomial e Poisson

A funcéo de probabilidade de uma varidvel aleatdria binomial converge para a funcéo de
probabilidade de uma Poisson sempre que n — oo, p — 0 e np — A, com A constante ndo nula,
isto é, A = np néo diverge e nem converge para 0. Na pratica, isso significa que, se X ~ Bin(n, p)
com n muito grande, maior que 100 em geral, e p = 0, entdo podemos usar a sequinte aproximacao

X
A

P(X =x)~ —e

" com A = np. (7.55)

Se tais condicdes nao forem satisfeitas, isto é, se n nado for grande ou se p nao for pequeno, a

aproximacéo nao sera boa.

Exemplo 7.15 Aproximacao da Binomial pela Poisson

Sabe-se que 5% das lampadas pisca-pisca para arvore de Natal sdo produzidas com defeito. O setor
de qualidade de um fabricante seleciona uma amostra com 150 lampadas pisca-pisca, vindas direto
da linha de producéo. Qual é a probabilidade de a amostra recolhida pelo setor de qualidade conter

mais de 10 ldmpadas com defeito?

Solugéo:

Defina X = nimero de ldmpadas pisca-pisca com defeito dentro da amostra de 150 lampadas. Entéo
X ~ Bin(n = 150,p = 0,05). Queremos encontrar P(X > 10). Para isso é mais facil encontrar
P(X < 10) e depois fazer P(X > 10) =1 — P(X < 10).

Pela féormula exata da distribuicdo de Poisson, temos que

2 (150
P(X <10) = Z ( » )0’05x0' 05150—x
x=0
= (120)0,0500,95150—0 +o (120)0,0580,95150—8 4 (130)0'0590,95150_9.

Veja que as combinagdes acima sdo bem custosas de serem encontradas. Por exemplo, para chegar
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a resposta precisamos encontrar

(150) 150! 150 x 149 x ... x 142
9 .

TIM191 T 9x8x...x1

Com a ajuda de um computador chegamos a resposta final P(X < 10) = 0,7808835.

Vejamos, agora, como usar a aproximacao da binomial pela Poisson para encontrar a resposta
do problema. Para isso vamos usar a expressdo apresentada na Equacéo considerando A = np =
150 x 0,05 =7,5.

9
7,5

7,5 7,5° 7,58 ,
P(X <10)~ > . e P = or e e P4+ ?9—7'5 + Te—f5 = 0,7764076.
— ! !

A partir da distribuicdo exata, obtemos P(X > 10) = 1 — 0,7808835 = 0,2191165. Usando a
aproximacéo de Poisson, obtemos P(X > 10) =1 —0,7764076 = 0, 2235924. Veja quéo proximos séo

os dois resultados.

*»"

Fungdo de probabilidade

A propria definicdo de distribuicdo de Poisson ja nos da que, se X ~ Poi(A), a sua funcéao de

probabilidade é definida por:

)\X
px(x) =P(X =x)=Se™,  x=012... (7.56)
X1
Como a funcéo exponencial de qualquer base é sempre positiva, resulta que P(X = x) > 0 Vx &€

R. Além disso,

> pi=) et =)
Z —e Z Z
pxlx X! X!
VxeN x=0

Esse ultimo somatorio pode ser resolvido pela série de Taylor de f(x) = e* em torno de xg = 0, que

é apresentada na Equacéo [7.57]

Z )IL (7.57)
Assim,
A A A A
pr(x):e_ Zgze_ et =1.
¥xeN x=0

Esperanca e variancia

Vamos agora calcular a esperanca e a variancia da distribuicdo de Poisson.

B o X “a o X A o )\)\X—1 )
E(X) = ;XX!E' —O+;X'e —;XMG (758)
> /\H > )\
= Ay e = 2o 7.59
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Portanto,
X ~ Poi(A) = E(X)=A (7.60)

Veja que o parédmetro A da distribuicdo de Poisson é também a média dessa variavel aleatdria.
Isso significa que, durante um intervalo de tempo de tamanho 1, acontecem, em média, A ocorréncias
do evento em questdo. A unidade de tempo néo foi definida, pois pode ser qualquer uma. O importante
é que o valor de A esteja de acordo com a unidade de tempo adotada. Veja alguns exemplos nos itens

a sequir.
e Se X = nliimero de ocorréncias de um certo evento em 1 dia, entdo a unidade de tempo é 1 dia
e A serd o nimero médio de ocorréncias em 1 dia;

e Se X = nlimero de ocorréncias de um certo evento em 1 semana, entdo a unidade de tempo é

1 semana e A serd o nimero médio de ocorréncias em 1 semana;

e Se X = nuimero de ocorréncias de um certo evento em 2 horas, entdo a unidade de tempo é 2

horas e A serd o nimero médio de ocorréncias em 2 horas.

Vamos, agora, calcular Var(X), calculando inicialmente E(X?).

00 X 00 00 T -
E(X%) = ZXZFe ’\:0+ZX sz X_1)e A
x=0 ’ x=1
00 00
)\X71 . Y )
x#0 x=1 y=x—1 y=0

A expressdo marcada com % é E(Y + 1), para Y ~ Poi(A). Aplicando as propriedades de linearidade

é
da esperanca, E(Y +1) = E(Y) +1=A+1. Logo, E(X?) = AA+1) =X+ L e
Var(X) = E(X}) —EX)2 =X + A=A =),

ou seja,
X ~ Poi(A) = Var(X)=4A (7.61)

A variével aleatdria de Poisson tem média e variancia iguais a A.

Funcao geradora de momentos
Vamos, agora, calcular a funcdo geradora de momentos da distribuicdo de Poisson.

oe] [e¢] o0 t\X
2 2 Ae t
— E etx e—)\ — e—)\ E etx — e—)\ E ( ) — e—)\e/\e )
x! x! x!
x=0 x=0 x=0

Logo,
X ~ Poisson() = Myx(t) = ) (7.62)

Veja que Mx(0) = 1.
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Coeficiente de Assimetria

Vamos calcular as derivadas primeira, segunda e terceira para calcular os respectivos momentos:

Mi(t) = e e xet = def M (t)
MY (t) = My (t)Aet + Mi(t) = M (t)[Aet + 1] = Mx(t)[A2e?! + Ael]
MY (t) = My (1) A%t + Ael] 4+ Mx(t)[2A2e? + Ael] = Mx(t)[A3e3t + 34%e?! + Ae]

Logo,

E(X) M (0) = 2" Mx (0) = A,
E(X?) = A+
Var(X) = P +A-X=A

Além disso,

B3R A=3(A A+ 203

EX) =2 +322+ 2 = a
(X7) 3 WG

5=

Ou seja, se X ~ Poi(A),
1
B =—= 7.63
T 703

e a distribuicdo de Poisson é, entdo, sempre assimétrica a direita.

Apesar de a motivacéo da distribuicdo de Poisson ter sido a contagem do niimero de ocorréncias
de um evento ao longo do tempo, como citado anteriormente, tal distribuicdo também pode ser usada
para modelar situagdes que ndo necessariamente envolvam tempo, como mostra o Exemplo [7.77] a
seqguir. Mas o importante é saber que as caracteristicas dessa distribuicdo sdo adequadas para

modelar varidveis aleatdrias de contagem.

Exemplo 7.16  Central telefonica
Uma central telefénica recebe uma média de 5 chamadas por minuto. Supondo que as chamadas

cheguem segundo uma distribuicdo de Poisson, qual é a probabilidade de a central telefonica
(@) néo receber qualquer chamada em um minuto?
(b) receber no maximo 2 chamadas em 2 minutos?

Solugao:

(@) Nesse item estamos interessados em saber o nimero de chamadas no intervalo de 1 minuto.
Entdo a unidade de tempo sera 1 minuto e vamos definir X = ndmero de chamadas por minuto.
De acordo com o enunciado, X ~ Poi(A), onde A é o nlimero médio de chamadas durante 1
minuto, ou seja, A = 5. Queremos encontrar P(X = 0).

0

5 5

P(X =0)= e = e~ 0,006737947.
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(b) Agora o nosso interesse é no numero de ligagdes no intervalo de 2 minutos. Entdo a unidade
de tempo adotada serd 2 minutos. Vamos definir Y = ndimero de chamadas em 2 minutos. De
acordo com o enunciado, Y ~ Poi(A), onde A é o nimero médio de chamadas em 2 minutos, ou
seja, A=2-5=10. Queremos encontrar P(Y < 2).

P(Y <2)=P(Y = 0)+ P(Y = 1)+ P(Y = 2)
10° 0, 10" 49 10° 4o
= We + Te + 76’ = 0,002769396

*»"

Exemplo 7.17 Fabricacao de fita magnética
Em um certo tipo de fabricacdo de fita magnética, ocorrem cortes a uma taxa média de um corte a

cada 600 metros. Qual é a probabilidade de que um rolo com comprimento de 1.200 metros apresente

(@) no maximo dois cortes?

(b) pelo menos dois cortes?

Solucao:
Seja Y = niimero de cortes num rolo de 1.200 metros. Entdo a unidade usada é 1.200 metros . Como

ocorre, em média, 1 corte a cada 600 metros, a cada 1.200 metros ocorrem, em média, 2 cortes. Logo,
Y ~ Poi(2).

(@) Nesse item queremos P(Y < 2).

20 2! 22
PY<2)=P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)= ae—2 + ﬁe—2 + je—2 =0,676676.

(b) Nesse item queremos P(Y > 2).

0 1
PY>2)=1-P(Y<2)=1—(P(Y=0)+P(Y=1)=1-— ((2)'9_2 + i'e_z) = 0,593994.
*»"
Formas da distribuicao de Poisson
Se X ~ Poi(A), entdo temos
plaal
7e_
PX=k+1) (k+1)1° A B
=R = =5 k=012 (7.64)
e’

Temos, assim, uma forma recursiva para calcular probabilidades de Poisson.

Suponhamos, agora, que a probabilidade maxima ocorra em kp. Usando o resultado acima,

temos que ter
P(X =ko+1)
— <1
PX=k) —  ko+1

§1:>/<02)\—1
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e também

P(X = ko) A
L AV N A
PX=ko—1) = ko= 0=

Resulta, entao, que se kg é ponto de maximo, entédo
A=1<ky< A= k= l)\J (7.65)
pois ko tem que ser inteiro. Assim, a moda ocorre no maior inteiro menor ou igual a A.

Se A for inteiro, entdo a distribuicdo é bimodal, com moda em kg1 = A e kg = A—1 pois, nesse

caso,

A A1
PX =) = Nero A4

o 7A_(A_1)!e—*=|>(X=A—1).

Nas Figuras e ilustra-se a distribuicdo de Poisson para dois valores do parédmetro:

A = 2 (distribuicao bimodal, com modas 1 e 2) e A = 4, 3 (distribuicdo unimodal, com moda 4)

03 B 031 *
o o
0.2} N 0.2 ° b
. .
.
. . .
01} . : 01| |
.
.

. )
0—0—0—0—0—0—0—8—9—0—0—.— 0—8—0_0_0_0_0_0_0_0_3_8_
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
012345678 910" 012345678 910"
(@) A=2 (b) A= 4,3

Figura 7.7 — Funcéo de Probabilidade da Distribuicdo de Poisson.

Exercicios da Secéao [7.7|

1. Seja X ~ Poi(A = 2).

(@) Apresente a funcéo de probabilidade de X e esboce o seu grafico.

(b) Apresente a funcao de distribuicdo de X e esboce o seu grafico.

(c) Determine E(X) e marque esse valor na abscissa do grafico do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Apresente a funcéo geradora de momentos de X.

(f) Encontre o coeficiente de assimetria de X e interprete o resultado.

(g) Calcule P(X > 1).

2. A policia rodovidria, apds um estudo, concluiu que em um certo ponto de uma estrada ocorrem

em média 3 acidentes a cada 2 dias.
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(@) Descreva um modelo probabilistico apropriado para representar o nimero de acidentes em
um dia nesse ponto da estrada.

(b) Em média, quantos acidentes por dia ocorrem nesse ponto da estrada?

(c) Qual o desvio padrédo do nimero de acidentes por dia nesse ponto da estrada?

(d) Qual a probabilidade de ocorrer mais de 1 acidente em um mesmo dia nesse ponto da
estrada?

(e) Fomos informados que em um determinado dia ocorreu menos de 3 acidentes nesse ponto
da estrada. Qual a probabilidade de ter ocorrido mais de um acidente nesse dia nesse

ponto da estrada?

3. Uma certa doenca rara afeta 65 a cada 100.000 pessoas de uma populacéo. A fim de estudar essa
doenca, pesquisadores sortearam, de forma aleatéria e permitindo repeticao, 10.000 individuos

e fizeram o teste para diagnosticar a doenga.

(@) Qual o modelo probabilistico exato para representar o niimero de diagndsticos positivos

entre os 10.000 individuos que participaram do estudo?

(b) Qual o modelo probabilistico aproximado para representar o nimero de diagndsticos
positivos entre os 10.000 individuos que participaram do estudo? Por que podemos fazer

essa aproximacao?

Faca os itens a sequir tanto pela forma exata quanto pela forma aproximada.

(c) Quantos diagndsticos positivos esperamos encontrar no estudo?

(d) Qual o desvio padrao do nimero de diagndsticos positivos nesse estudo?
(e) Qual a probabilidade de encontrarmos menos de 5 diagnésticos positivos nesse estudo?

(f) Fomos informados que néo ocorreu mais de 6 diagndsticos positivos. Qual a probabilidade

de ter ocorrido menos de 5 diagndsticos positivos?

4. A sequir sdo apresentadas algumas funcdes de probabilidade de varidveis aleatdrias com

distribuicdo Poisson com parédmetro A. Para cada uma delas, indique o valor de A.
X X 1

5¢ _ LA
(@) px(x) = € > xeN (b) px(x) = T B xeN (o) pxix)= ETPIEE

I x €N.
5. A sequir sdo apresentadas algumas funcdes geradoras de momentos de varidveis aleatdrias com

distribuicdo Poisson com parédmetro A. Para cada uma delas, indique o valor de A.

(a) Mx(t) = e~ (b) Mx(t) = e 21=¢)  (c) Mx(t) = el®'~ 15,
7.8 Mais exemplos

Exemplo 7.18
Um grupo de 30 politicos, sendo 12 do partido de esquerda, resolve formar, de forma aleatéria, uma
comissdo com 5 politicos. Qual é a probabilidade de que politicos de esquerda sejam maioria na

comissao?
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Solucao:

Defina X = ndmero de politicos de esquerda na comisséo. Veja que X ~ hiper(N =30,r =12, n =5).
Queremos P(X > 3) =P(X =3)+P(X =4)+ P(X =5).

pX = x) V)50 _ )5
) ()

(12)( 18 ) 121 18!
PX=3)= > 33_3 = 30LAI0L = = 0,2362
(5) 5125
(12)( 18 ) 121 18!
PX =4)= 0 33_4 = A7 — = 0,0625
(5) 5125
(12)( 18 ) 121 18!
P(X =5) = 1> 33_5 - 517%8;18’ — ...=0,0055
(5) 5125

Logo, P(X > 3) = 0,2362 4+ 0,0625 + 0, 0055 = 0, 3042.
*»"

Exemplo 7.19

Sabe-se que a eficicia de uma vacina para uma certa doenca é de 92%. Isso significa que a

probabilidade de um individuo que tomou a vacina ser imunizado é de 0,92.

(@) Qual é a probabilidade de que, entre 10 pacientes vacinados, no maximo 1 néo tenha sido
imunizado?

(b) Quantos individuos, em média, devem ser vacinados até que seja encontrado um que néo tenha
sido imunizado?

(c) Suponha que queremos reunir 100 pacientes imunizados pela vacina para um estudo. Qual a
probabilidade de encontrarmos pelo menos 3 pacientes ndo imunizados antes de conseguirmos

completar o grupo de 100 imunizados?

Solucao:

(@) Nesse item queremos a probabilidade de 0 ou 1 paciente ndo ter sido imunizado, entre 10

vacinados. Definindo X = nimero de pacientes ndo imunizados entre os 10 que tomaram a
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vacina resulta que X ~ Bin(n =10, p = 0, 08).

10
1

=1x0,4343885+ 10 x 0,1 x 0,4721614 = 0, 9065.

PX<N)=PX=0)+PX=1)= (100)0,0800,9210 + ( )0,0810,929

(b) Ja& nesse item queremos o niimero médio de pacientes vacinados até encontrar o 12 que nao foi
imunizado. Definindo Y = nimero de pacientes vacinados até encontrarmos 1 ndo imunizado,
resulta que Y ~ Geo*(p = 0,08) e E(Y) = 1/p = 12,5. Ou seja, em média sdo vacinados 12,5

pacientes até que se encontre o 12 nao imunizado.

(c) No ultimo item a varidvel de interesse é W = niimero de ndo imunizados até que se encontre
o 100° imunizado, logo W ~ BinNeg(r = 100; p = 0,92). Queremos P(W > 3).

PW>3) = 1-PW<3)=1-PW=0)—PW=1)—P(W =2)

99 100 101
= 1- ( 0 )0,921000,080—( ] )0,921000,081 —( 5 )0,92“’00,082

= 1-0,92"90,08° — 100 x 0,92'9°0, 08" — 5050 x 0,92'%00, 082
= 1-—0,000239 — 0,001914 — 0,007731 = 0,990116.
*

Exemplo 7.20

Uma rodovia registra, em média, 2 acidentes por dia.

(@) Considere a variavel aleatoria X = nlimero de acidentes na rodovia em um certo intervalo de
tempo de observacéo. Indique uma distribuicao adequada para a varidvel aleatdria X. Justifique

Sua resposta.

(b) Qual é a probabilidade de acontecer pelo menos 1 acidente nas prdximas 6 horas?
(c) Qual a probabilidade de ndo acontecer acidente algum em 2 dias sequidos?

Solugéo:

7

(@) A distribuicdo de Poisson é adequada para dados de contagem. No caso estamos contando
o nimero de acidentes em um intervalo de tempo de observacéo, entdo é razoavel considerar

X ~ Poi(A) onde A é o nimero médio de ocorréncias no intervalo de tempo de observacéao.

(b) Estamos interessados no niumero de acidentes no periodo de 6 horas. Vamos definir entdo X =

nimero de acidentes na rodovia no periodo de 6 horas e assim temos X ~ Poi(A), onde A é o

2
nimero médio de acidentes em 6 horas, no caso, A = 6 x 57 = 0,5. Queremos P(X > 1).

0,5°
0!

PX>1)=1-PX<1)=1-P(X=0)=1- e 0% =1-0,6065 = 0,3935,

ou seja, a probabilidade de ocorrer pelo menos 1 acidente em 6 horas é de 39, 35%.
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(c) Estamos interessados no numero de acidentes no periodo de 2 dias, ou seja, 48 horas. Vamos

definir entdo Y = nldmero de acidentes na rodovia no periodo de 48 horas e assim temos
Y ~ Poi(A), onde A é 0 nimero médio de acidentes em 48 horas, no caso, A = 4. Queremos
P(Y =0).

40

P(Y =0) = 6974 =0,0183,

ou seja, a probabilidade de néo ser observado acidente algum em dois dias seguidos é de 1, 83%.

*»

Exemplo 7.21

O vereador Joao foi eleito em sua cidade com 1.848 votos dos 12.320 eleitores. A fim de avaliar a

satisfacdo de seus eleitores, Jodo decide fazer uma pesquisa direcionada. Para isso, Jodo aborda,

de forma aleatdria e com reposicdo, cidaddos na rua a fim de encontrar seus eleitores e realizar a

pesquisa.

(@) Qual é a probabilidade de que Jodo ndo encontre qualquer eleitor seu nas 10 primeiras

abordagens?

(b) Se Jodo planeja entrevistar 20 dos seus eleitores, em média, quantos cidadaos seréo abordados?

(c) Repita o item (a) supondo agora que as abordagens serao feitas sem reposicao, isto é, ndo sera

permitido que um mesmo eleitor seja abordado mais de uma vez.

Solugéo:

(@) Podemos resolver esse item de duas maneiras diferentes.

Primeira solucdo. Seja Y = numero de eleitores de Jodo entre os 10 primeiros cidadéos
abordados. Veja que Y ~ Bin(10;0,15), uma vez que a probabilidade de selecionar um eleitor
de Jodo é p =1.848/12.320 = 0,15. Queremos P(Y = 0).

P(Y =0) = (10

0 )0, 1590,85'9-% = 0,85'% = 0, 1969.

Segunda solugdo. Considere X = nimero de cidadaos abordados até encontrar o primeiro
eleitor de Jodo. Entdo X ~ Geo*(p = 0,15). Queremos P(X > 10) =1 — P(X < 10).

PX>10)=1-P(X<10)=1-PX=1)+P(X=2)4---+P(X =10)
10 10

=1-) PX=x=1-0,15) (0,85 =1-0,15

x=1

x=1

1-0,85" 10
_— = =01 )

0.15 0,85 0,1969
Definindo W = ndmero de abordagens até Jodo encontrar 20 de seus eleitores, resulta que
W ~ BinNeg*(r = 20,p = 0,15) e E(W) = r/p = 20/0,15 = 133,33. Ou seja, em média, Jodo

vai precisar abordar em torno de 134 individuos para conseguir encontrar 20 de seus eleitores.
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(c) Nesse caso Y = numero de eleitores de Jodo entre os 10 primeiros cidadaos abhordados é tal
que Y ~ hiper(N =12.320; r = 1.848; n = 10), ja que sera recolhida uma amostra de eleitores

de tamanho 10 sem reposicdo. Queremos P(Y = 0).

(1.848) (12.320—1.848) (10.472)

0 10— 0 10

D — — — —

P =0 = 12.320 = 12320\ ~ 1967
10 10

*»

Exemplo 7.22  Problema dos pontos - Exemplo 2.16 de Magalhaes| (2011)
Ensaios do tipo sucesso-fracasso séo realizados de forma independente, sendo p a probabilidade de

sucesso. Qual é a probabilidade de ocorrerem n sucessos antes de m fracassos?

Solugéo:

Primeira solucéo:

Seja X = niimero de fracassos antes do n-ésimo sucesso. Entdo X ~ BinNeg(n;p) e P(X = x)
é dada pela Equacéo [7.8] Para que ocorram n sucessos antes de m freacasso, temos que ter, no

maximo, m — 1 fracassos antes do n—ésimo sucesso, ou seja, o problema pede

m—1

—1
PX<m—1)=)_ (X+Z )/9”(1 —p)*
x=0

Segunda solugéao:

Seja Y = numero de tentativas até o n—ésimo sucesso. Entdo Y tem distribuicdo binomial

negativa deslocada com parédmetros n e p.

Para termos n sucessos antes de m fracassos é necessario que os n tenham ocorrido antes da

n + m-ésima tentativa, ou seja, o problema pede

n+m—1 (U 1

PY<n+m= ) - )p”(1 —p)y".
y=n

Vejamos um caso numérico em que os ensaios sao lancamentos de uma moeda honesta, ou seja,
p = 1/2. Vamos definir a ocorréncia de cara como sucesso e calcular a probabilidade de sairem 5

caras antes de 3 coroas. Temos n =5 m=3ep=1/2

Pela primeira solucdo temos,

=23 (70 (3 (2)
SO IB RO R ENE)
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Pela segunda solucao:

P(Y < 8) =

|

M
—_—
&

< |
RN
~———
—_
N —
o ~—
(S]]
—_
N —

|
Al ) G () SIRHICNE

*»"

Exercicios para o Capitulo

1. Suponha uma urna com 10 bolas, entre as quais 4 sdo brancas. Para cada item a sequir
determine a varidvel aleatdria em questdo, identifique o modelo probabilistico adequado para

essa varidvel aleatéria e calcule a probabilidade pedida.

(@) Se forem retiradas 8 bolas, com reposicéo, qual a probabilidade de sairem pelo menos 3

bolas brancas?

(b) Se forem retiradas 8 bolas, sem reposicéo, qual a probabilidade de sairem mais de 3 bolas

brancas?

(c) Se as bolas forem retiradas com reposicéo, qual a probabilidade da terceira bola branca

sair ser na 8?2 retirada?

(d) Se as bolas forem retiradas com reposicéo, qual a probabilidade da primeira bola branca

sair depois da 8° retirada?

(e) E se a urna tivesse 1.000 bolas, entre as quais 4 fossem brancas. Qual a probabilidade

aproximada de sairem 3 bolas brancas entre 80 retiradas com reposicao?

2. Um comércio popular decide fazer uma promocdo para aumentar as vendas. Cada cliente que
chegar no caixa vai poder lancar um dado. Se sair a face de niimero i o cliente ganha 5i % de
desconto. Ou seja, se sair a face 6 ele ganha 30% de desconto e se sair a face 1 ele ganha 5%.

Seja X a variavel aleatéria definida pelo valor do desconto ganho pelo cliente (em %).
(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para a varidvel aleatdéria X. Identifique os
pardmetros desse modelo e /m(X).
(b) Calcule o desconto médio concedido nesta promogcao.

(c) Calcule a probabilidade de que, num grupo com 5 clientes, pelo menos dois consigam um

desconto maior que 20%.

(d) Calcule a probabilidade do quarto cliente a passar pelo caixa ser o primeiro a receber 30%

de desconto.
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3. Em uma fabrica sédo produzidos um certo tipo de dispositivos. Sabe-se que 5% dos dispositivos
sdo produzidos com defeito. Antes de serem liberados para o comércio, cada dispositivo é
inspecionado e os identificados como defeituosos sédo descartados. Porém, 10% dos dispositivos

com defeitos ndo sdo detectados nessa inspecdo e acabam indo para o comércio.

(@) Qual a probabilidade de um dispositivo inspecionado ser identificado como defeituoso?
(b) Qual a probabilidade de um dispositivo que chegou ao comércio ser defeituoso?

(c) Qual é a quantidade esperada de dispositivos que passam na inspecdo antes que um seja

descartado?

(d) Qual é a probabilidade do terceiro dispositivo ser descartado quando 20 ja tiverem

passaram na inspecao?

(e) Se 10 dispositivos passaram na inspecao e foram para o comércio, qual a probabilidade de

entre eles existir mais de 1 defeituoso?

4. Na Lotofacil sdo sorteados 15 entre os 25 nlimeros existentes. O apostador pode escolher 15,
16, 17 ou 18 nimeros para apostar. O apostador ganha o prémio maximo se entre os niimeros
escolhidos por ele estiverem os 15 niimeros sorteados. Calcule a probabilidade de um apostador
ganhar o prémio méximo apostando em:

(@) 15 numeros (b) 16 niimeros (c) 17 nimeros (d) 18 nimeros.

5. Considere o jogo da Lotofacil descrita no exercicio anterior. Nesse tipo de jogo o apostador
gasta R$ 1,50, R$ 24,00, R$ 204,00 ou R$ 1.224,00 para apostar, respectivamente, em 15, 16, 17
ou 18 niimeros. Desconsiderando ganhos diferente do prémio méximo, calcule o ganho médio
do apostador para cada tipo de aposta, supondo que o prémio maximo para o préoximo sorteio
seja de R$ 1.700.000,00.

6. (a) Se X ~ Bin(n, p), qual é o modelo probabilistico de Y = n — X?
(b) Se X ~ Geo(p), qual é o modelo probabilistico de ¥ = X + 17
7. Um setor de uma certa empresa tem 5 funcionarios, entre eles o Pedro. O gerente desse setor
organizou um sorteio aleatdrio para premiar um dos funcionarios com um dia de treinamento

fora da sede. Suponha que no préximo ano esse sorteio seja feito 8 vezes e em todas elas os 5

funcionarios participaréo, independente dele ja ter sido contemplado ou nao anteriormente.
(@) Descreva o modelos probabilistico apropriado para representar o nimero de vezes que
Pedro foi contemplado com o prémio.
(b) Qual a probabilidade de Pedro nunca ganhar o prémio?
8. A fim de se testar a taxa de imunizacdo de uma vacina, que, segundo o fabricante, é de 92%,

a secretaria de saude vacinou 15 criancas e dias depois realizou testes para avaliar a sua

imunizacdo. Se de fato a taxa de imunizagéo for de 92%, responda as perguntas dos itens (a) e
(b).
(a) Quantas criancas entre as 15 nao serao imunizadas, em média?

(b) Qual a probabilidade de se obter exatamente 4 criancas nao imunizadas no grupo de 157
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(c) Suponha que entre as 15 criancas testadas 10 ndo estavam imunizadas, o que vocé diria
sobre a taxa de imunizacdo? Vocé acredita que realmente seja 92%? E se forem 4 néo
imunizadas entre as 15 testadas, vocé continuaria acreditando? Estabeleca um critério

para decidir se a taxa de imunizacao de 92% pode ou néo ser aceita.

9. O nimero de ligagoes para uma central teleféonica é modelado por um modelo Poisson com taxa

de 1 ligacdes a cada 2 minutos.

(@) Durante o intervalo de tempo de 2 minuto, qual a probabilidade de chegar pelo menos

uma ligacdo na central?

(b) Se a Unica funcionaria de plantédo sair do posto por 5 minutos, qual de a ter alguma ligacao

na espera quando ela voltar?

(c) A Unica funcionaria saiu por 5 minutos e quando ela voltou o sistema informou que tem
pelo menos uma ligacédo na espera. Qual a probabilidade de na verdade ter mais de duas

ligacoes em espera?

10. Uma moeda néo justa é tal que, em média, para sair a 2° cara ela tem que ser jogada 5 vezes.

Determine, para essa moeda, a probabilidade de sair cara quando ela é jogada uma Unica vez.

11. Um distribuidor recebe um lote de 100 pecas de um fornecedor. Como néo é possivel verificar
todas as 100 pecas o distribuidor realiza uma inspecdo por amostragem, isto é, o distribuidor
seleciona aleatoriamente 10 pecas do lote e verifica se cada uma delas apresenta defeito. O

lote sera aceito pelo distribuidor se ndo houver pecas com defeito na amostra.

(a) Considerando que a amostra é recolhida com reposicao calcule a probabilidade de um lote

com 6 pecas com defeito ser aceito pelo distribuidor.

(b) Considerando que a amostra é recolhida sem reposicdo calcule a probabilidade de um lote

com 6 pecas com defeito ser aceito pelo distribuidor.

(c) Para cada um dos itens acima qual deveria ser o tamanho da amostra (menor possivel)
para garantir que a probabilidade do distribuidor aceitar um lote com 6 pecas seja menor
que 0,107

12. Na impressao de livros ocorrem erros e o niimero de erros é contato pelo niimero de caracteres
impressos de forma incorreta. Em uma editora, uma impressora comete erros segundo um

modelo de Poisson com taxa de 3 erros por pagina.
(@) Qual a probabilidade de encontrar pelo menos um erro em uma pagina escolhida ao acaso
de um dos livros impressos por essa impressora?

(b) Se 8 paginas desse livro forem selecionadas ao acaso, permitindo reposicéo, qual é a

probabilidade de em pelo menos 1 delas haver pelo menos 1 erro?
(c) Dentro das condigdes de (b), considere a variavel que conta o nimero de paginas com pelo

menos um erro. Vocé identifica o modelo dessa variavel?

13. Para cada item a sequir primeiro mostre que px é funcdo de probabilidade e em sequida

identifique a distribuicdo de probabilidade da varavel aleatéria X.
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1 2x
(a) ’JX(X)zﬁﬁ' x=01,2,...

(b) px(x) = ;(g), K=1,23,.

) px(x ( ) ( ) , x=0,1,...,10.

(d) px(x) = 4u—n(3), =23

14. Em cada item a sequir identifique o modelo probabilistico da variadvel aleatéria X cuja funcéo

geradora de momento é My.

(@) Mx(t) = 3%+, t<In(3)
(b) Mx(t) = 3 (et —1)°
() Mx(t) = e e

) Mx(t)
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Capitulo 8

Algumas Distribuicoes Continuas

Assim como no caso discreto, algumas distribuicdes de varidveis aleatoérias continuas séo
bastante usadas e por isso merecem um estudo mais detalhado. Esse é o objetivo deste capitulo,

estudar algumas distribuigdes continuas.

8.1 Distribuicao uniforme

A motivacédo principal da distribuicdo Uniforme é definir a funcdo densidade de uma varidvel
aleatéria X de forma que P(X € /) dependa apenas do tamanho do intervalo /. Considere a funcéo

densidade fx apresentada na Figura em que a e b sdo nimeros conhecidos.

Figura 8.1 — Funcéo densidade uniforme

Note que, para dois subintervalos de mesmo comprimento contidos em [a, b], a drea serd igual,
uma vez que temos areas de retdngulos com mesma altura. Assim, intervalos de mesmo comprimento

tém a mesma probabilidade. Esse fato leva a denominacéo de tal densidade como densidade uniforme.

7

Qual deve ser o valor de k para que fx seja funcao densidade? A primeira condicdo é que a
funcéo densidade tem que ser ndo-negativa e isso implica em k > 0. A segunda condicdo é que a

area sob a curva de fx tem que ser 1, o resulta em

1

b
/ kdx=1= kx|?=1= k= ——.
a b—a

259
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Definicao 8.1  Distribuicao Uniforme
Uma varidvel aleatéria continua X tem distribuicdo uniforme no intervalo (a, b) se sua funcéo

densidade é dada por
1

A ,se x € (a,b)

f(x) =
0 , caso contrdrio.

Os valores a e b séo chamados parGmetros da distribuicdo uniforme.

Note que ambos os parametros da densidade uniforme tém que ser finitos para que a integral
seja igual a 1. Além disso, a < b. Dessa forma, o espaco paramétrico para o vetor de parametros
(a,b) é {o e R,b € R,a < b}.

Vamos denotar a distribuicdo uniforme com parédmetros a e b por U(a, b). Assim, para indicar
que uma variavel aleatéria continua X seque essa distribuicdo, escrevemos X ~ U(a, b) (lé-se: a

variavel aleatdria X tem distribuicao uniforme no intervalo [a, b]).

Quando a =0 e b =1 temos a distribuicao uniforme padréo, denotada por (0, 1).

Funcao densidade e funcao de distribuicao

A funcdo densidade da uniforme foi apresentada na propria definicdo. Quanto a funcéo de
distribuicdo acumulada , por definicdo, é Fx (x) = P (X < x) e, para x € (a, b), essa probabilidade é

a area de um retdngulo com base (x — a) e altura ——, conforme ilustrado na Figura (8.2
b —a

Figura 8.2 — Funcéao de distribuicdo da densidade uniforme como drea

Logo,
F
1
0 ,sex<ua
Fx(x)=19 =% ,sea<x<b
1 ,sex>Db
a b
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Esperanca e variancia

Das propriedades da esperanca e das caracteristicas da densidade uniforme (funcédo simétrica),

sabemos que E(X) é o ponto médio do intervalo (a, b). Logo

X~Ua b)) =  EX)= (8.1)

Vamos, agora, calcular E(X?).

b b 33 5 5
E(X2)=/ XZf(X)ch:/ 21 dx = b>—a _a +b —i—ab.

A— 3(b— a) 3
Logo,
a’ + b’ + ab a+b\?  4a? +4b? + 4ab — 3a? — 6ab — 3b?
Var(X) = — =
3 2 12
_b*—2ab+a* (b— a)?

12 12

ou seja,
bh— 2
X ~Ua,b) =  Var(X)= % (8.2)

Funcao geradora de momentos

Seja X ~ U(a, b), vamos encontrar a sua funcdo geradora de momentos.

0 b tx
Mx(t) = E(efX):/ etXfX(x)ch:/ be_aclx

—0Q

etX b oth _ ota
_— _—, t+0
th—a) = 70 h—a ' 7
b b —
/X , set=0 Ij Z , set=0.
D — dlg -
Logo,
e,tb_eta
—— , set#0
ttb—a
Se X ~U(a, b) = Mx(t) = ( ) (8.3)

1 , set=0.

A funcéo geradora de momentos de uma variavel aleatdria uniforme continua nao tem derivadas

em 0, mas podemos encontrar os momentos a partir dela fazendo o limite das derivadas quando t — 0.

Exemplo 8.1 Latas de refrigerante
Latas de refrigerante séo enchidas num processo automéatico de modo que o volume do liquido (em

ml) é uma distribuicdo uniforme no intervalo (345, 355).
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(@) Qual é a probabilidade de uma lata conter mais de 353 ml?
(b) Qual é a probabilidade de uma lata conter menos de 346 ml?

(c) Qualquer lata com volume 4 ml abaixo da média pode gerar reclamacéo do consumidor e com
volume 4 ml acima da média pode transbordar no momento de abertura, devido a pressao

interna. Qual é a proporcéo de latas problematicas?

(d) Em uma caixa com 12 latas, qual a probabilidade de haver alguma lata problematica?

Solucao:
Seja X = “contelido da lata de refrigerante”. Entdo, X ~ U/(345, 355)

355 — 353
> = " =
(@) P(X > 353) = 355 — 345 0,2
346 — 345
> - =
(b) P(X < 346) 355 — 345 0,1
(c) Pede-se
346 — 345 355 — 354
P(X <350 —-4)+P(X > 350 +4) = + =0,2

~ 355-—345 355 -—345

Logo, a proporcao de latas problematicas é de 20%. Note que essa é uma proporcao bastante

alta!

(d) Nesse item a varidvel de interesse nao é mais X definida anteriormente, e sim Y = ntiimero de
latas problematicas em uma caixa com 12 latas. Entendendo que cada lata ser problematica
ou ndo é um experimento de sucesso ou fracasso e que estamos contando o niimero de latas

problematicas (sucessos) em 12 tentativas, Y ~ Bin(n =12;p = 0, 2). Queremos P(Y > 1).
12
PY>1)=1-P(Y<1)=1-P(Y=0)=1— ( 0 )0,200,812 =1-0,8"2=0,9313.

*»"

Exemplo 8.2 Determinacédo dos parametros
Uma varidvel aleatdria X tem distribuicdo uniforme no intervalo (a, b) com média 7,5 e variancia 6,75.

Determine os valores de a e b, sabendo que b > a > 0.

Solucao:

a+b _
{ 42 =7.5
(b—a)® _
- =06,75
Da segunda equacdo, resulta que (b — a)? = 81 e, portanto, |b — a| = v/81. Como estamos supondo

que a < b, resulta que b —a =9, o que nos leva ao sistema
a+b=15
b—a=9

cuja solugéo é a =3 e b =12, ou seja, X ~U(3,12).

*»
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Exercicios da Secao

1. Seja X ~ U(5,10).

(@) Apresente a funcdo densidade de X e eshoce seu grafico.

(b) Apresente a funcao de distribuicdo de X e esboce seu grafico.
(c) Determine E(X) e marque o seu valor na abscissa do item (a).
d) Determine Var(X).

(e) Calcule P(X >8) e P(X <8 | X > 0).
2. Considere um segmento de reta de tamanho L e que nele um ponto é selecionado ao acaso.
A localizacdo desse ponto pode ser considerada uma variével aleatéria uniforme continua em

todo segmento de reta de tamanho L.

(@) Qual a probabilidade do ponto selecionado estar no primeiro quarto do segmento de reta?

(b) Dado que o ponto selecionado néo esta no primeiro quarto, qual a probabilidade dele estar

na primeira metade do segmento de reta?

(c) Suponha que 10 pontos sejam selecionados de forma aleatéria no segmento de reta de
tamanho L e que podemos considerar independéncia entre as localizacdes dos pontos.

Qual a probabilidade de pelo menos 2 ficarem no primeiro quarto desse segmento?

3. A sequir sdo apresentadas algumas fungdes de densidade de varidveis aleatérias com
distribuicdo uniforme de parametros a e b. Para cada uma delas determine os valores dos

pardmetros a e b.

0,25 ,se3<x<7;

a) fx(x) =
(@) Tx(x) 0 , caso contrario.
2, 0 0,5;
(b) fx(x) _ se U< x <
0 , caso contrario.
(© fx(x) ,se —10 < x < =9;
X =

0 , caso contrario.

4. A sequir sdo apresentadas algumas funcées geradoras de momentos de variaveis aleatérias
com distribuicdo uniforme de pardmetros a e b. Para cada uma delas determine os valores dos

parametros a e b.

o8t _ o2t

@ Mty ={ o 7O
1, t=o
ot — ot

(b) My(t) = TR
1, t=o.
e3t —1

© My(ty=4 3¢ 170
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5. Seja X ~ U(0,1).

(@) Mostre que se Y = aX + b, entdao Y ~U(b, a + b).

(b) Aplicando o resultado do item anterior, quais os valores de a e b para que Y = aX + b
seja tal que Y ~U(—1,1)?

8.2 Distribuicao exponencial

Uma das motivacdes para uma nova distribuicdo de probabilidade, chamada distribuicdo
exponencial, vem do estudo do tempo até a primeira ocorréncia do evento em um processo de Poisson.
Suponha, entéo, que temos ocorréncias de um determinado evento ao longo do tempo e que o ndimero
de ocorréncias em um intervalo de tempo unitario possa ser considerado uma varidvel aleatéria com
distribuicdo de Poisson de média A, ou seja, em média, temos A ocorréncias do evento em um intervalo

de tempo unitario.

Seja T o instante da primeira ocorréncia. Entdo, T é uma varidvel aleatdria cuja imagem é

Im(T) = (0, c0). Vamos analisar a funcao de distribuicéo de T.
Se t <0, Fr(t) = P(T < t) =0, pois o tempo é uma varidvel positiva.
Set>0 Fr(t)=P(T <t)=1—P(T > t)=1—P(ndo ocorrer evento algum em (0, t]).

Seja X = ntimero de ocorréncias dentro do intervalo (0, t]. Sabemos que X ~ Poi(At) e px(x) =

At)*
%e‘“. Assim, P(n&o ocorrer evento algum em (0, t]) = P(X = 0) = e~*’. Logo,
x!

Frit)y=1—e, t>0,

o que nos leva a sequinte funcéo densidade

d

= —Fr(t)=re ', t>0.
1t 7(t) = Ae >

fr(t)

Definicao 8.2  Distribuicdo exponencial
Uma varidvel aleatoria X continua tem distribuicdo exponencial com pardmetro A > 0 se sua

fungdo densidade de probabilidade é dada por

Ae ™™ x>0

f =
) 0 ,x < 0.

Como A representa o nimero médio de ocorréncias em um intervalo de tempo unitario, o espaco

paramétrico para A tem que ser (0, co).

Usaremos a seguinte notacdo para indicar que uma varidvel aleatdria tem distribuicdo

exponencial com pardmetro A: X ~ Exp(A).
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Funcao densidade e funcao de distribuicao

Conforme visto no inicio desta secdo, a funcéo densidade e a funcdo de distribuicdo de uma

variavel aleatdria X ~ Exp(A) sdo dadas por

e ™™ sex>0 1—e™ ,sex>0
fx(x) = e Fx(x) =
x() { ,se x <0 x() {0 ,se x <0.

Nas Figuras e sao exibidos os gréficos da funcdo densidade e de distribuicdo,
respectivamente, para X ~ Exp(2).

(a) Funcéo densidade (b) Funcéo de distribuicéo
Figura 8.3 — Distribuicdo exponencial com A = 2.
Esperanca e variancia

O calculo de E(X) e Var(X) para X ~ Exp(A) se faz com auxilio de integracdo por partes.

E(X) = / xAe Mdx.
0

Fazendo u = x e dv = Ae *dx (o que significa que v = —e™*¥), obtemos
b %] 0 —Ax | 1
E(X) = / xAe Mdx = —xe ™ —I—/ e Mdx = lim xe ™ +0— ¢ = —.
0 0 0 X—00 A 0 A
Portanto, 1
X ~ Exp(A) = E(X) = T (8.4)

Para calcular o sequndo momento usaremos novamente a integragdo por partes, agora com

u=x%edv=Ae *dx. Assim obtemos

E(X?) :/ x’Xe Mdx = —x%e™
0

0 o
+ / 2xe Mdx
0

0
= —Xlﬂwgoxze_’\x +0+ 2/0 xe Mdx = )\/0 xhe Mdx = 3 E(X) = Iz
Logo,
2 1 1
Var(X) = E(X?) — E(X)? = Tl
ou seja,
1
X ~ Exp(A) = Var (X) = 2 (8.5)
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Funcao geradora de momentos

Se X ~ Exp(A), sua funcéo geradora de momentos é

e—(A—t)x | A

oo o )\
Mx(t) = E(e™¥) = /0 eXre Mdx = /0 AeW=xdy = )\m ) = —mxlipgo e~ =tx 4 Pt

O limite acima so sera finito se A — t > 0, quando, entdo, o limite serad zero. Logo,

X ~Exp() = Mx(t)= t< A (8.6)

0 que garante que Mx(t) estd bem definida numa vizinhanca de t = 0.

Coeficiente de Assimetria

Para o célculo do coeficiente de assimetria vamos usar a funcéo geradora de momentos para

encontrar os trés primeiros momentos. As derivadas primeira, segunda e terceira séo:

A A 2A —2)-3(A = t)3(—1) 6A
My(t) = ——=, My(t) = 2(A—t = MY (t) = = :
Logo, os respectivos momentos de ordem 1, 2 e 3 sdo:

’ 1 " 2 2 " 3 6
Mx(0) =E(X) =~ Mx(0)=E(X) =5 e Mx(0)=EX")= 3.
) 2 1 1 . L
Como antes, Var(X) = 2 e- e E o coeficiente de assimetria é
6 21 1\’
~ 32 _492(=
FERNESTH (/\)
a3 = =2,
1
Pel

qualquer que seja A. Assim resulta que a distribuicdo exponencial é sempre assimétrica a direita.

Exemplo 8.3 Relacdo entre Poisson e Exponencial
Suponha que o niimero de acidentes em uma rodovia seja uma variédvel aleatéria de Poisson com

média de 1 acidente a cada 3 dias.
(@) Qual é a probabilidade de o primeiro acidente do més acontecer antes do terceiro dia?

(b) Qual é a probabilidade de néo ser registrado acidente algum na primeira semana do més?

Solugéo:
Cada um dos dois itens pode ser resolvido usando-se a distribuicdo de Poisson — nimero de acidentes
em um intervalo de tempo — ou a distribuicdo exponencial — tempo até o primeiro acidente. Veremos

as duas resolucoes.
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(@) Seja X = numero de acidentes nos primeiros 2 dias do més. Entéo, X ~ Poi(2/3) e queremos

PX>0)=1-P(X=0)=1—e23=0,4866.

Seja Y = intervalo de tempo (em dias) até o primeiro acidente. Entdo Y ~ Exp(1/3) e queremos

P(Y<2)=Fy(2) =1—e27=0,4866.
Assim, a probabilidade do primeiro acidente do més acontecer antes do terceiro dia é 48, 66%.

(b) Seja W = ntimero de acidentes na primeira semana. Entdao W ~ Poi(7/3) e queremos

P(W =0) = e’ =0,09697.

Considere a mesma variavel Y do exercicio anterior, Y = intervalo de tempo (em dias) até o

primeiro acidente, sendo Y ~ Exp(1/3). Queremos agora

PY>7)=1—Fy(7)=1—(1—e"B) =73 =0,09697.

Assim, a probabilidade de ndo ser registrado acidente algum na primeira semana é 9,697%.

*»"

Exemplo 8.4

Seja X uma variavel aleatéria exponencial com média 4. Calcule P(X > 1) e P(1 < X < 2).

Solucao:
Como E(X) = 4 e E(X) = A podemos concluir que X ~ Exp(A = 1/4). Assim, a funcdo densidade de X

—x/4 Podemos entdo encontrar os valores

é fx(x) = %efx/“ e a funcédo de distribuicdo é F(x) =1—e
das duas probabilidades a partir da integracdo da funcéo densidade ou pelo uso direto da funcéo de

distribuicdo. Veja como.

Primeiro vamos calcular P(X > 1) e P(1 < X < 2) integrando a funcao densidade.

PX>1) = / f(x)dx =/ 1e_x/“dx = —e‘XM‘OO =0— (—e_O'ZS)
1 1 4 1
= e 9% =0,7788.
2 2 1 2
PI<X<2) = / f(x)dx :/ Ze—X”dx = —e " = —e70% — (=70
1 1

= 0P _e05-90,1723.

Agora vamos fazer os calculos a partir da funcéo de distribuicao.

PIX>1) = 1—P(X§1):1—F(1):1—(—e_”4):e_0'25:O,7788.

PA<X<2 = PX<2-PX<1)=PX<2) —P(X<1)=FQ2)—F(1)

= (1—e?)—(1-—e)=e0® - =0,1723.

*»"
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Parametrizacao alternativa

Muitos livros apresentam a distribuicdo exponencial em termos do paréametro 8 = } > 0. Neste

caso, as funcdes densidade e de distribuicdo passam a ser:

x<0

1
— _aXIB —
fx(x)—Be , x>0 e Fx(x) = 8 x>0,

Nessa nova parametrizacdo a fungdo geradora de momentos fica

1 1
MX(t):']—iBt' Set<E

e a partir dela podemos encontrar a média, a varidncia e o coeficiente de assimetria dados por

EX)=B, Var(X)=B> e a3=2.

Ou seja, com essa parametrizacédo, o parametro B é a média da distribuicdo, uma interpretacdo mais

intuitiva para o parametro.
Exemplo 8.5
Seja X varidvel aleatdria com distribuicdo exponencial. Calcule P (X > E(X)).

Solucao:

Usando a parametrizacéo alternativa (mas poderia ser pela padréo), temos que
P(X>ENX)=1-P(X<EX)=1—Fx(EX)=1— (1 - e_B/B) — e =0,3679

independente de quem seja o pardmetro B (ou A) da distribuicéo.

*»"

Propriedade de falta de memoria

No Capitulo[7]vimos que a varidvel geométrica satisfaz a propriedade de falta de meméria, uma
vez que a probabilidade do niimero de fracassos (ou tentativas) até o primeiro sucesso ser igual a n

nao depende de quantos fracassos ja ocorreram.

Veremos agora que a variavel exponencial também tem a propriedade de falta de memdria.

Seqgue a definicao dessa propriedade para as variaveis aleatdrias continuas.

Definicao 8.3 Propriedade de falta de memodria para variaveis aleatérias continuas
Seja X varidvel aleatdria continua. Dizemos que a distribuicdo de X tem a propriedade de falta

de memdria quando
PX>s+t|X>t)=PX>s)

quaisquer que sejam s, t € Im(X).
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Vamos mostrar, agora, que a distribuicdo exponencial satisfaz essa propriedade.
Seja X ~ Exp(A). Entdo fx(x) = Ae™, para x > 0 e Fx(x) =1 — e, para x > 0.

PX>t+s) 1-PX<t+s) 1-(1 — eAlt+e))
PX>t) — 1-PX<t)  1-(1-e*)
e*/\(t+$)

_ —aAs _p

PX>t+s|X>t)=

Exemplo 8.6

Ao comprar um carro usado vocé ndo perguntou para o antigo dono quando foi a ultima vez que
ele trocou a bateria. O fabricante da bateria diz que o tempo de vida de cada bateria pode ser
considerado uma variadvel aleatdria exponencial com média de 4 anos. Sabendo que a bateria esta
funcionando quando o carro foi comprado, qual a probabilidade de vocé nédo precisar trocar essa

bateria pelos préximos 2 anos?

Solucao:
Considere X = tempo de vida (em anos) da bateria e ¢ = tempo (em anos) desde que a bateria atual

foi instalada até a compra do carro. O que queremos encontrar é
PIX>a+2| X>a).

Sabemos que X ~ Exp(1/4), mas ndo conhecemos o valor de a. Porém, essa informacéo néo
é necessaria, uma vez que a distribuicdo exponencial tem a propriedade de falta de memdria

apresentada na Definicao [8.3] Nesse caso,

PX>a+2X>a)=P(X>2)=1-P(X<2) =1—Fx(2)=e 2 =e"2 = 0,6065.

*»"

Exercicios da Secéao [8.2]

1. Seja X ~ Exp(2).

(@) Apresente a funcdo densidade de X e esboce seu grafico.

(b) Apresente a funcéo de distribuicdo de X e eshoce seu grafico.
(c) Determine E(X) e marque o seu valor na abscissa do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Calcule P(X >3) e P(X < 4| X >1).

2. Considere que o tempo de vida de um dispositivo eletrénico seja uma variavel aleatéria com

distribuicdo exponencial. Sabe-se que em média esse dispositivo vive 2 anos.

(@) Qual a probabilidade desse dispositivo durar menos de 6 meses?
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(b) Dado que o dispositivo estd funcionando ha 1 ano, qual a probabilidade dele funcionar por

mais 6 meses?

(c) Se dispositivos sao testados de forma sequencial até que se encontre um que dure mais

de 6 meses, quantos dispositivos em média serdo testados?

A seguir sdo apresentadas algumas funcées de densidade de variaveis aleatdrias com

distribuicdo exponencial de pardmetro A. Para cada uma delas determine o valor de A.
—x/2

(@) fx(x) =272, x >0 (b) fx(x) = GT x>0 (0 fx(x)=e, x> 0.

A sequir séo apresentadas algumas funcdes geradoras de momentos de variaveis aleatdrias com
distribuicdo exponencial de parédmetro A. Para cada uma delas determine o valor de A.

3 1 1
(@ Mx(f)= 37— t<3 () Mx(t)= 37 t<1 () Mx(t) = 5, t<1/4

. Seja X varidvel aleatéria exponencial com média 1/A e k um inteiro positivo. Mostre que

E(XK) = X

Seja X ~U(0,1).

In(X
(@) Mostre que se Y = —%, entdo Y ~ Exp(A).
(b) Aplicando o resultado do exercicio anterior, qual a distribuicdo de Y = —3[n(X).

Distribuicao gama

A distribuicdo Gama é uma generalizacdo da Exponencial, como veremos nessa secdo. Mas

antes de apresentar essa nova distribuicdo precisamos primeiro conhecer a funcdo Gama e suas

propriedades.

Definicao 8.4 Funcgao gama

Chama-se fun¢éo gama a fungdo de varidvel real estritamente positiva definida por:

E importante notar que que a funcéo ' esta perfeitamente definida, ou seja, a integral que a

define é um niimero real sempre que o > 0. A demonstracao desse resultado nédo serd apresentada

aqui. Além disso, como x?~1e™ > 0 quando x > 0, a funcdo " é uma funcéo ndo negativa.

Outras propriedades interessantes e Uteis da funcdo gama sdo dadas a sequir.

Proposicao 8.1

Sdo vilidas as sequintes propriedades da fun¢éo gama:

(G1) Dados a >0 e A >0, / xTe™Mdx =
0

()
Aa
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(G2) Dado o > 1, I'(a) = (a— 1) (a—1).

(G3) Dado n € N*, T'(n) = (n —1)!

Demonstracgao:

(G1) Fazendo a mudanca de varidvel y = Ax, temos que

(o] o
/ xa1eAXc|x:/ (
0 0
—X

(G2) Usando integracéo por partes com u = x%7' = du = (a—1)x*2dx e dv = e Xdx = v = —e ™,

NI

a1 — dg 1 © a—1_— l_(a)
) eJTZ)T“Oy eUdL:)\a.

obtemos

[ee]

o
[a) = [ x¥ e ™dx = —x%Te™*
0 0

—/ —e ¥ (a — 1)x*2dx
0

_ * —X( a—2 — _ OO a—=2 —x — _ _
—O—i-/0 e la—1)x“"“dx = («a 1)/0 xTCeMdx = (a = 1) (a—1).

G3) Vamos considerar a = n inteiro positivo. Usando o resultado da Propriedade [(G>) podemos
3 2

demonstrar, por inducéo, que I'(n) = (n — 1)\

Primeiro, veja que a afirmacéo é verdadeira para n =1, isto é, que (1) = 0! =1, pois

o (o)
nn:/ %4€wx=/ e ¥dx =1.
0 0

Agora, suponhamos verdadeiro para n = k qualquer, isto é, ['(k) = (k — 1)!. Pela Propriedade

Mk + 1) = kT(k) = k(k —1)! = k!

ou seja, o resultado vale para n = k + 1, o que completa a prova por inducéo.

Funcao densidade e funcao de distribuicao

Segue definicdo de uma variavel aleatdéria com distribuicdo gama e junto a sua funcéo densidade.

Definicao 8.5 Distribuicao gama
Uma varidvel aleatdria continua X tem distribuicéo gama com parémetros a > 0 e A > 0 se sua

funcéio densidade é dada por

)\Q’
Z x0Tl se x>0

-
() = (a)

0 , caso contrdrio.
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Note que, quando o = 1, resulta a densidade exponencial com pardmetro A, ou seja, a densidade

exponencial é um caso particular da densidade gama.

Os paréametros da distribuicdo gama sédo o e A. O espaco paramétrico para tais pardmetros
é definido por a > 0 e A > 0. Usaremos a notacdo X ~ Gama(a; A) para indicar que a varidvel

aleatdria X tem distribuicdo gama com parametros a, A.

Para verificar que a funcdo apresentada na Definicao realmente define uma funcéo
densidade, notamos inicialmente que f(x) > 0. Além disso, fazendo o uso da Propriedade

apresentada na Proposicao temos

[ fx(x)dx = /0 mxww\ae*“dx = |—O()/0 x@ o™ dx =1.

—0Q

Logo, as duas condicdes para uma funcdo densidade séo satisfeitas.

Exemplo 8.7
Seja X ~ Gama(4,2). Encontre o valor de P(1 < X < 3).

Solugéo:
Para encontrar o valor de P(1 < X < 3) = Fx(3) — Fx(1) precisamos integrar a funcéo densidade da

gama, que ndo serd uma tarefa facil.

Entdo, se x > 0,

X 1 8 X
Fx(x) = / 6t3e_2tdt = 3/ t3e~2tdt.
0 0

Vamos resolver essa integral a partir da integracdo por partes, que serd realizada trés vezes. Primeiro

facau=t>edv=e?dt = du=3tdt e v=—e?,

2

8 et 3 [ 5
FX(X)—§ (—2+2[ e Clt)

—1
Agora faca u = t? e dv = e ?ldt = du = 2tdt e v = 76'_2t,

8 t3e—2t 3 t2€,—2t ot
FX(X)—§ (—2 +5 (—2 +/te clt))

X

0
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Por tltimo faca u =t edv=e"2ldt = du=dte v = 76‘_2t,

t3e—2t + § tZe—Zt te—2t + 1 / e_tht
2 2 2 2 2

t3e?t 3 ( t?e™?t  te?t 1 —2t)) ¥
_ e e

|

( 2 "2
( _
|

X

Fx(x) =

0

Wl Wl Wl wlo

Finalmente conseguimos chegar ao valor da probabilidade procurada,

P(1 < X < 3) = Fx(3) — Fx(1) = 0, 8488 — 0, 1429 = 0, 7059.

*»"

O Exemplo [8.7] nos mostra o quando pode ser trabalhoso calcular probabilidades envolvendo
uma variadvel aleatdria com distribuicdo gama. A boa noticia é que se o pardmetro a for um natural
conseguimos expressar a funcao distribuicdo em funcdo dos parédmetros. Veja esse resultado na
Proposicéao a sequir.

Proposicao 8.2

Seja X ~ Gama(n, A), com n €N, e Fx a sua fungdo distribuigdo. Entdo,

n—1 )\k
Fx(x)=1-— Z kae_’\x, x> 0.
k=0 "~

Demonstragao:

A demonstracao sera feita por inducao no parametro n.
Primeiro veja que expressdo é verdadeira para n =1, pois, nesse caso, X ~ Exp(A) e

0 )\k
Fx(x) = 1— kae*“, x>0
k=0

= 1—e™ x>0.

A hipdtese de inducao (HI) é que se Y ~ Gama(n — 1, A) entdo

n—2 )\k

Fy(y) = /g Lt”—ze—“dt =1-Y) Zxke™™ x>0,
o I'(n—1) = k!

ou seja, que a expressdo é valida para a = n — 1. Partindo da premissa de que essa hipdtese é

verdadeira vamos encontrar uma expresséo Para FX.
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Podemos escrever,
AT n—1 —/\tlt
F = —t .
x(x) /0 rm' ¢ ¢
A”
Vamos realizar uma vez a integracdo por partes. Para isso faca u = mt”*1 edv=edt =
n
n n ’I
du = r(n)(n —N)t"2dt = mt”_zdt ev= —Xe_“. Segquindo,
AN X X pU
F — _ n—1 _—At / n—2 —At It
x() ( amt ¢, T oty €€
I e\ oA 2 —A
= |- e~ t"2eMdt
e S N
Pl n—2 2k
_ n—=1a—Ax k ,—A
I—(n)X e 1—ZEX<@ X, pela HI
k=0
AT 1 n—2 Ak P
_ 0 on=1_—X _ A —Ax
= r(n)X e +1 Zk!xe
k=0
n
Ak k —Ax
= 1- axe
k=0

Exemplo 8.8

Seja X ~ Gama(4,2). Encontre a funcéo de distribuicdo de X a partir do expressao apresentada na

Proposicéo [8.2] e compare com aquela encontrada no Exemplo [8.7]

Solucao:
Veja que para X temos n =4 e A = 2. Entao,
n—1 )tk
Fx(x) = 1-— Z ﬁxke_M, x>0
— k!
3 2/<
= ‘I—prk 2 x>0
k=0 "

Veja que é a mesma Fx encontrada no Exemplo [8.7]

Esperanca e variancia

1—e 2 —2xe 2 —2x%e % —

4 3 —2x
= , 0.
3x e X >

*»"

Seja X ~ Gama(a, A). Fazendo uso das Propriedades |(Gq)| e apresentadas na Proposicao

[8.1] temos que

o o 1 o o
E(X) = / xfx(x)clx:/ x——x"T)%e Mdx = / x%e ™ Mdx
o o [Ia) Ma) Jo
_ A a+1) A% al(a) _ «
(o) At T(a) Aot A7
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Portanto,
X ~ Gama(a,)) =  E(X)= % (8.7)
De modo andlogo, vamos calcular E(X?).
E(X?) = /O<> X fx(x)dx = /00 szx"_U\ae_Mclx - /<><> x%HTe™dx
o o (o) Ma) Jo
AT Ta+2) A% ala+ NI (a)  ala+1)
M (a) ra+2 () 2a+2 - 22 )
Logo,
ala+1) & ala+1)—a? o
Var(X) = E(X?) — E(X)? = —— R c T =
Portanto,
X ~ Gama(a,’) =  Var(X)= % (8.8)

Fungdo geradora de momentos

Vamos encontrar a funcdo geradora de momentos da distribuicdo gama.

)\Q’ (e0] )\C( o
Mx(t) = E(e?) = r(a)/ e¥xa Te™Mdx = / x@ e P=txqx |
0 0

,se A—t>0
(A—1t)*

je a ultima i ral é a a ame ificada apr ada na Proprieda 1 [
Veja que a ultima integral é a funcdo gama modificada apresentada na Propriedade [(Gi1)| da

Proposicao E ela s6 converge se a constante A —t > 0, ou seja, se t < A. Sob essa condigéo,

aplicando a Propriedade

AT Ta) AT
S Ve PR
Logo,
X ~ Gama(a, A) = Mx(t) = ()tit) ’ , <A (8.9)

o que garante que Mx(t) estd bem definida numa vizinhanca de t = 0. Veja que Mx(0) = 1. Veja
também que, quando a =1, o resultado da Equacéo [8.9] coincide com a Equacgéo [8.6] que apresenta

a funcdo geradora de momentos da exponencial.
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Coeficiente de Assimetria

Vamos calcular as trés primeiras derivadas de My para entdo encontrar os momentos.

, A\ a
Vixlt) = (A—t) Gmm T g™
poa o Q , o _ a? + «a
Mx(t) = m/\/’x(t) + m/\/’x(t) =1 x(t)
" 2ta 24 aR2(A—t
MX(t):ﬁ X()+(a ()\a_) t()4 ) X(t)
a® + o 20 4 2« a’ +3a? + 2a
R x(t) + IR x(t) = WMX“)
Logo,
EX) = M(0) = &, B = M0 = TS e ) = My = SR

. o .. . .
Com isso, Var(X) = — e o coeficiente de assimetria é

/\2
a’ +3a? + 2a 24+a «a a’
pE e atim 2
2 oA

Veja que a densidade gama é sempre assimétrica a direita; no entanto, 8 medida que a — oo,

a3 — 0 e a distribuicao se torna mais simétrica.

Exemplo 8.9
Seja X ~ Gama(a,A). Se Y = cx com ¢ > 0, encontre a funcdo geradora de momentos de Y e

identifique sua distribuicao.

Solugéo:

Como X ~ Gama(a, A) ja sabemos que a sua funcao geradora de momentos é definida por:

)\C(

Pela Proposicéo [6.4

a

m, tC<)\,

My (t) = Mx(tc) =
ou seja,
(2)°
My(t) = —— ,se t < Alc.

-1

Mas essa é a funcdo geradora de momentos de uma variédvel aleatdéria com distribuicao
Gama (a, %) Logo, pelo Teorema concluimos que Y ~ Gama (a, %)

Como a distribuicdo exponencial com parametro A é uma Gama(1, A), seque que, se X ~ Exp(A)
e Y =cX, entdo Y ~ Exp (%)
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Parametrizacao alternativa

Assim como no caso da distribuicdo exponencial, a distribuicdo gama também tem uma
parametrizacdo alternativa, onde se usa o parametro 8 = % > 0, em vez do parametro A. Neste
caso, a funcado densidade passa a ser
x@Te=xIB  se x>0

Fla\Be
() = (@)B

0 , caso contrario.

Nessa nova parametrizacdo a funcéo geradora de momentos fica

A

A—t

1 o
= (11‘/)\) , t< A
1 a
e a partir dela podemos encontrar a média, a varidncia e o coeficiente de assimetria dados por:

EXX)=aB, Var(X)=aB?> e a3= \/2&

Mx(t) = ( )a, t< A

Formas da densidade gama

. . - A%
Consideremos a funcao densidade gama, definida, para x > 0, por fx(x) = mx”‘%‘“ com

a
A > 0e a > 0. Vamos, agora, estudar as possiveis formas do seu gréfico, analisando assintotas,

pontos de maximo ou minimo, regides de crescimento ou decrescimento, concavidade. Nessa analise,
a

vamos ignorar a constante m uma vez que ela é positiva e ndo altera o sinal da funcéo ou de suas
a

derivadas.

Assintotas

Qualquer que seja A > 0, temos que limy_,c fx(x) = 0. O limite de fx quando x — 0 depende
do valor de a. Se a < 1 temos limy_,of(x) = 00, se a = 1 temos limy_,0f(x) = A e se a > 1 temos

limy—o f(x) = 0.

Derivada primeira
f/(x) o< (o — 1)x 2™ — IxTe™ = (x92e ™M) (a — 1 — Ax) (8.11)

O sinal da derivada primeira depende apenas do sinal de g(x) = a —1 — Ax, uma vez que

x®2e™™ > 0 se x > 0. Vamos, entdo, analisar a derivada primeira estudando o comportamento de

g.
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e o<1

Como x > 0, resulta que f'(x) < 0, ou seja, se a < 1, a densidade gama é uma funcao
estritamente decrescente.

o a>1
a—1
f =0 =
(x) & x )
, a—1
ffix)y>0ex< 0 (f crescente)
, a—1
ffix) <0&e x> — (f decrescente)
Logo,
a—1, ‘o
X0 = é um ponto de maximo.

Derivada segunda

£(x) o [(a _)x e /\xa—ze—M] (@ —1—Ax) + x*2e~™(=))

= (@ —1)(a = 2)xBe™ = Ma —1)x92e™ — \(a — 2)x*2e™

_)\2 a—1 7/\X _Axa—z —Ax

= x9— 3 7)\X|: )\(a—1)x—)\x(0(—2)+)\2X2—)\X]

_ a3—)\x|:)\2x2 Ma—1+a—-2+1)+ (0(—1)((1—2)]
-3 _)\XI:)\ZXZ—Z)\XC(—1) (a—1)(a—2)]

xa— 3 f)\x
5 a—1 (a—1)(a—2)
7)\2 [x -2 ) X+ 2

O sinal da derivada segunda depende do sinal de

h(x):x2—2a11x+(a_1))\(2a_2).

que, por sua vez, depende do sinal do discriminante da equacao de segundo grau que define h(x).

A=4

(=17,

a—2)(a—1) (a—1) a—1
22 X2 =4z

(a—1—a+2)=

o a< ]

Nesse caso, o discriminante é negativo e a equacdo nédo tem raizes reais e terd sempre o sinal
do coeficiente do termo quadratico, que é 1. Assim, neste caso, a concavidade é para cima.

Resumindo, se @ < 1 a densidade gama é estritamente decrescente com concavidade para
cima.
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h(x)

a<1
f'(x) < 0 - decrescente

A<O

”(x) > 0 - concavidade para cima

Sinal da derivada segunda para o < 1

o a=1

Nesse caso, o discriminante é nulo e h(x) = x> > 0 se x > 0; logo, a concavidade é para cima,

ou seja, se a =1 a densidade gama é estritamente decrescente com concavidade para cima.

a=1
f'(x) < 0 - decrescente

A=0

"(x) > 0 - concavidade para cima

Sinal da derivada segunda para o =1

o a>1

Neste caso, o discriminante é sempre positivo, ou seja, temos duas raizes reais distintas,
calculadas da seguinte forma:

201 4 A 297 /4% a—1_ Vo1

X = = =

0 que fornece as raizes

A
= 0()\—1 (m+1)

Como o coeficiente do termo quadratico de h(x) é positivo, resulta que h(x) é negativa (sinal

oposto ao de a) para valores de x entre as raizes, e positiva (mesmo sinal de a) fora das raizes:

h(x) <0seri <x<rn

h(x) > 0se x <rjoux>n

A raiz é rp é sempre positiva. Ja a raiz rq sé serd positiva se va—1—1> 0, ou seja, se a > 2

e serd nula ou negativa se a < 2. Vamos analisar essas duas situacdes separadamente.

* a>2

h(x) tem duas raizes positivas. Temos, assim, dois pontos de inflexdo na Im(X) : r1 er.
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a>?2
f(x) tem um ponto de maximo
A>0
x<rHoux>rn

f”(x) > 0 - concavidade para cima "\/7‘2

rn<x<n

f”(x) < 0 - concavidade para baixo Sinal da derivada segunda para a > 2

f(x) tem 2 pontos de inflexdo

*1T<a<?2

Sea=2rn=0esel1<a<2r<0. Logo se 1< a< 2 temos apenas um ponto de

inflexdo na Im(x) : rp, pois, para x > 0, h(x) <0se 0 < x <y e h(x)>0se x> nr.

T<a<?
f(x) tem um ponto de maximo
A>0

X >

”(x) > 0 - concavidade para cima DN

O<x<nm

f"(x) < 0 - concavidade para baixo Sinal da derivada sequnda - 1 < a < 2

f(x) tem 1 ponto de inflexao

A Tabela apresenta um resumo do comportamento da densidade gama em funcdo do

parémetro a.

Nas Figuras [8.4 [8.5 sdo apresentados os gréficos da densidade gama para alguns valores dos
pardmetros a e A. Nesses graficos estdo marcados, também, os pontos de maximo e de inflexdo, caso
existam. Em cada uma das Figuras e 0 pardmetro A estd fixo e temos o gréfico da funcao
densidade para a =1,2,4. Nas Figurase fixamos o parametro o e variamos A. Analisando
esses graficos, podemos ver que o tem grande influéncia sobre a forma da distribuicdo, enquanto A
afeta mais fortemente a dispersao. Por essas razées, a é chamado pardmetro de forma da densidade

gama e A é o pardmetro de escala.

Casos particulares da distribuicao gama

Veremos a sequir trés casos particulares da distribuicdo gama, entre eles a distribuicéo

exponencial, como jd comentado ao longo do texto.
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Tabela 8.1 — Caracteristicas do grafico da densidade gama em funcéo do parametro «a

0 < a <1 | Estritamente decrescente | Concava para cima
Ponto de inflexao:
5 , va—1
Ponto de maximo: = — va—1+1
a—1 .
T<a<2|exy= ) Concavidade:
e para cima se x >
e para baixo se x <
Crescente
a—1 5 . ~
o x < 0 Pontos de inflexao:
a—1
o= Ya T (a=a)
va-—1
a>2 orzzf vVa—14+1
Decrescente Concavidade:
a—1 .
o X > T ® para cuima se x < 1 ou x > I
e para baixose n < x <y
Distribuicao Exponencial
Quando, na distribuicdo gama, o pardmetro a = 1 temos a distribuicdo exponencial com

pardmetro A. Nesse caso, para x > 0, sua funcéo densidade é definida por

1
fx(x) = WXFUU e = e,
Além disso,
1 1
E(X) = ) e Var(X)= 2

que sao os mesmos resultados encontrados na segao [8.2

Distribuicao de Erlang

Quando o parametro a da distribuicdo gama é um inteiro positivo, a = k, a distribuicdo gama
é conhecida como distribuicdo de Erlang de ordem k e sua funcéo densidade, para x > 0, é definida
por:

_ _ 1
Xk 1/\ke Ax

_ b k1K~
() _(k—1)!X Ae ™, x > 0.

fx(x) =
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(@) A= (b) A=}

Figura 8.4 — Efeito do parametro a na forma da densidade gama - a =1,2,4

(@) a=2 (b) =3

Figura 8.5 — Efeito do parédmetro A na forma da densidade gama - A =1, %%
Ou seja, se X tem distribuicao de Erlang de ordem k € N* e parametro A > 0 (notacdo: X ~ Erlg(A)),

a sua funcao densidade é:

1
— Xk ke se x>0
fx(x) =4 (k=1 (8.12)
0 , caso contrario.
Além disso, I |
E(X) = % e Var(X) = /\%

Distribuicao Qui-Quadrado
Quando, na distribuicdo gama, o parametro de forma o é igual a % com n inteiro positivo, e o
pardmetro A é % a distribuicdo é chamada de distribuicao qui-quadrado com n graus de liberdade e

a sua funcédo densidade, para x > 0 é definida por:

—x/2

1 I7/2 1
fx(x) = ) eM2x — 1 (n2)-1,

X(n/2)—1
[(n/2) 2 [(n/2)2n/2
Ou seja, se X tem distribuicio Qui-quadrado com n graus de liberdade (notacdo: X ~ x?2), a sua
funcdo densidade é

1
7X(”/2)71 efx/z , se x > 0
fx(x) =<1 T(n/2)202 (8.13)

0 , caso contrario.
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Além disso,

Exercicios da Secéao [8.3]

1. Encontre os valores numéricos das integrais a sequir sem resolver as integrais, usando apenas
as propriedades da funcdo gama. Use o sequinte resultado: [(1/2) = /7, veremos a

demonstracdo no Capitulo

o o
(a) / x*e dx (b) / xtePdx () / Vxe ?Bdx.
0 0 0

1
2. Seja X ~ Gama(3, 5)

(a) Usando o resultado da Proposicéo [8.2] encontre a fungdo de distribuigao de X.

(b) Verifique se a derivada da funcéo de distribuicdo encontrada no item (a) é a funcéo

densidade de X.

3. Segundo o protocolo do departamento de Tl de uma certa empresa, um certo sistema da
empresa passa por manutencdo quando que ele apresentar a 4° falha, contada a partir da
ultima manutencdo. Considere que o tempo (em dias) entre duas manutencdes consecutivas
desse sistema seja uma varidvel aleatéria com distribuicdo Gama com média de 48 dias e

desvio padrao de 24 dias.

(@) Para um sistema que acabou de sair da manutencédo, qual a probabilidade dele funcionar

pelos proximos 60 dias sem ir para manutencdo?

(b) Dado que o sistema esta funcionando a 40 dias desde a ultima manutencéo, qual a

probabilidade dele funcionar por mais 20 dias?

(c) Se 3 sistemas idénticos e independentes voltam a funcionar simultaneamente depois de
uma manutencdo, qual a probabilidade de pelo menos 2 ndo passarem por manutencao

nos proximos 60 dias?

Dica: use o resultado do Exercicio [2] para encontrar a fungdo de distribuicao da varidvel em

questao e entao fazer as contas pedidas.

4. A sequir sado apresentadas algumas funcdes de densidade de varidveis aleatérias com
distribuicdo gama de parédmetros a e A. Para cada uma delas determine os valores dos

pardmetros.
8 3 ,—2x 1 —x/2 3 —3x
(@) fx(x) = sx’e™*, x>0 (b) fx(x) = —xe ™4, x >0 (c) fx(x) =/ —e™*, x> 0.
3 4 X
5. A sequir sdo apresentadas algumas funcées geradoras de momentos de variaveis aleatérias
com distribuicdo gama de parédmetro o e A. Para cada uma delas determine os valores dos

pardmetros.

4
(a) Mx(t) = (3_t) ,t<3  (b) Mx(t) =

2
2—t

1

2
L) t<s
1—3t) <V

1< 2 (c)/\/lx(t)z(
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6. Uma varidvel aleatdria continua X tem distribuicdo Qui-quadrado com n graus de liberdade
se X ~ Gama(a = n/2,A = 1/2). Neste caso usamos a notacdo X ~ x%(n). Seja X ~ x?(n),
mostre que E[X]=n e Var(X) = 2n.

7. Seja X ~ Gama(a,A) e Y = cX, para ¢ > 0.

(@) Mostre, a partir do método da transformada inversa, que Y ~ Gama(a, A/c).
(b) Mostre, a partir da funcdo geradora de momentos, que Y ~ Gama(a, A/c).

(c) Aplicando o resultado dos itens anteriores, qual a distribuicdo de Y = X/5 se X ~
Gama(3,2).

8.4 Distribuicao beta

Assim como no caso da distribuicdo Gama, a distribuicdo Beta depende de uma nova funcéo, a
funcéo beta, apresentada a sequir. Além da definicdo dessa nova fungdo veremos também algumas

de suas propriedades.

Definicdo 8.6  Funcao beta

Chama-se funcéo beta a funcéo B de duas varidveis definida por:

1
Hmﬁhi/xmﬂ1—nﬁwx ,a>0eB>0.
0

Pode-se provar que a funcdo beta esta perfeitamente definida, ou seja, a integral que a define
é um nGmero real sempre que a > 0,8 > 0. Além disso essa é uma funcdo estritamente positiva, ou
seja, B(a, B) > 0 para todos os valores de a > 0 e B > 0. A demonstracao desses resultados segue

da Propriedade apresentado na Proposicédo [8.3] e ndo serd apresentada nesse texto.
Outras propriedades interessantes e Uteis da funcao beta sdo dadas a sequir.

Proposicado 8.3 Propriedades da fungdo beta

Sdo vilidas as sequintes propriedades da fungéo beta:

_T@re)
B1) BlewB) = F o5 p)
(B2) B(a,B) = B(B, a)
U%)&a+tﬁﬁ=mmﬁfaiﬁ
(B4) B(a, B+ 1) = B(a,B) - afﬁ

(Bs) B(a,B) = Bla +1,B) + B(a, B+ 1)

Demonstracgao:
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(B1) A demonstracdo dessa propriedade ndo serd apresentada aqui, uma vez que nela sdo usados
conceitos sobre transformacdo de vetores aleatdrios, que nédo séo abordados nesse primeiro
curso de probabilidade. Mas, para os curiosos, essa demonstracdo pode ser encontrada no livro
de |DeCGroot e Schervish| (2012).

Mas note que essa relacao nos permite ver que a funcao beta estad bem definida e é estritamente

positiva, como comentado anteriormente.
(B2) Por definicao, temos que
1
B(B, a) = / xP1(1 — x)*dx.
0

Fazendo a mudanca de variavel 1 — x = t resulta em

B(B, a) = /10(1 — t)f N (—dt) = —/O (1 — 1) Pdt = /1 t* (1 — t)'~Pdt = B(a, B).

1 0

a a a a i a -ia a a " i a ia
Outra forma de demonstrar essa propriedade seria usando a Propriedade Veja que

o= (R« ana- [

Logo, B(a, B) = B(B, a).

(B3) Usando a relacédo entre as funcoes beta e gama, Propriedade e da Propriedade |(G))| da
funcao I' temos
Mo+ NIT(B) al ()" (B) a

L TPy TR TR R

(B4) Pelas propriedades anterior,

B(a,3+1)=B(B+1,a)=B(B,a)-afB=B(a,B)- afﬁ-

(B5) Primeiro veja a demonstracéo usando a definicdo da funcéo beta.
1 1
B(a+1,B8)+ B(a,B+1) = [ X011 — x)PTdx + / X911 — x)BH1-T
0 0
1
/ [xa(1 —x)P 4 xe (1 = X)B] dx
0

1
= / x4 = x)P[x + 1 — x]dx
0
= B(a, B).

s ja a 'sa a raca [ a 5 i [
Agora veja a versédo dessa demonstracdo usando as Propriedades e

a B
a1 B + B(a, B)———

a+ B
- B(a.m(

a B )
B(a, B).

Bla+1,B)+ B(a,B+1) B(a, B)

a+B+a+B
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Funcao densidade

Agora que ja conhecemos a fungdo beta podemos definir a distribuicdo beta.

Definicdo 8.7  Distribuicao beta

Uma varidvel aleatéria continua X tem distribuicéo beta com pardmetros a > 0 e B> 0 se sua
funcdo densidade é dada por
#x"’W’I —x)B1 ,se0<x<1
fx(x) =1 B(a,B)
0

, caso contrdrio.

Os parametros da distribuicdo Beta séo o e B, e 0 espaco paramétrico é definido por: o > 0

e B> 0. A notacéo usada para indicar que uma varidvel aleatdria X seque a distribuicdo Beta serd
X ~ Beta(a, B).

Note que, se X ~ Beta(a, ), entéao Im(X) = (0,1). Além disso, se X ~ Beta(1,1) entédo
X ~U(0,1).

A funcéo fx apresentada na Definicéo é, de fato, funcéo densidade, uma vez que fx(x) > 0
VxeRe

= _ 1 1 a—1 B—1 _
/_oo fx(x)dx = /0 mx (T—x)"""dx =

! a—1 B—1 1
B(O(rB)/O X1 —x) dx:mB(a,B):1.

Usando a relacao entre as funcdes gama e heta (Propriedade(B1)), podemos reescrever a funcéo
densidade da distribuicao beta como:

a+B) 41 =
fx(x) = F(a)F(B)X 1=

,se 0 < x <1
0

(8.14)

, caso contrario.

Na Figura temos exemplos das diversas formas que a densidade beta pode tomar. Note
que quando a = B8 =1, a densidade beta é a densidade uniforme no intervalo (0, 1). Na Figura

ilustra-se a propriedade reflexiva: note o efeito da inverséo dos valores de o e B. Na Figura
ilustra-se o fato de a densidade beta ser simétrica quando o = f8

(a) Exemplos diversos

(b) Propriedade reflexiva (c) Simetria se a =8

Figura 8.6 — Graficos da densidade beta
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Momentos

Este livro ndo apresenta a funcado geradora de momentos para a distribuicdo Beta, pois trata-se
de uma funcéo complexa e com pouca aplicacdo pratica. Mas podemos, de forma simples, encontrar

uma expressao geral para E(X¥) e assim encontrar qualquer momento de ordem k de X ~ Beta(a, B).

Para os cdlculos a seguir vamos usar a Propriedade apresentada na Proposicéo [8.3] além

de algumas propriedades da funcdo gama, vistas na Proposicéo

o) 1 1
k _ k _ k a=1q _ \B-1
E(X5) = / X fX(x)ch—/O B (1 —x)FTdx

_ 1 ke g1, _ Bla+k, B)
= B(O’,B)/()X+ (1—x) dX_iB(a, o

Fazendo a razdo entre momentos consecutivos e usando as propriedades da funcdo beta,
Proposicao [8.3] chegamos em uma férmula recursiva para o calculo dos momentos da distribuicao

beta que nado depende da funcao beta.

Bla+k+1,B8)

EXK) T Bla,B) Bla+k+1,8) Bla+kB) a+k  a+k
E(XK) — Bla+kB) — Bla+kB) — Blat+kBa+k+B a+k+pB
B(a, B)
Logo,
a+ k

E(X*T) = E(X¥) (8.15)

a+pB+k
Esperanca e Variancia

Usando a Equacgao e fazendo k = 0 obtemos a esperanca de uma variavel aleatdria beta.

X ~ Beta(a, B) = E(X)= . (8.16)

Ainda na mesma equacédo, fazendo agora k = 1 obtemos a varidncia de uma varidvel aleatédria

beta.

2 a+1 o a+1 a (a+ 1o
E(X)_a+/3’+1E(X)_a+B+1a+B_(a+B+1)(a+B)
e, portanto,
) _ 2 2 (a+ 1) _ a? _(a+‘|)a(a+B)—a2(a+B+1)
VorlX) = BB = g )@+ B @ap? (@t B+ o+ AP
_ a(@?+aBta+B—al—aB—a) apB

(a+ B+ 1)(a + B)? (a+ B+ ) (a+B)?

ou seja,

aB

X ~ Beta(a, B) = Var (X) = CEYEEICEY

(8.17)
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Coeficiente de Assimetria

Para calcular o coeficiente de assimetria precisamos do terceiro momento. Faremos entdo k = 2

na Equacéo [8.15)

a+2
a+B+2

(a+2)(a+1)a
(a+B+2)(a+B+1)(a+B)

E(X°) = E(X?) =

Com isso é possivel calcular o momento centrado de ordem 3,

EX—p)? = EX3) =3EX?)EX)+ 2EX)?

_ (a+2)(a + 1)a 3 (a+1)a «a ( a )3
 (a+B+2a+B+ ) a+B) (a+B+MNa+B) a+pB a+B
a4+ 3a? + 2« 3a3 + 3a? 203

@B (a+B+Na+B+2) (a+Ba+B+1) (atp)
(a3 +3a? + 2a)(a + B)? — (3> + 3a?)(a + B)(a + B+ 2) + 2a°(a + B+ 1)(a + B+ 2)

(a+BPa+B+1)(a+B+2)

a® +2a*B+ 3B% +3a* + 6B + 3a2B2 + 203 + 4a?B + 2aB?
(a+BPa+B+1)(a+B+2)

3a° + 6a*B +3a°B% 4 6a* + 6a°B + 3a* + 6a3B + 30?B? + 60> + 6%

(a+BP(a+B+1)(a+B+2)

20° +2a*B +4a* + 20*B+ 2B + 4P B + 20t + 23 B + 43

(a+BPa+B+1)(a+B+2)
—2a’B + 2aB? 2aB(B — )

(@+BPa+B+N) a+B+2) (a+B>P(a+B+Na+B+2)

Logo,
2aB(B — a)
o — (a+BPa+B+1)(a+B+2)
ap vVap '

(@+B+NWa+B? (a+BVa+B+1

ou seja, o coeficiente de assimetria da distribuicdo beta é

2B-a)at B+
"~ (@+B+2VaB

Podemos ver que a distribuicdo e simétrica quando a = B, conforme ilustrado na Figura

(8.18)

a3

Exemplo 8.10
A percentagem de impurezas por lote, em um determinado produto quimico, é uma variavel aleatdria
com distribuicdo beta de pardmetros o = 3 e B = 2. Um lote com mais de 40% de impurezas néo

pode ser vendido.
(@) Qual é a probabilidade de que um lote selecionado ao acaso ndo possa ser vendido por causa
do excesso de impurezas?

(b) Quantos lotes, em média, sdo selecionados ao acaso até que se encontre um que ndo pode ser

vendido por causa do excesso de impurezas?
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(c) Qual a porcentagem média de impurezas nos lotes desse produto quimico?

Solucéo:

(@) Seja Y = percentagem de impurezas em um lote. Queremos encontrar P(Y > 0, 4).

Pelo enunciado temos que Y ~ Beta(3,2). Entédo, a funcdo densidade de Y, para 0 <y < 1, é

definida por:

1 r3+2) ,

3—1 2-1 _ .
(1—y) = rore) (1—1y)

B(3,2)”
e o
=iy -9 =124"(1—y), 0<y<T.

Entao,

%) 1 1
P(Y>0,4)=/ fy(y)dy =/ 12y%(1 —g)c|g=12/ y? — ydy
0,4 0,4
3 4
_ 1 (u _ U)

(T84 1 256
3 4 )40 3 4 3100 410000

1 2560 — 768 1792
_12[12_( 120000 )]_1_10000_0'8208'

Seja W = numeros de lotes selecionados ao acaso até que se encontre um que nao pode
ser vendido por excesso de impureza. Queremos E(W). Veja que W ~ Geo*(0,8208). Entéo,

E(W):%:1,218.

Nesse item queremos E(Y). Como Y ~ Beta(3,2) sabemos que E(Y) = % = 0,6, ou seja, a

porcentagem média de impurezas nos lotes desse produto quimico é de 60%.

*»"

Exercicios da Secao

1.

2.

Encontre os valores numéricos para as expressdes a seguir, onde B é a funcdo Beta. Use
novamente o sequinte resultado: '(1/2) = /7, que serd demonstrado no Capitulo
(a) B(2,3) (b) B(3,1) (c) B(%,4) () B(%, %) (OBS: lembre-se: '(1/2) = /7).

Seja X ~ Beta(2, 3).

(@) Apresente a funcdo densidade de X e eshoce seu grafico.

(b) Apresente a funcéo de distribuicdo de X e eshoce seu grafico.
(c) Determine E(X) e marque o seu valor na abscissa do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Calcule P(X > E(X)) e P(X > E(X) | X < E(X) + DP(X)).
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3. Uma fabrica produz misturas industrializadas para bolos. Sabe-se que a proporcéo de farinha de
trigo para os demais ingredientes secos nessa mistura é uma varidvel aleatéria com distribuicao
Beta de pardmetros a = 3/2 e B = 3. Apods alguns testes foi possivel concluir que se a proporgao
de farinha de trigo for maior que 50% o bolo fica muito seco, e se essa proporcao for menor que
10% o bolo sola. Nesses dois casos, o bolo ndo seqgue os padroes de qualidades estipulados

pela fabrica.

(@) Em média, qual a proporcao de farinha de trigo para os demais ingredientes secos em uma

mistura para bolo feita nessa fabrica?

(b) Qual a probabilidade de uma mistura para bolo produzido nessa fabrica ndo sequir os

padrées de qualidade estipulados pela fabrica?

(c) Sabendo que uma certa unidade de mistura ndo seqgue os padrdes de qualidade estipulados
pela fabrica, qual a probabilidade da proporcdo de farinha nesta unidade estar abaixo da

média?

(d) Em um certo experimento unidades dessa mistura para bolo sdo testadas até que se
encontre 3 que ndo seqguem os padroes de qualidade. Em média, nesse experimento,

quantas unidades dentro do padréo de qualidade sao testadas?

4. A sequir sado apresentadas algumas funcdées de densidade de varidveis aleatérias com
distribuicdo beta de pardmetros a e B. Para cada uma delas determine os valores dos

parametros.
(@) fx(x) =105x%(1 —x)* 0<x<1.
(b) fx(x) =20(x> —x*, 0<x < 1.

() fx(x) = 0<x<1.

1
2V/x'
5. Seja X ~ Beta(a,B) e Y =1— X. Mostre que Y ~ Beta(B, ).

8.5 Distribuicao de Weibull

A distribuicdo de Weibull é mais uma distribuicdo cuja varidvel aleatéria assume valores em
R*. Como veremos a seguir, comparando com a distribuicdo gama, a sua vantagem é a facilidade
nos calculos de probabilidade, uma vez que temos uma expressdo para a sua funcao de distribuigdo.
A desvantagem é que os momentos dependem da funcdo gama, o que pode dificultar tornar dificil

encontrar valores numéricos para eles.

Fungao Densidade

Assim como no caso das distribuicbes anteriores, a definicdo de uma varidvel aleatdria com

distribuicdo de Weibull sera feita a partir da definicdo da sua funcdo densidade.
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Definicao 8.8  Distribuicao de Weibull
Uma varidvel aleatoria X tem distribuicéio de Weibull com pardmetros a > 0 e B > 0 se sua

funcéo densidade de probabilidade é dada por

Logo, de acordo com a Definigao [8.8] a distribuigdo de Weibull tem dois pardmetros, a e B, e o
espaco paramétrico é a > 0 e B > 0. Além disso, se X tem distribuicdo de Weibull com parédmetros
ae B, X~ Weib(a, B), entdao Im(X) = (0, c0).

Alguns autores (Rohatgi (2008), por exemplo) usam um novo pardmetro n em vez de 8% ou

7

A em vez de 1/B% (Magalhaes| (2011), por exemplo). Também é comum encontrar a distribuicao
parametrizada por trés parametros, sendo o terceiro, ndo considerado nesse texto, um parametro de

deslocamento.

Para mostrar que a funcao f apresentada na Definicao[8.8| define uma densidade, basta mostrar

que a sua integral é igual a 1, uma vez que f(x) > 0. Para tal, note que podemos reescrever essa
a—1 a
AN
() e \B , x> 0.

a a—1
Fazendo a mudanca de variavel u = (%) , que resulta em du = % (%) dx, obtemos

/Ooo (;)0—1 e_(%)adx = /Ooo e Ydu=1.

funcéo como

™I

Fungdo de Distribuigao

Uma das vantagens da distribuicdo de Weibull é a possibilidade de encontrar a sua funcao de

distribuicdo parametrizada por a e 5. Dessa forma fica facil de fazer calculos de probabilidades.

Por definicao, F(x) = P(X < x). Para x < 0 claramente F(x) = P(X < x) = 0. para x > 0,

X a—1 a
F(x):/O g(;) e (8) ar.

a
Fazendo a mesma mudanca de varidvel de antes, u = (é) , temos
Yo [t () (%) 2) —(x)°
F(x):/ — = e (/3) clt:[ e Ydu = —e_“‘((]ﬁ) =1-—e (3) .
o B\B 0
Portanto,
0 , x<0

X ~ Weibulll@,f) =  Fx(x) (8.19)

1—e A" x>0
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Momentos

Assim como para a distribuicdo Beta, a funcdo geradora de momentos de uma varidvel aleatdria
com distribuicdo de Weibull é uma funcédo complexa e com pouca aplicacdo pratica. Por esse motivo,
ela ndo serd apresentada aqui. Mas podemos encontrar uma expressdo geral para E(X*), para

qualquer k inteiro positivo.

Seja k € N,

o
Fazendo novamente u = (%) ,

o o o
K o_ ko441 _ atk 1 _ a+ k
E(Xk):/ Bkuae ”cIL/:Bk/ uat1Te “cILl:Bk/ u'e e Udu = BT ()
0 0 0 a

Ou seja,

X ~ Weibullla,B) =  EXY =gt (“Z’() . (8.20)

Esperanca e Variancia

Fazendo k =1 na Equagéo [8.20] obtemos E(X):

(8.21)

X ~ Weibullla,B) =  E(X)=8l ( ot ) .

Fazendo k = 2 obtemos E(X?):

e = g (22,
o

e, portanto,

2
X ~ Weibull(a,B) =  Var(X)=p> [r (‘”2) - (r ( ot )) ] (8.22)

a a

Formas da distribuicao de Weibull

Assintotas

ix

) el |
lim x* e P/ = lim — =00 = lim fx(x) =00
x—0t x—0t x'~¢ x—0t

(x)=B" VB

el

lim f(x) = 0.

X—0Q
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Derivada primeira

po = O a2 (3) e (3) (X))
Y(x) = Ba(a 1)x“"“e Bax e a B B
= %x"_ze (%)" [0(—1 Bzx“]

Vemos, assim, que se a < 1, entdo fi(x) < 0, o que significa que fx(x) é sempre decrescente.

Note que, quando a = 1, a distribuicao de Weibull coincide com a distribuicdo exponencial.

Consideremos, agora, o caso em que a > 1.

1
-1 [(a —1)B?]°
F) =0 x ="~ &x= w
5 i |
1
—1 [(a—1)B]°
f§<(x)<0(:)xa>aa & x> w
5 | |
1
—1 [(a—1)B?]*
F)>0ex> 2 1 axc w
5 | |
1
: (o (a—1)B°]"
Vemos, assim, que se a > 1, entdo fx(x) tem um ponto de maximo em xg = [———| .
a

Na Figura[8.7]ilustram-se as diferentes formas da distribui¢do de Weibull, bem como a influéncia

dos parémetros o e B, chamados pardmetros de forma e escala, respectivamente.

a=0,5 B=0,5

2 2
a=1 £5=0,8
a=2 8=
a=5 8=

1 1

B-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 hf1 -0.5 0 05 1 1.5 2 25 3
(@) X ~ Weib(a, 1) (b) X ~ Weib(2, B)

Figura 8.7 — Gréficos da densidade de Weibull

Exemplo 8.11

Uma empresa realiza treinamentos periddicos com seus funcionarios. Em cada grupo de treinamento
é passado uma tarefa desafio individual e os funcionarios do grupo podem fazé-la durante o tempo
que precisarem. O tempo que dura a tarefa desafio, em horas, pode ser considerado uma variadvel

aleatéria de Weibull com a=0,4e B =2

(@) Em média, quanto tempo dura a tarefa desafio em um treinamento?
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(b) Qual a probabilidade da tarefa desafio durar menos de 8 horas?

(c) A tarefa desafio j& estéd sendo realizada hd 2 horas. Qual a probabilidade dela acabar nas

préximas 2 horas?

(d) Qual o menor tempo t, em horas, para o qual podemos dizer que 95% das tarefas desafiam

duram menos que t?

Solucao:

Veja que X = tempo de duracéo da tarefa desafio, em horas e X ~ Weib(a =0,4, B = 2).

(a) Pela Equacéo [8.21]

) =2I(3,5) = 2x2,5x1,5x0,5%[(0,5) = 2x2,5%x1,5%0,5x /7 = 6,646702.

Ou seja, em média a tarefa desafio dura 6 horas 38 minutos e alguns segundos.

(b) Pela Equacéo podemos encontrar a funcéo de distribuicdo de X:

0 , x<0

4205

O que queremos nesse item é P(X <8)=F(8)=1—e = 0, 8246728.

Isso significa que a probabilidacde da tarefa desafio durar menos de 8 horas é de 82, 47%.

(c) Vamos usar novamente a funcéo distribuicdo de X. Queremos encontrar

PR<X<4) F@A)-—F2 e —e2"

A probabilidade dela acabar nas préximas 2 horas é de aproximadamente 27, 35%.

(d) Queremos descobrir o valor de t tal que P(X < t) =0,95. Ou seja, queremos t tal que

1—e 12" = 0,05
1-0,05 = e (127"
0,05 = e (27"
In(0,05) = —(t/2)*P
—n(0,05) = (t/2)*P
(—n(0,05))*% = ¢/2
2(—n(0,05))°? = ¢

Chegamos em t = 2(—1n(0,05))>? = 31,06615. O que significa que 95% das tarefas desafio

terminam em menos de 31 horas e alguns minutos.

*»"
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Exercicios da Secao

1. Seja X ~ Weib(2,2).

(@) Apresente a funcdo densidade de X e eshoce seu grafico.

(b) Apresente a funcéo de distribuicdo de X e esbhoce seu grafico.
(c) Determine E(X) e marque o seu valor na abscissa do item (a).
(d) Determine Var(X).

(e) Calcule P(X >1) e P(X > 1| X <2).

2. Uma fabrica opera com 5 maquinas e a manutencéo s6 é chamada quando 4 das 5 maquinas
quebram. Suponha que o tempo em dias entre duas manutencoes seja considerado uma variavel

aleatdria com distribuicdo de Weibull de parémetros a =0,5e B = 4.
(@) Qual o tempo médio entre duas manutencdes sequidas?
(b) Qual o desvio padrao do tempo entre duas manutengdes sequidas?

(c) Qual a probabilidade da manutencéo ficar mais de 10 dias sem aparecer na fabrica?

(d) Sabendo que hoje completa 5 dias desde a ultima manutencdo, qual a probabilidade da

préoxima manutencao nao ocorrer nos proximos 3 dias?

(e) Qual o menor tempo t, em dias, para o qual podemos dizer que 90% das vezes a manutencéao

ocorre antes de t?

3. A sequir sado apresentadas algumas funcdes de densidade de varidveis aleatdrias com
distribuicdo de Weibull de parémetros a e B. Para cada uma delas determine os valores

dos parametros.

() fx(x) = %xze’)‘%, x>0,

(b) fx(x) = % xe VX2 x> 0.
() fx(x) =18xe=%", x > 0.

4. (a) Seja X ~ Weib(a,B) e Y = X% Mostre que Y ~ Exp(A=1/B%.
(b) Seja X ~ Weib(2,1/3) e Y = X2. Usando o resultado do item (a), calcule E(Y).

a
(c) Seja X ~ Weib(a,B) e Y = . Usando o resultado do item (a) e também o resultado do

Exercicio[7] da Secéo [8.3] encontre a distribuigao de Y.

8.6 Distribuicao de Pareto

A distribuicdo de Pareto é um exemplo de distribuicdo cuja varidvel aleatdria assume valores
maiores que uma certa constante b, onde b é um de seus parédmetros. Além disso, é um exemplo de

variavel aleatdria que ndo tem todos os momentos bem definidos.
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Funcao Densidade

Mais uma vez a varidvel aleatdria seréd definida a partir da sua funcéo densidade.

Definicdo 8.9 Densidade de Pareto
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicéo de Pareto com pardmetros a > 0 e b > 0 se sua

funcéo densidade de probabilidade é dada por

a b (X+1
f(x) = /J(x) psex2b

0 ,sex <b.

Logo, de acordo com a Definicdo a distribuicdo de Pareto tem dois parametros, a e b, e o
espaco paramétrico é a > 0 e b > 0. Além disso, se X tem distribuicdo de Pareto com pardmetros a e

b, X ~ Pareto(a, b), os valores que X pode assumir estdo no intervalo (b, 00), isto é, Im(X) = (b, o).

Para mostrar que f(x) realmente define uma funcao densidade de probabilidade resta provar

que a integral é 1, uma vez que f(x) > 0.

00 a+1 00 —q |00
a (b o X
/ — () ch:aba/ x ldx = ab?"—
p b \x b —%p
o

Essa integral converge apenas se —a < 0 ou equivalentemente, a > 0, pois nesse caso lim x ¢ =
X—>0Q

.1 o -
lim — = 0. Satisfeita esta condicéo, temos que
x—00 X4

=0—abab—=1.
) _

—a

X
ab®—
—a

Funcao de Distribuicao

No caso da distribuicdo de Pareto, também é possivel encontrar a sua funcdo de distribuicéo

parametrizada por a e f3, o que facilita as contas de probabilidade.

Por definicédo, F(x) = P(X < x). Se x < b temos F(x) = 0, pois X nado assume valores menores
que b. Se x > b,

Xa b a+1 X tfax b a
Fx)=| — (=] dt=ab* | t7*dt=ab®—| =-b"(x*=b"%)=1-[=] .
t
b b a

b —al, X

Portanto,

0 sex<b
X ~ Pareto(a,b) =  Fx(x) = , e (8.23)
1—(2)" ,sex>b

x|z

Na Figura[8.8)ilustra-se a funcéo densidade e a fungéo de distribuicéo de Pareto com pardmetros
a=3eb=2
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05 05

(a) Funcao Densidade (b) Funcéo de Distribuicao

Figura 8.8 — Distribuicédo de Pareto com parametros a =3 e b = 2.

Momentos

A distribuicdo de Pareto ndo apresenta funcéo geradora de momentos bem definida para t > 0.
Ou seja, E(e”X) ndo converge se t > 0. Por esse motivo, e tambhém pela sua complexidade, ela nao

serd apresentada aqui. Mas podemos encontrar E(X¥).

00 o [ b a+1 00
E(X) :/ xk= () dt = aba/ xk=e=d¢.
b b\t b

Veja que se k = q,
E(XK) = ab“/ x7dt = ab” In(x)|° — oo.
b

Caso contrario,

k—a | Xk—a bk—a

E(X¥) = aba/ xk=a=1dt = ab®

b K—a

= ab” ( lim

b xoo k—a k—a

e o limite acima sé converge se k — a < 0, ou seja, se k < a. Nesse caso,

bk—a O’bk
E(XK) = 0— ab® = ,
(X%) « k—a a—k

Ou seja,
a k

X ~ pareto(a, b) = E(X)= ——b*, sek<a. (8.24)
oa—k
A Equacao[8.24 acima nos mostra ndo sé como encontrar os momentos de uma variavel aleatéria
com distribuicao de Pareto como também mostra que tal variavel aleatdria ndo tem todos os momentos.

S6 existem os momentos de ordem menor que a.

Por exemplo, se X ~ Pareto(a,b) com 0 < o < 1, X ndo tem nenhum momento. Ja se

X ~ pareto(a, b) com 1 < a < 2, existe E(X) mas nao existe E(X?), logo X ndo tem varidncia.

Esperanca e Variancia

Seja X ~ Pareto(a, b). Como ja comentado, X sé teréd esperanca se o > 1, caso contrario a

esperanca ndo existe. Para encontrar a esperanca de X vamos fazer k = 1 na Equacéo [8.24]
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Portanto,

a b ,se a>1
X ~ Pareto(a, b) = EX)=4 a—1 (8.25)
nao existe ,se a <1.

Como j& comentado, X sé terd varidncia se o > 2, caso contrario a varidncia ndo existe. Para
encontrar a variancia de X primeiro faremos k = 2 na Equacéo
a

E(X?) = mbz, se 2 < a.

Logo, se a > 2,

2 ab?(a—=1)?—a?b?(a—2
Var(X) = a b2—( a J) _ab (a ) 20{ (a )
a-2" a1 (a— 1) (a~2)
_ab’[a? —2a+1—ala—2)]  ab’[o?—2a+1—a’+24]
B a— a— B a— a—
(@—1) (a@—2) (@—1)(a—2)
_ ab?
(@ =1 (a—2)
Portanto,
ab?
> ,sea>2
X ~ Pareto(a, b) = Var(X) = (a—1) (a—2) (8.26)
nao existe ,se a< 2.

Exemplo 8.12
Suponha que o salario, em reais, dos funcionarios de uma fabrica seja uma varidvel aleatdria com

distribuicao de Pareto de pardmetros a =2 e b = 1.000.
(@) Qual o salario médio de um funcionario dessa fabrica?
(b) Qual o desvio padréo do salario dos funcionédrios dessa fabrica?
(c) Qual a proporcéo dos funcionarios que ganham abaixo do saladrio médio?
(d) Qual a mediana do salario dos funcionarios dessa fabrica e o que ela representa?

(e) Qual o valor do salério para o qual somente 10% dos funcionérios ganham acima desse valor?

Solucéo:
Pense no experimento de sortear um funcionario dessa fabrica e observar o seu saldrio. Seja X =

valor do saldrio do funciondrio sorteado. Segundo o enunciado, X ~ Pareto(2,1.000).

(a) Nesse primeiro item queremos encontrar E(X) e sequndo a Equagédo [8.25] E(X) existe, pois

a>1e 5
o
E(X)_a—1b_2—1

Ou seja, em média um funciondrio dessa fabrica ganha R$ 2.000,00.

1.000 = 2.000.
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(b)
(c)

Como a = 2, pela Equacéo [8.26] ndo existe a varidncia de X. Logo, néo exite o desvio padréo.

Veja que a proporcdo dos funcionarios que ganham abaixo de R$2.000,00 equivale a P(X <
2.000). Vamos calcular essa probabilidade a partir da funcdo de distribuicdo de X, Equacéo

8.23
P(X < 2.000) = P(X < 2.000) = Fx(2.000) =1 — (
Entdo, 75% dos funcionarios dessa fabrica ganham menos de R$ 2.000,00.

A mediana de uma variavel aleatéria é o valor m para o qual P(X < m) = P(X > m) = —=.

Vamos usar novamente a funcdo de distribuicdo, agora para encontrar o valor de m.

P(X <m)= % = Fx(m)= %

i (1.000)2_1

m

2

2
= m?=2x1.000?

= m=1.000V2=1.414,21.

1.000\> 1
m

Isso significa que metade dos funciondrios dessa fadbrica ganham R$ 1.414,21 ou menos. Como
sabemos também que os salarios nunca sdo menores que R$ 1.000,00, podemos dizer que

metade dos funcionarios da fabrica ganha entre R$ 1.000,00 e R$ 1.414,21.

Nesse ultimo item queremos encontrar o valor de s para o qual P(X > s) = 0,1. Mais uma vez
faremos o uso da funcédo de distribuicao.
1.000 | °
PX>s)=1—-P(X<s)=1—-Fx(s) = .
s

Entdo, se queremos o valor de s para o qual P(X > s) = 0,1, precisamos resolver

=15 = s2 =10 x 1.0002 = s =10 x 1.000 = 3.162, 27.

1.000\% 1
S

O que nos mostra que apenas 10% dos funcionarios dessa fdbrica ganham mais que R$3.162,27.

*»"

Exercicios da Secéo [8.6]

1.

Seja X ~ Pareto(3/2,1).

(a) Apresente a funcdo densidade de X e esboce seu grafico.
(b) Apresente a funcao de distribuicdo de X e esboce seu grafico.

(c) Determine E(X) e marque o seu valor na abscissa do item (a), caso ela exista.
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(d) Determine Var(X), caso ela exista.

1
(e) Encontre a mediana de X, isto é, o valor de m tal que P(X < m) =P(X > m) = 5

(f) Calcule P(X >3) e P(X > 3| X < 5).

2. Estudiosos consideram que o didmetro, em centimetros, de um certo tipo de meteorito pode ser
considerado uma variadvel aleatdria com distribuicdo de Pareto com parametro b = 1. Depois

de alguns estudos constatou-se que esse tipo de meteorito tem o didmetro médio de 10 cm.

(@) Qual a proporcéo dos meteorito desse tipo com didmetro maior que 10 cm?

(b) Se foram encontrados 15 meteoritos desse tipo, quantos, em média, tém didametro maior

que 10 cm?

(c) Qual o valor do didmetro d para o qual podemos dizer que 80% dos meteoritos desse tipo

tem didmetro menor que d?

(d) Fot encontrado um meteorito desse tipo e a Unica informacao que temos é que o seu

didmetro é menor que 10 cm. Qual a probabilidade do didmetro dele ser menor que 5 cm?

3. A sequir sado apresentadas algumas funcdes de densidade de varidveis aleatdrias com
distribuicdo de Pareto de parédmetros a e b. Para cada uma delas determine os valores dos

pardmetros.

24 1
(@) fx(x) = px x<2 (b) fx(x) = 52 x <

2
(c)fx(x)z( ! ), XS%.

8x3

N —

4. Seja X ~ Pareto(a, b). Mostre que se Y = In(X/b) entdo Y ~ Exp(a).

Exercicios para o Capitulo [

1. Na estacdo das barcas de Niterdi, durante o periodo de 6:30h as 10:00h, as embarcacbes
saem da Praca Arariboia com destino a Praca XV a cada 10 minutos, pontualmente. Suponha
que o horario que um passageiro chega na estacdo das barcas de Niteroéi seja uma varidvel
aleatdria uniformemente distribuida entre 6:58h e 7:28h. Esse passageiro chega na estacédo e
pega a primeira barca disponivel para a Praca XV. Desconsidere o tempo gasto com compra de

passagem, por exemplo.
(@) Qual a probabilidade desse passageiro embarcar as 7:10 ou antes disso?

(b) Qual a probabilidade desse passageiro esperar 7 minutos ou mais para embarcar?

(c) Se ja sdo 7:05 e o passageiro ainda ndo chegou na estacéo, qual a probabilidade dele

embarcar na barca de 7:10?

(d) Se ja sdo 7:05 e o passageiro ainda nao chegou na estacdo, qual a probabilidade dele

esperar mais de 7 minutos para embarcar?

(e) Suponha que as barcas se alternem em ora uma barca moderna e ora uma barca antiga,
comecando as 6:30h com uma embarcacdo moderna. Qual a probabilidade do passageiro

viajar em uma embarcacdo moderna?



8.6. DISTRIBUICAO DE PARETO 301

2. Sejaa > 0e X ~ U(a,4a). Determine o valor do pardmetro a de modo que:

@ PR<X<3)=23 ()PX>7)=P(X<3) (QPX>5|X<10)=">

==
3. Testes em laboratério analisaram o tempo de vida Util (em anos) da bateria de um celular
exposto a um determinado padréo de consumo. Pdde-se constatar que o tempo de vida Util das
baterias expostas a esse padréo seque uma varidvel aleatdria exponencial com valor médio de

1 ano e meio.

(@) Qual a probabilidade da bateria de um celular, exposto a esse padrdo de consumo,

ultrapassar 2 anos?

(b) Sabendo essa bateria ja funciona ha 1 ano seqguindo esse mesmo padréao de consumo, qual

a probabilidade dela funcionar por mais 1 ano?

(c) Encontre o tempo para o qual podemos afirmar com 90% de certeza que a vida (til de uma

bateria que segue esse padréo de consumo vai ultrapassar.

(d) Se 5 baterias sdo expostas a esse padrdo de consumo, qual a probabilidade de que pelo

menos 1 ultrapasse 2 anos de funcionamento?

4. O ndmero de anos que uma caixa de som funciona pode ser considerado uma variadvel aleatdria
exponencial com média de 5 anos. Se Pedro comprou um caixa de som usada, qual a
probabilidade dela funcionar pelos préoximos 5 anos? E se a distribuicdo nao fosse exponencial,
ainda é possivel de fazer as contas? Por qué? Comente a resposta baseado na propriedade de

“falta de meméria” da distribuicdo exponencial.

5. Considere que o numero de ligacdes que chegam em uma central telefonica seque um modelo de
Poisson com média de 50 ligacéo por hora. Faca os itens a seqguir usando primeiro a distribuicdo

de Poisson e depois usando uma distribuicdo continua.

(@) Qual a probabilidade da 19 ligacdo do dia demorar mais de 5 minutos para chegar?

(b) Qual a probabilidade da 1% ligacdo do dia chegar nos primeiros dois minutos de

functonamento?

6. Suponha que o tempo (em horas) até a ocorréncia de um problema na n-ésima bomba de
combustivel de um certo tipo de aeronave seja uma variavel aleatéria continua com distribuicéo
Gama(a = n, A = 1/100). Se ocorre problema em uma bomba, esta é desligada e outra bomba

é automaticamente acionada.

Em uma dessas aeronaves foram instaladas duas bombas de combustivel. Quando ocorre um
problema na primeira bomba, a sequnda bomba é automaticamente acionada. Se ocorrer um
problema na segunda bomba durante um voo ndo ha mais bombas para serem acionadas e por

isso é necessario realizar um pouso de emergéncia.

Considerando que essa aeronave ird realizar um voo com duracao de 50 horas, responda:

(@) Qual a probabilidade do voo terminar sem que a segunda bomba tenha sido acionada?

(b) Qual a probabilidade de ser necessario realizar um pouso de emergéncia devido a

problemas com a bomba de combustivel?



302 CAPITULO 8. ALGUMAS DISTRIBUICOES CONTINUAS

(c) Qual o tempo médio de voo dessa aeronave (com duas bombas) desde a sua decolagem
até a realizacdo de um pouso de emergéncia?
(d) Quantas bombas deveriam ter a aeronave para que a probabilidade de realizar um pouso

de emergéncia devido a problemas com a bomba de combustivel seja menor que 1%?

7. Expresse os itens a sequir em termos da funcdo Gama. Quando possivel encontre a resposta

numérica. Quando isso néo for possivel, reduza ao maximo o argumento da funcdo Gama.

Y e ” Yo~ idx OOX% 33X dx
(a) /0 x e “dx (b) /0 X 3e 4d () /o e 2%d
B (7 7)
55 (3 2'2 T 3
(Cl) r(Z) B(2,1) (e) W (f) /0 X2(1—X)2dx
2" 2

8. A umidade relativa, quando medida um determinado local, pode ser considerada uma variavel

aleatdria com funcdo densidade dada por

ky3(1—y)? ,se0<y<1

fly) =
0 , caso contrario.

(@) Encontre o valor de k para que f seja realmente funcéo de probabilidade.

(b) Qual o modelo probabilistico adotado para a varidvel umidade relativa? Porque esse

modelo é adequado para esse tipo de varidvel?

(c) Sabe-se que se a umidade relativa ficar abaixo de 30%, a localidade entra em estado de
atencao. Calcule a probabilidade da localidade entrar em estado de atengdo, sequndo o

modelo proposto.

9. O custo de reparacdo semanal, para uma determinada maquina, em centenas de reais, é uma
varidvel aleatéria com distribuicdo beta de parédmetros a =1 e B = 3. Qual a quantia que deve
ser reservado para os custos de reparacao, por semana, de forma a garantir que em apenas 10%

das semanas o custo de reparacdo semanal exceda o montante reservado?
10. Seja X ~ Beta(a, a).

(@) Mostre que a funcéo de densidade de X é simétrica em torno de 1/2.
(b) Sem fazer contas, encontre E(X).
(c) Esboce o grafico da funcéo de densidade de fx para: a < 1, a =1 e a > 1. Antes de

esbocar o grafico determine, para cada caso: limy_ fx(x), limy_1 fx(x) e o sinal de d—cifx(x),

para 0 < x < 1.

11. A mediana de uma varidvel aleatdria continua X é o valor m tal que P(X < m) =P(X > m) =1/2.
Encontre a mediana de X para:
(@) X ~ U(a, b) (b) X ~ Exp(A) (c) X ~ Pareto(a, b).

12. Cada item a sequir apresenta uma funcéo de densidade. ldentifique o modelo probabilistico da

variadvel aleatdria com essa distribuicdo, assim como os valores dos pardmetros.
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(@) fx(x)=1/2, =1 <x<1.

e—x/3
(b) fx(x) = —5 x > 0.
() fx(x) = 4x%e2%, x > 0.
4 (1 —x)
d) fx(x) == , 0<x< 1.
(A) fxl) = 5o
32
(€) fx(x) = 5, x> 4

() fx(x) = S—, x>0
JX
(g) fx(x) = %xe*XZM, x> 0.

13. Em cada item a sequir identifique o modelo probabilistico da variédvel aleatéria X cuja funcéo

geradora de momento é My.

(a) Mx(t) = 3_34t, t< 3 (b) /\/IX(t):f/(SiSt)z, t<5 () Mx(t) =S ;1, t+1.
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Capitulo 9

A Distribuicao Normal

Neste capitulo, iremos estudar a distribuicdo normal, uma das principais distribuicées continuas,
que tem varias aplicacdes na estatistica. Comecaremos o estudo com um caso particular, a distribuicéo

normal padréo.

9.1 Distribuicao normal padrao

Funcao densidade e funcao de distribuicao

Com o uso de coordenadas polares e integrais duplas, pode-se provar que

= o—en 7T
5 e dt = 5 (9.1)

A 202
Como a funcéo e /2 é par,

[“ettaav o [T ey
e at = Jt —e = 1.
—00 —o0 V27T

2
e~ t°/2

Jl

Isso nos leva a concluir que é uma funcao densidade e nos motiva a sequinte definicao.

Definicao 9.1 Densidade Normal Padrao
Diz-se que uma varidvel aleatoria X tem densidade normal padréo se sua fungéo densidade é

dada por

p(x) = e , —00 < X < 00

Vamos denotar por N(0;1) a densidade normal padrao e, se uma varidvel aleatdria tem tal

distribuicao, é comum representa-la pela letra Z, de modo que estabelecemos a notacdo Z ~ N(0; 1).
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A funcédo de distribuicdo de uma variadvel aleatéria normal padréo é dada pela integral

21

_ 42

P(z) = / ——e 2t (9.2)
—00 V27

para a qual ndo existe uma antiderivada em forma de funcéo elementar. Assim, ndo temos uma

expressao para a funcdo de distribuicdo e os calculos de probabilidade sé podem ser feitos a partir

de integracao numérica. Todos os pacotes estatisticos possuem rotinas especiais para esse calculo.

Analisando a expressao de ¢(z), podemos ver que ela é simétrica em torno de 0, ou seja, ela é
uma funcdo par: ¢(z) = ¢(—2z). Sendo assim, a média e a mediana da distribuicdo normal séo iguais
a 0 e, portanto, ®(0) = P(Z < 0) = 0,5. Na Figura [9.1] temos o grafico das fungdes densidade e de

distribuicao normal padrao.

Z ~ N(0;1) 1 Z ~ N(0;1) 1

(a) Funcéo densidade (b) Funcao de distribuicéo

Figura 9.1 — Distribuicdo normal padréo

Esperanca e variancia

Seja Z ~ N(0,1). Como ¢(z) é simétrica em torno do ponto x = 0, sabemos, pela Proposicéo
[6.1] que E(Z) = 0.
Como E(Z) =0,

+00 1 2 +00
Var(Z) = E(Z%) = Zzﬁe dz = \E/o z
—0Q J T

uma vez que a funcao a ser integrada é par. Esta integral é calculada usando o método de integracédo

2
2672°12dz7,

2 ~ _ ;2 .
por partes. Faca u =z e dv = ze™*/?dz, entdo du = dz e v = —e~?/?. Sequindo com as contas,
2 too 2 2 25| to0 too 2 7
Var(Z) = — e ¥ Pdz = —— | —ze™? /2‘ + e #ldz | = ——/5 =1.
V27 Jo 27 0 0 V2 \ 2

0 2

Resumindo,

Z~NO0:1) = EZ)=0 e Var(2)=1. (9.3)
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Funcao geradora de momentos

Seja Z ~ N(0; 1); entdo, sua funcdo geradora de momentos é

|
[.7

Mz(t) =

I
I
I
o) o

2
X2 x

ﬁ

[ ( x2 — 2tx ) ]
exp|— | ——=——||dx
271 |

[ [ x —2tx+t2
e[| )] e
[ 2tx+t2 t
N
1 [ 2tx+
700\/2776)('3 —(
t)

(3)]*

] (5)
Jomrn

1
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Para ver que a ultima integral resulta em 1 basta fazer a troca de variavel y = x — t e perceber

que se chega na densidade de uma normal padréo.

Concluindo,

7 ~

N@O,1) = Mz(t) =

As derivadas primeira, sequnda e terceira de Mz(t) séo:

e dal obtemos os resultados ja

entao,

M(2)
MII(Z)
MIII(Z)

tMz(t)

r2 12

Mz(t) + tM5(z) = (1 + t2)Mz(t)

2tMz(t) + (1 + t)My(2) =

(3t + t3)Mz(t)

(9.4)

vistos: E(Z) = M,(0) = 0, E(Z2) =1 = Var(Z) =1e E(Z}) = 0. E

0-3-1.0+2.-0°
1

o3 =

o que confirma que a distribuicdo é simétrica.

=0,

Uma aplicacdo direta de que a densidade da normal padrdo integra 1, ou do resultado da

Equacao 0 que é equivalente, é a possibilidade de se calcular I'(1/2). Veja o Exemplo

Exemplo 9.1

Mostre que '(1/2) =

Solucao:

Veja primeiro que

N

I (1) :/ x 2o Xdx.
2 0
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O primeiro passo para resolver essa integral é realizar a substituicdo u = V2x e depois
identificar a integral da densidade da normal padrdo ou entdo a integral da Equacéo 9.1} Fazendo

u = V2x temos x = u?/2 e dx = udu. Entao,

1 o0 oo [,2\ 712 2 o0 2 o0 2
[ () :/ x 2e=Xdx :/ () e U Pydu = \fZ/ u e v Pydu = \ﬁ/ e U 2dy.
2 0 0 2 0 0

e . , . ~ , T .
A ultima integral é justamente aquela apresentada na Equacéao logo seu valor é 4/ 5 e com isso

’I oQ -
F(z) :\fZ/ e*”Z/ZdLIZ\EW/%Z\/E.
0

*»"

Exercicios da Secao
1. Seja Z ~ N(0;1). Mostre que se X = —Z entao X ~ N(0;1).

11
2. Seja Z ~ N(0;1). Mostre que se X = Z? entdao X ~ Gama (2, 2). Obs: X assim definida tem

distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

1
3. Seja Z ~ N(0;1) e X ~ Gama 5,3 . Apresente uma transformacdo de Z que seja

tdenticamente distribuida a X. Dica: use o resultado do exercicio anterior combinado com

aquele que mostra que se X ~ Gama(a, A) entdo cX ~ (a, Alc).

9.2 Calculo de probabilidades da normal padrao

Vimos anteriormente que o calculo de probabilidades associadas a variaveis aleatdrias

continuas envolve calculo de integrais da funcdo densidade:

b
Pla < X <b)= / fx(x)dx.

a

Isso, obviamente, continua valendo para as varidveis aleatdrias com distribuicdo normal padrao.
A diferenca esta no fato de que o calculo de tais integrais para a densidade normal padrdo requer
métodos numéricos, uma vez que a densidade dessas variaveis aleatérias ndo tem antiderivada. Para
facilitar esses célculos podemos usar tabelas em que alguns valores j& se encontram calculados (a
partir de métodos numéricos). As tabelas bésica fornece probabilidades associadas a densidade

normal padréo.
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Tabela P(0<Z<2)

A Tabela do Apéndice [B] serd usada para calcular probabilidades associadas a uma varidvel
aleatdria normal padrdo. Assim, com essa tabela, poderemos calcular probabilidades relacionadas a
uma variavel aleatéria Z ~ N(0; 1), como por exemplo, P(Z > 1), P(Z < 3) ou P(—-1 < Z < 2).

Vamos analisar cuidadosamente esta tabela. A partir do cabecalho podemos ver que as entradas
no corpo da tabela fornecem probabilidades do tipo P(0 < Z < z). Com relacdo a abscissa z, seus
valores sao apresentados na tabela ao longo da coluna lateral a esquerda em conjunto com a linha
superior. Na coluna a esquerda, temos a casa inteira e a primeira casa decimal de z; ja na linha

superior, temos a segunda casa decimal. Por exemplo, ao longo da primeira linha da tabela, temos

probabilidades associadas as abscissas 0,00, 0,01, 0,02, ..., 0,09. Na segunda linha da tabela, temos
probabilidades associadas as abscissas 0,10, 0,11, 0,12, ..., 0,19. E na ultima linha da tabela, temos
probabilidades associadas as abscissas 3,40, 3,41, 3,42, ..., 3,49.

A entrada 0,0000 no canto superior esquerdo da tabela dé a seqguinte probabilidade: P(0 < Z <
0, 00), ou seja, P(Z = 0) e, como visto, essa probabilidade é nula, uma vez que, para qualquer variadvel
aleatdria continua X, P(X = xo) = 0. A sequnda entrada na primeira linha, 0,0040, corresponde a
P(0 < Z <0,01), que é a drea sob a curva de densidade normal padronizada compreendida entre os

valores 0 e 0,01, veja o primeiro grafico no inicio do Apéndice [E}

Note que esta tabela apresenta probabilidades correspondentes a abscissas positivas. Para
calcular probabilidades associadas a abscissas negativas, teremos que usar o fato de a curva da
densidade normal ser simétrica. Sempre faca um eshoco do gréfico da funcéo densidade, sombreando
a area correspondente a probabilidade desejada; isso lhe ajudara no célculo da probabilidade. Vamos
terminar esta secdo apresentando varios exemplos de calculos de probabilidades para uma varidvel
aleatéria Z com distribuicdo normal padréo, ou seja, no que seque, Z ~ N(0;1). Os exemplos
apresentados cobrem todas as situacdes possiveis. Assim, é importante que vocé entenda bem a

situacdo ilustrada em cada um dos exemplos, para poder aplicar o método de solucdo adequado.

Exemplo 9.2
A partir da Tabela [B.T] do Apéndice [B] calcule P(0 < Z < 1,22).

Solucao:
Veja as Figuras e Essa probabilidade é dada diretamente na Tabela [B.1] utilizando a

entrada correspondente a linha 1,2 e a coluna com o valor 2. O resultado é P(0 < Z < 1,22) = 0, 3888.

Exemplo 9.3 *
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule P(1 < Z < 2).

Solucao:

A Figura [9.3]ilustra a probabilidade desejada como a drea sombreada.

Note que este exemplo trata da probabilidade entre duas abscissas positivas e que essa
probabilidade pode ser obtida pela diferenca entre as dreas das Figuras e cujos valores
sdo encontrados diretamente na Tabela conforme as Figuras [9.4b| e [9.4d
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Casa inteira 2° decimal
. e 13Decimal 0 1 2 3 4

g 0,0 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160

/“ 0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557

o2 0,9 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264

1,0 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508

- ~ 1,1 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729

— | . 1,2 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925

l 1,3 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099

(a) Interpretacdo como area (b) Uso da tabela
Figura 9.2 — Calculo de P(0 < Z < 1,22) a partir da Tabela
/.
Figura 9.3 -P(1 <Z<?2)
Concluimos, entéo, que
P1<Z<2)=P0<Z2<2)—P(0<Z2<1)=0,4772-0,3413 = 0,1359.

Exemplo 9.4 ¢

A partir da Tabela [B.T] do Apéndice [B] calcule P(Z > 1).

Solucéo:

Note que este exemplo trata da probabilidade de Z ser maior que uma abscissa positiva. Na Figura
ilustra-se essa probabilidade como a drea sombreada, que pode ser obtida pela diferenca entre
as dreas das Figuras e A primeira 4rea corresponde a probabilidade P(Z > 0) e é igual a
0,5, pois a média p =0 é o eixo de simetria e a adrea total é 1. Logo, P(Z > 0)=P(Z <0)=0,5. A

segunda area vem direto da Tabela

Concluimos, entéo, que

P(Z>1)=0,5-P0<Z<1)=0,5-0,3413 = 0,1587.

Exemplo 9.5 ¢
A partir da Tabela [B.T] do Apéndice [B] calcule P(Z < 1).

Solucao:

Note que este exemplo trata da probabilidade de Z ser menor que uma abscissa positiva. Na Figura
ilustra-se a probabilidade desejada como a érea sombreada, que pode ser obtida pela soma das
areas das Figuras e A primeira area corresponde a probabilidade P(Z < 0) e é igual a 0,5,

conforme visto no exemplo anterior.
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Casa inteira 2° decimal
) e 13Decimal 0 1 2 3 4
- 0,0 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0150
/“ 0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557
0.2 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,010 | 0,0948
18 0,4641 | 0,4649 | 0,4656 | 0,4564 | 0,4571
- " . 1,9 0,4713 | 0,4719 | 0,4726 | 0,4732 | 0,4738

2,0 0,4772 | 0,4778 | 0,4783 | 0,4788 | 0,4793
2,1 0,4821 | 0,4826 | 0,4830 | 0,4834 | 0,4838

(@) P(0<Z<?2) (b) Uso da tabela

Casainteira 2" decimal

e 12Decimal 0 1 2 3 4
0,0 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160
0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557
0,2 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948
0,8 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2995
0.9 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264

1,0 0,3413 | 0,3438 | 0,361 | 0,3485 | 0,3508
11 0,3643 | 0,3685 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729

(PO Z<LT) (d) Uso da tabela

Figura 9.4 — Calculo de P(1 < Z < 2) a partir da Tabela

N e e
, \ = /
/
% S // N
(a) P(Z > 1) (b) P(Z > 0) @PO<Z<1)

Figura 9.5 — Calculo de P(Z > 1) a partir da Tabela H

Concluimos, entéo, que

P(Z<1)=P(Z<0)+P0<Z<1)=0,5+0,3413 =0,8413.

Exemplo 9.6 ¢
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule P(Z < —0,5).

Solugao:

Note que este exemplo trata da probabilidade de Z ser menor que uma abscissa negativa e, agora,
comecamos a trabalhar com abscissas negativas. Na Figura ilustra-se a probabilidade desejada
como a area sombreada. Pela simetria da curva de densidade normal, essa drea é igual a area

sombreada na Figura que corresponde a P(Z > 0,5).

Concluimos, entéo, que

P(Z<—0,5)=P(Z>0,5=0,5-P(0< Z<0,5 =0,5-0,1915 = 0, 3085.

Exemplo 9.7 *"
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule P(Z > —0,5).
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(a) Pz < 1) (b) P(Z < 0) (PO<Z<1)

Figura 9.6 — Calculo de P(Z < 1) a partir da Tabela 3.1

(a) P(Z < —0,5) (b) Simetria: P(Z > 0,5)

Figura 9.7 — Célculo de P(Z < —0,5) a partir da Tabela

Solucao:

Note que este exemplo trata da probabilidade de Z ser maior que uma abscissa negativa. Na Figura
ilustra-se essa probabilidade como a drea sombreada, que é a soma das dreas sombreadas nas
Figuras e Essa ultima drea, por sua vez, é igual a drea representada na Figura pela

simetria da curva de densidade.

Concluimos, entéo, que

P(Z>-0,5)=P(-0,5<Z<0)+P(Z>0=P0<Z<0,5+0,5=0,1915+0,5 = 0, 6915.

Exemplo 9.8 *"
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule calcule P(—2,1 < Z < —1,4).

Solucao:

A probabilidade pedida esta ilustrada na Figura como a area sombreada.

Note que este exemplo trata da probabilidade de Z estar entre duas abscissas negativas. Por

simetria, essa drea ¢ igual a 4rea ilustrada na Figura jé analisada no Exemplo [9.3]

Concluimos, entéo, que

P(-2,1<Z<-1,4 = P(1,4<Z<21)=P0<Z<21)-P0<Z<1,4)
= 0,4821 —0,4192 = 0,0629.

Exemplo 9.9 *
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule P(—2,1 < Z < 1,4).
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— _

(b) P(Z > 0)

Y N

-
—_ — —

o “J — I

() P(-0,5<Z72<0) (d) Simetria: P(Z < Z<0,5)

Figura 9.8 — Calculo de P(Z > —0,5) a partir da Tabela

(@) P(=2,1 < Z < —1,4) (b) Simetria: P(1,4 < Z < 2,1)

Figura 9.9 — Célculo de P(—2,1 < Z < —1,4) a partir da Tabela E

Solucao:
Note que este exemplo trata da probabilidade de Z estar entre duas abscissas, uma negativa e outra
positiva. Na Figura[9.10a|ilustra-se a probabilidade como a area sombreada, que é a soma das areas

representadas nas Figuras e Por simetria, essa Ultima area é igual a 4rea sombreada
na Figura o que nos leva a conclusédo de que

P(—2,1<7Z<1,4) PO<Z<1,4)+P(-21<Z<0)=P0<Z<1,4+P0<Z<21)

0,4821 40,4192 = 0,9013.

*»"

Tabela [B.2} ®(z) = P(Z < 2)

Muitos livros usam outra tabela no lugar da Tabela apresentada nos exemplos anteriores.
Essa outra tabela é a Tabela [B.2] do Apéndice [B] e apresenta os valores da funcéo de distribuicao da

normal padréo ®, para z > 0, definida por:

d(z) = P(Z < 2).
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(c) P(-2,1<Z2<0) (d) Simetria: Simetria: P(0 < Z <
2,1)

Figura 9.10 — Célculo de P(—2,1 < Z < 1,4) a partir da Tabela

Assim como a Tabela [B.1} a Tabela [B.2] nos permite fazer qualquer conta de probabilidade
relacionada a uma variadvel aleatéria Z ~ N(0; 1). Essas duas tabelas sdo equivalentes, veja que os

valores da primeira equivalem aos valores da segunda somados de 0,5, que é P(Z < 0).

Vamos usar essa nova tabela para refazer os exemplos vistos anteriormente, que seréo
apresentados em uma ordem diferente, mais didaticamente apropriada para o novo contexto.
Exemplo 9.10

A partir da Tabela [B.2] do Apéndice [B] calcule P(Z < 1).

Solucao:

Essa probabilidade resulta diretamente da definicdo de distribuicdo acumulada:
P(Z <1)=®(1,0) = 0,8413.

Esse valor pode ser encontrado na linha 1,0 e na coluna 0,0 da Tabela [B.2]
Exemplo 9.11

A partir da Tabela [B.2] do Apéndice [B] calcule P(Z > 1).

Solucao:

Pela lei do complementar, temos que
P(Z>1)=1-P(Z<1).
Mas, como Z é uma variavel aleatdria continua, sabemos que P(Z = z) = 0. Logo,

P(Z<2z)=P(Z< 2).
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Assim,
PZ>1)=1-PZ<1)=1-PZ<1)=1-®(1,0)=1-0,8413 = 0,1587.

*»"

Exemplo 9.12
A partir da Tabela [B.2] do Apéndice [B] calcule P(Z < —0,5).

Solugao:
Vimos, no Exemplo [9.6] que
P(Z < —0,5) = P(Z > 0,5).

Logo,

P(Z<-0,5)=P(Z>0,5=1-P(Z<0,5=1-P(Z<0,5=1-®(0,5=1-0,6915 = 0,3085.

Exemplo 9.13 ¢
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule P(Z > —0,5).

Solucao:

Veja as Figuras e

N\

(a) P(Z > —0,5) (b) Simetria: P(Z < 0,5)

Figura 9.11 — Calculo de P(Z > —0,5) a partir da Tabela

P(Z>-0,5)=1-P(Z<—0,5)=1—P(Z > 0,5 =P(Z <0,5) = $(0,5) = 0,6915.

Exemplo 9.14 *"
A partir da Tabela [B.2] do Apéndice [B] calcule P(0 < Z < 1, 22).

Solugéo:

Veja as Figuras[9.72a] [9.72b| e [9.12d

PO<Z<1,22)=P(Z<1,22)—P(Z<0)=d(1,22)—0,5=0,8888 — 0,5 = 0, 3888.

*»"
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(@) P0<Z<1,22) (b) P(Z < 1,22) () Simetria: P(Z < 0)
Figura 9.12 — Calculo de P(Z < 1,22) a partir da Tabela

Exemplo 9.15
A partir da Tabela [B.2] do Apéndice [B] calcule P(1 < Z < 2).

Solucao:

Veja as Figuras[9.13a][9.73b e [9.73d

y \\ \
/ of AN

(a) P(1,0 < Z < 2,0) (b) P(Z < 2,0) (c) Simetria: P(Z < 1,0)

Figura 9.13 — Célculo de P(1 < Z < 2) a partir da Tabela

PA<Z<2) = PZ<2)—PZ<1)=P(Z<2) —P(Z<1)=d(2,0) —d(1,0)
= 0,9772—0,8413 = 0,1359.

*"
Exemplo 9.16
A partir da Tabela [B.2] do Apéndice [B] calcule P(—2,1 < Z < —1,4).
Solugao:
Usando os resultados do Exemplo temos que
P(-2,1<Z2<-1,4)=P(1,4<Z2<2,1)=d(2,1) —P(1,4) =0,9821 — 0,9192 = 0, 0629.
*

Exemplo 9.17
A partir da Tabela do Apéndice [B] calcule P(—2,1 < Z < 1,4).
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Solucao:

Usando os resultados do Exemplo [0.72] temos que

P(—2,1<Z<1,4) d(1,4) — P(Z < =2,1) = d(1,4) — d(=2,1)

®(1,4) —[1 — P(2,1)] = 0,9192 — (1 — 0,9821) = 0, 9013.

*»"

Exercicios da Secéao [9.2

1. Seja Z ~ N(0;1). A partir das Tabelas [B.1] e [B.2] encontre os valores numéricos das
probabilidades pedidas a sequir. Faca o calculo duas vezes, uma para cada tabela.
(@) P(Z>2,43) (b)y P(Z>—-1,81) (c) P(Z£<2,76)
(d) P(Z < —0,68) (e) PO<Z<1,31) (f) P(-0,45<Z<0)
(g0 P(-1,4<Z2<23) (hy P(1,21 < Z < 1,96) (i) P(=2,02<Z < —0,006)

1 d
55 entdo X = Z?. Usando essa relacdo e as

2. Vimos no Exercicio [2| que se X ~ Gama >
tabelas da distribuicao normal padrao, calcule P(X < 1).

1 1
3. Seja X ~ Gama (2,3). A partir da tabela normal, encontre P (2 < X< 1). Dica: use o

resultado do Exercicio [3 da Segéo [9.7]

9.3 A distribuicao normal

Seja Z ~ N(0; 1). Vamos definir uma nova variavel aleatéria X como transformacéo linear de Z:
X=up+oZ,

em que y € R e 0 > 0. Vamos encontrar a funcao densidade de X.

Fx(x) =P(X<x)=Pu+0Z<x)=P (ng_“) :(l)(x—u).

o g
Logo,
1(x—p\?
dFx 1 X —u 1 ) )
f = = — = o
x(x) dx () a(p( o ) \/21—1026

e uma variavel aleatéria com essa funcdo densidade é denominada Normal, como definido abaixo.
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Definicdo 9.2  Distribuicao Normal

Diz-se que, uma varidvel aleatéria continua X, definida para todos os valores em R, tem

2 2

distribuicdo normal com pardmetros 1 e 0°, onde —oco < p < o0 e 0 < 0° < oo, se sua

funcéo densidade de probabilidade é dada por

(x— )
flx) = ——=e 207 , —00 < x < 00.

Usaremos a notacao X ~ N(u, 0%) para indicar que X tem distribuicdo normal com pardmetros
e d°. Vaja que o pardmetro i pode assumir qualquer valore real, j4 o pardmetro g tem que ser um
real positivo. Se py = 0 e 0? = 1 chegamos na densidade de uma normal padréo, ou seja, a normal

padréo é um caso particular da distribuicdo normal.

Caracteristicas da funcao densidade normal

Vamos analisar com mais detalhes como é o grafico da funcdo densidade de uma variavel

aleatdria normalmente distribuida. Seguem listados pontos importantes para essa andlise.

1. Simetria: a funcdo densidade normal é simétrica em torno de t, note que f (1 — x) = f (u + x).

2. Assintotas: lim f(x) = lim f(x) = 0. Esse resultado seque diretamente do fato de que

X—>—0Q X—0Q

1
limy—oo €7 = limy—oo — = 0.
eX

3. Ponto de méaximo: para encontrar o ponto onde a curva de f assume seu valor mdximo vamos

buscar os pontos criticos, que sdo as raizes da derivada de f.

\/2;7exp [—(XZ_UQ’)Z] [—21022(x - M)] =1 (*5")

ffix)=0ex=up

fix) =

e assim, x = p é um ponto critico. Como f'(x) > 0 para x < p e f'(x) < 0 para x > p, entdo f é
crescente a esquerda de p e decrescente a direita de p. Seque, entdo, que x = p é um ponto

de maximo e nesse ponto
1

V2ra?

4. Pontos de inflexdo: para encontrar os pontos de inflexdo vamos procurar as raizes da segunda

f(p) =

derivada.

f(x) = —f'(x) (X — “) ) = — [—f(x) (X — “)] [X — “] ) =

02 02 02

T [(X ;4“)2] - = () [(X — K- 02]

ot
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Analisando a segunda derivada, tem-se que:
f'x) =0 (x—pl=cd’e|x—u=cex=py+ocoux=p—o
Entado os pontos de inflexdo da curva da densidade normal sdo x =py+o0ce x =py—o.
5. Concavidade: para estudar a concavidade precisamos analisar o sinal da segunda derivada.

'x) >0 & (x—p’>cde|x—py>0cex>p+ooux<py—o
f'x) <0 & (x—pl<d’e|x—py<oeop—0<x<p+o
Logo, f(x) é cbncava para cima se x > p+ 0 ou x < py— 0 e é cOncava para baixo quando

H—o< x<u-+o.

Na Figura é apresentado o gréfico da densidade normal. Nela estdo representados o eixo

de simetria, em x = p, os pontos de inflexdo, em x = y— 0 e x = p+ o e o valor méximo da funcao,

que é e ocorre em x = [I.

27wa?

V202

Hto W H+o

Figura 9.14 — Densidade normal com média i e varidncia o

Esperanca e Variancia

J& vimos que se X ~ N (u; 02), entdo X = p+ 0Z, com Z ~ N(0;1). Veremos que essa relacao
serd muito usada para realizar calculos da distribuicdo normal. Para comecar, vamos encontrar a

esperanca e varidncia de X.
EX) = E+02)=p+0EQZ)=p+0=>E(X) =y

Var(X) = Var(u+ 0Z) = 0*Var(Z) = 0% x 1 = Var(X) = o¢°.

Resumindo:

X~ N ( i 02) =  EX)=p e Var(X)=0? (9.5)
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Os parémetros da densidade normal sdo, entdo, a média e a varidncia, que sdo medidas de
posicdo e dispersao, respectivamente. Valores diferentes de p deslocam o eixo de simetria da curva

2

e valores diferentes de g2 mudam a dispersdo da curva. Quanto maior o2, mais “espalhada” e mais

“achatada” é a curva, veja o gréfico da Figura[0.74]

O importante a observar é que a forma é sempre a de um “sino”. Na Figura temos
exemplos de densidades normais com a mesma varidncia, mas com médias diferentes. O efeito é o
“deslocamento” do eixo de simetria da densidade. J& na Figura temos duas densidades com
a mesma média, mas varidncias diferentes. O efeito é que a densidade com maior varidncia é mais

dispersa e achatada.

04 N(3:1)

N(3:4)

(a) Variancias iguais, médias diferentes (b) Médias iguats, varidncias diferentes

Figura 9.15 — Efeito dos parametros sobre a forma da densidade normal

Funcao de distribuicao

A funcédo de distribuicdo da densidade normal é dada pela integral

X 2
F(x):/ L —% (t_“) dt, (9.6)

o0 V2702 g

para a qual ndo existe uma expressao parametrizada por p e g2, uma vez que a densidade normal

nao tem antiderivada.

Na Figura [9.16] apresentamos a fungao de distribuicdo associada as densidades N(0; 1), N(3; 1)
e N(3;4). Note que, pela simetria da densidade em torno da média 1, sempre teremos F(u) = 0,5,

pois a mediana também é p. Esse fato é ilustrado com as linhas pontilhadas na figura.

Funcao geradora de momentos

Como X é uma transformacéo linear de Z resulta, da Proposicéo que a funcdo geradora de
momentos de X é dada por

Mx(t) = thMz(Ut) _ eL’erZtZ/Z.
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N(3;1) N2

Figura 9.16 — Funcdo de distribuicdo da N(0; 1), N(3;1) e N(3;4)

Logo,
X~ N od) = My(t) = etle” 2, (9.7)

Veja que Mx(0) = 1. Vamos calcular as trés primeiras derivadas e os respectivos momentos.

M (t) (u-l— to )
M (u +to ) + a2 My (t) = Mx(t)(u + ta?)? + a®Mx(t) = Mx(t) [(u +tod)? + 02]
MY (t [/,/+ta +U]+/\/IX (1)20%(u + to?)

)
= Mx(t) 1+ t0?) [+ t0?)? + 02| + Mx(t)20%(u + to?)
= Mx(t)(p + to?) [u+ta +30 ]
23 4 30%(u + to )]
e, portanto,
E(X) = My(0) =
E(X?) = MY(0) = 1 + o?Var(X) = 1 + 0 — i = d?

12 4 3pc? = 3u(? + o?) + 3P — 1P
3
o

E(X3) = MY(0) = 1 +3p0” = a3 = = 0.

Esse resultado ja era esperado, uma vez que a densidade normal é simétrica em torno de .

Vejamos agora, na Proposicao um resultado importante e com varias aplicacoes praticas.
Com ele podemos concluir que a qualquer transformacao linear de uma varidvel aleatdria normal

resulta numa varidvel aleatdria também com distribuicao normal.

Proposicao 9.1 Transformacao Linear de N(u; o?)
Seja X ~ N(u,0?). Se Y =aX + b, coma,b €R, entdo Y ~ N(ay + b, a’ad?).

Demonstracgao:
A demonstracdo desse resultado sera feita a partir da funcéo geradora de momentos. Como X ~
N(u; 0%) sabemos, pela Equacéo que

Mx(t) = et 12,
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Usando o resultado da Proposicéo temos

2042 2,242 2,242
/\/’y(l’) — ethx(tCI) — etbeutuea (ta)/2 _ etb+ymea a‘t )2 _ et(b+ya)ea ast</2

Mas essa é a funcéo geradora de momentos de uma variével aleatdéria normal de média b+ au

e varidncia a?d?. Logo, Y ~ N(b + ap, a’d?). (]

Coeficiente de curtose

A distribuicdo normal tem varias aplicacbes na estatistica. Sendo assim, muitas vezes, é
importante identificar se uma distribuicdo se “parece” com a distribuicdo normal. Uma das medidas

utilizadas para isso é o coeficiente de curtose.

Definicao 9.3  Coeficiente de Curtose
Seja X varidvel aleatéria com E(X) = p e Var(X) = 2. O coeficiente de curtose de X, denotado

por aa, é definido por
E[X —u)']

o’ 3

a4 =

supondo a existéncia dos momentos envolvidos.

O coeficiente de curtose mede afastamentos em relacédo a distribuicdo normal, tanto em termos
de pico, quanto em termos da espessura das caudas da distribuicdo. A subtracdo de 3 no coeficiente
tem a ver com o fato de o momento centrado de ordem 4 da distribuicdo normal ser 3, conforme

mostraremos em seguida; assim, um coeficiente 0 indica total semelhanca com a distribuicdo normal.

Coeficientes positivos indicam distribuicées leptocurticas, que tém picos mais acentuados que
a normal e coeficientes negativos indicam uma distribuicao platictrtica, que é mais “achatada” que

a normal. Na Figura ilustram-se algumas dessas distribuicdes. EI

Para facilitar as contas do coeficiente de curtose, vamos escrevé-lo em termos dos momentos

de ordem k, sendo k=1, 2,3, 4.

E[(X — p)* 1
a = M -3=—E [X4 —4X3u+ 66X — AXyP + u4] -3
g g
1
= = [E(X4) — AP E(X3) + 612 E(X?) — 4P E(X) + u4] -3
1
- = [E(X“) — 4 E(X3) + 642 E(X?) — 3u4] -3 (9.8)

ou, substituindo p1 por E(X) e a2 por Var(X),

1
= —-
"7 Vark(x)

'0s histogramas foram gerados a partir de 5000 observacées simuladas das seqguintes distribuicdes: t(200), Uni(0, 1),

[E(X4) —4E(X)E(X3) + 6 E2(X)E(X?) -3 E4(X)] -3. (9.9)

Laplace e logistica, ambas com parametro de escala igual a 1 e parametro de localizagéo 0.



9.3. A DISTRIBUICAO NORMAL 323

(a) Mesoclrtica - a4 = 0,01 (b) Platictrtica - a4 = —1,2

(c) Leptoctrtica - a4 = 3,15 (d) Leptoctrtica - a4 = 0,98

Figura 9.17 — Distribuicdes com diferentes coeficientes de curtose

Exemplo 9.18 Coeficiente de curtose da distribuicado normal

Calcule o coeficiente de curtose de X ~ N(u; 2).

Solugéao:
O coeficiente de curtose envolve o momento de ordem quatro; sendo assim, vamos calcular a derivada

de ordem quatro da funcdo geradora de momentos de X.

M) = M0 [0+ t0%) + 307 + t0)?| + Mx(t) [30%(u + to?)? + 30"

= M (t)(y + ta?) [(u +to?)® + 302 (u + ta)z] + Mx(t) [3az(u + to?)? + 304]

Mx(t) [(u + to?) + 60%(u + to?)? + 304] .
Logo,
E(X*) = M0) = u* + 61207 + 30

e, portanto, de acordo com a Equacao lembrando que E(X) = p, E(X?) = 1> + 0 e E(X3) =

1P + 3p0?, o coeficiente de curtose é

1 —
o = —[EXY) - 4wEX) + 6P E(X) - 3u4] -3

1 _

= 5 ut +6p0? + 30" — 4u(u3 + 3u02) + (iuz(u2 + 02) — 3;14] -3
1 -

= S vt + 6120 + 30 — 4t — 120767 + 6ut + 642 0% — 3u4] -3
30*

= F _ 3 == 0,

o que confirma o resultado j& comentado anteriormente.

*»"
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Exemplo 9.19 Coeficiente de curtose da distribuicdo gama

Calcule o coeficiente de curtose de X ~ Gama(a; A).

Solucéo:

Para isso vamos precisar dos quatro primeiros momentos de X.
Na Secéo[8.3]jé encontramos os trés primeiros momentos da distribuicao gama e a sua varidncia:

a?+a
A2 '

a’ +3a? + 2a

Var(X) = = e E(X) = e

E(X) = % . E(XY) = >

Para calcular o quarto momento de X vamos avaliar a derivada de ordem quatro da funcéo

geradora de momentos da gama em t = 0:

v 3(A — t)%(a? + 3a% + 2a) a’ +3a + 2a
MW () = Mx(t) + My (t) ———5—
e entdo, lembrando que Mx(0) =1 e M} (0) = E(X),
iv 3023 + 302 + 2a a® +3a? + 2a
By = M) = PHECTICT 20 (0) 4 g (o)L E 2
_ 3(a® 4+ 3a? + 20) +ga3+3a2+2a
B A A A3
_ 3(@+3a%+2a)  ala®+3a%+20)
- Py * Py
(o +3a% +20)(3 + a)
= )\4 .
Substituindo agora os momentos encontrados na Equacéo [9.9
1
a = —— |EXY) —4EX)E(X®) + 6 EX(X) E(X?) — 3E(X)*| - 3.
¢ = i [EX) — BN ERC) 4 6B X EQ) — 3E]
A (@ + 30 +2a)(3 + a) aa®+3a% +2a a’ o’ + a at
= 2 e YT T |3
/I -
= — [(®+3a® +2a)3 + a) — 4a(a® + 3a® + 2a) + 6a%(a® + a) — 3a’ | - 3.
a2
1 —
= =2 3a3+9a2+6a+a4+3a3+2a2—40(4—120(3—80(2+6a4+6a3—3a4] - 3.
2 2 6 6
_ M_ﬁi&ﬁg_g},
a a o a

Veja que quanto maior for o valor de o menor é o coeficiente de curtose de uma gama. Isso
mostre que quanto maior for o valor de @, mais parecida com a normal é a distribuicdo gama, o que
pode ser verificado na Figura que compara o grafico da densidade de duas variaveis aleatérias
com distribuicdo gama, X1 ~ Gama(2,1) e Xo ~ Gama(10,1). Qual dos dois graficos se parece
mais com o grafico da densidade de uma normal? O segundo, o da densidade de X; ~ Gama(10,1),

justamente a varidvel aleatdria com menor coeficiente de curtose entre essas duas.

*»
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(a) Funcéo densidade de Xy ~ Gama(2,1) (b) Funcéo densidade de X; ~ Gama(10,1)

Figura 9.18 — Comparacéo da densidade de duas gamas

Exercicios da Secéao [9.3]

1. A sequir sdo apresentadas algumas funcdoes de densidade de varidveis aleatdrias com

distribuicdo Normal de pardmetros p e o?. Para cada uma delas determine os valores dos

parametros.

] C(x=1)?
(a) f(x) = 4/_(6 4, —co<x< o
X2
(b) f(x) = ; e 6, —0o<x<o0
Jt
L
(c) f(x) = e 2 , —o0 < x <00

v2m
2. A sequir sdo apresentadas algumas funcées geradoras de momentos de varidveis aleatdrias
com distribuicdo normal de pardmetros p1 e 0. Para cada uma delas determine os valores dos
pardmetros.
(@) Mx(t) = e~2tet™2  (b) Mx(t) = e311+0 () Mx(t) = e’

3. Sejam X ~ N(1;2) e Y = aX + b. Para cada Y apresentada a sequir encontre a distribuicdo

de Y.
X =2
@Y=2X+2 (b)Y==X+5 (JY==-2X-3 (b) Y:T
4. Sejam Xuma varidvel aleatéria e Z = aX + b, de forma que Z ~ N(0;1). Para cada Z

apresentada a sequir encontre a distribuicao de X.

@Z=X-1 (b)Z=-2X—6 MZ:§+2 (b) Z =4—X

5. Seja X ~ N(u.0%) e Z = aX + b. Para cada u e o2 definido abaixo encontre os valores de a e
b de forma que Z ~ N(0; 1).

(@ u=2e0o’=4

1
| =_3 2 _ _
(b) p eo 9
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(c) y=1/5e 0> =2
(d) p=-2/3e0’=1

6. Seja X ~ Poi(A).

1
(@) Mostre que o coeficiente de curtose de X é a4 = T
(b) Calcule a4 para X1 ~ Poi(1) e Xo ~ Poi(10).

(c) Compare e interprete os resultados obtidos no item (b). No computador, veja o grafico da

funcao de probabilidade de Xj e de X3 e compare com os resultados do item (b)

9.4 Calculo de probabilidades da normal

d
Ja foi visto que, se X ~ N (u, 02), entdo X = p+ oZ, onde Z ~ N(0,1). Isso significa que
X ~ N (/,/, 02) tem a mesma distribuicdo que p+ 0Z, sendo Z ~ N(0, 1). Veremos agora como utilizar
esse resultado para calcular probabilidades envolvendo uma varidvel aleatéria X ~ N(u, 6%). Veja

que

PX<x)=P(u+oZ<x)=P (Zg X;”) =c|>(X;“). (9.10)

Nas Figuras [9.19a| e [9.19h] ilustra-se esse fato, utilizando as densidades Z ~ N(0;1) e X ~
N(3;4). No grafico a esquerda, a area sombreada representa P(X < 5) e no grafico a direita, a area

sombreada representa a probabilidade equivalente:

O que o resultado diz é que essas probabilidades (areas) séo iguais.

(a) P(X <9) (b) P(Z <1)

Figura 9.19 — X ~ N(3;22) = P(X < 5) = P(Z < 1).

Isso significa que probabilidades para X ~ N(u; 0%) podem ser calculadas a partir da operacao

de padronizacéo

X—up

~ N(0; 1). (9.11)

E interessante lembrar que a transformacédo dada na Equacéo (9.11) corresponde ao calculo do
escore padronizado associado a abscissa x. Assim, célculos de probabilidades de varidveis aleatdrias

normais sempre envolveréo o calculo do escore padronizado da(s) abscissa(s) de interesse.
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Exemplo 9.20
Se X ~ N(3;9), calcule P(—1 < X < 4)

Solucao:
-1-3 X-3 4-3
< <
VO Vo V9
=P(-1,33<2<0,33)

= d(0,33) — d(—1,33) = d(0,33) — (1 — d(1,33)) = 0,6293 — (1 — 0, 9082)
=P(0<Z<0,33)+P(0<Z<1,33) =0,12930 + 0, 40824
= 0,53754

P-1<X<4) =P

*»"
Exemplo 9.21
Se X ~ N(2;5), calcule P(1 < X <7)
Solucao:
PI<X<7)=P 1—2£X—2§7—2
V5 T V5 T V5
=P(-0,45<Z< 2,24
= O(2,24) — d(—0,45) = P(2,24) — [1 — d(0,45)] = 0,9875 —[1 — 0,6700]
=P0<2<224)+P0<Z2<0,45) =0,4875+0,1700
= 0,6575
*»"
Exemplo 9.22
Se X ~ N(5,1), calcule P(X > 7)
Solucéo:
PX>7)=P B>E
1 1
=P(Z>?2)
=1,0—-®(2,00=1,0-0,97725
=05-P0<Z2<20)=0,5-0,47725
=0,02275
*»"

Exemplo 9.23 A regra 68-95-99,7
Seja X ~ N(u; 0?). Calcule P(u — ko < X < y+ ko), para k =1,2,3.
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Solucao:
Note que essa probabilidade corresponde a probabilidade de X estar a uma distancia de k desvios-

padréo da média.

u—ka—uSX—uSu+kU—u _

Piu—ko < X<p+ko)=P
o o o

P(—k < Z < k)
E importante observar que chegamos a uma probabilidade que nao depende de 1/ ou 0, ou seja, esse
resultado vale qualquer que seja a distribuicdo normal.
o k=1
Pu—o< X<pu+0)=P-1<Z2<1)=2xtab(1,0)=2x0,3414 =0,6828
o k=2

Plu—20< X <p+20)=P(—2<7Z<2)=2x tab(2,0) =2 x 0,4772 = 0,9544

I
w

o k

Plu—30 < X < p+30)=P(—3<7Z<3)=2x tab(3,0) = 2 x 0,4987 = 0,9974

Essas probabilidades nos dizem que, para qualquer distribuicao normal, 68,28% dos valores
estdo a um desvio-padrao da média, 95,44% estdo a dois desvios-padréo e 99,73% dos valores estéo

a trés desvios-padrdo da média. Veja a Figura [0.20] para uma ilustragao desses resultados.

No Exemplo [6.8] vimos que, para qualquer distribuicdo com média e varidncia finitas, as
porcentagens de valores a uma distancia de 2 e 3 desvios-padrédo da média eram pelo menos 75% e

88,89%, respectivamente. Saber que a distribuicdo é normal permite refinar essas probabilidades.

ﬂs%

5%
> T
nw—3c0 nw—20 pu-—o Iz p+o p+20 p+30

Figura 9.20 — llustracdo da regra 68-95-99,7
*»

Exercicios da Secao

1. Seja X ~ N(2;4). A partir das Tabelas [B.1] e [B.2] encontre os valores numéricos das
probabilidades pedidas a sequir. Faca o célculo duas vezes, uma para cada tabela.
(@) P(X >4,43) (b) P(X >1,12) (c) P(X<0,68)
(d) P(=1<X<2) (e) P(1,03 < X < 2,30) ) PO<X<1)
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2. Seja X ~ N(—=1;9). A partir das Tabelas e [B.2] encontre os valores numéricos das
probabilidades pedidas a sequir. Faca o célculo duas vezes, uma para cada tabela.
(@) P(X > -2,30) (b) P(X <1,24) (c) P(X < —4,35)
(d) P(=1< X <0) (e) P(=2<X<1) (f) P(—0,25 < X < 3,21)

3. Seja X ~ N(10,4). Qual a probabilidade dessa varidvel aleatéria se afastar da sua média mais

de 5 unidades?

9.5 Encontrando a abscissa da normal para uma probabilidade especifica

Nos exemplos vistos até o momento, consideramos situacoes em cque tinhamos uma abscissa
de uma distribuicdo normal e quertamos alguma probabilidade associada a essa abscissa. Agora,
vamos lidar com a situacéo inversa: dada uma probabilidade, qual é a abscissa correspondente? Eis

algumas situacdes que envolvem esse tipo de problema:

e Em uma turma de Estatistica, os 10% melhores alunos receberdo um livro de presente. Qual a

menor nota que da direito a um livro de presente?

e Em uma comunidade, as familias com as 15% piores rendas irdo receber um auxilio da prefeitura.

Qual a renda familiar maxima que garante o auxilio da prefeitura?

Como antes, vamos apresentar varios exemplos que ilustram essa situacéo.

Exemplo 9.24
Se Z ~ N(0;1), determine o valor de k tal que P(Z < k) =0, 90.

Solugéo:

Vamos “traduzir” esse problema em termos probabilisticos: queremos encontrar a abscissa k da
normal padréo tal que a probabilidade a esquerda dela seja 0,90. Como 0,90 é a drea a esquerda
de k, resulta que k tem que ser maior que zero, isto é, temos que ter k > 0. Veja a Figura [0.27}
a esquerda de k temos area (probabilidade) 0,90 e a esquerda de 0 temos area (probabilidade) 0,5.

Logo, entre 0 e k temos que ter drea (probabilidade) 0,40.

Figura 9.21 — k| P(Z < k)=0,90
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P(Z < k)=0,90 &
P(Z<0)+P(0<Z<k)=0,90 <
0,5+P0<Z<k) =090«

PO < Z < k)=0,40

Esta ultima igualdade nos diz que k é a abscissa correspondente ao valor 0,40 na Tabela 1. Para

identificar k, temos que buscar,

no corpo dessa tabela, o valor mais proximo de 0,40. Na linha

correspondente ao valor 1,2 encontramos as entradas 0,39973 e 0,40147. Como a primeira estd mais

préoxima de 0,40, olhamos qual é a abscissa correspondente: a linha é 1,2 e a coluna é 8, o que nos

da a abscissa de 1,28, ou seja, k = 1,28 e P(Z < 1,28) =0, 90, completando a solucéo.

*»"

Agora vamos olhar o mesmo exemplo, mas para uma distribuicdo normal qualquer.

Exemplo 9.25

Se X ~ N(3; 4), determine o valor de k tal que P(X < k) =0, 90.

Solucao:

Como a probabilidade a esquerda de k é maior que 0,5, resulta que k tem que ser maior que a média.

O primeiro passo na solucéo é escrever a probabilidade dada em termos da normal padréo.

Exemplo 9.26

P(X < k)=0,90 &
P(X—3 L k=3

o[z

P(Z <0) +P( <z<3) =0,90
<7<

)—0 90 &

)—0 90 &

05+P( k= 3)—090<:)
-3

I(O <Z< 2 )—040(:)

k—3

7—1 28 & k=5,56

Se X ~ N(3;4), determine o valor de k tal que P(X < k) =0, 05.

Solucao:

*»"

A esquerda de k temos 5% da area total; logo, k tem que ser menor que a média, ou seja, temos que
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ter k < 3 e a abscissa padronizada correspondente tem que ser negativa (menor que a média 0).

P(X < k) = 0,05 &

P(X_3g k 3) 0,05
2

P(Zg kf) — 0,05

Como a area (probabilidade) a esquerda de % é menor que 0,5, isso significa que % tem que ser

negativo. Veja a Figura Para nos adequarmos as tabelas disponiveis, temos que trabalhar com

abscissas positivas, ou seja, temos que usar a simetria da curva. Veja a Figura e note que a
. o k—3, k-3 3—k
abscissa simétrica a é — = :

2 2 2

(@) P(Z<%2) =0,05 (b) Simetria: P (Z > —%52) = 0,05

Figura 9.22 — k| P(X < k) = 0,05

Temos, entdo, a seqguinte equivaléncia de probabilidades:

P(Zg kf) —0,05<
P(zz—kf) =005
|3(0g2g—k_3) —0,45

O menor valor mais préximo de 0,45 no corpo da Tabela [B:1] é 0,4495, que corresponde a abscissa

1,64, e isso nos da que

—$ =1,64 = k=-0,28

*»"

Exemplo 9.27
Se X ~ N(3;4), determine o valor de k tal que P(| X — 3| < k) =0, 95.

Solugéo:
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Pelas propriedades da funcao médulo, sabemos que
PIX—-3|<k)=095<
P(-k<X—-3<k)=09%9%<
PB3-k<X<k+3)=0%«

3—k—-3 X-3 k+3-3
D < < =
[ ( > <—— < 5 0,9 &
k k
Pl-——<Z2<=-]=0,9
Veja a Figura [9.23] para entender que
k k
Pl-——<72<=-]=0,9
( 2= —2) <
k k
Pl—=<Z2<0|+P OSZS§ =0,9% <

=

95 _ o475

N|

Figura 9.23 - k| P(|Z| < %) =10,95
Note que, de forma mais direta,

P(X—3|<k) =095«

IX—3] Kk
P <%} =095
( 2 2 ©
P(|Z|§lz<):0,95<:>

K K
P(-S<z<k)=
(2_ _2) 0,95 &

K

P(nggz):0,475(:>

g=1,96®k=3,92

Na desigualdade inicial | X — 3| < k, a média p = 3 ja estd subtraida; assim, sé falta dividir

pelo desvio-padréo para completar a operacdo de padronizacéo.

*»"
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Exercicios da Secao

1. Seja X ~ N(10;9). Encontre o valor de c tal que
(@ P(X>¢)=0,25 (b) PX<¢)=0,10 (¢) P(X>¢)=0,92 (d) P(X>¢c)=0,85

2. Seja X ~ N(1,1). Qual a o valor de k tal que a probabilidade dessa varidvel aleatdria nao se

afastar da sua média mais de k unidade é de 80%?

9.6 Exemplos de aplicacao da distribuicao normal

A distribuicdo normal é um modelo probabilistico que se aplica a diversas situacoes praticas.

Assim, vamos finalizar este capitulo com alguns exemplos praticos.

Exemplo 9.28 Saldo bancario

O saldo médio dos clientes de um banco é uma varidvel aleatdria com distribuicdo normal com média
R$ 2.000, 00 e desvio-padrao R$ 250,00. Os clientes com os 10% maiores saldos médios recebem
tratamento VIP, enquanto aqueles com os 5% menores saldos médios receberdo propaganda extra

para estimular maior movimentacao da conta.
(@) Quanto vocé precisa de saldo médio para se tornar um cliente VIP?

(b) Abaixo de qual saldo médio o cliente receberd a propaganda extra?

Solugéo:
Seja X = “saldo médio”; é dado que X ~ N(2000; 250?).

(@) Temos que determinar o valor de k tal que P(X > k) = 0,10. Note que isso equivale a calcular
0 90 percentil da distribuicdo. A area a esquerda de k tem de ser 0,90; logo, k tem que ser

maior que a média.

X —2000 S k —2000
250 — 250

k — 2000
250

P(sz):O,10<:>P( ):0,10@P(22 ):0,10@

k —2000
250

k — 2000
250

k — 2000

P <
! (Z— 250

):0,90@P(Z§0)+P(0§Z§ ):0,90@

) :0,90—0,50:0,40®ﬂ:1,28(:)/<:2320

> <Z<
| (O_Z_ 250

Os clientes com saldo médio maior ou igual a R$ 2.320, 00 terao tratamento VIP.

(b) Temos que determinar o valor de k tal que P(X < k) = 0,05. Note que isso equivale a calcular
0 52 percentil da distribuicdo. A area a esquerda de k tem que ser 0,05; logo, k tem que ser
menor que a média. Na solucéo, teremos que usar a simetria da distribuicdo, invertendo o sinal

da abscissa, para lidarmos com abscissas positivas da distribuicdo normal padréo.
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X —2000 k— 2000
D < — D < —
P(X <k)=0,05<I ( 550 <55 ) 0,05
k — 2000 2000 — k
D _ — > — =
[ (Zz 550 ) 0,05 | (Zz 250 ) 0,05
2000 — k 2000 — k
B - = _— = =
I(Ong 550 ) 0,45 & 550 1,64 & k = 1590

Os clientes com saldo médio inferior a R$ 1.590,00 receberdo a propaganda extra.

Na Figura [9.24] ilustra-se a solugao do exercicio.

Figura 9.24 — Solucdo do Exemplo [9.28

*»"

Exemplo 9.29 Regulagem de maquinas

Uma maquina de empacotar determinado produto oferece variacbes de peso que se distribuem

segundo uma distribuicdo normal com desvio-padréo de 20 gramas. Em quanto deve ser requlado o

peso médio desses pacotes para que apenas 10% deles tenham menos que 500 gramas?

Solucao:

Esse é um exemplo classico de aplicacéo da distribuicdo normal. Seja X o peso dos pacotes em

gramas. Entdo, X ~ N(u;400). Temos que ter P(X < 500) = 0, 10. Note que o peso médio tem que

ser superior a 500 g. Veja, na solucéo, a inversdo do sinal da abscissa!

X—py _500—p

D — D —

P(X < 500) = 0,10 < | ( oE <5 )_0,10@

P(ZSSOO_”)=0,10<:>P(Zz—500_u)=O,1O(:>

Plz>*=29) _g10epr(ocz<”=20) _p40e
2 20

— 500

H o = 1286 u=52,06

A maquina tem que ser regulada com um peso médio de 525,6g para que apenas 10% dos

pacotes tenham peso inferior a 500g. Veja a Figura [9.25]
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500

Figura 9.25 — Solucdo do Exemplo [9.29

*»"

Exemplo 9.30 Mais sobre regulagem de maquinas
Uma maquina fabrica tubos metdlicos cujos didmetros podem ser considerados uma variavel aleatdria
normal com média 200mm e desvio-padrdo 2mm. Verifica-se que 15% dos tubos estédo sendo rejeitados

como grandes e 10% como pequenos.

(@) Quais séao as tolerancias de especificacéo para esse didmetro?

(b) Mantidas essas especificacdes, qual devera ser a regulagem média da maquina para que a
rejeicdo por didmetro grande seja praticamente nula? Nesse caso, qual serd a porcentagem de

rejeicdo por didmetro pequeno?

Solugéo:
Seja D = diametro dos tubos. Entdo D ~ N(200, 22).

(@) Sejam k; e ks as especificacdes inferior e superior, respectivamente. Isso significa que tubos
com didmetro menor que k; sdo rejeitados como pequenos e tubos com diametro maior que ks

sdo rejeitados como grandes.

D—200 Kk — 200 k; — 200
P(D<k/)=0,10=>P( 5 < ’2 ):0,10:P(Z<q)=0,10:>
K —2 200 — 200 — k
P(Z>—’200)=0,10:>P(Z> 002“):0,10:P(0gz< 002’)=0,40:»
%:1,28:&:197,44
D =200 ks — 200
P(D>I<s):0,15:>l°( 5 > 52 )20,15:,
ks — 200 ks — 200
) O§Z<<S):0,35:52=1,03:>k5=202,06

Logo, tubos com didmetro menor que 197,44 cm séao rejeitados como pequenos e tubos com

didmetros maiores que 202,06 cm sao rejeitados como grandes.
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(b) Com a nova regulagem, temos que D ~ N(u; 2%) e p deve ser tal que

202,06 —
5 u) =0=

P(D > 202,06) = 0 = P (DZ_” >

202,06 —
2

202,06—;/) 055

):0:>P(OSZ§ 5

p (z >
202,06 — p

5 ~4 5= p~193,06

Com essa média, a porcentagem de rejeicdo por didmetro pequeno é
— 193,006 < 197,44 — 193,06

2 2
=P(Z£<219=PZ<0)+P0<Z<219) =0,9857

P(D < 197,44) = P (D

Com essa nova reqgulagem, a rejeicdo por didmetro grande é nula, mas a rejeicdo por diametro
pequeno é muito altal Veja as Figuras [9.26a| e |9.20b} nas quais ficam claros os resultados

obtidos.

N(193,06;2%) N(200,2%) N(193,06;2%) N(200,2%)

grandes grandes

pequenas

197,44 202,06 197,44 202,06

(a) regulagem original (b) regulagem com 0% de tubos grandes

Figura 9.26 — Exemplo[9.30| - regulagem de maquinas

*»"

Exemplo 9.31 Troca de lampadas
Em um grande complexo industrial, o departamento de manutencao tem instrucdes para substituir

as lampadas antes que se queimem. Os registros indicam que a duracdo das lampadas, em horas,

tem distribuicdo normal, com média de 900 horas e desvio-padréo de 75 horas. Quando devem ser

trocadas as lampadas, de modo que no maximo 5% delas queimem antes de serem trocadas?

Solucao:
Seja T = “tempo de duracéo (em horas) das lampadas”; entdo, T ~ N(900; 75%). Temos que determinar

t tal que P(T < t) =0,05.

T —900 t —900
P(T<t)=0,05< I( 7 < 7 )-0,05(:)
( > — 900)—0,05(:”3(22903:):0,05@

900 900 — t
<7 = : — _
( < 75 ) 0,45 & 75 1,64 t=777
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As lampadas devem ser trocadas com 777 horas de uso para que apenas 5% se queimem antes da

troca.

*»"

Aqui cabe a seguinte observacdo: em geral, ndo é apropriado utilizar-se a distribuicdo normal
para modelar o tempo de sobrevivéncia de lampadas ou equipamentos em geral. Modelos tipo
exponencial ou gama sdo mais adequados, pois atribuem probabilidade alta de sobrevivéncia no

inicio da vida do equipamento e probabilidade decrescente a medida que o equipamento envelhece.

Exemplo 9.32 Regulagem de maquinas — controle da variabilidade
Uma enchedora automéatica enche garrafas de acordo com uma distribuicdo normal de média 100 ml.
Deseja-se que no maximo uma garrafa em cada 100 saia com menos de 90ml. Qual deve ser o maior

desvio padrao toleravel?

Solucéo:

n

Se X = “contelido da garrafa (em ml)", entdo X ~ N(100; 6%) e queremos que P(X < 90) < 0, 01.

Seja 0y o valor do desvio padrdo de X tal que P(X < 90) = 0,01. Entéo, qualquer valor de o

tal que o < 0 resulta em P(X < 90) < 0,01. Veja a Figura [0.32

N(100; 63)

Figura 9.27 — Solucéo do Exemplo [9.32

A area sombreada corresponde a P(X < 90) = 0,01 quando X ~ N(100; Ug) (curva de densidade
mais espessa). As duas outras densidades correspondem a distribuicées normais com desvios-padréao
menores. Note que para essas distribuicoes, P(X < 90) < 0,01. Assim, o desvio-padrdo maximo

toleravel é tal que:

90 — 100

-1
I3(X<90)§0,01(:>P(Z<90000)30,01(:)P(Z>— 5 )30,01<:)

P(z>100) 30,01@0,5—P(0323160) 30,01<:>P(0§Z§1:) > 0,49 <
10 10

PS030 2 —4,218

7 = 095533

*»"
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9.7 A distribuicao log-normal

Vamos definir, agora, uma nova varidvel aleatdria através de uma transformacéao de X ~ N(u; 02).

Definicao

Definicao 9.4 Distribuicao log-normal
Seja X ~ N(u,0d?). Se Y = eX entdo a varidvel aleatéria Y tem distribuicio log-normal com
pardmetros 1 e o®. Reciprocamente, se Y tem distribuiciio log-normal, entio X = lnY tem

distribuicéio N(u, 02).

Vamos calcular a funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria log-normal a
partir de sua funcéo de distribuicdo acumulada. Note que Y sé pode assumir valores positivos. Temos

que:
Frly) =P (Y <y) =P (e <y) =P(X <lny) =

P(X—yS lny—y) _p (ZS lng—/,l)
o o o

:q)(lny—u) y>0

g

Sabemos que fy(y) = F’(y) e, também, no caso da normal padrao, ®’(z) = ¢(z2). Logo, pela regra

da cadeia,

fy(g):q)’(lnya_“) X1:(p(lng—u) XL_

1 [ 1(lny—u)2] 1
=——exp|—=|—— X —
25t 2 o oy

ou ainda:
1 ({lny—u 2
fy(y) = ——=exp|—= () y>0 (9.12)
02 2

Esperanca e variancia

J& vimos que se X ~ N(u; 0?) entdo Y = eX tem distribuicdo log-normal de pardmetros p e
0. A esperanca e varidncia de Y pode ser facilmente encontradas a partir da funcdo geradora de

momentos de X. Veja como:

Analogamente,
E(Y?) = E(e™) = Mx(2) = el#+2),
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e, portanto
2

Var(Y) =exp (2u + 20 ) [exp (u 02)]
2

= exp 2u+2cr)—exp[2(u+a;) =
')

xp [ 2up + 20 ) —exp (2u+a

exp (2p + 20?)

(

exp |

o |
=exp (2u+0%) | =D | =

e |

e |

exp (2u + 0?)

= exp 2;1—1—0) exp(2p+202—2u—02)—1]=

2u+o0 ) exp(o?) — 1]

Definindo m = E(Y) = exp (/J + 072) , temos que m? = exp (2u + 02) . Logo,

Var(Y) = m? [e"2 — 1]

2

Em resumo, se Y tem distribuicdo log-normal com parametros p e 04, entéo
o2
E(Y)=m=-exp (u + 2) (9.13)
Var(Y) = m? [e‘fz - 1] (9.14)
Exercicios para o Capitulo 9
1. Suponha que X seja uma variavel aleatéria normal com média 5. Se P(X > 9) = 0.2,

aproximadamente quanto vale Var(X)?

2. Seja X varidvel aleatéria normal de média 12 e varidncia 4. Encontre o valor de ¢ tal que
P(X > c) = 0.10.

3. A largura da fenda de uma peca forjada de duraluminio é (em polegadas) normalmente
distribuida com py = 0,900 e ¢ = 0,003. Os limites de especificacdo dessa fenda foram dados
como 0,900 =+ 0,005 polegadas.

(@) Qual porcentagem das pecas forjadas séo defeituosas, isto é, estdo fora da especificacao?

(b) Qual o valor méximo permitido para o que garante ndo mais que 1 peca defeituosa em cada
100 observadas quando a largura da fenda for normalmente distribuida com p = 0,900 e

o?

4. Se um individuo é selecionado de forma aleatéria para fazer um teste de Ql a sua nota pode
ser considerada uma variével aleatéria normal com média 100 e desvio padrdo 15. Qual a

probabilidade da nota dessa pessoa ficar
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(a) abaixo de 1257

(b) entre 90 e 1107

5. Suponha que o tempo gasto no trajeto da sua casa até universidade seja uma varidvel aleatéria
normal com média 40 minutos e desvio padrdo de 7 minutos. Suponha também que todos os

dias da semana sua aula comeca as 9:00h.

(@) Se vocé sair de casa as 08:10h, qual a probabilidade de se atrasar?

(b) Se durante um més vocé sair de casa todos os dias as 08:10h, qual a probabilidade de se

atrasar mais de duas vezes? (considere um més com 20 dias Uteis)

(c) Se vocé quer ter 95% de certeza que nédo vai se atrasar, qual o horadrio mais tarde que vocé

pode sair de casa?

0. A vida de um certo tipo de pneus automotivos é normalmente distribuida com média de 34.000

milhas e desvio padrao 4.000 milhas.

(@) Qual a probabilidade desse pneu durar mais de 40.000 milhas?
(b) Qual a probabilidade desse pneu durar entre 30.000 e 35.000 milhas?

(c) Dado que um certo pneu ja rodou 30.000 milhas, qual a probabilidade condicional dele

rodar por mais 10.000 milhas?

7. A quantidade de chuva anual em uma certa cidade é aproximadamente normal com média 40,2

polegadas e desvio padréo de 8,4 polegadas.

(@) Qual a probabilidade de no proximo ano chover mais de 44 polegadas?

(b) Qual a probabilidade de em exatos 3 dos préoximos 7 anos chover mais de 44 polegadas?

8. Suponha que os tempos de vida de 2 marcas de aparelhos elétricos sejam varidveis aleatdrias
Ti e T, onde T7 ~ N(42,306) e T, ~ N(45,9). Se o aparelho deve ser usado por um periodo de

45 horas, qual marca deve ser preferida? E se for por um periodo de 49 horas?

9. Numa distribuicdo normal, 31% dos elementos sdo menores que 45 e 8% sado maiores que 64.

Calcular os parametros que definem a distribuicéo.

10. A distribuicdo dos pesos de coelhos criados em uma granja pode ser representada por uma
distribuicdo normal com média de 5 kg e desvio padréo de 0,8 kg. Um abatedouro comprara
5.000 coelhos e pretende classifica-los de acordo com o peso da sequinte forma: 20% dos leves
como pequenos, os 55% seguintes como médios, os 15% sequintes como grandes e os 10% mais

pesados como extras. Quais os limites de peso para cada classificacao?

11. Sendo X ~ N(u,0%), u > 0, avalie as probabilidades abaixo em funcdo de ®(z) ou
numericamente, se possivel:
(@ P(X|<w) (B)PIX—=ul>0) (¢)PX—-—p<—0) (d)Ploc<|X—p|<20)

12. Suponha que o volume, em litros, de uma garrafa de refrigerante seja Normal com parametros

p=1e a?>=10"" Se trés garrafas forem sorteadas ao acaso, pergunta-se:
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(@) A probabilidade de todas as trés terem pelo menos 980ml?
(b) A probabilidade de ndo mais de uma ficar com volume inferior a 980ml?

13. Seja X ~ N(u,0?) o desempenho de um certo equipamento. Ele serd considerado fora de
controle se afastar de p por mais de 20 unidades. Todo dia, o equipamento é avaliado e, caso
esteja fora de controle, serd desligado e enviado para manutengdo. Admita independéncia entre
as avaliacoes diarias. Determine a probabilidade de:

(@) No primeiro dia o equipamento ser desligado.
(b) A primeira manutencao ser no décimo dia.

(c) Vocé reconhece a variavel que conta os dias até a manutencéo?
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Apéndice A

Resumo das distribuicoes

Discretas

Uniforme Discreta

Notacao:
Parametro(s):
Funcédo de probabilidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Bernoulli

Notacao:
Pardmetro(s):

Funcéo de probabilidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcao geradora de momentos:

Esperanca:

Variancia:

X ~ Unif(n)
n € N*
1
px(x) = X e Im(X)

@it 1 —_ atn
Mx(t) = Tﬁ, se /ITI(X) = {CI,CI+1,...,CI+” —1}
1 n =
" dimi Xi =X

1 n -
n > (xi = x)?

X ~ Ber(p)

0<p<1

px(x) = p*(1 =p)'™,  x€{0,1}
0 ,sex <0

Fx(x) =4 1—p ,se0<x<1
1 ,sex >1

Mx(x)=1—p+e'p
p
p(1=p)
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Binomial

Notacao:
Parametro(s):
Funcéo de probabilidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcdo geradora de momentos:

Esperanca:

Variadncia:

Geométrica

Notacao:
Pardmetro(s):

Funcéo de probabilidade:

Funcao de distribuicao:

Funcdo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Geométrica Deslocada

Notacéo:
Parametro(s):

Funcédo de probabilidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

APENDICE A. RESUMO DAS DISTRIBUICOES

X ~ Bin(n, p)
neN“epel01]
px(x)=(9)p 1 —p)"*, x=0,1,....n
Mx(x) = (pet +1—p)"

np

np(1 —p)




Binomial Negativa

Notacéo:
Parametro(s):
Funcédo de probabilidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcdo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Binomial Negativa Deslocada

Notacao:
Pardmetro(s):
Funcéo de probabilidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Hipergeométrica

Notacao:

Parametro(s):
Funcéo de probabilidade:

Funcao de distribuicao:

Funcado geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

345

X ~ BinNeg(r, p)
reN“epel0,1]
px(x) = (") p (1 = p)Y,

xeN

Mx(x) = (']—etla—p)) , t< =11 —p)
r(1—p)

r(1 —p)
p?

X ~ BinNeg*(r, p)
reN“epel0,1]
px(x) = (521) pr(1 = py ",

x=r,r+1,r+2,...

t r
Mﬂm:(1_£;_m),t<—mm—m

~
3

X ~ HGeo(N, r,n)




Variancia:
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Poisson
Notacao: X ~ Poi(A)
Parametro(s): AreRT
)\X
Funcédo de probabilidade: px(x) = —'e_*, xeN
x!
Funcao de distribuicao: —
Funcdo geradora de momentos: Mx(t) = ehle’=1)
Esperancga: A
Varidncia: A
Continuas
Uniforme
Notacéo: X ~U(a, b)
Pardmetro(s): abeR a<b
Funcéo densidade: fx(x) = , a<x<b
b—a
0 ,sex<a
~ o X—a
Funcéo de distribuicao: F(x) = / ,sea<x<b
b—a
1 ,sex>Db
bt _ ,at
. 40
Funcao geradora de momentos: Mx(x) = t(b —a)
1 ,t=0
Esperanca: a+b/2
Variancia: (b —a)?/12
Exponencial
Notacao: X ~ Exp(A)
Parametro(s): A>0
Funcdo densidade: re ™™, x>0
0 , sex<0
Funcéo de distribuicao: F(x) = X
1—e™ ,sex>0
Funcdo geradora de momentos: Mx(x) = ¢ t<A
Esperanca: 1/A



Gama

Beta

Notacéo:
Parametro(s):
Funcédo densidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Notacao:
Pardmetro(s):
Funcéo densidade:

Funcao de distribuicao:

Funcado geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Weibull

Notacéo:

Parametro(s):

Funcédo densidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcdo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

X ~ Gama(a, A)

a>0eA>0
)\G
f _ a—1 ,—Ax 0
x(x) —l_(a)x e ™, x>
)\ a

=|—1 ,t<A
Mx(x) ()\ — t) <
alA
al)?

X ~ Beta(a, B)

a>0eB>0
1 —1 B—1
= a — 1
fx(x) B(O(,B)X (1T—x)P7, 0<x<
a
a+ B
ap

(a+ B+ 1)(a+ B)?

X ~ Weibull(a, B)

a>0efB>0
{Q
fx(x)—%x"’% Bl x>0
0 ,sex<0
F(x)=
) {1—6_(X/B) sex>0
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Pareto

Notacéo:

Parametro(s):

Funcédo densidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Normal

Notacéo:

Parametro(s):

Funcéo densidade:

Funcéo de distribuicao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

Log-Normal

Notacao:

Pardmetro(s):

Funcédo densidade:

Funcao de distribuigao:

Funcéo geradora de momentos:

Esperanca:

Varidncia:

APENDICE A. RESUMO DAS DISTRIBUICOES

X ~ Pareto(a, b)

a>0eb>0
l a+1
fX(X)=Z(;) x> b
0 ,sex<b
F(x) = b\“?
() 1—(3) ,sex>Db
X
ab
, sea>1
a—1
ab? sea>?2
(o0 = 1)(a—2)
X ~ N(u, 0?)
peRed?>0
: (x — p)?
= - 202
fx(x) Zrzaze o

X ~ LogN(u, 0?)
peRed?>0

fx(x) = —=—=



Apéndice B

Tabelas

Nesse apéndice serdo apresentados duas tabelas da distribuicdo Normal Padréo.

A primeira, Tabela [B.1] apresenta os valores de P(0 < Z < z) para 0 < z < 3, 49.

X2

e 2dx= p =

Z 1
PO<Z<2:/
0<2<2) . in

A segunda, Tabela[B.2] apresenta os valores da funcao de distribuicao, P(Z < z) = ®(z), também
para 0 < z < 3,49.

X2

z

e 2dx= p =

P(Z < 7) = d(z) = /_ \/12?

Repare que os valores da Tabela [B.2 equivalem aos valores da Tabela [B.T]somados de 0, 5, que
é o valor de P(Z < 0).
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APENDICE B.

TABELAS

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
1.1
1,2
1,3
1,4

1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,0
3.1
3,2
3,3
3.4

0.0000
0.0398
0.0793
0.1179
0.1554

0.1915
0.2257
0.2580
0.2881
0.3159

0.3413
0.3643
0.3849
0.4032
0.4192

0.4332
0.4452
0.4554
0.4641
0.4713

0.4772
0.4821
0.4861
0.4893
0.4918

0.4938
0.4953
0.4965
0.4974
0.4981

0.4987
0.4990
0.4993
0.4995
0.4997

0.0040
0.0438
0.0832
0.1217
0.1591

0.1950
0.2291
0.2611
0.2910
0.3186

0.3438
0.3665
0.3869
0.4049
0.4207

0.4345
0.4463
0.4564
0.4649
0.4719

0.4778
0.4826
0.4864
0.4896
0.4920

0.4940
0.4955
0.4966
0.4975
0.4982

0.4987
0.4991
0.4993
0.4995
0.4997

0.0080
0.0478
0.0871
0.1255
0.1628

0.1985
0.2324
0.2642
0.2939
0.3212

0.3461
0.3686
0.3888
0.40606
0.4222

0.4357
0.4474
0.4573
0.4656
0.4726

0.4783
0.4830
0.4868
0.4898
0.4922

0.4941
0.4956
0.4967
0.4976
0.4982

0.4987
0.4991
0.4994
0.4995
0.4997

0.0120
0.0517
0.0910
0.1293
0.1664

0.2019
0.2357
0.2673
0.2967
0.3238

0.3485
0.3708
0.3907
0.4082
0.4236

0.4370
0.4484
0.4582
0.4664
0.4732

0.4788
0.4834
0.4871
0.4901
0.4925

0.4943
0.4957
0.4968
0.4977
0.4983

0.4988
0.4991
0.4994
0.4996
0.4997

0.0160
0.0557
0.0948
0.1331
0.1700

0.2054
0.2389
0.2704
0.2995
0.3264

0.3508
0.3729
0.3925
0.4099
0.4251

0.4382
0.4495
0.4591
0.4671
0.4738

0.4793
0.4838
0.4875
0.4904
0.4927

0.4945
0.4959
0.4969
0.4977
0.4984

0.4988
0.4992
0.4994
0.4996
0.4997

0.0199
0.0596
0.0987
0.1368
0.1736

0.2088
0.2422
0.2734
0.3023
0.3289

0.3531
0.3749
0.3944
0.4115
0.4265

0.4394
0.4505
0.4599
0.4678
0.4744

0.4798
0.4842
0.4878
0.4906
0.4929

0.4946
0.4960
0.4970
0.4978
0.4984

0.4989
0.4992
0.4994
0.4996
0.4997

0.0239
0.0636
0.1026
0.14006
0.1772

0.2123
0.2454
0.2764
0.3051
0.3315

0.3554
0.3770
0.3962
0.4131
0.4279

0.44006
0.4515
0.4608
0.4686
0.4750

0.4803
0.4846
0.4881
0.4909
0.4931

0.4948
0.4961
0.4971
0.4979
0.4985

0.4989
0.4992
0.4994
0.4996
0.4997

0.0279
0.0675
0.1064
0.1443
0.1808

0.2157
0.2486
0.2794
0.3078
0.3340

0.3577
0.3790
0.3980
0.4147
0.4292

0.4418
0.4525
0.4616
0.4693
0.4756

0.4808
0.4850
0.4884
0.4911
0.4932

0.4949
0.4962
0.4972
0.4979
0.4985

0.4989
0.4992
0.4995
0.4996
0.4997

0.0319
0.0714
0.1103
0.1480
0.1844

0.2190
0.2517
0.2823
0.3106
0.3365

0.3599
0.3810
0.3997
0.4162
0.43006

0.4429
0.4535
0.4625
0.4699
0.4761

0.4812
0.4854
0.4887
0.4913
0.4934

0.4951
0.4963
0.4973
0.4980
0.4986

0.4990
0.4993
0.4995
0.4996
0.4997

0.0359
0.0753
0.1141
0.1517
0.1879

0.2224
0.2549
0.2852
0.3133
0.3389

0.3621
0.3830
0.4015
0.4177
0.4319

0.4441
0.4545
0.4633
0.4706
0.4767

0.4817
0.4857
0.4890
0.4916
0.4936

0.4952
0.4964
0.4974
0.4981
0.4986

0.4990
0.4993
0.4995
0.4997
0.4998




Tabela B.2 — Distribuicdo normal padrao: P(Z < z) = ®(z) = [

—00 VZJ_l

z

1

X2

e 2dx.
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,00

,01

,02

,03

,04

,05

,06

,07

,08

,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
1.1
1,2
1,3
1,4

1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,0
3.1
3,2
3,3
3.4

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554

0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159

0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192

0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713

0.9772
0.9821
0.98061
0.9893
0.9918

0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981

0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591

0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186

0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207

0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920

0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628

0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212

0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222

0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726

0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922

0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982

0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664

0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238

0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236

0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732

0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925

0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983

0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700

0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264

0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251

0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738

0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927

0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736

0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289

0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265

0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929

0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772

0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315

0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279

0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750

0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931

0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808

0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340

0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292

0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932

0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844

0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365

0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.93006

0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934

0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879

0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389

0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319

0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767

0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936

0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
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Apéndice C

Respostas dos Exercicios

Respostas dos exercicios da Segao [1.1]

Q = {(K,K,K),(K,K,C),(K,C,K) (K, C,C),(C K,K)(C K, C)(C CK)(C,C O} A= {K,KK),(CCC} B =
{(K, K, K), (K, K, C),(K,C,K),(K,C,C)} e C={(K,C,C),(C,C,C)}

© L ESIEA

(a) A< n B¢ (b) A— B (c) (AUC)N B (d) (AUB)N C

Figura C.1 — Resposta do Exercicio

@Q={@ j, k, Lm|ij k Lm=1234561}MbQ={GjkLm]|ij k [ m =1223475,6;
i<jij<k k<l l<m} (c)Q={01,2...} (d) Vamos denotar por M o evento “bebé& é do sexo masculino” e por F
o evento “bebé é do sexo feminino”, Q = {M, F, MM, MF, FM, FF, MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF,
FFF, FFFF, FFFM, FFMF, FMFF, MFFF, MMFF, MFMF, MFFM, FFMM, FMFM, FMMF, MMMF, MMFM,
MFMM, FMMM, MMMM}; (e) Q = (0,00); (f) Q ={3,4,5,6,7,8,9,10}; (g) Q ={1,2,3,...}; Q= {AA, AB, AC, AD, AE,
BA, BB, BC, BD, BE, CA, CB, CC, CD, CE, DA, DB, DC, DD, DE, EA, EB, EC, ED, EE}; (i) Q = {AB, AC, AD, AE
BA, BC, BD, BE, CA, CB, CD, CE, DA, DB, DC, DE, EA, EB, EC, ED}.

(@) Au(Bn D) ={1,3,5,7,9}; (b) BU(AN D) = {0,2,4,6,8,9}; (c) AU B = (An B)° = D° = {0,1,2,3,4,5,6,7,8};
() ANB =(AUB=Q° =@ (el A—B={1,3,57}; (f) B—A=1{0,2,4,6,8}; (g) (An B)* = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}; (h)
(AU B)c =4.
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Q= {(v,v), (v, b), (v, ), (b, v), (b, b), (b,a), (a, V), (a, b), (a,a)} e Q= {(v,b),(v,a) (a,v),(a, b), (b v) (b, a)}.

Respostas dos exercicios da Secao

i 0,3.
Nao.
Bl () P(M) = 0,05; (b) P(N) = 0,65; (c) P(0) =0, 45.

Respostas dos exercicios da Secao

@ 22%.

2 (a) 0.2; (b) 0,69.

[ (a) 1.088/3.045; (b) 33/203; (c) 530/609.
0,9507.

B} (a) 4/65; (b) 3/91.

7 22/36.

Respostas dos exercicios do Capitulo

(@) AN BN CS; (b) (AN BN CY)U (AN BN CYU (AN B NC); () ANBNC; (d) AN BN CE = (AUBU )

(€) AUBUCG; (f) (ANBN CHU(ANB N C)U(ANBNC); (g) ANBNCYHUANBNC)U(A NBNC)U(ANBNC);
(h) (AN Bn C).

AnB={(46),(55),(6,4),(6,6)}; AUB={(1,1),(1,3),(1,5),(2.2),(2.4),(2.6),(3.1),(3.3),(3.5), (4,2), (4,4), (4,6),
(5.1).(5,3).(5,5).(6,2),(6,4),(6,6).(3,6),(4.5).(5.4).(5.6),(6,3), (6.5} A-B={(1,1),(1,3),(1,5).,(2,2),(2,4),
(2,6),(3.1),(3,3),(3,5),(4,2),(4.4),(51),(5.3),(6,2)}; B—A={(3,6),(4,5),(5,4),(5.6),(6,3), (6,5} BNC =
{(3.6).(4,6).(5,6),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}; B—C=1{(45),(54),(55)}

(a) 16; (b) A ={(0,0,1,1), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1),
(1,1,1,1}; (¢) 4 (d) An B = {(1,1,0,0)}.

(@) Q = {(Co. h), (Go, h), (Go, ), (Gis o) (G k), (G R)Es (D) A = {(Co, ). (Giy R)Ys () B = {(Go, o). (Co, k), (Co, 1)} (d)
B UA={(Go. h), (Gi, ), (Ci, h), (G, )}

(a) P(AU B) = 0,9; (b) P(BNA) =0, 4.

B P(As) = 1/4 +2p, onde p = P(A UA) e 0 < p < 1/4.
Bl (a) 0,19; (b) 0,49; (c) 0,32.

[ (a) 0,07; (b) 0,92; (c) 0,26.

[0} (a) 5/8; (b) 7/8; (c) 3/4.
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[} (a) & 0,3106; (b) ~ 0,9517; () = 0,9999.
[2} (a) 1/420; (b) 41/42; (c) 7/15.
[ (a) 53/65; (b) 34/455; (c) 24/91.

(
(

(a) 5/6; (b) 1/30.
(

(a) 0,784; (b) 0,12; (c) 16/75.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) 0,4; (b) 0,68; (c) 0,4.

[2 (a) 11/36; (b) 1/3; (c) (d) .

Bl (a) 1/5; (b) 2/3; (c) 1/4; (d) 2/3; (€) 0,1 e 1.
(a) 0,59; (b) 0,64; (c) 0,976.

Respostas dos exercicios da Secéo [2.2]

(a) 1/14; (b) 8/105.
2} (a) 11/850; (b) 1/4; (c) 1/17; (d) 1/4; (e) 0.22.

Respostas dos exercicios da Segao [2.3]

[l (a) 17/48; (b) 23/48; () 8/48; (d) 5/17.
2 (a) 0,487; (b) 0,236; (c) 0,174.

Bl (a) 0,069; (b) 0,182.

@ (a) 0,5; (b) 1/29.

(a) 0,504; (b) 0,484.

B} (b) 12/25; (c) 72/500; (d) 2/3.

Respostas dos exercicios da Segao [2.4]

[} (a) P(B)=0,3; (b) P(B) = 0,5.
[2 (a) Falso; (b) Verdadeiro; (c) Verdadeiro; (d) Falso; (e) Falso.

Bl (a) Sao independentes; (b) Sao independentes.
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Al P(AUB) =0, 4.
Bl () 0,06; (b) 0,94 (<) 0,1489.
[6} (a) Nao; (b) Sim.

Respostas dos exercicios do Capitulo [2]

[1} (a) 3/8; (b) 7/24; (c) 1/3.

(a) 0,361; (b) 0,344; (c) =~ 0,221; d) =~ 0,189.
Bl o7

[ o5.

0,5.

[6] 0,04081.

[7} (a) ~ 0,0456; (b) = 0,2734.

[l (a) 0,255; (b) 0,4706.

[} (b) 0,352; (c) 25/44.

[10} (a) 0,475; (b) 0,3684.

(a) 0,5233; (b) 0,3715; (c) sdo eventos dependentes.
[12} (a) 7/12; (b) 6/7.

131 0,0034.

(a) néo; (b) sim.

[15} (b) P(My) =5/8 e P(M,) = 5/8; (c) ndo séo independentes.

[16] (a) 13/25; (b) hipétese de independéncia.

(@) P(A°n B) =2/15; (b) P(B“ N C) = 11/60; (c)P(A|BU C) =9/23.

[T8] (a) 9/40; (b) 47/80; (c) 1/3; (d) 15/43; (e) N&o, os eventos séo dependentes.
(a) FALSA; (b) FALSA .

Respostas dos exercicios da Segao [3.1]

(@) Im(X) ={1,2,3,...}, conjunto infinito e enumeravel; (b) Im(Y) ={0,1,2,3,...}, conjunto infinito e enumerével;

(c) Im(Z) = (0, 1), conjunto infinito e ndo-enumeravel; (d) Im(W) = {0, 1}, conjunto finito.

Respostas dos exercicios da Secao

l (@) Im(X) = {0,1,2}; (b) Fx(x) = {0, se x < 0; 25/36, se 0 < x < 1; 35/36, se 1 < x <2, 1, sex >2; (c) Im(Y) =
{2,3,4,...12} (d) Fy(y) = {0, sey < 2; 1/36, se 2 <y < 3; 3/36, se 3 <y <4 6/36, se4 <y <5 10/36, se5 <
y < 6; 15/36, se 6 <y < 7; 21/36, se 7 <y < 8; 26/36, se 8 <y < 9; 30/36, se 9 <y < 10; 33/36, se 10 < y <
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11; 35/36, se 11 <y <12; 1, se y >12.

() PW>2)=0,1,PW=2)=0,4PW<2)=05PW=1)=0PW<2IW>1)=0.

() PIX<0)=3/4P(—1/2<X<1/2)=1/2,P(X=0)=0e P(X>1/2| X >0)=1/4.
(P(Y=0)=1/4P(Y <1/2)=1/2,P(Y >1)=1/2, P2 < Y <3)=3/70e P(Y > 2 | X <3)=1/21.

Respostas dos exercicios da Secao [3.3]

(@) Im(W) = {=2,0,2,3}, Im(X) = [-1,1] e Im(Y) = (—o0,0] U [1,00); (b) W é discreta, X é continua e Y nédo é nem

discreta e nem continua.

Respostas dos exercicios do Capitulo 3]

Fx(x) = {0, se x < 10;0,5, se 10 < x < 15;0,9, se 15 < x < 18;1, se x > 18.

(@ Q={(wr,wz,w3) |w;=KouC,i=1,23}; (b) 1/8 (c) Im(X) = {=3,-1,1,3}, X é discreta; (d) .

(@) Im(X) = {—=3,—-2,1}, X é discreta e X ndo é continua; (b) Im(X) = (0,1), X néo é discreta e X é continua;

(c) Im(X) =(0,2), X nédo é discreta e X nao é continua; (d) Im(X) = {0,1/3,2/3,1}, X é discreta e X nao é continua;
(b) X é continua; (c) Im(X) =(0,1); (d) P(X >0,3)=0,91,P(X=0,3)=0, P(0,3< X<0,8) =0,55.

(b) X é discreta; (c) Im(X) = {1/2,1,3/2}; (d) P(X > 1) =1/3, P(X > 1) =2/3, P(X =1) =1/3,
P(X=2)=0,P1<X<2)=2/3.

Bl a=12eb=1.

(b) Im(Y)=(1.2); (c) P(Y >0,5=7/8 P(Y<1,5)=3/4 P0<Y<1,5=3/4P0<Y<15|Y>05)=5/7.
[Bl (b) X é discreta; () P(X >0)=1—-F(07)=0,6 e P(X>0)=1—F(0)=0,6; (d) P(X >1/2)=1—-F(1/27) = 0,6
eP(X>1/2)=1-F(1/2)=0,4.

@ (a) ¢ =1; (b) X é continua; (c) P(X < —3 | X < 1/2) = 0.435.

Respostas dos exercicios da Segao [4.1]

(@) Im(X) = {—2,-1,1,2}; (b) px(x) = 1/8, se x = =2; 3/8, se x = —1; 1/4, se x = 1 ou 2; 0, caso contrério. (c)
PX>0]X<2)=1/3.

(@) Im(X)={1,2,3,4}; (b) Fx(x) =0, se x<1; 7/10, se 1 < x < 2; 9/10, se 2<x<3; 1, sex>5. () PX >3 | X >
1 =1/2

(@) Im(X) = {-3,-2,-1,0,1,2,3}; (b) px(x) = 27/1.000, se x = —3; 135/1.000, se x = —2; 279/1.000, se x =
—1; 305/1.000, se x = —0; 186/1.000, se x = 1; 60/1.000, se x = 2; 8/1.000, se x = 3; 0, caso contrario. (c) Fx(x)
0, se x < —3; 27/1.000, se —3 < x < —2; 162/1.000, se —2<x < —1; 441/1.000, se —1 < x < 0; 746/1.000, se 0 <
x < 1; 932/1.000, se 1 < x < 2; 998/1.000, se 2< x< 3; 1, se x > 3. (d) P(X >0)=0,559.
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(@) Im(X) = {-3,-2,—1,0,1,2}; (b) px(x) = 6/720, se x = —=3; 90/720, se x = —2; 216/720, se x =
—1; 240/720, se x = 0; 138/720, se x =1, 30/720, se x = 2; 0, caso contrario. (c) Fx(x) =0, se x < —3; 6/720, se —3 <
x < —2; 96/720, se —2< x < —1; 312/720, se —1 < x < 0; 552/720, se 0 < x < 1; 690/720, se 1< x < 2; 1, se x > 2.
(d) P(X > 0) = 0,5667.

(@) Im(X) = Im(Y) = {2,4,8}; (b) px(x) = 1/3, sex = 2; 1/3, sex = 4, 1/3, se x = 8; 0, caso contrario. (c)
pyly) = 2/14, se y = 2; 4/14, se y = 4; 8/14, se y = 8; 0, caso contrario. (d) Fx(x) =0, sex < 2; 1/3, se2 < x <
4, 2/3,se4<x<8 1, sex>8 (e Fy(yy =0, sey <2; 2/14, se2<y <4 514, se4<y<8 1, sey>8 (f)
PX>2)=2/3eP(Y>2)=6/7.

Bl (b) P(X > 1) = 4/9.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) Im(Y) = {1,4}; (b) py(y) =5/8, se y =1; 3/8, se y =4; 0, caso contrario. (c) Fy(y) =0, se y < 1; 5/8, se 1
y<4 1, sey>4 (d)PY+#1)=3/8

IN

(@) Im(Y) = {-=2,-1,0,1}; (b) py(y) = 1/10, sey = —=2; 2/10, sey = —1; 3/10, sey = 0; 4/10, sey =
1; 0, caso contrério. (c) Fy(y) =0, sey < —2; 1/10, se —2 <y < —1; 3/10, se —1 <y < 0; 6/10, se 0 < y
1,1, sey >1.(d) P(Y > 0]Y # 2) = 4/10.

(@ Im(Y) = {-3,-2,-1,0,2,4,6}; (b) py(y) = 27/1.000, se y = —3; 135/1.000, se y = —2; 279/1.000, se y
—1; 305/1.000, se y = 0; 186/1.000, se y = 2; 60/1.000, se y = 4; 8/1.000, se y = 6; 0, caso contrario. (c) Fy(y)
0, se y < —3; 27/1.000, se —3 <y < —2; 162/1.000, se —2<y < —1; 441/1.000, se —1 <y < 0; 746/1.000, se 0 <
y < 2; 932/1.000, se 2 <y < 4; 992/1.000, se 4 <y <6; 1, se y >6.(d) P(Y <—-1)=0,162.

(@ Im(yY) = {-3,-2,-1,0,2,4}; (b) py(y) = 6/720, sey = —=3; 90/720, sey = —2; 216/720, sey =
-1; 240/720, se y = 0; 138/720, se y = 2; 30/720, se y = 4; 0, caso contrario. (c) Fy(y) =0, se y < —3; 6/720, se —
3<y <=2 96/720, se —2 <y < —1; 312/720, se —1 < y < 0; 552/720, se 0 < y < 2; 690/720, se 2 < y <
41, sey>4. (d)P(Y <—-1)=0,133.

A

(@) Im(W) = {10,12,16}; (b) pw(w) = 1/3, se w = 10; 1/3, se w = 12; 1/3, se w = 16; 0, caso contrario. (c)
Fw(w)=0, sey<10; 1/3, se10<y <12; 2/3, se 12<y < 16; 1, se y > 16. (d) P(W > 10) = 2/3.

(@) Im(Y)=N*={1,2,3,...}; (b) py(y) = (1/3)(2/3)¥™", se y =1,2,3,...; 0, caso contrério. (c) P(Y > 2|Y > 1) = 2/3.

Respostas dos exercicios da Segao [4.3]

(a) 1/8; (b) 17/8; (c) 17/8.

2 (a) 2 (b) 0; (c) 0; (d) O

Bl (a) 0,3; (b) 0,03; (c) 0, 03.

E(X) = —0,3 e E(Y) = -0, 025.
Bl (a) 4,667; (b) 6; (c) 12,667.
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Respostas dos exercicios da Secao

(a) Var(X) = 135/64 e DP(X) = 3v/15/8; (b) Var(Y) = 135/64 e DP(Y) = 3v/15/8.
[ (a) Var(X) =1; (b) Var(Y) = 1.

(
Bl (a) Var(
A (a) Var(X) = 1,1433 e DP(X) = 1,0693; (b) Var(Y) = 2,3077 e DP(Y) = 1,5191.

)
)
X) =1,47 e DP(X) = 1,2124; (b) Var(Y) = 3,0531 e DP(Y) = 1,7473.
)
(a) 2,4944; (b) 2,3905; (c) 2,4943.

Respostas dos exercicios do Capitulo

[ px(x) =1/216, se x = 3 ou x = 18; 3/216, se x = 4 ou x = 17; 6/216, se x =5 ou x = 16; 10/216, se x =6 ou x =
15; 15/216, se x = 7 ou x = 14; 21/216, se x = 8 ou x = 13; 25/216, se x = 9 ou x = 12; 27/216, se x = 10 ou x
11; 0, caso contrario.

(@) Im(X) = {1,2,3,4,5,6}, px(x) = 1/36, se x = 1; 3/36, se x = 2; 5/36, se x = 3; 7/36, se x = 4; 9/36, se x =
5; 11/36, se x = 6; 0, caso contrario , Fx(x) = 0, sex < 1; 1/36, se 1 < x < 2; 4/36, se 2 < x < 3; 9/36, se 3
x < 4; 16/36, se 4 < x < 5; 25/36, se5 < x < 6; 1, sex >6; (b) Im(Y)={1,2,3,456,7,8,9,10,11,12}, py(y)
1/36, sey =2ouy =12; 2/36, sey=3ouy=11; 3/36, sey =4ouy=10; 4/36, sey=5o0uy =29; 5/36, sey =
6 ouy=28; 6/36, se y=7; 0, caso contrario, Fy(x) =0, se x < 2; 1/36, se 2 < x < 3; 3/36, se 3 < x<4; 6/36, se 4 <
x < 5; 10/36, seb < x < 6; 15/36, se b6 < x < 7, 21/36, se 7 < x < 8; 26/36, se 8 < x < 9; 30/36, se 9 < x <
10; 33/36, se 10 < x < 11; 35/36, se 11 <x <12, 1, se x >12; .

Bl c=3/4
Felg) =0,seg<2 0,3 s2<9g<25 05 52,5<x<308 se3<x<35;009, se35<x<41, sex>4

IN

Bl (a) px(x) =1/81, se x = 0; 8/81, se x = 1; 24/81, se x = 2; 32/81, se x = 3; 16/81, se x = 4; 0, caso contrario; (b)
E(X)=8/3;(c) Y =4—Xe E(Y) =4/3; (d) pv(y) =16/81, se y = 0; 32/81, sey =1; 24/81, se y = 2; 8/81, se y =
3; 1/81, se y =4; 0, caso contrario; (e) E(Y) = 4/3; (f) Var(X) = Var(Y) = 8/9.

(@) E(X) = 0; (b) E(X?) = 3/8; (d) Var(X) = 3/8.

(@) px(x) = 361/1369, se x = —10; 342/1369, se x = 0; 450/1369, se x = 2; 216/1369, se x = 11; (b) 0,4865 (c) 0,2637 (d)
em média o jogador perde R$ 0,25.

@ 4

O (a) E(X) = —2,5 e DP(X) = 111,7755; (b) E(X) = 20 e DP(X) = 352,6684; (c) E(X) = 245 e DP(X) = 1.089,7247.

E(Y) =13 e Var(W) =09.

Falsa. Contra-exemplo: Se X étalque P(X =1)=1/2e P(X =2)=1/2= E(X) =3/2e E(1/X) =3/4 # 1/ E(X) = 2/3.

Respostas dos exercicios da Secao

(b) Fx(x) =0, se x < 0; 1 — 2, se x > 0; (c) Im(X) = (0, 00); (d) P(X >1)=0,1353 e P(X <2 | X > 1) = 0, 65.

(@) K = 3/4; (b) Fx(x) = 0,se x < =1; Bx—x>+2)/4, se =1 < x < 1; 1, se x > 1; (¢) Im(X) = (=1,1); (d)
P(X >—1/2)=0,8437 e P(X <1/2 | X > —1/2) = 0,8148.
(b) fx(x) = 1/2, para =1 < x < 1; (¢) Im(X) = (—1,1); (d) P(-0,3 < X < 0,5) = 0,4, P(X > —0,1) = 0,55 e

P(-0,3< X <0,5|X<-0,1)=0,22
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(b) Fx(x) =0,se x < 0; 2x/3,se 0 < x < 1;2/3,se 1 < x < 2; (x+2)/6,se 2< x < 4 1,se x > 4; (c) Im(X) =(0,1)U(2,4);
(d)P(X>3)=1/6e P(X>3|X>0,5=1/4

(@) K =2/3; (b) Fx(x) =0,se x < 1; (X—1)2/3, se1<x<2;1 —(4—X)2/6, se2<x<41,sex>4(c) ImX)=(1,4);
(d)y P(X <3)=5/6eP(1,5< X<2,5|X<3)=13/24; (e) m = 2,268.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) Im(Y) = (2,00); (b) Fy(y) =0,se y < 2; 1 —e*Be B, se y > 2 e Y é varidvel aleatéria continua; (c) fy(y) =
(2/3)@‘”3e’29/3 y>2;(d) P(Y <4)=0,7364

l (@) Im(Y) = (0,1); (b) Fy(y) =0,se y < 0; By —y?)/2,se 0 <y < 1;1,sey>1e Y évaridvel aleatéria continua; (c)
fy(y) = (3/2)(1 —y?), 0<y<1;(d)P(Y>0,3]Y<0,8)=0,5376.

(@) Im(Y) = (0,00); (b) Fy(y) =0,se y < 0;1—eY,sey>0;e Y évaridvel aleatdria continua; (c) fy(y) =e™Y, y > 0;
(d) P(Y > 1) =0, 3679.

@ (a) Im(Y) = (0,00); (b) Fy(y) =0, se y < 0;1/3,se 0 <y <1;1,se y >1e Y évaridvel aleatéria discreta; (c)
pyly) =1/3,se y =0; 2/3,se y =1; 0, caso contrario; (d) P(Y =1) = 2/3.

Bl (a) Im(Y) = (0,4); (b) Fy(y) =0, se y < 0; 1 —( Z—f) 6—(1—yuy)3?R)se0<y<,1—2—=y)?6, sel<y<4
1,sey > 4 e Y é varidvel aleatéria continua; (c) fy(y) = 22— /y)/3/y.se 0 <y <1; (2—/y)/6\/y, se 1 <y <4 (d)

PO < Y < 2)=0,9428.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) 1/2 (b) 7/2 (c) 7/2.
2} (a) 0 (b) 3/16 (c) N&o.
Bl (a) 0 (b) 1/2 (c) Nao.

(a) 4/3 (b) 2/3 (c) Nao.
B} () 7/3 (b) 1/2 (c) Néo.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) Var(X) = 1/4 e DP(X) = 1/2 (b) Var(Y) = 9/4 e DP(Y) = 3/2 (c) Var(Y) = 9/4 e DP(Y) = 3/2.

z (a) Var(X) = 1/5 e DP(X) = v/5/5 (b) Var(Y) = 83/1.280 e DP(Y) = v/415/80 (c) Nao.

(a) Var(X) = 1/3 e DP(X) = V/3/3 (b) Var(Y) = 7/4 e DP(Y) = v/7/2 (c) Nao.
(X)
(X) =

(a) Var(X) = 14/9 e DP(X) = V14/3 (b) Var(Y) = 2/9 e DP(Y) = v2/3 (c) Nao.

(Y)=
Y)
(
5| (a) Var(X) = 7/18 e DP(X) = V14/6 (b) Var(Y) = 29/60 e DP(Y) = v/435/30 (c) Nao.
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Respostas dos exercicios do Capitulo

(b) Im(X) = (0,1); (c) fx(x) =1/8,se 0 < x < 1/2; 4x3, se 1/2 < x < 1; 0, caso contrario; (d) P(1/3 < X < 2/3) =101/648
e P(X > 1/3 | X < 2/3) =101/128; (e) E(X) = 253/320, E(2X + 1) = 413/160 e E(2/X) ndo existe; (f) Var(X) = 0,0364,
Var(1 — 3X) = 0,3273 e Var(X?) = 0,0613.

(@) 0,5; (b) 0; (c) 2/3; (d) 2/9; () E(3X —2) =8 e Var(3X —2) = 2 (f) E(X3 + 1) = 201/5 e Var(X? + 1) = 38.688/175.

(b) Fx(x) =0,se x < 1; (bx — x> —5)/8,se 1 < x < 3; (x> —6x+13)/8,se 3<x <5 1,se x>5 (c) PX>1/2)=1e
P(X <2/3]X>1/2)=0; (d) E(X) =3 e Var(X) = 2.

@ a=12eb=-30ua=-12eb=3.

(@) fy(y) =2/y? y > 1 (b) fr(y) =15, 0 <y <1/4 () fr(y) =1,se 0 <y < 1/4 e 1/2+ 2y, se 1/4 < y < 3/4; (d)
fy(y) =4/3, 0 <y < 3/4

fy(yy =14, 3<y<-1, (y+N/4 -1<y<1.

[7} (a) 1/2; (b) 5/8; (c) 3/7; (d) 23/8; (e) t = 4,6, ou seja, 90% das pessoas respondem o questionario em menos que 4

minutos e 36 segundos.
[Bl (a) 1/8; (b) 1/8; (c) 1,5 milhges; (d) R$ 1.894.536.
[ (a) 3/8; (b) 0,074; (c) 9/16; (d) 245,22 Kg.

[0} (a) 1/2; (b) 4/9; (c) 3/8; (d) t = 5,56 dias, ou seja, 10% dos dispositivos duram menos de 5 dias, 13 horas e alguns

minutos.

Respostas dos exercicios da Secao

Respostas dos exercicios da Secéo [6.2]

Respostas dos exercicios da Secéao [6.3]

Bl (a) 1.000 Kg (b) 94,72 Kg (c) 500 Kg e 81,62 Kg.

Respostas dos exercicios da Segao [6.4]
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Respostas dos exercicios do Capitulo [0]

(@) px(x) = 1/2, se x = 0 ou x = 1; 0, caso contrario (b) My(t) = (1 + 7)/2; (c) E(X) = 1/2 e Var(X) = 1/4.
(b) Mx(t) = 2e'/(3 — e'), para t < In(3); (c) E(X) = 1,5 e Var(X) = 3/4.

V10/3.

Z

Respostas dos exercicios da Secao [7.1]

[} (a) (b) (c) (d) (e)
(a) (b) (c) (d) (e)
(@) Im(X)={1,2,3,4,5} e n =5; (b) Im(X) = {-5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} e n = 11.

(@) Im(X) = {1,2,..., 8t en =28 (b) ImX) ={567}en =23 (¢ ImX)=1{1,2345}en =05 (d ImX) =
{—2,-1,0,1} e n=4.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) (b) (¢) (d) (e) (f)
2 (@) (b) (c) (d) (e) (f) (9)
Bl (@) p=1/3; (b) p=4/5; (c) p = 3/4.

Respostas dos exercicios da Segao [7.3]

[} (a) (b) (c) (d) (e) -
2 (@) (b) (c) (d) (e) -
Bl (@) (b) () (d) (e) -
Bl (@n=10ep=3/5(b)n=8ep=1/2;(b) n=4ep=3/10;

Respostas dos exercicios da Secao
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Bl .
[@ (a) X ~ Geo*(p = 1/6); (b) X ~ Geo(p = 2/3); (c) X ~ Geo(p = 4/5); (d) X ~ Geo*(p = 1/2).
(@) X ~ Geo(p =1/3); (b) X ~ Geo*(p = 3/4); (c) X ~ Geo(p =1/2); (d) X ~ Geo*(p = 2/5).1

Respostas dos exercicios da Secao

m .

Bl (a) X ~ BinNeg(10,5/6); (b) (c) (d) (e) 0,1938; .
3.

@ (a) X ~ BinNeg(r = 5,p
BinNeg*(r =10, p =5/6).

(@) X ~ BinNeg(r = 3,p = 1/2); (b) X ~ BinNeg*(r = 5,p = 4/5); (c) X ~ BinNeg(r = 8,p = 3/5); (d) X ~
BinNeg*(r =4,p =3/4); .

1/3); (b) X ~ BinNeg(r = 8,p = 1/2); (c¢) X ~ BinNeg*(r = 4,p = 2/3); (c) X ~

Respostas dos exercicios da Secao

[} (@) (b) (d) (d) -

(@) X ~ HGeo(N = 54.300, r = 45.250, n = 100); (b) E(X) = 83, 33; (c) 0,06788.
Bl (a) X ~ HGeo(N =60,r =6,n = 6); .

@ (a) X ~ HGeom(N =30,r =12,n = 8); (b) X ~ HGeom(N =100, r = 4,n = 10).

Respostas dos exercicios da Segao [7.7]

(@) (b) (c) (d) (e) (f) (g) -

2 (a) (b) (c) (d) (e) .

Bl (a) (b) (c) (d) (e) (F) -

(@) X ~ Poi(A=); (b) X ~ Poi(A=); (c) X ~ Poi(A =).
@ (a) X ~ Poi(A =); (b) X ~ Poi(A=); (c) X ~ Poi(A =).

Respostas dos exercicios do Capitulo

(@) (b); (c); (d); (e) -
(@) X ~ Unif(6) e Im(X) = {5,10,15, 20, 25,30}; (b) 17,5% em média de desconto; (c) 0,461; (d) 0, 096.
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Bl (a) 4,5% (b) 0,5%; (c) 21,22; (d) ; (e) .

[@ (a) 1/3.268.760 (b) 2/408.955 (c) 9/192.280 (d) 12/48.070.
Bl -0,979925; -15,686127; -124,428542; -799,6188809.

[6l (a) Y ~ Bin(n,1 = p); (b) Y ~ Geo*(p).

[7l (@) (b); (o) -
Bl (a) 1,2; (b) 0,0223; (c) .
[0 0,4.

[} (a) 0,539; (b) 0,522; (c) 38 e 32.

(@) 1—e3 0,95 (b); () Bin(5,1— e™3).

[M3] (a) X ~ Poi(A = 2); (b) X ~ Geo*(p = 3/5); (c) X ~ Bin(n = 10,p = 1/4) ; (d) X ~ BinNeg(r = 2, p = 2/3).
(@) X ~ Geo2/3); (b) X ~ Bin(3,1/2); (c) X ~ Poi(1); (d) X ~ BinNeg(3,1/4).

Respostas dos exercicios da Secéao [8.1]

(€) 7,5 (d) 25/12 () P(X >8)=0,2e P(X < 8| X > 6) = 1/2.
2 (a) 1/4 (b) 2/3 () 0,756 .
Bl(@a=3eb=7()a=0eb=05()a=—-10eb=-9,
M (@a=2eb=8(h)a=—Teb=1()a=0eb=3.

Bl (b)a=2eb=—1.

Respostas dos exercicios da Secéo [8.2]

(€) 0,5 (d) 0,5 (e) P(X >3) = e©~0,00248 e P(X < 4 | X > 1) = (e 2 — e8)/e 2 ~ 0, 997.
2 (a) 0,221 (b) 0,779 (c) 1, 28.

Bl (@A=2(b)A=1/2 () A=1.

A (@ A=3(b)A=1()A=1/4

B (b) Y ~ Exp(A=1/3).

Respostas dos exercicios da Secéao [8.3]

(@) 27/2 (b) 1/(5° x 24) (c) (4/3)v/23.

(b) Fx(x) =1 —e 2 — 2xe 2 — 2x%e™ 2.

B} (a) 0,265 (b) 0,462 (c) 0,173.

@ @a=4er=2b)a=2er=12()a=12er=3.
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Bl (@a=4er=3b)a=12er=2(c)a=2er=1/3.
7 (c) Y ~ Gama(3,10).

Respostas dos exercicios da Secao

(@) 1/12 (b) 1/3 (c) 2°/35 (d) 7/2.
(@) fx(x) =, 0 < x <1 (b) Fx(x) =0,se x < 0; 6x2—8x>+3x%,se 0 < x < 1;1,se x > 1 (c) E(X) = 2/5 (d) Var(X) = 1/25
(e) P(X > 2/5)=0,4752 e P(X > 2/5| X < 3/5) =0,361.

Bl (a) 1/3 (b) 0,338 (c) 0,362 (d) 8, 876.
@ @a=3eB=5b)a=4eB=2()a=12eB=1.

Respostas dos exercicios da Secao

(@) f(x) = xe™"/2, x >0 (b) F(x) =0,se x < 0 e F(x) = 1—e /" se x > 0 (c) E(X) = 1, 772454 (d) Var(X) = 0, 8584073
(e) P(X >1)=0,7788 e P(X > 1| X < 2) = 0,650068.

2 (a) 8 dias (b) 17,88 dias (c) 0,2057407 (d) 0,7436539 (e) t = 21,20759, ou seja, 90% das manutengdes ocorrem em

menos de 21 dias e algumas horas dias.
@a=3eB=2b)a=12eB=4(c)a=2epB=1/3.
(b) E(Y)=1/9 (c) Y ~ Exp(1).

Respostas dos exercicios da Secéao [8.6]

(@) f(x) =0,se x <1e f(x) =3/2x*Vx),se x<1(b) F(x)=0,se x<Te F(x)=1—1/xy/x,se x>1(c) E(X) =3 (d)
ndo existe Var(X) (e) m =5,657 (f) P(X > 3)=0,1924 e P(X >3 | X <5)=0,1131.

2 (a) 7.74% (b) 1,16 (c) d = 4,26 cm (d) 90, 26%.
B (@a=3eb=2{b)a=1eB=12()a=12eB=1/2.

Respostas dos exercicios do Capitulo [§]

(@) 2/5 (b) 7/30 (c) 5/23 (d) 4/23 (e) 9/15.
R (@ a=12(b)a=2()a=4

Bl (a) 0,264 (b) 0,513 (c) 57 dias (d) 0,783
[ 0,368.
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Bl (a) 0,0155 (b) 0,811.

Bl (a) 0,9098 (b) 0,0902 (c) 200 horas (d) 4 bombas.

(a) 3/8 (b) 2vV/2T"(2/3) (c) 9452 (1/2) = 945v/2 (d) 1/27 (1/2) = \/7/2 (e) 10/9 (f) [2(1/2)/16 = 7/16.
Bl (a) k = 60 (b) X ~ Beta(4,3) () 0,07047.

0,536

(b) E(X) = 1/2.

(@) m = (a+ b)/2 (b) m = n(2)/A (c) m = b2/

(@) X ~ U(=1,1) (b) X ~ Exp(1/3 (c) X ~ Gama(3,2) (d) X ~ Beta(1/3,2) (e) X ~ Pareto(2,4) (f) X ~ Gama(1/2,1)
(g) X ~ Weibull(2,2).

(@) X ~ Exp(3/4) (b) X ~ Gama(2/3,5) (c) X ~ U(0,1).

Respostas dos exercicios da Secao

7216 ~ Gama (%,3).

Respostas dos exercicios da Secao 9.2

[l (a) P(Z > 2,43) = 0,0075, (b) P(Z > —1,81) = 0,9649, (c) P(Z < 2,76) = 0,9971, (d) P(Z < —0,68) = 0, 2483, (¢) P(0 <
Z < 1,31) = 0,4049, (f) P(=0,45 < Z < 0) = 0,1736, (g) P(—1,4 < Z < 2,3) = 0,9085, (h) P(1,21 < Z < 1,96) = 0, 0881,
(i) P(—2,02 < Z < —0,06) = 0, 4544.

2 0,6826.
Bl 0,0694.

Respostas dos exercicios da Secao 9.3

@u=1led?=2{b)py=0ecd?=3(pu=-led?=1.
@u=—2edl=1(b)p=3ec’=6(Qu=0e0c?=2

Bl (a) Y ~ N(4:8) (b) Y ~ N(42) (c) Y ~ N(=5;8) (d) ¥ ~ N(=1/2;1/2) .

(@) X ~ N(1;1) (b) X ~ N(=3;1/4) (¢) X ~ N(—6;9) (d) X ~ N(4; 1).
@a=12eb=-12b)a=3eb=27()a=12eb=-15/2(d)a=1eb=2/3.

[6l (b) para X; temos a4 = 1 e para X, temos a; = 0,1. Podemos observar que quanto maior o valor de A mais parecida

com uma normal é a distribuicdo de Poisson.



Respostas dos exercicios da Secao

[} (@) (b) (c) (d) (e) (f) -
() (b) (c) (d) (e) (F) -
B .

Respostas dos exercicios da Secao

[} (a) (b) (o) (d) -

Respostas dos exercicios do Capitulo [§]

0? = 22,676.

2} ¢ =14,56.

B} (a) 9,5% (b) o < 0,0019.
(a) 0,9525 (b) 0,4972.

(a) 0,0764 (b) 0,1932 (c) No méximo vocé pode sair de casa no maximo 8,485 minutos depois das 08:00h.

(
[} (a) 0,0668 (b) 0,44 (c) 0,0794.
(a) 0,3264 (b) 0,2505.

@ .

Ol =49,97 e 0 =9,95.

4,328; 5,536 e 6,024.

[} (a) 0,5 — d(=2u/a) (b) 1 () 0,1587 (d) 0,2718.
[12} (a) 0,9331 (b) 0,9984.

(a) 0,0456 (b) 0,02996 (c) X ~ Geo*(0, 0456).
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