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Noç ões Preliminares

1. Corpos

Para saber mais ...
Da história da Álgebra Linear, con-
sulte as páginas:
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
HistTopics/Matrices_and_
determinants.html

e
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
HistTopics/Abstract_
linear_spaces.html

Um corpo comutativo é um conjunto K, cujos elementos são chama-

dos escalares, com um par de operações:

+ x ∈ K e y ∈ K =⇒ x + y ∈ K (adição)

· x ∈ K e y ∈ K =⇒ xy = x · y ∈ K (multiplicação)

que satisfazem as seguintes propriedades:

1. A adição é comutativa: x + y = y + x , ∀x, y ∈ K.

2. A adição é associativa: x + (y + z) = (x + y) + z , ∀x, y, z ∈ K.

3. Existe um único elemento 0 ∈ K (zero), tal que x + 0 = x , ∀x ∈ K.

4. A cada x ∈ K corresponde um único elemento −x ∈ K, tal que

x + (−x) = 0.

5. A multiplicação é comutativa: x · y = y · x , ∀x, y ∈ K.

6. A multiplicação é associativa: x · (y · z) = (x · y) · z , ∀x, y, z ∈ K.

7. Existe um único elemento 1 ∈ K− {0} (um), tal que x ·1 = x , ∀x ∈ K.

8. A cada x ∈ K− {0} (x não-nulo) corresponde um único elemento x−1

ou
1

x
em K, tal que x · x−1 = 1.

9. A multiplicação é distributiva em relação à adição:

x · (y + z) = x · y + x · z , ∀x, y, z ∈ K.

1
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Corpos

Definiç ão 1.1

Um subcorpo de K é um subconjunto F de K que é um corpo com as

operações de adição e multiplicação de K.

Assim, dizer que F é um subcorpo do corpo K significa que 0 e 1

estão em F e que se x e y são elementos de F , então, x+y, xy, −x e x−1

(caso x 6= 0) são também elementos de F .

Exemplo 1.1

O conjunto dos números complexos C = {a + ib | a, b ∈ R} é um corpo

com as operações de adição e multiplicação usuais. �

Exemplo 1.2

O conjunto dos números reais R é um subcorpo de C. �

Exemplo 1.3

O conjunto dos números racionais Q = {
p

q
| p ∈ Z , q ∈ Z − {0}} é um

subcorpo de R e de C. Mais ainda, é fácil verificar que todo subcorpo de

C deve conter Q. �

Exemplo 1.4

O conjunto {x + y
√

2 | x, y ∈ Q} é um subcorpo de C. �

Exemplos ...
Os corpos Zp = Z/(pZ) com p >
0 inteiro primo têm caracterı́stica
p.

Observaç ão 1.1

Num corpo K pode ser possı́vel adicionar uma quantidade finita de parce-

las iguais a 1 e obter 0, isto é, 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1 = 0.

Quando esse fato acontece, o menor natural k, tal que a soma de k par-

celas 1 é igual a 0, é chamado a caracterı́stica de K. Quando tal número

natural não existe, dizemos que o corpo tem caracterı́stica zero.

Em todo o seguinte, vamos considerar apenas corpos de caracterı́stica

zero.
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Sistemas de Equaç ões Lineares

2. Sistemas de Equaç ões Lineares

Seja K um corpo (como sempre, de caracterı́stica zero) e seja o

sistema de m equações lineares a n incógnitas

A11x1 + A12x2 + · · · + A1nxn = y1

A21x1 + A22x2 + · · · + A2nxn = y2

...
...

...
...

Am1x1 + Am2x2 + · · · + Amnxn = ym ,

(?)

onde y1, . . . , ym e Aij, 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n, são elementos de K.

Definiç ão 2.1

• Uma n−upla (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn que satisfaz o sistema é chamada

uma solução do sistema.

• Se (y1, y2, . . . , ym) = (0, 0, . . . , 0), dizemos que o sistema é homogêneo.

• se c1, c2, . . . , cm ∈ K, dizemos que

(c1A11 + c2A21 + · · ·+ cmAm1)x1

+(c1A12 + c2A22 + · · ·+ cmAm2)x2

+ · · ·+ (c1A1n + c2A2n + · · ·+ cmAmn)xn = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cmym

é uma combinação linear das equações do sistema.

Note que toda solução do sistema é, também, uma solução desta nova

equação.

• Dizemos que dois sistemas de equações lineares são equivalentes se

cada equação de um dos sistemas é combinação linear das equações do

outro sistema.

Em particular, sistemas de equações lineares que são equivalentes pos-

suem exatamente as mesmas soluções.
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Operaç ões Elementares

3. Operaç ões Elementares

Podemos escrever o sistema (?) na forma matricial

AX = Y,

onde

A =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

Am1 Am2 · · · Amn


m×n

é a matriz dos coeficientes do sistema,

X =


x1

x2

...

xn


n×1

e Y =


y1

y2

...

ym


m×1

.

Vamos considerar três operações elementares sobre as linhas da

matriz A que correspondem a formar combinações lineares das equações

do sistema AX = Y:

1. multiplicação de uma linha de A por um escalar não-nulo;

2. substituição da p−ésima linha de A pelo resultado da soma da linha

p−ésima mais c vezes a linha q−ésima, sendo c ∈ K − {0} e p 6= q

números entre 1 e m;

3. transposição de duas linhas de A.

Uma operação elementar sobre linhas é uma função e que a cada

matriz A de tamanho m×n associa outra matriz e(A) de mesmo tamanho.

Para as três operações elementares acima, temos:

1. e(A)ij = Aij se i 6= p, e(A)pj = c Apj.

2. e(A)ij = Aij se i 6= p, e(A)pj = Apj + c Aqj.

3. e(A)ij = Aij se i 6= p, e i 6= q, e(A)pj = Aqj e e(A)qj = Apj.

J. Delgado - K. Frensel 4 Instituto de Matemática - UFF



Operaç ões Elementares

Teorema 3.1

Para cada operação elementar e existe uma operação elementar e1 do

mesmo tipo, tal que, e1(e(A)) = e(e1(A)) = A.

Prova.

De fato,

• Se e é a multiplicação da p−ésima linha por c (c 6= 0), então e1 é a

multiplicação da p−ésima linha por c−1.

• Se e é a operação que substitui a p−ésima linha de A pela p−ésima

linha mais c vezes a q−ésima linha, então e1 é a operação que substitui a

p−ésima linha de A pela p−ésima linha de A mais −c vezes a q−ésima

linha de A.

• Se e é a operação que transpõe as linhas p e q de A, então e1 = e. �

Definiç ão 3.1

Sejam A e B matrizes m × n sobre o corpo K. Dizemos que B é equiva-

lente por linhas a A se B pode ser obtida de A por uma seqüência finita

de operações elementares sobre as linhas de A.

Observaç ão 3.1

A equivalência por linhas no conjunto das matrizes m × n é uma relação

de equivalência.

Teorema 3.2

Se A e B são matrizes m × n equivalentes por linhas, então os sistemas

homogêneos AX = 0 e BX = 0 têm exatamente as mesmas soluções.

Prova.

Podemos passar de A para B por meio de uma seqüência finita de operações

elementares sobre as linhas.

A = A0 → A1 → A2 → · · ·→ Ak = B .

Basta então observar que uma operação elementar sobre linhas não al-

tera o conjunto de soluções.

De fato. Sejam C e D matrizes m× n tais que e(C) = D.

Então, toda linha de D é uma combinação linear das linhas de C. Como

C = e1(e(C)) = e1(D), toda linha de C é, também, uma combinação linear
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Operaç ões Elementares

das linhas de D. Logo, C e D são matrizes equivalentes e, portanto, os

sistemas homogêneos associados a tais matrizes possuem as mesmas

soluções. �

Exemplo 3.1

Seja A a matriz 3× 4

A =

2 −1 3 2

1 4 0 −1

2 6 −1 5


sobre o corpo Q.

Vamos efetuar uma seqüência finita de operações elementares sobre as

linhas de A:

A =

2 −1 3 2

1 4 0 −1

2 6 −1 5

 (2)−→
0 −9 3 4

1 4 0 −1

2 6 −1 5

 (2)−→
0 −9 3 4

1 4 0 −1

0 −2 −1 7

 (1)−→
0 −9 3 4

1 4 0 −1

0 1 1/2 −7/2

 (2)−→
0 −9 3 4

1 0 −2 13

0 1 1/2 −7/2

 (2)−→
0 0 15/2 −55/2

1 0 −2 13

0 1 1/2 −7/2

 (1)−→
0 0 1 −11/3

1 0 −2 13

0 1 1/2 −7/2

 (2)−→
0 0 1 −11/3

1 0 0 17/3

0 1 1/2 −7/2

 (2)−→
0 0 1 −11/3

1 0 0 17/3

0 1 0 −5/3

 = B

Como as matrizes 3 × 4 A e B são equivalentes por linhas, os sistemas

lineares homogêneos
2x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 0

x1 + 4x2 − x4 = 0

2x1 + 6x2 − x3 + 5x4 = 0

e 
x3 − 11

3
x4 = 0

x1 + 17
3
x4 = 0

x2 − 5
3
x4 = 0

têm as mesmas soluções. Logo, toda solução do sistema é da forma(
−17

3
x4,

5
3
x4,

11
3

x4, x4

)
, x4 ∈ R.
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Operaç ões Elementares

Ou seja, toda solução é um múltiplo da solução (−17, 5, 11, 3). �

Definiç ão 3.2

Uma matriz R de tamanho m × n é dita linha-reduzida ou reduzida por

linhas se:

a. a primeira entrada não-nula de cada linha não-nula de R é igual a 1;

b. toda coluna de R que contém a primeira entrada não-nula de alguma

linha tem todos as suas outras entradas nulas;

Exemplo 3.2

A matriz B obtida no exemplo anterior é reduzida por linhas. �

Em alguns textos ...
A matriz identidade é também cha-
mada matriz unidade, pois, como
veremos mais adiante, atua como
unidade multiplicativa para as ma-
trizes.

Exemplo 3.3

A matriz identidade n× n I cujas entradas são:

Iij = δij =

{
1 , se i = j

0 , se i 6= j .

�

Exemplo 3.4

As matrizes 1 0 0 0
0 1 −1 0

0 0 1 0

 e

0 2 1
1 0 −3

0 0 0


não são reduzidas por linhas. �

Teorema 3.3

Toda matriz m × n com entradas sobre um corpo K é equivalente por

linhas a uma matriz reduzida por linhas.

Prova.

Seja A uma matriz m × n. Se toda entrada na primeira linha de A é

0, a condição a. está satisfeita no que diz respeito à primeira linha.

Se a primeira linha tem uma entrada não-nula, seja k o menor inteiro

positivo j para o qual A1j 6= 0. Multiplicando a linha 1 por A−1
1j , a condição

a. fica satisfeita em relação à linha 1.
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Operaç ões Elementares

Para cada i ≥ 2, somamos −Aik vezes a linha 1 à linha i, para tornar as

outras entradas na k−ésima coluna iguais a zero.

Consideremos agora a matriz que resultou das operações acima. Se toda

entrada da linha 2 é nula, nada fazemos a essa linha. Mas se alguma

entrada da linha 2 é diferente de zero, multiplicamos essa linha por um

escalar de modo que a primeira entrada não-nula seja 1.

No caso em que a linha 1 tenha uma primeira entrada não-nula na coluna

k, a primeira entrada não-nula na linha 2 aparece numa coluna k ′, onde

k ′ 6= k. Somando múltiplos adequados da linha 2 às diversas linhas, po-

demos fazer com que todas as entradas da coluna k ′, com exceção do 1

na linha 2, sejam nulas.

Observe que ao efetuarmos essas últimas operações, não alteramos as

entradas da linha 1 nas colunas 1, . . . , k e nenhuma entrada da coluna

k. Além disso, se a linha 1 fosse nula, as operações com a linha 2 não

afetariam a linha 1.

Trabalhando com uma linha de cada vez da maneira acima, chegaremos

a uma matriz reduzida por linhas após um número finito de etapas. �

Definiç ão 3.3

Uma matriz R de tamanho m×n é dita linha-reduzida à forma em escada

ou reduzida por linhas à forma em escada, se:

a. R é reduzida por linhas;

b. toda linha de R cujas entradas são todas nulas ocorre abaixo de

todas as linhas que possuem uma entrada não-nula;

c. se as linhas 1, . . . , r são as linhas não-nulas de R e se a primeira

entrada não-nula da linha i ocorre na coluna ki, i = 1, . . . , r, então

k1 < k2 < . . . < kr.

Isto é, existe um inteiro positivo r, 1 ≤ r ≤ m e r inteiros positivos

k1 , k2 , . . . , kr com 1 ≤ ki ≤ n, tais que:

a. Rij = 0, para i > r e 1 ≤ j ≤ n;

b. Rij = 0, para j < ki e 1 ≤ i ≤ r;

J. Delgado - K. Frensel 8 Instituto de Matemática - UFF



Operaç ões Elementares

c. Rikj
= δij, para 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ r;

d. k1 < . . . < kr.

Exemplo 3.5

A matriz identidade n × n e a matriz nula m × n são matrizes reduzidas

por linhas à forma em escada. �

Exemplo 3.6

A matriz 0 1 −3 0 1/2

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0


é uma matriz reduzida por linhas à forma em escada. �

Teorema 3.4

Toda matriz é equivalente por linhas a uma matriz reduzida por linhas à

forma em escada.

Prova.

Sabemos que toda matriz A é equivalente por linhas a uma matriz re-

duzida por linhas R. Efetuando um número finito de transposições das

linhas de R, obtemos uma matriz equivalente por linhas a R, e portanto a

A, que é reduzida por linhas à forma em escada. �

Exemplo 3.7

A matriz A do exemplo 3.1 é equivalente por linhas à matriz B que está

na forma reduzida por linhas. Essa matriz é, por sua vez, equivalente por

linhas à matriz

C =

1 0 0 17/3

0 1 0 −5/3

0 0 1 −11/3


que é a forma reduzida por linhas à forma em escada. �

Seja R uma matriz m × n reduzida por linhas à forma em escada

e sejam 1, . . . , r as linhas não-nulas de R. Suponhamos que o primeiro

elemento não-nulo da linha i, 1 ≤ i ≤ r, ocorra na coluna ki.

J. Delgado - K. Frensel 9 Instituto de Matemática - UFF



Operaç ões Elementares

Então, o sistema RX = 0 consiste de r equações não-triviais. Além

disso, a incógnita xki
aparecerá, com coeficiente não-nulo, apenas na

i−ésima equação. Se indicarmos por u1, . . . , un−r as n − r incógnitas que

são diferentes de xk1
, . . . , xkr , então as r equações não triviais do sistema

são da forma:

xk1
+

n−r∑
j=1

C1juj = 0

...
...

...

xkr +

n−r∑
j=1

Crjuj = 0

(1)

Todas as soluções do sistema RX = 0 são obtidas atribuindo valores ar-

bitrários às incógnitas u1, . . . un−r e calculando os valores corresponden-

tes de xk1
, . . . , xkr por meio de (1).

Exemplo 3.8

Seja R a seguinte matriz 3× 5 reduzida por linhas à forma em escada

R =

0 1 −3 0 1/2

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0


Neste caso, temos r = 2, k1 = 2 e k2 = 4.

As equações não-triviais do sistema RX = 0 são

x2 − 3x3 + 1
2
x5 = 0 ⇐⇒ x2 = 3x3 − 1

2
x5

x4 + 2x5 = 0 ⇐⇒ x4 = −2x5

Atribuindo valores arbitrários x1 = a, x3 = b e x5 = c, vemos que qualquer

solução do sistema RX = 0 é da forma
(
a, 3b − 1

2
c, b,−2c, c

)
. �

Observaç ão 3.2

Seja R uma matriz m × n reduzida por linhas à forma em escada. Se o

número r de linhas não-nulas é menor que n, o sistema RX = 0 possui

soluções não-triviais, isto é, soluções (x1, . . . , xn) em que nem todo xj é

nulo.

Teorema 3.5

Se A é uma matriz m×n com m < n, então o sistema homogêneo AX = 0

admite soluções não-triviais.
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Prova.

Seja R uma matriz m × n reduzida por linhas à forma em escada que

seja equivalente por linhas à matriz A. Então, os sistemas AX = 0 e

RX = 0 possuem as mesmas soluções.

Se r é o número de linhas não-nulas em R, então r ≤ m. Como m < n,

temos r < n. Logo, pela observação acima, RX = 0 e, portanto, AX = 0

admite soluções não-triviais. �

Teorema 3.6

Se A é uma matriz quadrada n × n, então, A é equivalente por linhas à

matriz identidade n×n se, e somente se, o sistema AX = 0 possui apenas

a solução trivial.

Prova.

(=⇒) Se A é equivalente por linhas à matriz identidade I, então, os sis-

temas AX = 0 e IX = 0 possuem as mesmas soluções. Logo, AX = 0

possui apenas a solução trivial.

(⇐=) Suponhamos agora que AX = 0 possua apenas a solução trivial

X = 0 = (0, 0, . . . , 0).

Seja R uma matriz reduzida por linhas à forma em escada equivalente por

linhas à matriz A e seja r o número de linhas não-nulas de R.

Como RX = 0 possui apenas a solução trivial, temos que r ≥ n. Mas

como R possui n linhas, temos que r = n.

Além disso, como k1 < k2 < . . . < kn e R possui n colunas, temos que

ki = i para cada 1 ≤ i ≤ n.

Logo, R é a matriz identidade. �

Consideremos agora o sistema não-homogêneo de equações linea-

res AX = Y.

A matriz completa A ′ do sistema AX = Y é a matriz m×(n+1) cujas

n primeiras colunas são as colunas de A e cuja última coluna é Y. Isto é,

A ′
ij = Aij , se j ≤ n

A ′
i(n+1) = Yi .
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Efetuando uma seqüência finita de operações elementares sobre as

linhas de A, obtemos uma matriz R reduzida por linhas à forma em es-

cada. Efetuando a mesma seqüência de operações elementares sobre a

matriz completa A ′, obteremos uma matriz R ′ cujas primeiras n colunas

são as colunas de R e cuja última coluna

Z =


z1

z2

...

zm


resulta de aplicar a mesma seqüência de operações sobre as linhas da

matriz Y.

Da mesma forma que no caso homogêneo, podemos mostrar que

os sistemas AX = Y e RX = Z são equivalentes e, portanto, admitem as

mesmas soluções.

Se R possui r linhas não-nulas, com a primeira entrada não-nula da

linha i ocorrendo na coluna ki, 1 ≤ i ≤ r, então as r primeiras equações

de RX = Y exprimem xk1
, . . . , xkr em termos das (n− r) incógnitas restan-

tes e dos escalares z1, . . . , zr. Além disso, as (m − r) últimas equações

são:

0 = zr+1

0 = zr+2

...
...

0 = zm .

Portanto, a condição para o sistema ter uma solução é que zi = 0

para r < i ≤ m.

Se tal condição é satisfeita, todas as soluções do sistema são obti-

das atribuindo-se valores arbitrários às (n − r) incógnitas xi, 1 ≤ i ≤ n,

i 6∈ {k1, . . . , kr}, e calculando xki
a partir da i−ésima equação.

Exemplo 3.9

Seja K o corpo dos números racionais, e seja A a matriz

A =

1 −2 1

2 1 1

0 5 −1

 .
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Para resolver o sistema AX = Y, para Y =

y1

y2

y3

 dado, devemos apli-

car uma seqüência de operações elementares sobre as linhas da matriz

completa A ′ que torne A reduzida por linhas:1 −2 1 y1

2 1 1 y2

0 5 −1 y3

 (2)−→
1 −2 1 y1

0 5 −1 y2 − 2y1

0 5 −1 y3

 (2)−→
1 −2 1 y1

0 5 −1 y2 − 2y1

0 0 0 y3 − y2 + 2y1



(1)−→
1 −2 1 y1

0 1 −1/5 (y2 − 2y1)/5

0 0 0 y3 − y2 + 2y1

 (2)−→
1 0 3/5 (y1 + 2y2)/5

0 1 −1/5 (y2 − 2y1)/5

0 0 0 y3 − y2 + 2y1


A condição para que o sistema tenha uma solução é y3 − 2y2 + 2y1 = 0.

Se os escalares y1, y2, e y3 satisfazem essa condição, todas as soluções

são obtidas atribuindo-se um valor c a x3 e depois calculando:

x1 = 3
5
c + 1

5
(y1 + 2y2)

x2 = −1
5
c + 1

5
(y2 − 2y1) .

�

Observaç ão 3.3

Suponhamos que as entradas da matriz A e os escalares y1, . . . , ym es-

tejam num subcorpo F do corpo K.

Se o sistema AX = Y admite uma solução com x1, . . . , xn emK, ele admite

uma solução com x1, . . . , xn em F.

De fato, a condição para o sistema admitir uma solução, sobre cada um

dos dois corpos, é que sejam válidas certas relações entre y1, . . . , ym em

F (a saber as relações zi = 0, para i > r).

Por exemplo, se AX = Y é um sistema de equações lineares no qual

os escalares yk e Aij são números reais e, se existe uma solução na

qual x1, . . . , xn são números complexos, então existe uma solução com

x1, . . . , xn números reais.
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4. Multiplicaç ão de Matrizes

Definiç ão 4.1

Seja A uma matriz m×n sobre o corpo K e seja B uma matriz n×p sobre

o corpo K. O produto AB é a matriz C de tamanho m × p sobre o corpo

K, cujas entradas são

Cij =

n∑
k=1

Aik Bkj .

Observaç ão 4.1

Se β1, . . . , βn são as linhas da matriz B e γ1, . . . , γm são as linhas da

matriz C, então

γi = Ai1β1 + Ai2β2 + · · ·+ Ainβn .

Isto é, as linhas de C são combinações lineares das linhas de B.

De fato,

γi = (Ci1, Ci2, . . . , Cip)

=

(
n∑

k=1

AikBk1,

n∑
k=1

AikBk2, . . . ,

n∑
k=1

AikBkp

)
=

n∑
k=1

Aik (Bk1, Bk2, . . . , Bkp)

=

n∑
k=1

Aikβk .

Exemplo 4.1

a.

(
5 −1 2

0 7 2

)
2×3

=

(
1 0

−3 1

)
2×2

(
5 −1 2

15 4 8

)
2×3

.

Neste caso:

γ1 = (5,−1, 2) = 1 · (5,−1, 2) + 0 · (15, 4, 8)

γ2 = (0, 7, 2) = −3 · (5,−1, 2) + 1 · (15, 4, 8) .

b.

(
−2 −4

6 12

)
2×2

=

(
−1

3

)
2×1

(
2 4

)
1×2

.

Neste caso:

γ1 = (−2,−4) = −1 · (2, 4)

γ2 = (6, 12) = 3 · (2, 4) .
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c.

0 1 0

0 0 0

0 0 0


3×3

1 −5 2

2 3 4

9 −1 3


3×3

=

2 3 4

0 0 0

0 0 0


3×3

.

Neste caso:

γ1 = (2, 3, 4) = 0 · (1,−5, 2) + 1 · (2, 3, 4) + 0 · (9,−1, 3)

γ2 = (0, 0, 0) = 0 · (1,−5, 2) + 0 · (2, 3, 4) + 0 · (9,−1, 3)

γ3 = (0, 0, 0) = 0 · (1,−5, 2) + 0 · (2, 3, 4) + 0 · (9,−1, 3) .

�

Observaç ão 4.2

• O produto de matrizes não é comutativo.

De fato, considere o seguinte exemplo:

Sejam A =

(
1 0

2 1

)
e B =

(
2 1

1 1

)
.

Então

AB =

(
2 1

5 3

)
6=

(
4 1

3 1

)
= BA .

• Se I é a matriz identidade m×m e A é uma matriz m×n, então IA = A.

• Se I é a matriz identidade n×n e A é uma matriz m×n, então AI = A.

• Se Ok,m é a matriz nula k × m, então, para toda matriz A m × n e

qualquer matriz B p× k, temos Ok,mA = Ok,n e BOk,m = Op,m.

Se B é uma matriz n × p, as colunas de B são as n × 1 matrizes

β1, . . . , βp dadas por:

βj =


B1j

B2j

...

Bnj


n×1

, 1 ≤ j ≤ p .

A matriz B é a sucessão dessas p colunas:

B = (β1, β2, . . . , βp) .

Seja A uma matriz m× n. Então Aβj é a j−ésima coluna da matriz

C = AB, pois como
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Cij =

n∑
k=1

AikBkj ,

então

Cj =


C1j

C2j

...

Cmj


m×1

=



n∑
k=1

A1kBkj

n∑
k=1

A2kBkj

...
n∑

k=1

AmkBkj


= Aβj .

Assim, AB = (Aβ1, Aβ2, . . . , Aβp)m×p.

Teorema 4.1

Se A, B e C são matrizes sobre o corpo K tais que os produtos BC e

A(BC) são definidos, então estão definidos os produtos AB e (AB)C.

Além disso,

A(BC) = (AB)C .

Prova.

Suponhamos que B é uma matriz n × p, que A é uma matriz com m

linhas e que C é uma matriz com l colunas.

Como os produtos BC e A(BC) estão definidos, temos que C é uma matriz

p× l e que A é uma matriz m× n, já que BC é uma matriz n× l.

Assim, o produto AB existe e é uma matriz m × p, e o produto (AB)C

existe e é uma matriz m× l.

Além disso, usando a definição, temos:

[A (BC)]ij =

n∑
k=1

Aik (BC)kj =

n∑
k=1

Aik

p∑
r=1

BkrCrj

=

n∑
k=1

p∑
r=1

AikBkrCrj =

p∑
r=1

(
n∑

k=1

AikBkr

)
Crj

=

p∑
r=1

(AB)ir Crj

= [(AB)C]ij .

Como querı́amos demonstrar. �
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Observaç ão 4.3

• Devido à propriedade associativa da multiplicação de matrizes, se A

é uma matriz quadrada, o produto A · A · . . . · A, de k fatores iguais a

A, está definido sem ambigüidade e indicaremos esse produto por Ak,

convencionando A0 = I.

• A relação A(BC) = (AB)C implica que combinações lineares de combi-

nações lineares das linhas de C são, ainda, combinações lineares das

linhas de C.

Definiç ão 4.2

Uma matriz m×m é uma matriz elementar se ela pode ser obtida da matriz

identidade m × m por meio de uma única operação elementar sobre as

linhas.

Exemplo 4.2

As matrizes elementares 2× 2 são:(
0 1

1 0

)
;

(
1 c

0 1

)
;

(
1 0

c 1

)
;

(
c 0

0 1

)
com c 6= 0;

(
1 0

0 c

)
com c 6= 0.

�

Teorema 4.2

Seja e uma operação elementar sobre linhas e seja E a matriz m × m

elementar E = e(I). Então, para toda matriz A m× n, temos:

e(A) = EA .

Prova.

Analisemos, separadamente as três operações elementares.

a. Seja e a operação “substituição da linha r por c vezes a linha r, com

c 6= 0”. Então,

Eik =

{
δik , se i 6= r

cδrk , se i = r

Logo, (EA)ij =

m∑
k=1

EikAkj =

{
Aij , se i 6= r

cArj , se i = r
, isto é, EA = e(A).

b. Seja e a operação “transposição das linhas r e s, r 6= s”. Então,
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Eik =


δik , se i 6= r e i 6= s

δrk , se i = s

δsk , se i = r .

Logo, (EA)ij =

m∑
k=1

EikAkj =


Aij , se i 6= r e j 6= s

Arj , se i = s

Asj , se i = r

, isto é, EA = e(A).

c. Seja e a operação “substituição da linha r pela soma de c vezes a linha

s mais a linha r”. Então,

Eik =

{
δik , se i 6= r

δrk + cδsk , se i = r .

Logo, (EA)ij =

m∑
k=1

EikAkj =

{
Aij , se i 6= r

Arj + cAsj , se i = r
, isto é, EA = e(A).

�

Corol ário 4.1

Sejam A e B matrizes m× n sobre o corpo K. Então, B é equivalente por

linhas a A se, e somente se, B = PA, onde P é um produto de matrizes

elementares m×m.

Prova.

Suponhamos que B = PA, onde

P = Es · . . . · E2 · E1 ,

e as Ej são matrizes elementares m×m. Então,

• E1A é equivalente por linhas à matriz A;

• E2E1A = E2(E1A) é equivalente por linhas à matriz E1A, e portanto a A;

Continuando o raciocı́nio indutivamente, obtemos que (Es · . . . · E1)A é

equivalente por linhas à matriz A.

Suponhamos agora que B é equivalente por linhas à matriz A. Sejam

e1, . . . , es operações elementares sobre linhas que aplicadas consecuti-

vamente sobre a matriz A dão como resultado B. Se E1, . . . , Es são as

matrizes elementares correspondentes, então

B = es(es−1(. . . (e1(A)) . . .)) = (Es · Es−1 · . . . · E1) ·A.

Como querı́amos demonstrar. �
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5. Matrizes Invertı́veis

Definiç ão 5.1

Seja A uma matriz quadrada, n× n, sobre o corpo K.

• uma matriz B n×n tal que BA = I é dita uma inversa de A pela esquerda.

• uma matriz B n× n tal que AB = I é dita uma inversa de A pela direita.

• uma matriz B n×n tal que AB = BA = I é dita uma inversa de A. Neste

caso, dizemos que A é invertı́vel.

Lema 5.1

Se A possui uma inversa B pela esquerda e uma inversa C pela direita,

então B = C e A é invertı́vel.

Prova.

Suponhamos que BA = I e que AC = I. Então,

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C .

Como BA = AB = I, A é invertı́vel. �

Observe que Se A possui inversa pela direita e pela esquerda, então

A é invertı́vel e a inversa (bilateral) é única.

Se A é invertı́vel, designamos por A−1 a única matriz que é inversa

(bilateral) de A.

Teorema 5.1

Sejam A e B matrizes n× n sobre o corpo K.

1. Se A é invertı́vel, então A−1 é invertı́vel e (A−1)−1 = A.

2. Se A e B são invertı́veis, então AB é invertı́vel e (AB)−1 = B−1A−1.

Prova.

• Como A−1A = AA−1 = I, temos que A−1 é invertı́vel e (A−1)−1 = A.

• Como (AB)(B−1A−1) = (B−1A−1)(AB) = I, temos que AB é invertı́vel e

(AB)−1 = B−1A−1. �
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Corol ário 5.1

Um produto A1A2 · · ·Ak, k ∈ N, de matrizes invertı́veis n × n é, também,

invertı́vel.

Teorema 5.2

As matrizes elementares são invertı́veis e suas inversas são matrizes ele-

mentares do mesmo tipo.

Prova.

Seja E uma matriz elementar correspondente à operação elementar

sobre linhas e. Se e1 é a operação inversa de e, e E1 é a sua matriz

elementar associada, então

EE1 = e(E1) = e(e1(I)) = I ,

E1E = e1(E) = e1(e(I)) = I ,

de modo que E é invertı́vel e E1 = E−1. �

Exemplo 5.1

As inversas das matrizes elementares 2× 2 são:(
0 1

1 0

)−1

=

(
0 1

1 0

)
;

(
1 c

0 1

)−1

=

(
1 −c

0 1

)
;

(
1 0

c 1

)−1

=

(
1 0

−c 1

)
;

(
c 0

0 1

)−1

=

(
1/c 0

0 1

)
, c 6= 0;

(
1 0

0 c

)−1

=

(
1 0

0 1/c

)
, c 6= 0.

�

Teorema 5.3

Se A é uma matriz n× n, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. A é invertı́vel;

2. A é equivalente por linhas à matriz identidade;

3. A é um produto de matrizes elementares.
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Prova.

Seja R uma matriz reduzida por linhas à forma em escada que seja equi-

valente por linhas à matriz A.

Então, existem matrizes elementares E1, . . . , Ek, tais que,

R = Ek · . . . · E1 ·A .

Como cada Ei, 1 ≤ i ≤ k, é invertı́vel, temos que,

A = E−1
1 · . . . · E−1

k · R.

Sendo o produto de matrizes invertı́veis uma matriz invertı́vel, temos que

A é invertı́vel se, e somente se, R é invertı́vel.

Já que R é uma matriz quadrada que é reduzida por linhas à forma em

escada, R é invertı́vel se, e somente se, cada linha de R contém uma

entrada não-nula, isto é, se, e somente se, R = I.

Assim, A é invertı́vel se, e somente se, R = I, isto é, se, e somente se, A

é equivalente por linhas à matriz identidade. Logo, as afirmações 1. e 2.

são equivalentes.

Se R = I, temos que A = E−1
1 · . . . ·E−1

k , isto é, A é um produto de matrizes

elementares. E se A é um produto de matrizes elementares, então A é

invertı́vel, pois toda matriz elementar é invertı́vel. Logo, as afirmações 1.

e 3. são equivalentes. �

Corol ário 5.2

Se A é uma matriz n × n invertı́vel e se uma seqüência de operações

elementares sobre linhas reduz A à matriz identidade I, então a mesma

seqüência de operações sobre linhas, quando aplicada à matriz identi-

dade I, produz A−1.

Corol ário 5.3

Sejam A e B matrizes m× n. Então, B é equivalente por linhas a A se, e

somente se, B = PA, onde P é uma matriz invertı́vel m×m.

Teorema 5.4

Seja A uma matriz n× n. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. A é invertı́vel.

2. O sistema homogêneo AX = 0 possui apenas a solução trivial X = 0.

J. Delgado - K. Frensel 21 Instituto de Matemática - UFF
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3. O sistema de equações AX = Y possui uma única solução X para

cada matriz Y n× 1.

Prova.

Pelo teorema 3.6, a afirmação 2. é equivalente a que a matriz A seja

equivalente por linhas à matriz identidade I. Então, pelo teorema 5.3, as

afirmações 1. e 2. são equivalentes.

Se A é inversı́vel, a única solução do sistema AX = Y é X = A−1Y.

Suponhamos, agora, que AX = Y possui uma solução para cada Y. Seja

R uma matriz reduzida por linhas à forma em escada que seja equivalente

por linhas à matriz A.

Para mostrar que R = I, basta mostrar que a última linha de R não é nula.

Seja E =


0
0
...
0
1

 e seja P uma matriz n×n invertı́vel, tal que R = PA. Como,

por hipótese, o sistema AX = P−1E tem solução, o sistema RX = PAX = E

tem solução. Logo, a última linha de R não é nula. Isto é, R = I.

Assim, pelo teorema 5.3, A é invertı́vel. �

Corol ário 5.4

Uma matriz quadrada com inversa à esquerda ou à direita é invertı́vel.

Prova.

Seja A uma matriz n × n. Suponhamos que A possui uma inversa à

esquerda, isto é, uma matriz B tal que BA = I. Então, o sistema AX = 0

possui somente a solução trivial, pois X = IX = (BA)X = B(AX) = B0 = 0.

Portanto, A é invertı́vel.

Suponhamos agora que A possui uma inversa à direita, isto é, uma matriz

C tal que AC = I. Então C possui uma inversa à esquerda e é, portanto,

invertı́vel, com inversa A = C−1. Logo, A é invertı́vel com inversa C. �

Corol ário 5.5

Seja A = A1A2 · · ·Ak, onde A1, . . . , Ak são matrizes n × n. Então, A é

invertı́vel se, e somente se, cada Aj é invertı́vel.
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Prova.

Já provamos que o produto de duas matrizes invertı́veis é invertı́vel. Então,

por indução, podemos provar que o produto de um número finito de matri-

zes invertı́veis é invertı́vel.

Suponhamos agora que A é invertı́vel e que X é uma solução do sistema

AkX = 0. Então, AX = (A1A2 · · ·Ak−1)AkX = 0.

Como A é invertı́vel, temos que X = 0. Logo, o sistema AkX = 0 possui

apenas a solução trivial e Ak é, portanto, invertı́vel.

Como A1 · · ·Ak−1 = AA−1
k é invertı́vel, temos, usando o argumento ante-

rior, que Ak−1 é invertı́vel.

Assim, podemos provar por indução, que cada matriz Aj é invertı́vel. �

Seja R uma matriz reduzida por linhas à forma em escada equiva-

lente por linhas à matriz A e seja P uma matriz invertı́vel tal que R = PA.

Então, X é uma solução do sistema AX = Y se, e somente se, X é uma

solução do sistema RX = PY.

Seja A ′ a matriz completa do sistema AX = Y com escalares ar-

bitrários y1, . . . , ym na última coluna.

Se efetuarmos sobre A ′ uma seqüência de operações elementares

sobre linhas que reduza A a R, torna-se-á evidente o que é a matriz P.

Em particular, se A é uma matriz quadrada, esse processo mostrará

se A é invertı́vel ou não e, se for invertı́vel, qual é a inversa P.

Exemplo 5.2

Seja K o corpo dos números racionais e seja A =

(
2 −1

1 3

)
.

Então, (
2 −1 y1

1 3 y2

)
(3)−→ (

1 3 y2

2 −1 y1

)
(2)−→ (

1 3 y2

0 −7 y1 − 2y2

)

(1)−→ (
1 3 y2

0 1 (−y1 + 2y2)/7

)
(2)−→ (

1 0 (3y1 + y2)/7

0 1 (−y1 + 2y2)/7

)

Então, A é inversı́vel e A−1 =

(
3/7 1/7

−1/7 2/7

)
�
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Como P = Ek · . . . · E1 é o produto das matrizes elementares que

correspondem às operações elementares efetuadas sobre as linhas de A

para se obter R, podemos trabalhar com duas seqüências de matrizes,

uma descrevendo a redução de A à matriz R e a outra registrando o efeito

da mesma seqüência de operações sobre a matriz identidade para obter

a matriz P.

Exemplo 5.3

Determinemos a matriz P tal que R = PA é reduzida por linhas à forma

em escada, onde

A =

 1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

 .

Aplicando operações elementares à matriz A e à matriz identidade simul-

taneamente, obtemos: 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


↓ (2) + (2) ↓1 1/2 1/3

0 1/12 1/12

0 1/12 1/45

  1 0 0

−1/2 1 0

−1/3 0 1


↓ (2) ↓1 1/2 1/3

0 1/12 1/12

0 0 1/180

  1 0 0

−1/2 1 0

1/6 −1 1


↓ (1) + (1) ↓1 1/2 1/3

0 1 1

0 0 1

  1 0 0

−6 12 0

30 −180 180


↓ (2) + (2) ↓1 1/2 0

0 1 0

0 0 1

  −9 60 −60

−36 192 −180

30 −180 180


↓ (2) ↓

R =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = I P =

 9 −36 30

−36 192 −180

30 −180 180


Logo, A é invertı́vel e P = A−1. �
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Espaços Vetoriais

1. Espaço Vetorial - definiç ões e propriedades

básicas

Definiç ão 1.1

Um espaço vetorial sobre o corpo K é um conjunto E, cujos elementos

são chamados vetores, e um par de operações:

Lembre que ...
Os elementos do corpo K são cha-
mados escalares.

adição: + x ∈ E , y ∈ E =⇒ x + y ∈ E

multiplicação por escalares: · λ ∈ K , x ∈ E =⇒ λ · x ∈ E,

com as seguintes propriedades:

1. (x + y) + z = x + (y + z) , ∀x, y, z ∈ E (propriedade associativa da adição).

2. x + y = y + x , ∀x, y ∈ E (propriedade comutativa da adição).

3. Existe 0 ∈ E, tal que x + 0 = x , ∀x ∈ E (0 é o vetor nulo).

4. Para cada x ∈ E, existe (−x) ∈ E, tal que, x + (−x) = 0 (o vetor (−x) é

o simétrico ou inverso aditivo de x).

5. (λ + µ)x = λx + µx, ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ K.

6. λ(x + y) = λx + λy, ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ K.

7. 1 · x = x, ∀x ∈ E.

8. (λµ)x = λ(µx), ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ K.

Observaç ão 1.1

1. O vetor nulo 0 é único, isto é, se 0 ′ ∈ E é tal que 0 ′ + x = x, ∀x ∈ E,

então 0 ′ = 0.
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De fato, 0 ′ = 0 ′ + 0 = 0.

2. λ · 0 = 0, para todo λ ∈ K.

Com efeito,

λ0 = λ(0 + 0) = λ0 + λ0
=⇒ 0 = λ0 + (−λ0) = (λ0 + λ0) + (−λ0) = λ0 + (λ0 + (−λ0))

=⇒ 0 = λ0 + 0 = λ0.

3. 0 · x = 0, ∀x ∈ E.
Note que ...
0 representa o zero do corpo K,
enquanto 0 é o vetor nulo do
espaço vetorial E.

De fato,

0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x
=⇒ 0 = 0 · x + (−0 · x) = (0 · x + 0 · x) + (−0 · x)

= 0 · x + (0 · x + (−0 · x)) = 0 · x + 0 = 0 · x.

4. Sejam λ ∈ K e x ∈ E. Então, λx = 0 se, e somente se, λ = 0 ou

x = 0.

Para verificar essa afirmação, suponha que λx = 0, com λ 6= 0.

Então,

0 = λ−1(λx) = (λ−1λ)x = 1 · x = x.

5. Para cada x ∈ E existe um único vetor y ∈ E, tal que x + y = 0.

De fato, y = y+0 = y+(x+(−x)) = (y+x)+(−x) = 0+(−x) = −x .

6. (−1)x = −x, ∀x ∈ E.

Para verificar essa afirmação, considere a seguinte cadeia de igual-

dades:

0 = 0x = (1 + (−1))x = 1x + (−1)x = x + (−1)x =⇒ (−1)x = −x .

Definiç ão 1.2

Designamos por x − y o vetor x + (−y).

Exemplo 1.1

1. Seja K um corpo. O conjunto

Kn = {(x1, x2, . . . , xn) | x1, x2, . . . , xn ∈ K} ,

é o espaço vetorial das n−úplas sobre K, com as operações de

adição e multiplicação por escalares de K definidas por:
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+ : (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

· : λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn) .

Neste espaço, o vetor nulo é 0 = (0, . . . , 0).

Se K = R, então Kn = Rn, se K = C, então Kn = Cn etc.

2. O conjunto das matrizes m× n com entradas no corpo K:

Km×n = {A | A = (Aij)ij é uma matriz com Aij ∈ K}

Note que ...
K1×n se identifica com Kn.

é um espaço vetorial com as operações:

+ : (A + B)ij = Aij + Bij

· : (λ ·A)ij = λAij .

3. Seja S um conjunto não-vazio eK um corpo. O conjunto das funções

de S em K:

F(S,K) = {f : S→ K}

é um espaço vetorial com as operações dadas por:

+ : (f + g)(p) = f(p) + g(p), ∀p ∈ S

· : (λ · f)(p) = λ · f(p), ∀λ ∈ K, ∀p ∈ S .

Em geral ...
Você pode verificar que se S é
um conjunto não-vazio e E é
um espaço vetorial, então o con-
junto F(S, E) que consiste das
aplicações

f : S → E
é um espaço vetorial com
as operações de adição e
multiplicação por escalares
herdadas das operações corres-
pondentes que fazem de E um
espaço vetorial.

Neste caso, o vetor nulo é a função zero: O(p) = 0, ∀p ∈ S e, para

cada f ∈ F(S,K), a função −f ∈ F(S,K) que a cada p ∈ S faz

corresponder o escalar (−f)(p) = −(f(p)), é o inverso aditivo de f.

Observe que os espaços vetoriais dos itens 1. e 2. são casos parti-

culares deste exemplo (item 3.). De fato,

• no item 1. o conjunto S é {1, 2, . . . , n} ;

• no item 2. o conjunto S é {(i, j) | 1 ≤ i ≤ m , e 1 ≤ j ≤ n}.

4. O conjunto das funções polinomiais na indeterminada x com coefici-

entes sobre o corpo K
K[x] = {p(x) = c0 + c1x + . . . cnxn | c0, c1, . . . , cn ∈ K , n ∈ N},

é um espaço vetorial com as operações definidas como no item 3.

Atividade.
1. O conjunto Kn[x] que consiste
das funções polinomiais na inde-
terminada x, grau menor ou igual
a n e com coeficientes sobre o
corpo K é um espaço vetorial?

2. O conjunto K[x, y] que con-
siste dos polinômios nas indeter-
minadas x e y com coeficientes no
corpo K é um espaço vetorial? O
que pode dizer sobre o caso em
que o grau é menor ou igual a n?

3. Generalize as conclusões de
2. para o conjunto dos polinômios
com uma quantidade finita de in-
determinadas.
Justifique suas respostas.

5. Se F é um subcorpo de K, então K é, de maneira natural, um

espaço vetorial sobre F . Em particular, todo corpo é um espaço

vetorial sobre si mesmo.

Por exemplo
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Espaço Vetorial - definiç ões e propriedades b ásicas

• C é um espaço vetorial sobre R,

• R é um espaço vetorial sobre Q,

• C é um espaço vetorial sobre Q,

• C é um espaço vetorial sobre C etc.

�

Observaç ão 1.2

As propriedades associativa e comutativa da adição de vetores implicam

que uma soma envolvendo um certo número de vetores independe da

maneira pela qual estes vetores estão combinados ou associados. Logo,

se v1, . . . , vn são vetores em E, a soma deles pode ser escrita, sem am-

bigüidade, como

v1 + v2 + · · ·+ vn.

Definiç ão 1.3

Um vetor β do espaço vetorial E é uma combinação linear dos vetores

v1, v2, . . . , vn ∈ E, se existem escalares c1, c2, . . . , cn ∈ K, tais que

β = c1v1 + c2v2 + . . . + cnvn˙

Observaç ão 1.3

Usando as propriedades associativa e comutativa da adição e as proprie-

dades distributivas da multiplicação por escalares, obtemos:
n∑

i=1

civi +

n∑
i=1

divi =

n∑
i=1

(ci + di)vi ,

c

n∑
i=1

civi =

n∑
i=1

(cci)vi .
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2. Subespaço Vetorial

Definiç ão 2.1

Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto F ⊂ E é

um subespaço vetorial de E se F for um espaço vetorial sobre K com as

operações de adição de vetores e multiplicação de vetores por escalares

que fazem de E um espaço vetorial. Ou seja, F ⊂ E é um subespaço

vetorial de E se:

1. 0 ∈ F;

2. v ∈ F =⇒ −v ∈ F;

3. u ∈ F e v ∈ F =⇒ u + v ∈ F;

4. λ ∈ K e v ∈ F =⇒ λv ∈ F.

Proposiç ão 2.1

Um subconjunto não-vazio F ⊂ E é um subespaço vetorial de E se, e

somente se, λv + w ∈ F, ∀v,w ∈ F, ∀λ ∈ K.

Prova.

(=⇒) é evidente.

(⇐=) Como F 6= ∅, seja v ∈ F. Logo, (−1)v + v = 0 ∈ F.

Sejam w ∈ F e λ ∈ K. Então, λw + 0 = λw ∈ F .

Em particular, −w = (−1)w ∈ F.

Finalmente, se v,w ∈ F, então 1v+w = v+w ∈ F. Logo, F é um subespaço

vetorial de E. �

Exemplo 2.1

1. E é um subespaço de E.

2. F = {0} é um subespaço de E, denominado o subespaço nulo de E.

3. O espaço K[x] das funções polinomiais com coeficientes no corpo K
é um subespaço do espaço de todas as funções de K em K.
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4. Uma matriz n × n A sobre o corpo K é dita simétrica se Aij = Aji,

∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

As matrizes simétricas formam um subespaço do espaço vetorial

Kn×n das matrizes n× n sobre o corpo K.

5. Uma matriz n×n A sobre o corpo C dos números complexos é her-

mitiana se Ajk = Akj, ∀j, k ∈ {1, . . . , n}. Se A é uma matriz hermiti-

ana, todas as entradas da diagonal A11, A22, . . . , Ann, são números

reais.

• O conjunto das matrizes hermitianas n × n não é um subespaço

do espaço das matrizes n×n sobre o corpo C, pois, por exemplo, a

matriz identidade I é hermitiana, mas iI não é.

• O conjunto das matrizes hermitianas n × n é um espaço vetorial

sobre o corpo R dos números reais.

�

Lema 2.1

Se A é uma matriz m × n sobre K e B, C são matrizes n × p sobre K,

então

A(λB + C) = λ(AB) + AC ,

onde λ ∈ K é um escalar qualquer.

Prova.

[A(λB + C)]ij =

n∑
k=1

Aik(λB + C)kj

=

n∑
k=1

Aik(λBkj + Ckj)

=

n∑
k=1

(λAikBkj + AikCkj)

= λ

n∑
k=1

AikBkj +

n∑
k=1

AikCkj

= λ[AB]ij + [AC]ij .

�
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Exemplo 2.2

Seja A uma matriz m× n sobre K.

O subconjunto {X ∈ Kn×1 | AX = 0} é um subespaço de Kn×1.

De fato:

• Se AX = AY = 0, então A(λX + Y) = λAX + AY = 0, ∀λ ∈ K.

• Se X = 0, então AX = 0. �

Proposiç ão 2.2

A interseção de uma coleção arbitrária {Fα}α∈I de subespaços de E é um

subespaço de E.

Prova.

Seja F = ∩α∈IFα. Como 0 ∈ Fα, ∀α ∈ I, temos que 0 ∈ F. Logo, F 6= ∅.

Se v,w ∈ F, então v,w ∈ Fα, ∀α ∈ I.

Logo, λv + w ∈ Fα, ∀α ∈ I, ou seja, λv + w ∈ F, ∀λ ∈ K e ∀v,w ∈ F. �

Definiç ão 2.2

Seja S ⊂ E um subconjunto. O subespaço de E gerado por S é a interseção

de todos os subespaços de E que contém S.

Isto é, o subespaço de E gerado por S é o menor subespaço de E que

contém S.

Observaç ão 2.1

O subespaço gerado por S = ∅ é o subespaço nulo. O único vetor desse

subespaço é o vetor nulo, 0.

Proposiç ão 2.3

Seja S ⊂ E um subconjunto não-vazio. Então o subespaço F gerado por S

é o conjunto de todas as combinações lineares de vetores em S.

Prova.

Seja W o conjunto de todas as combinações lineares de vetores de S.

Seja λ ∈ K e consideremos as combinações lineares:

v = α1v1 + . . . + αkvk , w = β1w1 + . . . + βlwl ∈ W,

onde vi ∈ S, ∀i ∈ {1, . . . , k} e wj ∈ S, ∀j ∈ {1, . . . , l}.
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Então, para λ ∈ K, temos

λv + w = λα1v1 + . . . + λαkvk + β1w1 + . . . + βlwl ∈ W ,

pois λv + w é uma combinação linear de vetores em S.

Como W 6= ∅, já que S ⊂ W e S 6= ∅, temos que W é um subespaço de

E que contém S. Logo, F ⊂ W.

Seja v ∈ W. Então,

v = α1v1 + . . . + αkvk,

onde vi ∈ S, ∀i ∈ {1, . . . , n}. Como S ⊂ F e F é um subespaço de E, temos

que v ∈ F. Logo, W ⊂ F. Assim, F = W. �

Exemplo 2.3

Seja E = K[x] o espaço vetorial das funções polinomiais de K em K e seja

S = {fn(x) = xn | n ∈ N}. Então, E é o subespaço gerado por S. �

Definiç ão 2.3

Sejam S1, . . . , Sk subconjuntos do espaço vetorial E. O conjunto formado

por todas as somas da forma

v1 + v2 + . . . + vk , vi ∈ Si, i = 1, . . . , k .

é chamado a soma dos subconjuntos S1, . . . , Sk, e se designa por

S1 + S2 + . . . + Sk.

Proposiç ão 2.4

Se W1, . . . , Wk são subespaços do espaço vetorial E, então W1 + . . .+Wk

é um subespaço de E.

Além disso, W1 + . . . + Wk é o subespaço gerado pelo conjunto

S =

k⋃
i=1

Wi.

Prova.

Sejam v,w ∈ W1 + . . . + Wk.

Então, existem vetores vi, wi ∈ Wi, 1 ≤ i ≤ k, tais que

v = v1 + . . . + vk e w = w1 + . . . + wk .

Logo, o vetor

λv + w = (λv1 + w1) + . . . + (λvk + wk)
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Subespaço Vetorial

pertence a W1 + . . . + Wk, já que λvi + wi ∈ Wi, ∀i = 1, . . . , k. Além

disso, como W1 + . . . + Wk 6= ∅, já que 0 ∈ W1 + . . . + Wk, temos que

W1 + . . . + Wk é um subespaço de E.

Seja W o subespaço gerado pelo conjunto S =

k⋃
i=1

Wi. Então, W é o

conjunto de todas as combinações lineares de vetores em S.

Como

S =

k⋃
i=1

Wi ⊂ W1 + . . . + Wk

e W1 + . . . + Wk é um subespaço, temos que

W ⊂ W1 + . . . + Wk.

Além disso, como todo vetor em W1 + . . . + Wk é uma combinação linear

de vetores em S, temos que

W1 + . . . + Wk ⊂ W.

Logo, W = W1 + . . . + Wk. �
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3. Bases e Dimens ão

Definiç ão 3.1

Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K. Dizemos que um subcon-

junto S ⊂ E é linearmente dependente (LD) se existem vetores distintos

v1, . . . , vn em S e escalares λ1, . . . , λn ∈ K, não todos nulos, tais que

λ1v1 + . . . + λnvn = 0.

Um conjunto S que não é linearmente dependente é dito linearmente in-

dependente (LI). Isto é, S é LI se para toda coleção de vetores distintos

v1, . . . , vn em S e escalares λ1, . . . , λn em K, vale a implicação:

λ1v1 + . . . + λnvn = 0 =⇒ λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

Observaç ão 3.1

• Todo subconjunto S ⊂ E que contém o vetor nulo é LD, pois 1 · 0 = 0.

• Todo conjunto que contém um conjunto LD é LD.

• Todo subconjunto de um conjunto LI é LI.

Definiç ão 3.2

Seja E um espaço vetorial. Uma base de E é um conjunto linearmente

independente de vetores em E que geram o espaço E.

Definiç ão 3.3

Dizemos que um espaço vetorial tem dimensão finita se ele possui uma

base finita.

Verifique a afirmação!−→
Observaç ão 3.2

Um subconjunto {v1, . . . , vn} ⊂ E é uma base de E se, e somente se, todo

vetor v ∈ E se expressa, de modo único, como combinação linear dos

vetores v1, . . . , vn, ou seja, existem escalares únicos λ1, . . . , λn ∈ E, tais

que v = λ1v1 + . . . + λnvn.

Exemplo 3.1

Seja K um corpo e seja S o subconjunto de Kn formado pelos vetores
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e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0)

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0)
...

...

en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

Se x1, . . . , xn são escalares em K, o vetor

x1e1 + . . . + xnen é o vetor (x1, . . . , xn).

Assim, S gera Kn. Como

x1e1 + . . . xnen = (0, . . . , 0)

se, e somente se, x1 = x2 = . . . = xn = 0, S é LI. Logo, S é uma base de

Kn, conhecida como a base canônica de Kn. �

Exemplo 3.2

Seja K um corpo e Km×n o espaço das matrizes m × n com entradas no

corpo K.

Considere as matrizes Aij que tem 1 na entrada i, j e zero nas demais.

Se B ∈ Km×n, então

B =
∑
i,j

BijA
ij .

Logo, o conjunto {Aij | 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n} é LI e gera o espaço Km×n.

�

Exemplo 3.3

Seja P uma matriz invertı́vel n × n sobre o corpo K. Então, as colunas

P1, . . . , Pn formam uma base do espaço das matrizes colunas Kn×1.

De fato, se X é uma matriz coluna n× 1, então

PX = x1P1 + . . . + xnPn.

Como PX = 0 admite apenas a solução trivial X = 0, {P1, . . . , Pn} é LI.

Seja Y ∈ Kn×1 e seja X = P−1Y. Então,

Y = PX = x1P1 + . . . + xnPn , onde X =

(x1
...

xn

)
.

Assim, {P1, . . . , Pn} gera o espaço Kn×1.

Portanto, {P1, . . . , Pn} é uma base finita de Kn×1. �
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Exemplo 3.4

Seja A uma matriz n× n com entradas no corpo K e seja

S = {X ∈ Kn×1 | AX = 0} ,

o conjunto de todas as soluções do sistema linear homogêneo AX = 0.

Seja R uma matriz reduzida por linhas à forma em escada que seja equi-

valente por linhas à matriz A. Então,

Verifique que ...
O conjunto S é um subespaço
de Kn×1 conhecido como o
espaço solução ou espaço das
soluções do sistema linear ho-
mogêneo AX = 0.

S = {X ∈ Kn×1 | RX = 0} .

Seja r o número de linhas não-nulas da matriz R, e suponhamos que

as primeiras entradas não-nulas das linhas não-nulas de R ocorram nas

colunas k1 < . . . < kr.

Seja J = {1, . . . , n} − {k1, . . . , kn} o conjunto dos n − r ı́ndices distintos de

k1, . . . , kr.

Então, o sistema RX = 0 tem a forma

xk1 +
∑
j∈J

c1jxj = 0

...
...

xkr +
∑
j∈J

crjxj = 0,

onde cij ∈ K.

Todas as soluções são obtidas atribuindo valores arbitrários aos xj com

j ∈ J e calculando os valores correspondentes de xk1, . . . , xkr.

Para cada j ∈ J, seja Ej a solução obtida colocando xj = 1 e xi = 0 para

todo i ∈ J − {j}.

Afirmaç ão: os vetores Ej, j ∈ J, formam uma base de S.

Como a matriz coluna Ej possui um 1 na linha j e zero nas outras linhas

indexadas por elementos de J, temos que {Ej | j ∈ J} é um conjunto LI, já

que ∑
j∈J

xjEj = 0 se, e somente se, xj = 0 ∀j ∈ J .

Seja T =

(
t1
. . .
tn

)
uma matriz coluna que está no espaço solução S. Então,

N =
∑
j∈J

tjEj ,
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também está no espaço solução e é uma solução tal que tj ocupa a

j−ésima linha, para todo j ∈ J.

Como só existe uma solução tal que xj = tj para todo j ∈ J, temos que

T = N.

Logo, {Ej | j ∈ J} gera S.

Com isso provamos que {Ej | j ∈ J} é uma base de S e que esse espaço

tem dimensão finita. �

Definiç ão 3.4

Seja E um espaço vetorial de dimensão finita e seja {v1, . . . , vn} uma base

de E. Então, por definição, a dimensão de E, designada por dim(E), é

dim E
def
= n .

Demonstremos que o número dim E está bem definido, isto é, todas

as bases de E possuem a mesma quantidade de vetores.

Lema 3.1

Seja {u1, . . . , u`} um conjunto LI de vetores do espaço vetorial E tal que

todo ui é combinação linear dos vetores w1, . . . , wm de E. Então, ` ≤ m.

Prova.

Vamos provar o lema usando indução em m.

1. Se m = 1, existem λ1, . . . , λ` ∈ K, tais que ui = λiw1, para todo

1 ≤ i ≤ `.

Como ui 6= 0 para todo i, pois {u1, . . . , u`} é LI, temos que λi 6= 0 para

todo i ∈ {1, . . . , `}.

Suponhamos, por absurdo, que ` > 1.

Então,

1

λ1
u1 +

(
−

1

λ2

)
u2 + 0u3 + . . . + 0u` = w1 + (−w1) = 0,

o que é um absurdo, já que {u1, . . . , u`} é LI.

2. Suponhamos que o lema vale para m − 1 e vamos provar que vale,

também, para m.

Cada vetor ui do conjunto linearmente independente {u1, . . . , u`} é combinação
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linear dos vetores w1, . . . , wm, isto é, existem λ
(j)
i ∈ K, 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j ≤ `, tais que

u1 = λ
(1)
1 w1 + . . . + λ

(1)
m wm

u2 = λ
(2)
1 w1 + . . . + λ

(2)
m wm

...
...

u` = λ
(`)
1 w1 + . . . + λ

(`)
m wm

Se λ
j
1 = 0 para todo j = 1, . . . , `, temos que todo ui, i = 1, . . . , `, é

combinação linear dos vetores w2, . . . , wm. Logo, pela hipótese de indução,

` ≤ m − 1 ≤ m.

Podemos supor então, sem perda de generalidade, que λ1
1 6= 0.

Sejam a =
1

λ
(1)
1

e

vj = uj − aλ
j
1u1, j = 2, . . . , `.

Então, vj = β
(j)
2 w2 + . . .+β

(j)
m wm, onde β

(j)
i ∈ K, i = 2, . . . ,m e j = 2, . . . , `.

Isto é, cada vj é uma combinação linear de w2, . . . , wm.

Se provarmos que {v2, . . . , v`} é LI teremos, pela hipótese de indução,

` − 1 ≤ m − 1 =⇒ ` ≤ m.

Sejam µ2, . . . , µ` ∈ K tais que

µ2v2 + . . . + µ`v` = 0 .

Então,

0 = µ2u2 + . . . + µ`u` − a(µ2λ
(2)
1 + . . . + µ`λ

(`)
1 )u1 .

Como {u1, . . . , u`} é LI, temos que µ2 = . . . = µ` = 0.

Logo, {v2, . . . , v`} é LI. �

Como conseqüência do lema anterior, temos o seguinte lema.

Lema 3.2

Sejam {w1, . . . , wm} um conjunto gerador e {u1, . . . , u`} um conjunto LI do

espaço vetorial E. Então ` ≤ m.

Teorema 3.1

Sejam {v1, . . . , vn} e {w1, . . . , wm} bases de um espaço vetorial E. Então,

m = n.
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Prova.

Como {v1, . . . , vn} é um conjunto LI de vetores de E e {w1, . . . , wm} é um

conjunto gerador de E, temos n ≤ m.

Analogamente, como {v1, . . . , vn} é um conjunto gerador de E e {w1, . . . , wm}

é um conjunto LI de vetores de E, temos n ≥ m.

Portanto, n = m. �

Exemplo 3.5

1. O espaço vetorial Kn sobre o corpo K tem dimensão n: dimKn = n.

Em particular, o espaço Cn sobre o corpo C tem dimensão n e o

espaço Rn sobre o corpo R tem dimensão n.

2. O espaço vetorial Km×n das matrizes m× n com entradas no corpo

K tem dimensão mn.

3. Se A é uma matriz m × n, então o espaço solução do sistema ho-

mogêneo AX = 0 tem dimensão n − r, onde r é o número de linhas

não-nulas de uma matriz linha reduzida à forma em escada e equi-

valente por linhas a A.

�

Exemplo 3.6

Seja S um conjunto qualquer e F(S,K) o conjunto de todas as funções de

S em K.

Sabemos, pelo item 3. do exemplo 1.1, que F(S,K) é um espaço vetorial

sobre o corpo K.

Afirmaç ão: F(S,K) tem dimensão finita se, e somente se, S é um con-

junto finito. Nesse caso, dimF(S,K) = #S, onde #S é o número de ele-

mentos de S.

De fato,

(⇐=) Suponhamos que S = {p1, . . . , pn} é um conjunto finito.

Sejam fi : S→ K, i = 1, . . . , n, as funções definidas por:

fi(pj) = δij , j = 1, . . . , n.

Se f ∈ F(S,K), então,
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f = f(p1)f1 + . . . + f(pn)fn .

E se f = λ1f1 + . . . + λnfn, então

f(pi) = λ1f1(pi) + . . . + λnfn(pi) = λifi(pi) = λi ,

para todo i = i, . . . , n .

Logo, todo f ∈ F(S,K) se escreve de modo único como combinação linear

das funções f1, . . . , fn.

Assim, {f1, . . . , fn} é uma base de F(S,K) e dim F(S,K) = n = #S.

(=⇒) Se F(S,K) tem dimensão finita, todo subconjunto LI de F(S,K)

tem um número finito de elementos.

Suponhamos, por absurdo, que S tem uma infinidade de elementos.

Consideremos o conjunto

T = {fp : S→ K | fp(p) = 1 e fp(q) = 0 , ∀q ∈ S − {p}} .

O conjunto T é LI, pois, se p1, . . . , pn ∈ S são elementos distintos em S e

λ1, . . . , λn são escalares em K tais que λ1fp1
+ . . . + λnfpn = 0, então

λ1fp1
(pi) + . . . + λnfpn(pi) = 0,,

para i = 1, . . . , n. Como

λ1fp1
(pi) + . . . + λnfpn(pi) = λifpi

(pi) = λi,

temos que λi = 0, para todo i = 1, . . . , n.

Assim, T é infinito e LI, que contradiz o fato de F(S,K) ter dimensão finita.

�

Exemplo 3.7

Seja K um subcorpo do corpo dos números complexos C, e seja E o

espaço vetorial das funções polinomiais sobre K. Isto é, E é o conjunto

das funções f : K→ K da forma

f(x) = c0 + c1x + . . . + cnxn ,

onde n ∈ N e c0, . . . , cn ∈ K.

Observe que E é um subespaço vetorial do espaço F(K,K) de todas as

funções de K em K.

Considere as funções polinomiais fk(x) = xk, k ∈ N. O conjunto infinito

{f0, f1, . . . , fk, . . .} é uma base de E.

De fato, dado f(x) = c0 + c1x + . . . + cnxn em E, temos que
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f = c0f0 + c1f1 + . . . + cnfn .

Então, o conjunto {fk | k ∈ N} gera o espaço E.

Além disso, conjunto {fk | k ∈ N} é LI, pois se c0f0 + c1f1 + . . . + cnfn = 0,

ou seja,

c0 + c1x + . . . + cnxn = 0, ∀x ∈ K,

temos que c0 = c1 = . . . = cn = 0, já que um polinômio de grau n com

coeficientes complexos tem no máximo n raı́zes.

Observamos que o espaço E não tem uma base finita, pois se tivesse,

todo conjunto LI de vetores de E teria uma quantidade finita de elementos.

Assim, E tem dimensão infinita. �

Observaç ão 3.3

Convencionamos que o espaço nulo {0} (gerado pelo conjunto vazio) tem

dimensão zero.

Lema 3.3

Seja {w1, . . . , wm} ⊂ E um conjunto LI e seja w ∈ E.

Então, {w,w1, . . . , wm} é LI se, e somente se, w não é combinação linear

dos vetores w1, . . . , wn.

Prova.

(=⇒) Suponhamos que w é uma combinação linear de w1, . . . , wm. Então,

existem λ1, . . . , λm ∈ K tais que w = λ1w1 + . . . + λmwm, ou seja,

1 ·w + (−λ1)w1 + . . . + (−λn)wm = 0 ,

Como o coeficiente 1 de w é diferente de zero, o conjunto {w,w1, . . . , wm}

é LD.

(⇐=) Suponhamos que o conjunto {w,w1, . . . , wm} é LD. Então, existem

escalares λ, λ1, . . . , λm, não todos nulos, tais que

λw + λ1w1 + . . . + λmwm = 0 .

Se λ = 0, então λ1w1 + . . . + λmwm = 0, onde os coeficientes λ1, . . . , λm

não são todos nulos, o que é um absurdo, já que {w1, . . . , wm} é LI.

Logo, λ 6= 0 e

w =
(
−

λ1

λ

)
w1 + . . . +

(
−

λm

λ

)
wm ,
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isto é, w é uma combinação linear dos vetores w1, . . . , wm. �

Teorema 3.2

Seja E um espaço vetorial não-nulo e seja {u1, . . . , un} um conjunto de

geradores de E. Então {u1, . . . , un} contém uma base de E.

Prova.

Vamos provar que existe {ui1 , . . . , ui`} ⊂ {u1, . . . , un} tal que:

I. {ui1 , . . . , ui`} é LI.

II. {uj, ui1 , . . . , ui`} não é LI, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Seja i1 ∈ {1, . . . n} tal que ui1 6= 0. Então {ui1} é LI.

Se {ui1} satisfaz II. o processo termina.

Se {ui1} não satisfaz II., então existe i2 ∈ {1, . . . , n} tal que {ui1 , ui2} é LI.

Como esse processo é finito, com no máximo n etapas, podemos obter

{ui1 , . . . , ui`} ⊂ {u1, . . . , un} que satisfaz I. e II..

Vamos provar agora que {ui1 , . . . , ui`} é uma base de E.

Como {uj, ui1 , . . . , ui`} não é LI, existem escalares λ
(j)
1 , . . . , λ

(j)
n tais que

uj = λ
(j)
1 ui1 + . . . + λ

(j)
n ui` , para todo j = 1, . . . , n.

Seja v ∈ E. Como {u1, . . . , un} gera o espaço E, existem escalares λ1, . . . , λn,

tais que

v = λ1u1 + . . . + λnun.

Logo,

v =

n∑
j=1

λjuj =

n∑
j=1

λj

∑̀
k=1

λ
(j)
k uik =

∑̀
k=1

(
n∑

j=1

λjλ
(j)
k

)
uik ,

isto é, v é uma combinação linear dos vetores ui1 , . . . , ui`.

Logo, {ui1 , . . . , ui`} é uma base de E. �

Teorema 3.3

Seja E um espaço vetorial de dimensão finita n e seja {w1, . . . , wm} ⊂ E

um subconjunto LI. Então {w1, . . . , wm} está contido numa base de E:

{w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wm+k}.
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Bases e Dimens ão

Prova.

Vamos provar que existe um conjunto de vetores {w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wm+k}

tal que:

I. é linearmente independente;

II. {w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wm+k, w} não é LI, ∀w ∈ E.

• Se o conjunto LI {w1, . . . , wm} não satisfaz II., existe wm+1 ∈ E tal que

{w1, . . . , wm, wm+1} é LI.

Se {w1, . . . , wm, wm+1} não satisfaz II., então existe wm+2 ∈ E tal que

{w1, . . . , wm, wm+1, wm+2} é LI.

Este processo é finito, com no máximo n − m etapas, pois todo subcon-

junto LI de E tem no máximo n = dim E elementos.

• Como {w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wm+k} satisfaz I. e II., temos que este con-

junto é LI e {v,w1, . . . , wm+k} não é LI, ∀v ∈ E.

Assim, todo v ∈ E é uma combinação linear dos vetores w1, . . . , wm+k.

Logo, {w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wm+k} é uma base de E que contém o con-

junto LI {w1, . . . , wm}. �

Corol ário 3.1

Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K.

• Se {v1, . . . , vn} é um conjunto de vetores LI e E tem dimensão finita,

então n ≤ dim E.

• Se {v1, . . . , vn} gera o espaço E, então E tem dimensão finita e n ≥ dim E.

Corol ário 3.2

Seja E um espaço vetorial de dimensão finita n.

Se {v1, . . . , vn} é um conjunto de vetores LI ou um conjunto gerador de E,

então é uma base de E.

Prova.

• Suponhamos que {v1, . . . , vn} é um conjunto LI. Se {v1, . . . , vn} não gera

E, existe w ∈ E tal que {w, v1, . . . , vn} é LI. Então, n + 1 ≤ dimE = n, o

que é um absurdo.

• Se {v1, . . . , vn} gera o espaço E, então existe um subconjunto {vi1 , . . . , vik}
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de {v1, . . . , vn} que é uma base de E. Como dim E = n = k, temos que

{v1, . . . , vn} é uma base de E. �

Teorema 3.4

Seja F um subespaço vetorial de um espaço E de dimensão finita. Então,

F tem dimensão finita e dim F ≤ dim E.

Além disso, dim F = dim E se, e somente se, F = E.

Prova.

Podemos supor que F 6= {0}.

Vamos provar que existem vetores vi ∈ F, i = 1, . . . , k tais que:

I. {v1, . . . , vk} é LI.

II. {v, v1, . . . , vk} não é LI, ∀v ∈ F.

Como F 6= ∅, existe v1 6= 0 em F.

Então o conjunto {v1} é LI. Se {v1} não satisfaz II., existe v2 ∈ F tal que

{v1, v2} é LI.

Como todo conjunto LI de E tem no máximo dim E = n elementos, o

processo pára em algum k ≤ n.

Logo {v1, . . . , vk} é uma base de F e dim F = k ≤ dim E.

Se dim F = dim E = n e {v1, . . . , vn} é uma base de F, temos que {v1, . . . , vn}

é uma base de E. Logo E = F. �

Teorema 3.5

Sejam F1 e F2 subespaços vetoriais de dimensão finita de um espaço ve-

torial E. Então F1 + F2 é um subespaço vetorial de dimensão finita de E,

e

dim(F1 + F2) = dim F1 + dim F2 − dim(F1 ∩ F2).

Prova.

Como F1 ∩ F2 é um subespaço dos espaços F1 e F2, F1 ∩ F2 tem dimensão

finita.

Se {v1, . . . , vk} é uma base de F1 ∩ F2, existem w1, . . . , wm em F1, tais que

{v1, . . . , vk, w1, . . . , wm} é uma base de F1 e existem u1, . . . , u`, tais que

{v1, . . . , vk, u1, . . . , u`} é uma base de F2.
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Afirmaç ão: {v1, . . . , vk, w1, . . . , wm, u1, . . . , u`} é uma base de F1 + F2.

É claro que o conjunto acima gera o espaço F1 +F2. Basta, então, verificar

que o conjunto é LI.

Sejam λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µm, δ1, . . . , δ` escalares tais que
k∑

i=1

λivi +

m∑
j=1

µjwj +
∑̀
s=1

δsus = 0 (1)

Como ∑̀
s=1

δsus = −

(
k∑

i=1

λivi +

m∑
j=1

µjwj

)
∈ F1 ∩ F2,

existem escalares ρ1, . . . , ρk tais que,∑̀
s=1

δsus =

k∑
i=1

ρivi , ou seja
k∑

i=1

ρivi −
∑̀
s=1

δsus = 0.

Então, ρ1 = . . . = ρk = δ1 = . . . = δ` = 0, já que {v1, . . . , vk, u1, . . . , u`} é

uma base de F2.

Como δ1 = . . . = δ` = 0, temos, por (1), que
k∑

i=1

λivi +

m∑
j=1

µjwj = 0 .

Logo, λ1 = . . . = λk = µ1 = . . . = λm = 0, já que {v1, . . . , vk, w1, . . . , wm} é

uma base de F1.

Provamos, assim, que {v1, . . . , vk, w1, . . . , wm, u1, . . . , u`} é uma base de

F1 + F2.

Então,

dim(F1 + F2) = k + m + ` = (k + m) + (k + `) − k,

ou seja,

dim(F1 + F2) = dim F1 + dim F2 − dim(F1 ∩ F2) .

�
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4. Coordenadas

Note que...
Na definição ao lado, a palavra
seqüência é crucial, pois o seu sig-
nificado implica numa relação de
precedência entre os vetores da
base. Isto é, há o primeiro vetor, o
segundo, e assim sucessivamente
e sem ambigüidade.

Definiç ão 4.1

Se E é um espaço vetorial de dimensão finita, uma base ordenada de E é

uma seqüência finita de vetores LI que geram E.

Se a seqüência v1, . . . , vn é uma base ordenada de E, então o con-

junto {v1, . . . , vn} é uma base de E.

Notaç ão. B = {v1, . . . , vn}.

Dado um vetor v ∈ E, existem escalares únicos λ1, . . . , λn ∈ K, denomina-

dos as coordenadas de v em relação à base ordenada B, tais que

v = λ1v1 + . . . + λnvn .

• Designamos por [v]B a matriz n× 1 cujas entradas são as coordenadas

de v em relação à base ordenada B. Isto é,

[v]B =

λ1
...

λn


Seja agora B ′ = {v ′1, . . . , v

′
n} uma outra base ordenada de E. Então,

para cada j = 1, . . . , n, existem escalares Aij ∈ K, tais que

vj =

n∑
i=1

Aijv
′
i .

Sejam λ ′1, . . . , λ
′
n as coordenadas de um vetor v em relação à base

ordenada B ′, isto é,

v = λ ′1v
′
1 + . . . + λ ′nv ′n.

Então,

v =

n∑
j=1

λjvj

=

n∑
j=1

λj

n∑
i=1

Aijv
′
i

=

n∑
j=1

n∑
i=1

Aijλjv
′
i

=⇒ v =

n∑
i=1

(
n∑

j=1

Aijλj

)
v ′i .
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Pela unicidade das coordenadas de um vetor em relação a uma

base, temos que

λ ′i =
∑n

j=1 Aijλj , para todo 1 ≤ i ≤ n.

Logo,

[v]B ′ = A [v]B ,

onde A = (Aij)1≤ij≤n é a matriz cuja j−ésima coluna é Aj = [vj]B ′. A

matriz A é chamada matriz de mudança da base B para a base B ′.

Afirmaç ão. A matriz A é invertı́vel.

Com efeito,

• basta mostrar que o sistema homogêneo AX = 0 possui somente a

solução trivial.

Se AX = 0, seja v = x1v1 + . . . + xnvn, onde X =

x1
...

xn

. Então,

[v]B ′ = A[v]B = AX = 0.

Logo, v = x1v1 + . . . + xnvn = 0. Como {v1, . . . , vn} é LI, temos que

x1 = . . . = xn = 0, ou seja, X = 0.

Observaç ão 4.1

Como A é invertı́vel, temos que:

[v]B = A−1[v]B ′ .

Logo, [v ′j]B = A−1[v ′j]B ′ = A−1ej = j−ésima coluna da matriz A−1.

Isto é, A−1 é a matriz de mudança da base B ′ para a base B.

Teorema 4.1

Sejam B uma matriz n×n invertı́vel sobre o corpoK, E um espaço vetorial

sobre o corpo K e B = {v1, . . . , vn} uma base ordenada de E.

Então, existe uma única base ordenada B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n} de E tal que

[v]B = B[v]B ′ , ∀v ∈ E.

Prova.

Caso exista B ′, teremos que

[v ′j]B = B[v ′j]B ′ = Bj = j−ésima coluna de B.
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Ou seja,

v ′j =

n∑
i=1

Bijvi .

Afirmaç ão. {v ′1, . . . , v
′
n} é uma base de E.

De fato, como dim E = n, basta mostrar que v ′1, . . . , v
′
n são LI.

Se 0 = x1v
′
1 + . . . + xnv ′n então,

0 =

n∑
j=1

xjv
′
j =

n∑
j=1

xj

n∑
i=1

Bijvi

=⇒ 0 =

n∑
i=1

(
n∑

j=1

Bijxj

)
vi

=⇒ 0 =

n∑
j=1

Bijxj , ∀i = 1, . . . , n

=⇒ BX = 0 , onde X =

x1
...

xn

 .

Como B é invertı́vel, temos que X = 0, ou seja, x1 = . . . = xn = 0. �

Exemplo 4.1

Seja K um corpo e seja x = (x1, . . . , xn) um vetor de Kn. Se B é a base

canônica de Kn, B = {e1, . . . , en}, a matriz das coordenadas do vetor x em

relação à base B é dada por

[x]B =

x1
...

xn

.

�

Exemplo 4.2

Para cada número real θ ∈ R, a matriz

P =

(
cos θ − sen θ

sen θ cos θ

)

é invertı́vel e

P−1 =

(
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

)

Consideremos os vetores

J. Delgado - K. Frensel 52 Instituto de Matemática - UFF
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v1 = (cos θ, sen θ) e v2 = (− sen θ, cos θ),

e a base canônica B = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)}.

Como [vi]B = Pi (i−ésima coluna de P), i = 1, 2, temos que B ′ = {v1, v2} é

uma base ordenada de R2 tal que

[v]B = P[v]B ′ , ∀v ∈ R2 .

Logo,

[v]B ′ = P−1[v]B , ∀v ∈ R2 .

Então, se v = (x, y) = xe1 + ye2, temos que

[v]B ′ =

(
x ′

y ′

)
= P−1[v]B =

(
cos θ sen θ

−senθ cos θ

) (
x

y

)
,

ou seja,

x ′ = cos θ x + sen θ y

y ′ = − sen θ x + cos θy .

�

Exemplo 4.3

A. Verifiquemos que os vetores v1 = (−1, 0, 0), v2 = (4, 2, 0) e v3 =

(5,−3, 8) formam uma base de R3.

Para isso, basta mostrar que a matriz

A =

−1 4 5
0 2 −3
0 0 8


cuja j−ésima coluna é Aj = [vj]B, onde B = {e1, e2, e3} é a base canônica

de R3, é invertı́vel.

De fato, vamos efetuar operações elementares na matriz A, e na matriz

identidade, para tentar transformá-la numa matriz reduzida por linhas à

forma em escada.−1 4 5

0 2 −3
0 0 8

 ←→
1 0 0

0 1 0
0 0 1


↓ ↓1 −4 −5

0 1 −3/2
0 0 1

 ←→
−1 0 0

0 1/2 0
0 0 1/8


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↓ ↓1 0 −11

0 1 −3/2

0 0 1

 ←→
−1 2 0

0 1/2 0

0 0 1/8


↓ ↓1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ←→
−1 2 11/8

0 1/2 3/16

0 0 1/8


Como a matriz A é equivalente por linhas à matriz identidade, temos que

A é invertı́vel e

A−1 =

−1 2 11/8

0 1/2 3/16

0 0 1/8

 .

B. Determinemos, agora, as coordenadas x ′1, x
′
2, x

′
3 do vetor v = (x1, x2, x3)

em relação à base B ′ = {v1, v2, v3}.

Como [v]B = A[v]B ′, temos

[v]B ′ = A−1[v]B =

−1 2 11/8

0 1/2 3/16

0 0 1/8


x1

x2

x3

 ,

ou seja,

x ′1 = −x1 + 2 x2 +
11

8
x3

x ′2 =
1

2
x2 +

3

16
x3

x ′3 =
1

8
x3 .

Em particular, v = (1, 2, 16) = 25v1 + 5v2 + 2v3 . �
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5. Equival ência por Linhas – resumo

Definiç ão 5.1

Seja A uma matriz m × n sobre o corpo K. O espaço-linha de A é o

subespaço de Kn gerado pelos vetores-linhas de A, e o posto-linha de A

é a dimensão do espaço-linha de A.

Seja A uma matriz como na definição e seja P uma matriz k×m so-

bre K. Então, o produto B = PA é uma matriz k×n cujas linhas B1, . . . , Bk

são combinações lineares dos vetores-linhas de A:

Bi = Pi1α1 + . . . + Pimαm .

Logo, o espaço-linha de B é um subespaço do espaço-linha de A.

Se a matriz P é uma matriz invertı́vel (nesse caso m = k), ou seja,

B e A são linha-equivalentes, então o espaço-linha de A coincide com o

espaço-linha de B.

Teorema 5.1

Seja R uma matriz não-nula m×n reduzida por linhas à forma em escada.

Então os vetores-linhas não-nulos de R formam uma base do espaço-linha

de R.

Prova.

Como os vetores-linhas não-nulos de R, ρi = (Ri1, . . . , Rin), i = 1, . . . , r,

geram o espaço-linha de R, basta mostrar que eles são LI.

Sejam k1 < . . . < kr tais que:

1. Rij = 0, se j < ki;

2. Rikj
= δij.

Seja β = (b1, . . . , bn) um vetor do espaço-linha de R.

Então, β = c1ρ1 + . . . + crρr.

Como bkj =

r∑
i=1

ciRikj
=

r∑
i=1

ciδij = cj, temos que β = bk1
ρ1 + . . . + bkrρr.

Em particular, se c1ρ1 + . . . + crρr = 0, então cj é a bkj
coordenada do

vetor nulo. Logo, cj = 0, para todo j = 1, . . . r. Assim, ρ1, . . . , ρk são LI �
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Teorema 5.2

Sejam m e n inteiros positivos e K um corpo.

Seja W um subespaço de Kn com dim W ≤ m. Então existe exatamente

uma matriz m × n sobre K, reduzida por linhas à forma em escada, cujo

espaço-linha é W.

Prova.

Exist ência. Como dim W ≤ m, podemos tomar m vetores α1, . . . , αm

em W, que geram W. Seja A a matriz m×n que tem esses vetores como

vetores-linhas.

Seja R uma matriz reduzida por linhas à forma em escada equivalente por

linhas à matriz A.

Então, o espaço-linha de R é W.

Unicidade. Seja R uma matriz m×n arbitrária reduzida por linhas à forma

em escada cujo espaço-linha é W. Sejam ρ1, . . . , ρr os vetores-linhas não-

nulos de R e suponhamos que o primeiro elemento não-nulo de ρi ocorra

na coluna ki, i = 1, . . . , r.

Na demonstração do teorema anterior, vimos que se β = (b1, . . . , bn) ∈
W, então

β =
∑r

i=1 bki
ρi.

Assim, todo vetor β ∈ W está determinado quando as suas coordenadas

bkj
, j = 1, . . . , r, são conhecidas.

Então, ρi é o único vetor em W cuja ki−ésima coordenada é 1 e cuja

kj−ésima coordenada é nula para j 6= i.

Suponhamos que β 6= 0. Como β =

n∑
i=1

bki
ρi, temos que existe s ∈

{1, . . . , r} tal que

β =

r∑
i=s

bki
ρi , com bks 6= 0 .

Como Rij = 0 se i > s e j ≤ ks, temos que

(0, . . . , 0, bks, . . . , bn) , bks 6= 0

Provamos, assim, que r e k1 < . . . < kr são determinados apenas pe-

los vetores de W, pois {k1, . . . , kn} é o conjunto dos inteiros positivos t,
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1 ≤ t ≤ n, tais que existe algum β 6= 0 em W, cuja primeira coordenada

não-nula ocorre na coluna t.

Além disso, para cada j = 1, . . . , r, existe apenas um vetor em W com

primeira coordenada não-nula igual a 1 na coluna kj e ki−ésima coluna

nula se i ∈ {1, . . . , r}, i 6= j. Logo, os vetores não-nulos ρ1, . . . , ρr de R são

determinados de modo único. �

Corol ário 5.1

Cada matriz m × n A é equivalente por linhas a exatamente uma matriz

reduzida por linhas à forma em escada.

Prova.

Sejam R e R ′ matrizes reduzidas por linhas à forma em escada que sejam

equivalentes por linhas à matriz A. Então, R e R ′ são equivalentes por

linhas e têm, portanto, o mesmo espaço-linha. Logo, R = R ′. �

Corol ário 5.2

Sejam A e B matrizes m × n sobre o corpo K. Então, A e B são equiva-

lentes por linha se, e somente se, possuem o mesmo espaço-linha.

Prova.

Já sabemos que se A e B são equivalentes por linhas, então, possuem o

mesmo espaço-linha.

Suponhamos que A e B possuem o mesmo espaço-linha. Seja R a matriz

reduzida por linhas à forma em escada que é equivalente por linhas a A, e

seja R ′ a matriz reduzida por linhas à forma em escada que é equivalente

por linhas a B. Como o espaço-linha de A é igual ao espaço-linha de R e

o espaço-linha de B é igual ao espaço-linha de R ′ e o espaço-linha de A

é igual ao espaço-linha de B, temos que o espaço-linha de R é igual ao

espaço-linha de R ′. Logo, R = R ′ e A é equivalente por linhas a B. �

Exemplo 5.1

Seja W o subespaço de R4 gerado pelos vetores:

α1 = (1, 2, 2, 1)

α2 = (0, 2, 0, 1)

α3 = (−2, 0,−4, 3) .
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a. Demonstrar que {α1 , α2 , α3} é uma base de W.

Seja A a matriz com vetores-linha α1 , α2 , α3. Então,

A =

 1 2 2 1

0 2 0 1

−2 0 −4 3

 −→ R =

1 0 2 0

0 1 0 0

0 0 0 1



I =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 −→ Q =
1

6

 6 −6 0

−2 5 −1

4 −4 2


onde R é a matriz reduzida por linhas à forma em escada equivalente por

linhas a A e Q é a matriz invertı́vel tal que R = QA.

Como o espaço-linha de A é igual ao espaço-linha de R e o posto de R é

3, temos que o posto de A é 3 e, portanto, {α1 , α2 , α3} é uma base de W.

b. Seja β = (b1, b2, b3, b4) um vetor de W. Determine as coordenadas de

β em relação à base ordenada {α1 , α2 , α3}.

Seja, {ρ1 , ρ2 , ρ3} a base de W formada pelos vetores-linha de R. É fácil

ver que o espaço gerado por ρ1 , ρ2 e ρ3 é formado pelos vetores β para

os quais b3 = 2b1. Para um tal β, temos:

β = b1ρ1 + b2ρ2 + b4ρ4

= (b1, b2, b4)R

= (b1, b2, b4)QA

= x1α1 + x2α2 + x3α3 ,

onde (x1, x2, x3) = (b1, b2, b4)Q, ou seja,

x1 = b1 −
1

3
b2 +

2

3
b4

x2 = −b1 +
5

6
b2 −

2

3
b4

x3 = −
1

6
b2 +

1

3
b4 .

(1)

c. Sejam

α ′
1 = (1, 0, 2, 0)

α ′
2 = (0, 2, 0, 1)

α ′
3 = (0, 0, 0, 3) .

Mostrar que α ′
1 , α ′

2 , α ′
3 formam uma base de W.
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Como os vetores α ′
1 , α ′

2 , α ′
3 são todos da forma (y1, y2, y3, y4), com y3 =

2y1, temos que eles pertencem a W. É fácil verificar que esses vetores

são LI e, portanto, formam uma base de W.

d. Determinar a matriz P de mudança da base B ′ = {α ′
1 , α ′

2 , α ′
3} para a

base B = {α1 , α2 , α3}.

Usando (1), temos que

x1 = 1 −
1

3
(0) +

2

3
(0) = 1

x2 = −1 +
2

6
(0) −

2

3
(0) = −1

x3 = −
1

6
(0) +

1

3
(0) = 0 ,

são as coordenadas de α ′
1 = (b1, b2, b3, b4) = (1, 0, 2, 0) na base B, ou

seja, α ′
1 = 1α1 − 1α2.

Analogamente, obtemos α ′
2 = α2 e α ′

3 = 2α1 − 2α2 + α3. Logo, como

Pj = [α ′
j]B é a j−ésima coluna da matriz de mudança de base P, temos

que

P =

 1 0 2

−1 1 −2

0 0 1

.

• Vamos agora resolver o mesmo exemplo usando a matriz B com vetores

coluna α1, α2 e α3:

B =


1 0 −2

2 2 0

2 0 −4

1 1 3

 .

Para isto, determinemos Y = (y1, y2, y3, y4) de modo que o sistema

BX = Y

tenha solução.

Como 
1 0 −2 y1

2 2 0 y2

2 0 −4 y3

1 1 3 y4

 −→


1 0 −2 y1

0 2 4 y2 − 2y1

0 0 0 y3 − 2y1

0 1 5 y4 − y1

 −→
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−→


1 0 −2 y1

0 0 −6 y2 − 2y4

0 1 5 y4 − y1

0 0 0 y3 − 2y1

 −→


1 0 −2 y1

0 0 1 −1/6(y2 − 2y4)

0 1 5 y4 − y1

0 0 0 y3 − 2y1



−→


1 0 0 y1 − 1/3y2 + 2/3y4

0 1 0 −y1 + 5/6y2 − 2/3y4

0 0 1 1/6(2y4 − y2)

0 0 0 y3 − 2y1

 .

Logo, a condição para que o sistema BX = Y admita solução é y3 = 2y1.

Então, β = (b1, b2, b3, b4) ∈ W se, e somente se, b3 = 2b1.

Seja

R =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0


4×3

.

a matriz reduzida por linhas à forma em escada equivalente por linhas a

B e seja

P =


1 −1/3 0 2/3

−1 5/6 0 −2/3

0 −1/6 0 2/6

−2 0 1 0


4×4

,

a matriz invertı́vel tal que R = PB.

Sejam β = (b1, b2, b3, b4) ∈ W e x1, x2, x3 as coordenadas de β na base

{α1 , α2 , α3}, isto é,

β = x1α1 + x2α2 + x3α3 .

Logo, BX = Y, onde X =

(
x1
x2
x3

)
e Y =

b1
b2
b3
b4

.

Como RX = PBX = PY, temos que

x1 = b1 −
1

3
b2 +

2

3
b4

x2 = −b1 +
5

6
b2 −

2

3
b4

x3 = −
1

6
b2 +

2

6
b4 .

�
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1. Transformaç ão Linear - noç ões b ásicas

Definiç ão 1.1

Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K. Uma transformação

linear de V em W é uma função T : V −→W tal que:

T(v + w) = T(v) + T(w) , ∀v,w ∈ V ,

T(λ v) = λ T(v) , ∀v ∈ V , λ ∈ K .

Observaç ão 1.1

a. T(λ1v1 + . . . + λnvn) = λ1T(v1) + . . . + λnT(vn), ∀v1, . . . , vn ∈ V e

λ1, . . . , λn ∈ K.

b. T(0) = 0 (com efeito, T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) =⇒ T(0) = 0).

Exemplo 1.1

Seja A uma matriz m× n sobre o corpo K. Então,

T : Kn×1 −→ Km×1

X 7−→ AX
e

T : Km −→ Kn

X 7−→ XA = (AtXt)t ,

são transformações lineares �

Notação ...
A matriz transposta da matriz A,
designada At, é a matriz cujas li-
nhas são as respectivas colunas
de A.

Observaç ão 1.2

Toda transformação linear T : Kn×1 −→ Km×1 é da forma acima.

De fato, sejam {e1, . . . , en} a base canônica de Kn×1, {e1, . . . , em} a base

canônica de Km×1 e Aij ∈ K, i = 1, . . .m, j = 1, . . . n, tais que
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T(ej) =

m∑
i=1

Aijei .

Então,

T(X) = T

(x1
...

xn

)
= T(x1e1 + . . . + xnen)

=

n∑
j=1

xj T(ej) =

n∑
j=1

m∑
i=1

xjAijei =

m∑
i=1

(
n∑

j=1

Aijxj

)
ei

= AX .

Verifique ...
Que o conjunto C([a, b]; R) das
funções contı́nuas do intervalo
[a, b] em R é um subespaço do
espaço vetorial real F([a, b], R)
que consiste de todas as funções
do intervalo [a, b] sobre R.

Exemplo 1.2

Seja V = C([a, b];R) o espaço vetorial real das funções contı́nuas de [a, b]

em R. Então, a transformação T : V −→ V definida por:

T : V −→ V

f 7−→ T(f) = Tf

onde
Tf : [a, b] −→ R

x 7−→ Tf(x) =

∫x

a

f(s)ds ,

é linear. �

Exemplo 1.3

Seja V o espaço vetorial dos polinômios com coeficientes no corpo K.

Então, a transformação derivação T : V −→ V definida por f 7−→ Df:

(Df)(x) = c1 + 2 c2x + . . . + n cnxn−1 ,

onde f(x) = c0 + c1x + . . . cnxn, é linear. �

Teorema 1.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja

{v1, . . . , vn} uma base de V . Seja W um espaço vetorial sobre K e sejam

w1, . . . , wn vetores em W. Então, existe uma única transformação linear

L : V −→W, tal que L(vi) = wi, para todo i = 1, . . . , n.

Prova.

Unicidade.

Sejam L, T : V −→W transformações lineares tais que L(vi) = T(vi) = wi,

para todo i = 1, . . . , n.

Seja v ∈ V um vetor arbitrário. Como {v1, . . . , vn} é uma base de V , exis-

tem escalares únicos λ1, . . . , λn ∈ K, tais que v = λ1v1, . . . , λnvn.
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Logo, usando a linearidade de T e L, obtemos

T(v) = T

(
n∑

i=1

λivi

)
=
∑n

i=1 λiT(vi) =
∑n

i=1 λiL(vi) = L

(
n∑

i=1

λivi

)
= L(v) .

Exist ência.

Seja v = x1v1+. . .+xnvn ∈ V um vetor arbitrário. Definimos a transformação

L : V −→W por

L(v) = x1w1 + . . . + xnwn .

Afirmação: L é linear.

Sejam v = x1v1 + . . . + xnvn e w = y1v1 + . . . + ynvn vetores de V e λ ∈ K.

Então, λv + w = (λx1 + y1)v1 + . . . + (λxn + yn)vn ∈ V e

L(λv + w) = (λx1 + y1)w1 + . . . + (λxn + yn)wn

= λx1w1 + y1w1 + . . . + λxnwn + ynwn

= λ(x1w1 + . . . + xnwn) + (y1w1 + . . . + ynwn)

= λL(v) + L(w) .

ou seja, L é linear.

Além disso, L(vi) = wi pela própria definição de L. �

Definiç ão 1.2

Seja L : V −→W uma transformação linear.

• L(V) = {w ∈ W | ∃ v ∈ V ; L(v) = w} é chamado imagem de L.

• L−1(0) = {v ∈ V | L(v) = 0} é chamado núcleo de L.

Observaç ão 1.3

• L(V) é um subespaço de W.

Sejam λ ∈ K e w1, w2 ∈ L(V) ⊂ W.

Então, existem v1, v2 ∈ V tais que L(v1) = w1 e L(v2) = w2.

Logo,

L(λv1 + v2) = λL(v1) + L(v2) = λw1 + w2 ,

ou seja, λw1 + w2 ∈ L(V).

• L−1(0) é um subespaço de V .
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Sejam λ ∈ K e v1, v2 ∈ L−1(0).

Então, L(v1) = L(v2) = 0 e L(λv1 + v2) = λL(v1) + L(v2) = 0, ou seja,

λv1 + v2 ∈ L−1(0).

Lembre que ...
• Em geral, uma função é dita in-
jetiva se transforma elementos dis-
tintos em elementos distintos.
• Os termos injetora, injetiva e mo-
nomorfismo são sinônimos.

Proposiç ão 1.1

Uma transformação linear L : V −→ W é injetora se, e somente se,

L−1(0) = {0}.

Prova.

(=⇒) Suponhamos L injetora.

Seja v ∈ V . Então, v ∈ L−1(0) se, e somente se, L(v) = 0 = L(0) se, e

somente se, v = 0. Logo, L−1(0) = {0}.

(⇐=) Suponhamos que L−1(0) = {0}.

Se L(v) = L(w), temos L(v − w) = L(v) − L(w) = 0, ou seja, v − w ∈
L−1(0) = {0}. Logo, v − w = 0, ou seja, v = w. �

Definiç ão 1.3

Seja L : V −→ W uma transformação linear. Se V tem dimensão finita,

dim L(V) é o posto de L, e dim L−1{0} é a nulidade de L.

Teorema 1.2

Seja L : V −→ W uma transformação linear. Se V é um espaço vetorial

de dimensão finita, então L(V) é de dimensão finita e

dim V = dim(L−1(0)) + dim(L(V)) .

Prova.

Caso I. L−1(0) = {0}.

Seja {v1, . . . , vn} base de V . Vamos mostrar que {L(v1), . . . , L(vn)} é uma

base de L(V).

1. {L(v1), . . . , L(vn)} é LI.

Com efeito, temos
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λ1L(v1) + . . . + λnL(vn) = 0
=⇒ L(λ1v1 + . . . + λnvn) = 0
=⇒ λ1v1 + . . . + λnvn = 0
=⇒ λ1 = . . . = λn = 0 .

2. {L(v1), . . . , L(vn)} gera L(V).

Sejam v ∈ L(V) e u = λ1v1 + . . . + λnvn ∈ V tal que L(u) = v. Então,

v = L(u) = L(λ1v1 + . . . + λnvn) = λ1L(v1) + . . . + λnL(vn).

Caso II. L−1(0) 6= {0}.

• Seja {v1, . . . , vn} uma base de V e seja w ∈ L(V).

Então existe v = λ1v1 + . . . + λnvn ∈ V tal que L(v) = w, ou seja w =

λ1L(v1) + . . . + λnL(vn).

Logo, {L(v1), . . . , L(vn)} gera o espaço L(V), que tem, portanto, dimensão

finita.

• Sejam {u1, . . . , uk} base de L−1(0) e {w1 = L(v1), . . . , wm = L(vm)} base

de L(V).

Afirmaç ão. {u1, . . . , uk, v1, . . . , vm} é uma base de V .

1. Vejamos primeiro que o conjunto é LI.

Sejam λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µm ∈ K tais que

λ1u1 + . . . + λkuk + µ1v1 + . . . + µmvm = 0.

Então,

L(λ1u1 + . . . + λkuk + µ1v1 + . . . + µmvm) = 0
=⇒ λ1L(u1) + . . . + λkL(uk) + µ1L(v1) + . . . + µmL(vm) = 0
=⇒ λ10 + . . . + λk0 + µ1w1 + . . . + µmwm = 0
=⇒ µ1w1 + . . . + µmwm = 0
=⇒ µ1 = . . . = µm = 0

=⇒ λ1u1 + . . . + λkuk = 0
=⇒ λ1 = . . . = λk = 0 .

2. Vejamos agora que o conjunto gera V .

Seja v ∈ V . Como L(v) ∈ L(V), existem µ1, . . . , µm ∈ K tais que

L(v) = µ1w1 + . . . + µmwm .

Logo,
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L

(
v −

m∑
j=1

µjvj

)
= L(v) −

m∑
j=1

µjL(vj) = L(v) −

m∑
j=1

µjwj = 0 ,

ou seja, v −

m∑
j=1

µjvj ∈ L−1(0). Então, existem λ1, . . . , λk ∈ K tais que

v −

m∑
j=1

µjvj =

k∑
i=1

λiui ,

isto é,

v = λ1u1 + . . . + λkuk + µ1v1 + . . . + µmvm .

Portanto, {u1, . . . , uk, v1, . . . , vm} é uma base de V e

dim V = k + m = dim L−1(0) + dim L(V) .

Como querı́amos demonstrar. �

Teorema 1.3

Seja A uma matriz m× n com entradas no corpo K. Então,

posto-linha(A) =posto-coluna(A).

Prova.

Seja a transformação linear

T : Kn×1 −→ Km×1

X 7−→ AX .

Como para todo X =

(x1
...

xn

)
∈ Kn×1, vale AX = x1A1 + . . . + xnAn, onde

A1, . . . , An são as colunas de A, temos que o espaço-coluna de A é a

imagem da transformação T . Portanto, posto-coluna(A) =posto(T).

Como X ∈ T−1(0) se, e somente se, T(X) = AX = 0, temos que T−1(0) é

o espaço solução S do sistema homogêneo AX = 0.

Pelo teorema anterior, temos que

dimS + posto-coluna(A) = n . (1)

Já provamos também que se r é a dimensão do espaço-linha de A, então

n − r é a dimensão do espaço solução S.

Logo,

dimS + posto-linha(A) = n . (2)
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De (1) e (2), obtemos que

posto-linha(A) =posto-coluna(A).

�

Definiç ão 1.4

Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K, T e L transformações

lineares de V em W e c ∈ K. Definimos as transformações L + T e cL de

V em W, da seguinte maneira:

(L + T)(v) = L(v) + T(v) ,

(cL)(v) = c L(v) ,
∀v ∈ V .

Proposiç ão 1.2

As transformações L + T e cL são lineares.

Prova.

Sejam u, v ∈ V e λ ∈ K. Então:

• (L + T)(λu + v) = L(λu + v) + T(λu + v)

= λL(u) + L(v) + λT(u) + T(v)

= λ(L(u) + T(u)) + L(v) + T(v)

= λ(L + T)(u)) + (L + T)(v)

e

• (cL)(λu + v) = c(L(λu + v))

= c(λL(u) + L(v))

= cλL(u) + cL(v)

= λ(cL(u)) + cL(v)

= λ(cL)(u) + (cL)(v) .

Como querı́amos demonstrar. �

Definiç ão 1.5

Se V e W são espaços vetoriais, designamos por L(V,W) o conjunto cujos

elementos são todas as transformações lineares de V em W:

L(V,W) = {L : V −→W | L é transformação linear}.
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Teorema 1.4

Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K. O conjunto L(V,W) com

as operações de adição e multiplicação por escalares definidas acima é

um espaço vetorial sobre K.

Prova.

Atividade. �

Teorema 1.5

Sejam V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K e W um

espaço vetorial de dimensão m sobre o corpo K. Então, o espaço L(V,W)

tem dimensão finita igual a mn.

Prova.

Sejam B = {v1, . . . , vn} e B ′ = {w1, . . . , wm} bases ordenadas de V e W,

respectivamente.

Para cada i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n, seja Lij ∈ L(V,W) tal que{
Lij(vj) = wi

Lij(vk) = 0 se k 6= j ,
=⇒ Lij(vk) = δjkwi .

Vamos mostrar que {Lij | i = 1, . . .m e j = 1, . . . , n} é uma base de L(V,W).

Seja L : V −→W uma transformação linear e sejam Aij ∈ K tais que,

L(vj) =

m∑
i=1

Aijwi , 1 ≤ j ≤ n

• Verifiquemos que L =

n∑
j=1

m∑
i=1

AijLij.

Seja U =

n∑
j=1

m∑
i=1

AijLij. Então,

U(vk) =

n∑
j=1

m∑
i=1

AijLij(vk)

=

m∑
i=1

n∑
j=1

AijLij(vk)

=

m∑
i=1

Aikwi

= L(vk) .
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Logo, U = L e, portanto, {Lij | i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n} gera L(V,W).

• Vejamos agora que {Lij | i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n} é LI.

←−Ao lado ...
Estamos designando O a
transformação linear nula, ou
seja, O : V −→ W é dada por
O(v) = 0, ∀v ∈ V .

Se
n∑

j=1

m∑
i=1

AijLij = O, então

n∑
j=1

m∑
i=1

AijLij(vk) = 0 ∀k ∈ {1, . . . , n}

=⇒ m∑
i=1

n∑
j=1

AijLij(vk) =
∑m

i=1 Aikwi = 0 ∀k ∈ {1, . . . , n}

=⇒ Aik = 0 ∀k ∈ {1, . . . , n} e ∀i ∈ {1, . . . ,m} .

Mostrando o desejado. �

Notação ...
A composta T ◦ L de duas
transformações lineares costuma
ser escrita também usando a
notação de justaposição TL.

Proposiç ão 1.3

Sejam V , W, Z espaços vetoriais sobre o corpo K, e L : V −→ W, T :

W −→ Z transformações lineares.

Então, a função composta T ◦ L : V −→ Z é linear, onde

T ◦ L(v) = T(L(v)) , ∀v ∈ V .

Prova.

Sejam v,w ∈ V e λ ∈ K. Então,

(T ◦ L)(λv + w) = T(L(λv + w))

= T(λL(v) + L(w))

= λT(L(v)) + T(L(w))

= λ(T ◦ L)(v) + (T ◦ L)(w) .

Logo, T ◦ L é uma transformação linear. �

Exemplo 1.4

Sejam A uma matriz m×n com entradas no corpoK e B uma matriz p×m

com entradas em K.

Consideremos as transformações lineares T : Kn×1 −→ Km×1 e

U : Km×1 −→ Kp×1, dadas por T(X) = AX e U(Y) = BY.

Então, U ◦ T : Kn×1 −→ Kp×1 é dada por

(U ◦ T)(X) = U(T(X)) = U(AX) = BAX .

Logo, U ◦ T é a multiplicação à esquerda pela matriz produto BA. �
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Definiç ão 1.6

Se V é um espaço vetorial sobre o corpo K, um operador linear sobre V

é uma transformação linear de V em V .

Observaç ão 1.4

• Se U, T ∈ L(V,V) então U ◦ T ∈ L(V,V). Assim, o espaço possui uma

multiplicação definida sobre si por meio da composição.

• Se T ∈ L(V,V), usaremos a notação T 0 = I e Tn = T ◦ . . . ◦ T (n vezes),

para n = 1, 2, 3, . . ..

• A operação de composição não é comutativa, isto é, nem sempre L◦T =

T ◦ L.

Exemplo 1.5

Seja V o espaço dos polinômios com coeficientes em K e sejam D e M

os operadores:

D : V −→ V

p(x) = c0 + c1x + . . . + cnxn 7−→ D(p)(x) = c1 + 2c2x + . . . + ncnxn−1 ,

e

M : V −→ V

p(x) = c0 + c1x + . . . + cnxn 7−→M(p)(x) = x p(x) = c0x + c1x
2 + . . . + cnxn+1 .

Então,

(DM)(p)(x) = D(M(p))(x) = D(q(x)) ,

onde q(x) = c0x + c1x
2 + . . . + cnxn+1.

Logo,

(DM)(p)(x) = c0 + 2c1x + . . . + (n + 1)cnxn ,

De modo análogo, obtemos

(MD)(p)(x) = M(D(p))(x) = c1x + 2c2x
2 + . . . + ncnxn .

Logo, DM − MD = I 6= O. �

Proposiç ão 1.4

Sejam V um espaço vetorial sobre o corpo K, U, T1 e T2 operadores line-

ares sobre V e λ ∈ K. Então,

a. IU = UI = U ;

b. U(T1 + T2) = UT1 + UT2 ; (T1 + T2)U = T1U + T2U ;

J. Delgado - K. Frensel 70 Instituto de Matemática - UFF
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c. c(UT1) = (cU)T1 = U(cT1) .

Prova.

Atividade.�

Lembre que ...
Uma transformação linear L :
V −→ W é sobrejetora, ou sobre-
jetiva, se a sua imagem é todo W,
isto é, L(V) = W.

Seja L : V −→ W uma transformação linear bijetora, isto é, L é

injetora e sobrejetora. Então existe L−1 : W −→ V tal que LL−1 = IW e

L−1L = IV .

Proposiç ão 1.5

Se L : V −→W é uma transformação linear bijetora, então L−1 é linear.

Prova.

Sejam w1, w2 ∈ W e λ ∈ K. Sejam v1 = L−1(w1) e v2 = L−1(w2). Então,

L(v1) = w1, L(v2) = w2 e

L(λv1 + v2) = λL(v1) + L(v2) = λw1 + w2 ,

isto é, L−1(λw1 + w2) = λv1 + v2 = λL−1(w1) + L−1(w2). �

Observaç ão 1.5

Sejam L : V −→ W e T : W −→ Z transformações lineares invertı́veis.

Então, T ◦ L : V −→ Z é invertı́vel e (T ◦ L)−1 = L−1 ◦ T−1.

Definiç ão 1.7

Dizemos que a transformação linear T : V −→ W é não-singular se T é

injetora.

Proposiç ão 1.6

A transformação linear T : V −→ W é não-singular se, e somente se,

transforma subconjuntos linearmente independentes de V em subconjun-

tos linearmente independentes de W.

Prova.

(=⇒) Seja S um subconjunto LI de V e sejam v1, . . . , vn ∈ S.

Então, os vetores T(v1), . . . , T(vn) são LI, pois se

λ1T(v1) + . . . + λnT(vn) = 0,

temos
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T(λ1v1 + . . . + λnvn) = 0
=⇒ λ1v1 + . . . + λnvn = 0 (T é não-singular)

=⇒ λ1 = . . . = λn = 0 .

(⇐=) Seja v 6= 0 em V . Como o subconjunto S = {v} é LI, temos que

T(S) = {T(v)} é LI. Em particular T(v) 6= 0, isto é, T é não-singular. �

Observaç ão 1.6

A existência de uma inversa à esquerda (ou à direita) não implica que a

transformação seja invertı́vel (veja o seguinte exemplo).

Exemplo 1.6

Considere as transformações lineares:

T : R2 −→ R
(x, y) 7−→ x

e
L : R −→ R2

x 7−→ (x, 0) .

Então, T ◦ L(x) = x = I(x) e L ◦ T(x, y) = (x, 0).

Logo,

• L é injetora, não é sobrejetora, tem inversa à esquerda e não é invertı́vel.

• T é sobrejetora, não é injetora, tem inversa à direita e não é invertı́vel.

�

Teorema 1.6

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita sobre o corpo K tais

que dim V = dim W.

Se T : V −→W é uma transformação linear, as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. T é invertı́vel;

2. T é injetora;

3. T é sobrejetora;

4. Se {v1, . . . , vn} é uma base qualquer de V , então {T(v1), . . . , T(vn)} é

uma base de W.

5. Existe uma base {v1, . . . , vn} de V tal que {T(v1), . . . , T(vn)} é uma base

de W.
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Prova.

1=⇒2: Segue da definição.

2=⇒3: Seja {v1, . . . , vn} uma base de V . Como {v1, . . . , vn} é LI e T é

injetora, temos que {T(v1), . . . , T(vn)} é LI. Como dim V = dim W = n, tal

conjunto é uma base de W.

Dado w ∈ W arbitrário e λ1, . . . , λn ∈ K tais que

w = λ1T(v1) + . . . + λnT(vn) .

Então, w = T(λ1v1 + . . . + λnvn), ou seja, T é sobrejetora.

3=⇒4: Seja {v1, . . . , vn} uma base de V .

Como T(V) = W, para todo w ∈ W existe v ∈ V tal que T(v) = w. Sejam

λ1, . . . , λn ∈ K tais que v = λ1v1 + . . . + λnvn.

Então, w = T(v) = λ1T(v1) + . . . + λnT(vn).

Logo, {T(v1), . . . , T(vn)} gera o espaço W. Como W tem dimensão n,

{T(v1), . . . , T(vn)} é uma base.

4=⇒5: É óbvio.

5=⇒1: Seja {v1, . . . , vn} uma base de V tal que {T(v1), . . . , T(vn)} é uma

base de W.

Seja w ∈ W. Então, existem λ1, . . . , λn ∈ K tais que

w = λ1T(v1) + . . . + λnT(vn) = T(λ1v1 + . . . + λnvn),

ou seja, existe v = λ1v1 + . . . + λnvn, tal que T(v) = w.

Logo, T é sobrejetora.

Seja agora v = λ1v1 + . . . + λnvn, tal que T(v) = 0. Então,

λ1T(v1) + . . . + λnT(vn) = 0 =⇒ λ1 = . . . = λn = 0 =⇒ v = 0.

Ou seja, T é injetora.

Como T é injetora e sobrejetora, T é invertı́vel. �

Definiç ão 1.8

Se V e W são espaços vetoriais sobre o corpo K, uma transformação

linear bijetora (i.e. injetora e sobrejetora) T : V −→ W é denominada um

isomorfismo de V em W.

Se existe um isomorfismo de V em W dizemos que V é isomorfo a W.
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Observaç ão 1.7

O isomorfismo é uma relação de equivalência no conjunto dos espaços

vetoriais.

De fato,

• V é isomorfo a V , pois a transformação identidade I : V −→ V , v 7−→ v é

bijetora e linear.

• Se T : V −→ W é um isomorfismo, então T−1 : W −→ V é um isomor-

fismo. Ou seja, se V é isomorfo a W, então W é isomorfo a V .

• Se T : V −→W e L : W −→ Z são isomorfismos, então, L ◦ T : V −→ Z é

um isomorfismo. Ou seja, se V é isomorfo a W e W é isomorfo a Z, então

V é isomorfo a Z.

Nota ...
Em virtude da observação ao lado,
se V é isomorfo a W costuma-se
dizer que V e W são isomorfos.

Teorema 1.7

Todo espaço vetorial V de dimensão n sobre o corpo K é isomorfo a Kn.

Prova.

Seja B = {v1, . . . , vn} uma base de V e seja B ′ = {e1, . . . , en} base canônica

de Kn.

Seja T : V −→ Kn tal que L(vi) = ei, i = 1, . . . , n. Então,

T(x1v1 + . . . + xnvn) = (x1, . . . , xn).

Como T transforma a base B na base B ′ de Kn e dim V = n = dimKn,

temos que T é um isomorfismo. �

Observaç ão 1.8

Espaços vetoriais de dimensão finita são isomorfos se, e somente se,

tem a mesma dimensão.

Definiç ão 1.9

Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K e seja W um

espaço vetorial de dimensão m sobreK. Sejam B = {v1, . . . , vn} uma base

de V e B ′ = {w1, . . . , wm} uma base de W.

Seja L : V −→W uma transformação linear e sejam Aij ∈ K tais que

L(vj) =

m∑
i=1

Aijwi, ∀j ∈ {1, . . . , n}.
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A matriz de L em relação às bases ordenadas B e B ′ é a matriz m× n:

[L]B ′B = (Aij) 1 ≤ i ≤ m

i ≤ j ≤ n

=


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

Am1 Am2 · · · Amn

 .

Note que ...
As entradas da j−ésima coluna
da matriz ao lado são os coefici-
entes dos vetores w1, . . . , wm da
base B ′ de W, que figuram na ex-
pressão de L(vj).

Proposiç ão 1.7

Seja L : V −→W uma transformação linear como acima. Então, para todo

v ∈ V , temos

[L(v)]B ′ = [L]B ′B[v]B.

Prova.

Seja v = λ1v1 + . . . + λnvn, isto é, [v]B =

λ1
...

λn

.

Então,

L(v) = L

(
n∑

j=1

λjvj

)
=

n∑
j=1

λjL(vj) =

n∑
j=1

λj

m∑
i=1

Aijwi =

m∑
i=1

(
n∑

j=1

Aijλj

)
wi,

ou seja,
n∑

j=1

Aijλj é a i−ésima coordenada de L(v) na base ordenada B ′.

Logo, [L(v)]B ′ = [L]B ′B[v]B. �

Observaç ão 1.9

[T(vj)]B ′ é a j−ésima coluna da matriz [L]B ′B.

Casos particulares:

• [v]B ′ = [I(v)]B ′ = [I]B ′B[v]B.

ou

• [v]B = [I(v)]B = [I]BB ′[v]B ′.

Reciprocamente , dada uma matriz A m × n, existe uma transformação

linear AB ′B : V −→W tal que [AB ′B]B ′B = A.

De fato , seja v = λ1v1 + . . .+λnvn. Definimos AB ′B : V −→W da seguinte

maneira:
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AB ′B(v) =

m∑
i=1

(
n∑

j=1

Aijλj

)
wi.

Proposiç ão 1.8

A aplicação M : L(V,W) −→ Km×n que a cada transformação linear

L : V −→W associa a matriz [L]B ′B é um isomorfismo.

Prova.

Sejam L : V −→W, T : V −→W transformações lineares e λ ∈ K.

Sejam [L]B ′B = A = [A1, . . . , An] e [T ]B ′B = B = [B1, . . . , Bn], onde

Aj = [L(vj)]B ′ e Bj = [T(vj)]B ′ são as j−ésimas colunas de A e B.

Então,

[(λL + T)(vj)]B ′ = [λL(vj) + T(vj)]B ′

= λ[L(vj)]B ′ + [T(vj)]B ′

= λAj + Bj ,

isto é,

[λL + T ]B ′B = λA + B .

Logo, a aplicação que leva L em [L]B ′B é linear.

Como ([L]B ′B)
B ′B

= L e [AB ′B]B ′B = A, temos que a aplicação linear

Km×n −→ L(V,W) que leva a matriz A na transformação linear AB ′B é

a inversa da aplicação linear M : L(V,W) −→ Km×n que leva L em [L]B ′B.

Logo, M é um isomorfismo. �

Exemplo 1.7

Sejam A uma matriz m × n sobre o corpo K e L : Kn×1 −→ Km×1 a

transformação linear que leva X em AX.

Sejam B = {e1, . . . , en} e B ′ = {e1, . . . , em} as bases canônicas de Kn×1 e

Km×1, respectivamente.

Então, L(ej) = Aej = Aj é a j−ésima coluna da matriz A.

Como Aj =

m∑
i=1

Aijei, temos que A = [L]B ′B. �
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Proposiç ão 1.9

Sejam V , W e Z espaços vetoriais sobre o corpo K de dimensões n, m e

p, respectivamente.

Sejam T : V −→W e U : W −→ Z transformações lineares. Então,

[U ◦ T ]B ′′B = [U]B ′′B ′[T ]B ′B ,

onde B = {v1, . . . , vm}, B ′ = {w1, . . . , wm} e B ′′ = {z1, . . . , zp} são bases de

V , W e Z respectivamente.

Prova.

Sejam A = [T ]B ′B, B = [U]B ′′B ′ e C = [UT ]B ′′B.

Então,

(U ◦ T)(vj) = U(T(vj)) = U

(
m∑

i=1

Aijwi

)
=
∑m

i=1 AijU(wi)

=

m∑
i=1

Aij

p∑
k=1

Bkizk =

p∑
k=1

(
m∑

i=1

BkiAij

)
zk

=

p∑
k=1

(BA)kjzk .

Logo, Ckj = (BA)kj , ∀k = 1, . . . , p e ∀j = 1, . . . , n.

Ou seja, C = BA. �

Proposiç ão 1.10

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita. A transformação linear

L : V −→ W é um isomorfismo (ou seja, é invertı́vel) se, e somente se,

[L]B ′B é uma matriz invertı́vel, quaisquer que sejam as bases B de V e B ′

de W. Além disso, se [L]B ′B é invertı́vel, então [L]−1
B ′B = [L−1]BB ′.

Prova.

(=⇒) Seja T : W −→ V tal que T ◦ L = IV e L ◦ T = IW, isto é, T = L−1.

Então,

[T ]BB ′[L]B ′B = [IV ]BB = I e [L]B ′B[T ]BB ′ = [IW]B ′B ′ = I,

ou seja, [L]B ′B é invertı́vel e [T ]BB ′ = [L−1]BB ′ é a sua inversa.

(⇐=) Sejam A = [L]B ′B e B = A−1. Seja T : W −→ V a transformação

linear BBB
′
, ou seja, [T ]BB ′ = B.
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Então,

[T ◦ L]BB = [T ]BB ′[L]B ′B = BA = I.

Logo, (T ◦ L)(vj) = vj, ∀j = 1, . . . , n, onde B = {v1, . . . , vn}.

Ou seja, T ◦ L = IV .

De modo análogo, temos que

[L ◦ T ]B ′B ′ = [L]B ′B[T ]BB ′ = AB = I.

Logo, (L ◦ T)(wi) = wi, ∀i = 1, . . . ,m, onde B ′ = {w1, . . . , wm}.

Ou seja, L ◦ T = IW.

Obtemos, assim, que L é invertı́vel. �

Proposiç ão 1.11

Sejam B1 e B ′
1 bases de V e B2 e B ′

2 bases de W, e L : V −→ W uma

transformação linear. Então,

[L]B ′2B ′1 = [IW]B ′2B2
[L]B2B1

[IV ]B1B ′1 .

Ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

VB1

L−−−−→
[L]B2B1

WB2

[IV ]B1B
′
1

xIV IW

y[IW ]B′
2
B2

VB ′1
L−−−−→

[L]B′
2
B′

1

WB ′2

Prova.

Como [IW]B ′2B2
[L]B2B1

= [IW ◦ L]B ′2B1
= [L]B ′2B1

, temos

[IW]B ′2B2
[L]B2B1

[IV ]B1B ′1 = [L]B ′2B1
[IV ]B1B ′1 = [L ◦ IV ]B ′2B ′1 = [L]B ′2B ′1 .

�
Note que ...
A matriz [IW ]B ′

2
B2

é s matrizes de
mudança de base da base B2 para
a base B ′2 de W. Analogamente, a
matriz e [IV ]B1B ′

1
muda a base B ′1

para a base B1 de V .
Observaç ão 1.10

As matrizes [IW]B ′2B2
e [IV ]B1B ′1 são invertı́veis.

Notaç ão

Se L : V −→ V é um operador sobre V e B é uma base de V ,

escrevemos

[L]B
def
= [L]BB .
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Em particular: se B e B ′ são bases de V e L : V −→ V é um operador

sobre V , então,

[L]B ′ = [I]B ′B[L]B[I]BB ′ .

Como, além disso, [I]B ′B = ([I]BB ′)
−1, temos que

[L]B ′ = P−1[L]BP ,

onde P = [I]BB ′, ou seja, se B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n}, então Pj = [v ′j]B é a j−ésima

coluna de P.

Definiç ão 1.10

Sejam A e B matrizes n× n sobre o corpo K.

Dizemos que B é semelhante a A sobre K se existe uma matriz n × n

invertı́vel P com entradas no corpo K, tal que

B = P−1 AP .

Observaç ão 1.11

Sejam B e B ′ bases de um espaço vetorial V sobre K e L : V −→ V um

operador linear. Então [L]B ′ é semelhante a [L]B.

Sejam, agora, A e B matrizes semelhantes n× n sobre o corpo K.

Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e B = {v1, . . . , vn} uma

base de V .

Consideremos o operador linear L : V −→ V tal que [L]B = A. Se

B = P−1AP, definimos os vetores

v ′j =

n∑
i=1

Pijvi , j = 1, . . . , n .

Afirmaç ão: B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n} é uma base de V .

Note que ...
A matriz P é a matriz de mudança
da base B ′ para a base B.De fato:

Seja U : V −→ V o operador linear tal que U(vj) = v ′j, j = 1, . . . , n.

Como [U]BB = P e P é invertı́vel, temos que U é invertı́vel. Logo, B ′

é uma base de V .

Além disso, [I]BB ′ = P. Logo,

[L]B ′ = [I]B ′B[L]B[I]BB ′ = P−1[L]BP = P−1AP = B .

Isto é, se A e B são semelhantes, existem bases B e B ′ do espaço

J. Delgado - K. Frensel 79 Instituto de Matemática - UFF
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V , tais que [L]B = A e [L]B ′ = B.

Exemplo 1.8

Seja T o operador linear sobre R3 definido por

T(x1, x2, x3) = (3x1 + x3,−2x1 + x2,−x1 + 2x2 + 4x3) .

a. Determinar a matriz de T em relação à base canônica B = {e1, e2, e3}

de R3.

Solução: Como

T(e1) = T(1, 0, 0) = (3,−2,−1)

T(e2) = T(0, 1, 0) = (0, 1, 2)

T(e3) = T(0, 0, 1) = (1, 0, 4) ,

temos que,

[T ]B =

 3 0 1

−2 1 0

−1 2 4

.

b. Determinar a matriz de T em relação à base ordenada B ′ = {w1, w2, w3},

onde w1 = (1, 0, 1), w2 = (−1, 2, 1) e w3 = (2, 1, 1).

Solução: Seja P = [I]BB ′ =

(
1 −1 2
0 2 1
1 1 1

)
.

Então,

[T ]B ′ = P−1[T ]BP.

Determinemos P−1.1 −1 2

0 2 1

1 1 1

 ←→
1 0 0

0 1 0

0 0 1


↓ ↓1 −1 2

0 2 1

0 2 −1

 ←→
 1 0 0

0 1 0

−1 0 1


↓ ↓1 −1 2

0 2 1

0 0 −2

 ←→
 1 0 0

0 1 0

−1 −1 1


↓ ↓
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Transformaç ão Linear - noç ões b ásicas

↓ ↓1 −1 2

0 1 1/2

0 0 1

 ←→
 1 0 0

0 1/2 0

1/2 1/2 −1/2


↓ ↓1 0 5/2

0 1 1/2

0 0 1

 ←→
 1 1/2 0

0 1/2 0

1/2 1/2 −1/2


↓ ↓1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ←→
−1/4 −3/4 5/4

−1/4 1/4 1/4

1/2 1/2 −1/2


Isto é,

P−1 =

−1/4 −3/4 5/4

−1/4 1/4 1/4

1/2 1/2 −1/2

 = −
1

4

 1 3 −5

1 −1 −1

−2 −2 2

 .

Logo,

[T ]B ′ = −
1

4

 1 3 −5

1 −1 −1

−2 −2 2


 3 0 1

−2 1 0

−1 2 4


1 −1 2

0 2 1

1 1 1



= −
1

4

 1 3 −5

1 −1 −1

−2 −2 2


 4 −2 7

−2 4 −3

3 9 4



= −
1

4

−17 −35 −22

3 −15 6

2 14 0

 .

Ou seja,

T(w1) =
17

4
w1 −

3

4
w2 −

2

4
w3

T(w2) =
35

4
w1 +

15

4
w2 −

14

4
w3

T(w3) =
22

4
w1 −

6

4
w2 .
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c. Verificar que o operador T é invertı́vel e determinar T−1.

Solução: Como sabemos que T é invertı́vel se, e somente se, [T ]B é uma

matriz invertı́vel, vamos verificar que [T ]B é invertı́vel e determinar sua

inversa:

[T ]B =

 3 0 1

−2 1 0

−1 2 4

 ←→
1 0 0

0 1 0

0 0 1


↓ ↓ 1 0 1/3

−2 1 0

−1 2 4

 ←→
1/3 0 0

0 1 0

0 0 1


↓ ↓1 0 1/3

0 1 2/3

0 2 13/3

 ←→
1/3 0 0

2/3 1 0

1/3 0 1


↓ ↓1 0 1/3

0 1 2/3

0 0 3

 ←→
1/3 0 0

2/3 1 0

−1 −2 1


↓ ↓1 0 1/3

0 1 2/3

0 0 1

 ←→
 3/9 0 0

6/9 9/9 0

−1/3 −2/3 1/3


↓ ↓1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ←→
 4/9 2/9 −1/9

8/9 13/9 −2/9

−1/3 −2/3 1/3


↓

1

9

 4 2 −1

8 13 −2

−3 −6 3

 = ([T ]B)
−1

.

Logo, [T−1]B = ([T ]B)
−1 e T−1 : R3 −→ R3 é dada por:

T−1(x1, x2, x3) =
1

9
(4x1 + 2x2 − x3, 8x1 + 13x2 − 2x3,−3x1 − 6x2 + 3x3) .

�
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2. Funcionais Lineares

Definiç ão 2.1

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Um funcional linear sobre V

é uma transformação linear f : V −→ K.

Exemplo 2.1

Seja f : Kn −→ K um funcional linear. Então,

f(x1, . . . , xn) = f

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xif(ei) ,

onde {e1, . . . , en} é a base canônica de Kn. Todo funcional linear sobre Kn

é da forma:

f(x1, . . . , xn) = a1x1 + . . . + anxn ,

onde ai ∈ K, i = 1, . . . , n, e [a1, . . . , an] é a matriz de f em relação à base

canônica de Kn e à base {1} de K. �

Exemplo 2.2

Seja A uma matriz n× n sobre o corpo K. O traço de A é o escalar

Tr A = A11 + A22 + . . . + Ann .

A função traço

Tr : Kn×n −→ K
A 7−→ Tr A ,

é um funcional linear, pois

Tr (λA + B) =

n∑
i=1

(λA + B)ii = λ

n∑
i=1

Aii +

n∑
i=1

Bii = λ Tr A + Tr B .

�

Exemplo 2.3

Seja C([a, b],R) o espaço das funções contı́nuas definidas no intervalo

[a, b] com valores reais. Então,

I : C([a, b],R) −→ R

f 7−→ ∫b

a

f(x)dx .

é um funcional linear. �
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Definiç ão 2.2

O espaço L(V,K) de todos os funcionais lineares sobre V é chamado de

espaço dual de V e se designa por V?.

Sabemos que se V tem dimensão finita, então V? também é, e temos

dim V? = dim V .

Teorema 2.1

Seja V um espaço vetorial sobre K e seja B = {v1, . . . , vn} uma base de V .

Então, existe uma única base B? = {f1, . . . , fn} de V? tal que fi(vj) = δij,

∀ i, j = 1, . . . , n.

Para cada funcional linear f ∈ V?, temos

f =

n∑
i=1

f(vi) fi ,

e para todo v ∈ V , temos

v =

n∑
i=1

fi(v) vi .

Prova.

Dada a base B = {v1, . . . , vn}, sejam fi : V −→ K, i = 1, . . . , n, os fun-

cionais lineares que satisfazem

fi(vj) = δij, ∀ j = 1, . . . , n.

Para mostrar que B? = {f1, . . . , fn} é uma base de V?, basta mostrar que

os funcionais f1, . . . , fn são LI.

De fato, suponhamos que

Ao lado ...
Estamos designando O o fun-
cional linear zero definido por:
O(v) = 0 , ∀ v ∈ V .

n∑
i=1

cifi = O .

Então,

0 =

n∑
i=1

cifi(vj) =

n∑
i=1

ciδij = cj , ∀ j = 1, . . . , n .

Logo, B? = {f1, . . . , fn} é uma base de V?.

Seja, agora, f ∈ V?. Então, existem c1, . . . , cn ∈ K, tais que

f =

n∑
i=1

cifi .
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Como f(vj) =

n∑
i=1

cifi(vj) = cj , ∀ j = 1, . . . , n, temos que

f =

n∑
i=1

f(vi) fi .

Seja v ∈ V . Então, existem λ1, . . . , λn ∈ K, tais que v =

n∑
i=1

λivi.

Como fi(v) = λi, temos que v =
∑
i=1

fi(v)vi. �

Definiç ão 2.3

A base B? = {f1, . . . , fn} de V? é dita dual da base B = {v1, . . . , vn} de V .

Exemplo 2.4

Seja V o espaço das funções polinomiais de R em R de grau ≤ 2. Sejam

t1, t2, t3 três números reais distintos e L1, L2, L3 os funcionais lineares

sobre V definidos por Li(p) = p(ti), ∀p ∈ V .

Esses funcionais são LI, pois se

c1L1 + c2L2 + c3L3 = O,

temos que ciL1(p) + c2L2(p) + c3L3(p) = 0 , ∀p ∈ V .

Fazendo p = 1, p = x e p = x2, temos que:

c1 +c2 +c3 = 0

c1t1 +c2t2 +c3t3 = 0

c1t
2
1 +c2t

2
2 +c3t

2
3 = 0 .

(1)

Como 1 1 1

t1 t2 t3

t2
1 t2

2 t2
3

 −→
1 1 1

0 t2 − t1 t3 − t1

0 t2
2 − t2

1 t2
3 − t2

1

 −→


1 1 1

0 1 t3−t1

t2−t1

0 t2 + t1
t2
3−t2

1

t2−t1



−→


1 0
t2−t1−(t3−t1)

t2−t1

0 1 t3−t1

t2−t1

0 t2 + t1
t2
3−t2

1

t2−t1

 −→


1 0 t2−t3

t2−t1

0 1 t3−t1

t2−t1

0 0
(t3−t1)(t3−t2)

t2−t1

 −→
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,
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temos que a matriz

(
1 1 1
t1 t2 t3

t2
1 t2

2 t2
3

)
é invertı́vel.

Logo, o sistema (1) possui somente a solução trivial c1 = c2 = c3 = 0.

Como dim V? = dim V = 3 o conjunto LI {L1, L2, L3} é uma base de V?.

Qual é a base {p1, p2, p3} de V cuja base dual é {L1, L2, L3} ?

Tal base deve satisfazer

Li(pj) = pj(ti) = δij , ∀ i, j = 1, . . . , n .

Essas funções polinomiais são dadas por:

p1(x) =
(x − t2)(x − t3)

(t1 − t2)(t1 − t3)

p2(x) =
(x − t1)(x − t3)

(t2 − t1)(t2 − t3)

p3(x) =
(x − t1)(x − t2)

(t3 − t1)(t3 − t2)
.

Assim, para todo p ∈ V , temos que

p = L1(p)p1 + L2(p)p2 + L3(p)p3 ,

ou seja,

p = p(t1)p1 + p(t2)p2 + p(t3)p3 .

Portanto, se c1, c2, c3 são números reais arbitrários, existe uma única

função polinomial p sobre R, de grau ≤ 2, tal que p(ti) = ci, i = 1, 2, 3.

Essa função polinomial é

p = c1p1 + c2p2 + c3p3 .

�

Seja V um espaço vetorial de dimensão n e seja f : V −→ K um

funcional linear não-nulo. Então, o núcleo de f tem dimensão n − 1, pois

o posto de f é 1.

Definiç ão 2.4

Todo subespaço de dimensão n − 1 de um espaço vetorial de dimensão

n é chamado um hiperplano ou um subespaço de codimensão 1.

Observaç ão 2.1

Todo subespaço W de codimensão 1 de um espaço vetorial V de di-

mensão n é o núcleo de um funcional linear não-nulo.
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De fato, seja {v1, . . . , vn−1} base de W e vn ∈ V tal que {v1, . . . , vn−1, vn}

seja uma base de V .

Seja f : V −→ K o funcional linear dado por

f(vi) =

{
0 , se i 6= n

1 , se i = n .

Então, f é um funcional linear não-nulo e v = λ1v1 + . . . + λn−1vn−1 + λnvn

pertence ao núcleo de f se, e somente se,

f(v) = λn = 0 .

Ou seja, v pertence ao núcleo de f se, e só se, v = λ1v1 + . . . + λnvn ∈ W.

Definiç ão 2.5

Seja S ⊂ V um subconjunto do espaço vetorial V .

O anulador de S é o conjunto S0 de todos os funcionais lineares f ∈ V?

tais que f(v) = 0, ∀ v ∈ S.

Ou seja,

S0 = {f ∈ V? | f(v) = 0 , ∀ v ∈ S}.

Observaç ão 2.2

• S0 é um subespaço vetorial de V (verifique!).

• Se S = {0}, então S0 = V .

• Se S = V , então S0 = {O}, onde O : V −→ K é o funcional linear nulo.

Teorema 2.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e seja W um subespaço de

V . Então,

dim W + dim W0 = dim V .

Prova.

Seja {v1, . . . , vk} uma base de W e sejam vk+1, . . . , vn vetores em V tais

que B = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn} seja uma base de V .

Seja {f1, . . . , fn} a base de V? dual da base B.

Vamos mostrar que {fk+1, . . . , fn} é uma base de W0.

Como fj(v) = 0, j ≥ k+1, para todo v ∈ W, temos que fj ∈ W0, ∀ j ≥ k+1.
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Sendo que os funcionais lineares fk+1, . . . , fn são LI, basta mostrar que

{fk+1, . . . , fn} gera W0.

Seja f ∈ V?. Então,

f =

n∑
i=1

f(vi)fi .

Logo, se f ∈ W0, temos que f(vi) = 0, para i = 1, . . . , k. Portanto,

f =

n∑
i=k+1

f(vi)fi .

Como querı́amos demonstrar. �

Corol ário 2.1

Todo subepaço vetorial W de dimensão k de um espaço vetorial V de

dimensão n é a interseção de n − k hiperplanos de V .

Prova.

Sejam fk+1, . . . , fn os funcionais lineares acima. Então W ⊂
n⋂

j=k+1

Nfj
,

onde Nfj
= f−1

j (0) é o núcleo de fj.

Se v ∈
n⋂

j=k+1

Nfj
, temos que fj(v) = 0, para todo j = k + 1, . . . , n, isto é, se

v = λ1v1 + . . . + λnvn, então λj = 0, para j = k + 1, . . . , n.

Logo, v = λ1v1 + . . . + λkvk ∈ W.

Assim, W =

n⋂
j=k+1

Nfj
= {v ∈ V ; fj(v) = 0 , ∀ j = k + 1, . . . , n}. �

Corol ário 2.2

Sejam W1, W2 subespaços vetoriais de um espaço vetorial V de dimensão

finita.

Então W1 = W2 se, e somente se, W0
1 = W0

2 .

Prova.

(=⇒) óbvio.
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(⇐=)Suponhamos que existe v ∈ W1 tal que v 6∈ W2. Seja {v1, . . . , vk}

uma base de W2.

Como v 6∈ W2, temos que {v1, . . . , vk, v} é LI.

Seja vk+1 = v, e sejam vk+1, . . . , vn ∈ V tais que {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn} é

uma base de V .

Seja f : V −→ K um funcional linear, tal que f(v) = f(vk+1) = 1 e f(vi) = 0,

para i 6= k + 1.

Então, f ∈ W0
2 e f 6∈ W0

1 , ou seja, W0
1 6= W0

2 . �

Pergunta:

Toda base de V? é a base dual de alguma base de V?

Seja v ∈ V . Consideremos a função Lv : V? −→ K definida por

Lv(f) = f(v), ∀ f ∈ V?.
A função Lv definida ao lado é
chamada a avaliação em v e, se-
gundo a afirmação, resulta ser um
funcional linear sobre o espaço
dual V?.Afirmaç ão. Lv é linear.

De fato, para quaisquer f, g ∈ V? e λ ∈ K, temos

Lv(λf + g) = (λf + g)(v) = λf(v) + g(v) = λLv(f) + Lv(g) .

Então, Lv ∈ (V?)?.

Designaremos (V?)? apenas por V??. Esse espaço é chamado o

duplo dual ou bidual de V .

Teorema 2.3

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K. Então,

L : V −→ V??

v 7−→ L(v) = Lv ,

é um isomorfismo linear de V em V??.

Prova.

• L é linear.

Com efeito, dados v,w ∈ V , λ ∈ K e f ∈ V? arbitrários. Temos que

L(λv + w)(f) = Lλv+w(f) = f(λv + w) = λf(v) + f(w)

= λLv(f) + Lw(f) = λL(v)(f) + L(w)(f)

= (λL(v) + L(w))(f) .

Portanto, L(λv + w) = λL(v) + L(w) , isto é, L é linear.
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• L é injetora.

Seja v ∈ V − {0}. Vamos mostrar que L(v) = Lv 6= O, ou seja, que existe

f ∈ V?, tal que Lv(f) = f(v) 6= 0.

Como v 6= 0, existem v2, . . . , vn ∈ V , onde n = dim V , tais que

{v = v1, v2, . . . , vn} é uma base de V .

Seja f : V → K o funcional linear definido por :

f(vi) =

{
1 se i = 1

0 se i ∈ {2, . . . , n} .

Então, f(v) = Lv(f) = 1 6= 0.

Provamos assim que a aplicação L : V −→ V?? é linear e injetora.

Como V é de dimensão finita, temos

dim V = dim V? = dim(V?)? = dim V?? .

Logo, L é uma transformação linear invertı́vel, ou seja, é um isomorfismo

de V em V??. �

Corol ário 2.3

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K. Toda base

de V? é a base dual de alguma base de V .

Prova.

Seja B? = {f1, . . . , fn} uma base de V?. e seja B?? = {L1, . . . , Ln} a base de

V?? dual da base B?, isto é,

Li(fj) = δij , ∀ i, j = 1, . . . , n.

Pelo teorema anterior, para cada i = 1, . . . , n, existe vi ∈ V , tal que

Li = Lvi
. Como a aplicação v 7−→ Lv é um isomorfismo linear de V em

V??, temos que B = {v1, . . . , vn} é uma base de V . Além disso, temos

δij = Li(fj) = Lv1
(fj) = fj(vi) , ∀ i, j = 1, . . . , n,

ou seja, B? é a base dual da base B. �

Observaç ão 2.3

• Devido ao teorema anterior, geralmente identificamos v com Lv e dize-

mos que V é o espaço dual de V? ou que os espaços V e V? são duais

um do outro de uma maneira natural.

J. Delgado - K. Frensel 90 Instituto de Matemática - UFF



Funcionais Lineares

• Seja B ⊂ V?. Então B0 é, por definição, um subespaço de V?? formado

por todos os funcionais lineares L ∈ V?? é tal que L(f) = 0, ∀ f ∈ B.

Mas como todo L ∈ V?? é da forma Lv para algum v ∈ V , podemos definir

B0 como sendo o conjunto:

B0 = {v ∈ V | f(v) = 0 , ∀ f ∈ B}.

• Assim, B0 é a interseção de todos os núcleos dos funcionais f ∈ B.

• Já vimos, também, que se W é um subespaço de V , então

W = {v ∈ V | f(v) = 0 , ∀f ∈ W0} .

Logo, (W0)0 = W.

Teorema 2.4

Se S é um subconjunto qualquer de um espaço vetorial V de dimensão

finita, então (S0)0 é o subespaço gerado por S.

O duplo anulador de um subcon-
junto S, designado S00, é por
definição (S0)0. Análogamente,
W00 = (W0)0.

Prova.

Seja W o subespaço gerado por S. Então, S0 = W0.

Logo, (S0)0 = (W0)0 = W é o subespaço gerado por S.

Outra demonstração:

Como dim W + dim W0 = dim V e dim W0 + dim(W0)0 = dim V? = dim V ,

temos que dim(W0)0 = dim W.

Além disso, como W ⊂ (W0)0, concluı́mos que W = (W0)0. �

Definiç ão 2.6

Seja V um espaço vetorial. Um subconjunto N de V é um hiperplano de

V se:

1. N é um subespaço próprio de V , isto é, N 6= V .

2. Se W é um subespaço de V que contém N, então W = N ou W = V .

Em suma: N ⊂ V é um hiperplano de V se N é um subespaço

próprio maximal de V .

Teorema 2.5

Se f é um funcional linear não-nulo sobre o espaço vetorial V , então o

núcleo de f é um hiperplano de V .
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Reciprocamente, todo hiperplano de V é o núcleo de um funcional linear

não nulo sobre V .

Prova.

Seja f : V −→ K um funcional linear não-nulo sobre V e Nf o seu núcleo.

Seja v ∈ V tal que f(v) 6= 0.

Sejam w ∈ V e c =
f(w)

f(v)
. Então, o vetor u = w − cv pertence a Nf, pois

f(u) = f(w − cv) = f(w) − cf(v) = 0 .

Isto é, todo vetor w ∈ V pertence ao subespaço gerado por Nf e v.

Provamos, assim, que se v 6∈ Nf, o espaço gerado por Nf e v é o espaço

V . Logo, Nf é um subespaço próprio maximal.

Seja agora N um hiperplano em V e seja v um vetor que não pertence

a N. Como N é um hiperplano, o subespaço gerado por N e v é todo o

espaço V .

Logo, todo vetor w em V se escreve na forma

w = u + cv , com c ∈ K e u ∈ N.

O vetor u ∈ N e o escalar c ∈ K são determinados de modo único por w.

De fato, se também tivéssemos

w = u ′ + c ′v , com c ′ ∈ K e u ′ ∈ N ,

então, u − u ′ = (c ′ − c)v. Se c 6= c ′ obterı́amos que v ∈ N, o que não é

possı́vel pela própria escolha de v. Portanto, c = c ′ e u = u ′.

A aplicação f : V −→ K que a cada w = u+ cv faz corresponder o escalar

c é linear e Nf = N (verifique!). �

Lema 2.1

Se f e g são funcionais lineares sobre um espaço vetorial V , então g é

múltiplo de f se, e somente se, Nf ⊂ Ng.

Prova.

(=⇒) óbvio.

(⇐=)Se f = O, então g = O. Logo, g é múltiplo de f.

Se f 6= O, o núcleo de f, Nf, é um hiperplano de V .
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Seja v ∈ V tal que f(v) 6= 0, e seja c =
g(v)

f(v)
.

O funcional h = g − cf é nulo em Nf, pois, como Nf ⊂ Ng, tanto f como

g são nulos em Nf e h(v) = g(v) − cf(v) = 0. Logo, h é nulo no espaço

gerado por Nf e v, que é todo o espaço V . Logo, h = O.

Isto é, g = cf, ou seja, g é múltiplo de f. �

Teorema 2.6

Sejam g, f1, . . . , fr funcionais lineares sobre um espaço vetorial V e sejam

N,N1, . . . , Nr seus respectivos núcleos.

Então g é uma combinação linear de f1, . . . , fr se, e somente se,

N1 ∩ . . . ∩Nr ⊂ N.

Prova.

Se g = c1f1 + . . .+ crfr e fi(v) = 0 para cada i = 1, . . . , r, então, g(v) = 0.

Portanto, N1 ∩ . . . ∩Nr ⊂ N.

Vamos provar a recı́proca usando indução sobre o número r.

(1) A propriedade vale para r = 1 em virtude do lema anterior.

(2) Suponhamos o resultado válido para r = k − 1.

Sejam g, f1, . . . , fk funcionais lineares tais que N1 ∩ . . . ∩Nk ⊂ Ng.

Sejam g ′, f ′1, . . . , f
′
k−1 as restrições de g, f1, . . . , fk−1 ao subespaço Nk.

Se v ∈ Nk e fi(v) = 0, ∀ i = 1, . . . , k−1, então v ∈ N1∩. . .∩Nk−1∩Nk ⊂ Ng.

Logo, g(v) = 0.

Pela hipótese de indução, existem escalares c1, . . . , ck−1 tais que,

g ′ = c1f
′
1 + . . . + ck−1f

′
k−1 .

Seja h = g −

k−1∑
i=1

cifi. Então, h é um funcional linear sobre V tal que

h(v) = 0, para todo v ∈ Nk.

Pelo lema anterior, existe ck ∈ K, tal que h = ckfk, ou seja,

g =

k∑
i=1

cifi .

�
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Definiç ão 2.7

A transposta de uma transformação linear T : V −→W é a aplicação

T t : W? −→ V?

g 7−→ T t(g) = g ◦ T .

Observaç ão 2.4

A transposta T t : W? −→ V? da transformação linear T : V −→ W é uma

transformação linear.

De fato, se g1, g2 ∈ W? e λ ∈ K, temos

T t(λg1 + g2) = (λg1 + g2) ◦ T

= λ(g1 ◦ T) + g2 ◦ T

= λT t(g1) + T t(g2) .

Proposiç ão 2.1

Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K e seja T : V −→ W uma

transformação linear. O núcleo de T t : W? −→ V? é o anulador da imagem

T(V) de T .

Além disso, se V e W têm dimensão finita, então:

1. posto (T t) = posto (T);

2. A imagem de T t é o anulador do núcleo de T : T t(W?) = (NT )0.

Prova.

Se g ∈ W? pertence ao núcleo de T t, então T t(g) = g ◦ T = O, ou

seja, g(T(v)) = 0, ∀ v ∈ V .

Logo, NTt = (T(V))0.

Suponhamos agora, que V e W têm dimensão finita, sendo dim V = n e

dim W = m.

Seja r = posto (T) = dim T(V). Então dim T(V)0 = m − r. Pela primeira

afirmação do teorema, temos que a nulidade de T t é m − r.

Então, posto (T t) = m − (m − r) = r, ou seja, posto (T t) = posto (T).

Seja agora N = NT o núcleo de T e seja f = T t(g) = g ◦ T um funcional

na imagem de T t.

Se v ∈ N, temos que f(v) = (g ◦ T)(v) = g(T(v)) = g(0) = 0, ou seja,
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f = T t(g) ∈ N0.

Como T t(W?) ⊂ N0 e

dim N0 = n − dim N = posto (T) = posto (T t) ,

obtemos que T t(W?) = N0. �

Definiç ão 2.8

Se A é uma matriz m× n com entradas no corpo K, a transposta de A é

a matriz n×m At, definida por At
ij = Aji.

Lembre que, se
T : VB −→ WΩ

=⇒
Tt : W?

Ω? −→ V?
B?

Proposiç ão 2.2

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita sobre o corpo K .

Seja B uma base de V com base dual B?, e seja Ω uma base de W com

base dual Ω?. Então,

[T t]B?Ω? = ([T ]ΩB)
t .

Prova.

Sejam a matriz m× n A = [T ]ΩB e a matriz n×m B = [T t]B?Ω?.

Sejam

B = {v1, . . . , vn} , Ω = {w1, . . . , wm} ,

B? = {f1, . . . , fn} , Ω? = {g1, . . . , gm} .

Por definição, temos

T(vj) =

m∑
i=1

Aijwi , j = 1, . . . n

T t(gj) =

n∑
i=1

Bijfi , j = 1, . . .m .

Por outro lado,

T t(gj)(vi) = gj(T(vi)) = gj

(
m∑

k=1

Akiwk

)

=

m∑
k=1

Akigj(wk) =

m∑
k=1

Akiδjk

= Aji .

Sabemos que para todo funcional f ∈ V?,
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f =

n∑
i=1

f(vi)fi .

Logo,

T t(gj) =

n∑
i=1

T tgj(vi)fi =

n∑
i=1

Ajifi

ou seja, Bij = Aji . �

Teorema 2.7

Seja A uma matriz m× n sobre o corpo K.

Então, o posto-linha de A é igual ao posto-coluna de A.

Prova.

Seja T : Kn×1 −→ Km×1 a transformação linear dada por T(X) = AX.

Sejam B e Ω as bases canônicas de Kn×1 e Km×1, respectivamente.

Então, A = [T ]BΩ.

O posto-coluna de A é o posto da transformação T , pois a imagem de T

consiste de todas as m−úplas que são combinações lineares dos vetores-

colunas de A.

Em relação às bases duais Ω? e B?, a aplicação transposta T t é represen-

tada pela matriz At. Como os vetores-colunas de At são os vetores-linhas

de A, temos que o posto-coluna de At é igual ao posto-linha de A.

Além disso, como a transformação linear L : (Kn×1)? −→ Kn×1 que leva f

em [f]B? é um isomorfismo e

L(T t(W?)) = L ({x1T
t(g1) + . . . + xmT t(gm) | x1, . . . , xm ∈ K})

= {x1β1 + . . . + xmβm | x1, . . . , xm ∈ K}

é o subespaço gerado pelos vetores-colunas βj , j = 1, . . . ,m , da matriz

At, temos que

posto (T t) = dim T t(W?) = posto-coluna (At)

= posto-linha (A) .

Mas, pelo teorema anterior, posto (T) = posto (T t).

Logo, posto-coluna (A) = posto (T) = posto (T t) = posto-linha (A) . �
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Polin ômios

1. Álgebras - generalidades

Definiç ão 1.1

Uma álgebra linear sobre o corpo K é um espaço vetorial A sobre K com

uma operação adicional, chamada multiplicação de vetores, que a cada

par de vetores α, β ∈ A associa um vetor de A, designado α · β ou αβ,

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. associatividade:

α · (β · γ) = (α · β) · γ .

2. distributividade em relação à adição:

α · (β + γ) = α · β + α · γ ,

(α + β) · γ) = α · γ + β · γ .

3. Para cada c ∈ K,

c (α · β) = (c α) · β = α · (c β) .

Além disso, dizemos que

• A é uma álgebra com elemento unidade se existir um vetor 1 ∈ A tal

que 1 · α = α · 1 = α, ∀α ∈ A.

• A é uma álgebra comutativa se α · β = β · α , ∀α, β ∈ A

Exemplo 1.1

a. Um corpo K é uma álgebra linear comutativa com elemento unidade.

b. O conjunto Kn×n das matrizes n × n sobre o corpo K é uma álgebra

linear com elemento unidade (a matriz identidade) e que é não-comutativa

se n ≥ 2.
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c. O conjunto L(V,V) dos operadores lineares sobre o espaço vetorial V

com a composição de operadores como sendo o produto, é uma álgebra

linear com elemento unidade que é não-comutativa se dim V ≥ 2.

d. Seja K um corpo e F(N,K) o espaço vetorial de todas as funções

de N em K. Denotamos esse espaço vetorial por K∞ e seus vetores

f ∈ F(N,K) são escritos como seqüências infinitas f = (f0, f1, . . . , fn, . . .),

onde fi = f(i), para todo i ∈ N.

Se f = (f0, f1, . . . , fn, . . .) e g = (g0, g1, . . . , gn, . . .) são vetores de K∞ e

λ ∈ K, já sabemos que

λf + g = (λf0 + g0, λf1 + g1, . . . , λfn + gn, . . .) .

Vamos agora definir um produto de vetores em K∞.

Dados f = (f0, f1, . . . , fn, . . .), g = (g0, g1, . . . , gn, . . .) ∈ K∞, definimos o

vetor produto f · g por:

(f · g)n =

∞∑
i=0

fign−i , n ∈ N .

Assim,

f · g = (f0g0, f0g1 + f1g0, f0g2 + f1g1 + f2g0, . . .) .

• Como

(f · g)n =

∞∑
i=0

fign−i =

∞∑
i=0

gifn−i = (g · f)n , ∀n ∈ N ,

temos que a multiplicação em K∞ é comutativa.

• A multiplicação é, também, distributiva.

De fato, se h = (h0, h1, . . . , hn, . . .) ∈ K∞, então

(f · (g + h))n =

n∑
i=0

fi(g + h)n−i =

n∑
i=0

fi(gn−i + hn−i)

=

n∑
i=0

fign−i +

n∑
i=0

fihn−i

= (f · g)n + (f · h)n , ∀n ∈ N ,

ou seja, f · (g + h) = f · g + f · h.

De modo análogo, podemos provar que (f + g) · h = f · h + g · h.

J. Delgado - K. Frensel 98 Instituto de Matemática - UFF
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• A multiplicação satisfaz a propriedade:

c(f · g) = (cf) · g = f · (cg) , ∀c ∈ K , ∀ f, g ∈ K∞ .

De fato:

(c(f · g))n = c(f · g)n = c

n∑
i=0

fign−i =

n∑
i=0

(cfi)gn−i = ((cf) · g)n

e

(c(f · g))n = c(f · g)n = c

n∑
i=0

fign−i =

n∑
i=0

fi(cgn−i) = (f · (cg))n ,

para todo n ∈ N, ou seja c(f · g) = (cf) · g = f · (cg) .

• A multiplicação é associativa.

De fato:

((f · g) · h)n =

n∑
i=0

(f · g)ihn−i =

n∑
i=0

(
i∑

j=0

fjgi−j

)
hn−i .

Como (ver diagrama ao lado){
(i, j) | i ∈ {0, . . . , n} e j ∈ {0, . . . , i}

}
=
{
(i, j) | j ∈ {0, . . . , n} e i ∈ {j, . . . , n}

}
,

temos que

((f · g) · h)n =

n∑
j=0

(
n∑

i=j

fjgi−j

)
hn−i =

n∑
j=0

fj

(
n∑

i=j

gi−jhn−i

)
.

Fazendo k = i − j, temos que k varia de 0 a n − j quando i varia de j a n,

e n − i = n − (k + j) = (n − j) − k .

Logo, para todo n ∈ N, temos

((f · g) · h)n =

n∑
j=0

fj

(
n∑

i=j

gi−jhn−i

)
=

n∑
j=0

fj

n−j∑
k=0

gkh(n−j)−k

=

n∑
j=0

fj(g · h)n−j = (f · (g · h))n .

Ou seja, (f · g) · h = f · (g · h).

• O vetor 1 = (1, 0, 0, . . .) é o elemento unidade da multiplicação.

De fato,

(1 · f)n =

n∑
i=0

(1)i(f)n−i = 1 fn−0 + 0 fn−1 + 0 fn−2 + . . . = fn , ∀n ∈ N ,
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ou seja, 1 · f = f · 1 = f.

Portanto , K∞ com as operações definidas acima é uma álgebra linear

comutativa com elemento unidade sobre o corpo K.

Notaç ão: Seja x = (0, 1, 0, . . .) ∈ K∞. O produto de x por si mesmo n

vezes será indicado por xn e convencionamos que x0 = 1 = (1, 0, 0, . . .).

Então, observe que

x2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .) , x3 = (0, 0, 0, 1, 0, . . .) ,

e, em geral, para todo n ∈ N, temos

(xn)k =

1 se k = n

0 se k 6= n
, ∀k ∈ N . Ou seja, (xn)k = δnk , ∀k ∈ N .

De fato,

• (x · x)n =

n∑
i=0

(x)i(x)n−i = (x)1(x)n−1 =

1 , se n = 2

0 , se n 6= 2 ,

ou seja, x2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .).

• Suponhamos, por indução, que (xk)n = 0, se n 6= k e (xk)k = 1.

Então,

(xk+1)n = (xk · x)n =

n∑
i=0

(xk)i(x)n−i =

0 , se n < k ;

(xk)k · (x)n−k = xn−k , se n ≥ k .

Mas, como (x)n−k = 1 se, e só se, n = k + 1 e (x)n−k = 0 se n = k e

n ≥ k + 2, temos que

(xk+1)n =

0 , se n 6= k

1 , se n = k + 1 .

�

Observaç ão 1.1

Como o conjunto {1, x, x2, x3, . . .} é LI, K∞ não tem dimensão finita.

Definiç ão 1.2

Seja K[x] o subespaço de K∞ gerado pelos vetores 1, x, x2, . . . , xn, . . .. Os

vetores de K[x] são denominados polinômios em K (ou, com coeficientes

em K).
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Se f = (f0, f1, . . . , fn, . . .) ∈ K[x] é um polinômio não-nulo, existe

n ≥ 0 tal que fn 6= 0 e fk = 0 , ∀k > n.

Esse inteiro n, que é único para cada f ∈ K[x], é denominado o grau

de f.

Então, se f é um polinômio não-nulo de grau n,

f = (f0, f1, . . . , fn, 0, 0, . . .)

= f0x
0 + f1x + f2x

2 + . . . + fnxn

= f01 + f1x + f2x
2 + . . . + fnxn .

• Os escalares f0, f1, . . . , fn são denominados os coeficientes de f.

• Os polinômios da forma cx0, ou seja c1, são chamados polinômios cons-

tantes. Freqüentemente, escreveremos apenas c em vez de cx0 e/ou c1.

• Um polinômio não-nulo f de grau n, tal que fn = 1 é dito um polinômio

unitário.

Observaç ão 1.2

Ao polinômio nulo não será atribuı́do grau algum.

Teorema 1.1

O conjunto dos polinômios sobre um corpo K é uma álgebra linear comu-

tativa com elemento unidade sobre K.

Lema 1.1

Sejam f, g polinômios não-nulos sobre K. Então,

a. f · g é um polinômio não-nulo e grau(f · g) = grau(f) + grau(g).

b. f · g é um polinômio unitário se f e g são polinômios unitários.

c. f · g é um polinômio constante se, e somente se, f e g são constantes.

d. Se f + g 6= 0, então grau(f + g) ≤ max{grau(f), grau(g)}.

Prova.

Suponhamos que grau(f) = m e grau(g) = n e seja k ∈ N. Então,

(f · g)m+n+k =

m+n+k∑
i=0

figm+n+k−i .

Para que figm+n+k−i 6= 0 é necessário que i ≤ m e m + n + k − i ≤ n.

Logo, é necessário que m + k ≤ i ≤ m, o que implica que k = 0 e i = m.
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Assim,

(f · g)m+n = fm gn

e

(f · g)m+n+k = 0 , se k > 0 .

Logo, f · g é um polinômio de grau m + n.

Além disto, se fm = gn = 1, (f · g)m+n = 1, ou seja, se f e g são unitários,

então, também, f · g é unitário.

Do anterior, temos que

grau(f) = grau(g) = 0⇐⇒ grau(f) + grau(g) = 0⇐⇒ grau(f · g) = 0 ,

ou seja, f e g são polinômios constantes se, e somente se, f · g é um

polinômio constante.

Suponhamos agora que f + g 6= 0 e seja k = max{grau(f), grau(g)}.

Então,

(f + g)` = f` + g` = 0 , ∀ ` > k .

Logo, grau(f + g) ≤ k. �

Corol ário 1.1

Sejam f, g, h ∈ K[x]. Se f 6= 0 e f · g = f · h, então g = h.

Prova.

Como f · g = f · h, temos f · (g − h) = 0, e como f 6= 0, segue de a.

do lema anterior, que g − h = 0. Ou seja g = h. �

Suponhamos que f =

m∑
i=0

fix
i e g =

n∑
j=0

gjx
j.

Então, pela definição da multiplicação de polinômios, temos que:

f · g =

m+n∑
s=0

(
s∑

r=0

frgs−r

)
xs .

No caso particular em que f = c xm e g = d xn, com c, d ∈ K, temos

f · g = cd xm+n . (1)

Dessa relação e das propriedades distributivas de K[x], segue que

f · g =

m∑
i=0

n∑
j=0

figj x
ixj =

∑
i,j

figj x
i+j .
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Definiç ão 1.3

Seja A uma álgebra linear com elemento unidade sobre o corpo K. Indi-

caremos o elemento unidade de A por 1 e faremos a convenção α0 = 1,

para todo α ∈ A. Então, a cada polinômio f =

n∑
i=0

fix
i sobre K e a cada

α ∈ A, associamos o elemento f(α) ∈ A, denominado a avaliação de f

em α, segundo a regra:

f(α) =

n∑
i=0

fiα
i .

Exemplo 1.2

Seja K = C e seja f = x2 + x + 2 ∈ C[x]. Então,

• Se A = C e α = 2 ∈ A, f(α) = 22 + 2 + 2 = 8.

• Se A = C2×2 e α =

(
1 1

2 1

)
, temos

f(α) =

(
1 1

2 1

)(
1 1

2 1

)
+

(
1 1

2 1

)
+ 2

(
1 0

0 1

)
=

(
3 2

4 3

)
+

(
3 1

2 3

)
=

(
6 3

6 6

)
• se A = L(C2,C2) e α = T : C2 −→ C2 é o operador linear

T(z1, z2) = (2z1 + 3z2, 4z2),

então, f(α) = T 2 + T + 2I ∈ A é o operador linear

f(T)(z1, z2) = T(T(z1, z2)) + T(z1, z2) + 2I(z1, z2)

= T(2z1 + 3z2, 4z2) + (2z1 + 3z2, 4z2) + (2z1, 2z2)

= (2(2z1 + 3z2) + 3(4z2), 4(4z2)) + (4z1 + 3z2, 6z2)

= (4z1 + 18z2, 16z2) + (4z1 + 3z2, 6z2)

= (8z1 + 21z2, 22z2) .

�

Teorema 1.2

SejaA uma álgebra linear com elemento unidade sobreK, e sejam α ∈ A,

c ∈ K, f e g polinômios sobre K. Então,

a. (cf + g)(α) = cf(α) + g(α) ,

b. (f · g)(α) = f(α)g(α) .
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Prova.

Suponhamos que f =

n∑
i=0

fix
i e g =

m∑
j=0

gjx
j.

Suponhamos, também, que n ≥ m. Então,

cf + g =

n∑
i=0

(cfi + gi)x
i , onde gj = 0 se j > m.

Logo,

(cf + g)(α) =

n∑
i=0

(cfi + gi)α
i = c

n∑
i=0

fiα
i +

n∑
i=0

giα
i

= c

n∑
i=0

fiα
i +

m∑
i=0

giα
i

= cf(α) + g(α) .

Como f · g =
∑
i,j

figjx
i+j (ver pag. 100), por (1) temos que f · g(α) =

∑
i,j

figjα
i+j. Logo

f · g(α) =

(
n∑

i=0

fiα
i

) (
m∑

j=0

gjα
j

)
= f(α)g(α) .

�

2. Interpolaç ão de Lagrange

Seja V o subespaço de K[x] gerado pelos polinômios 1, x, x2, . . . , xn,

ou seja, V é o subespaço de K[x] formado por todos os polinômios de

grau ≤ n, junto com o polinômio nulo. Então, dim V = n + 1.

Sejam t0, t1, . . . , tn ∈ K, n + 1 escalares distintos, e Li : V −→ K as

aplicações definidas por Li(f) = f(ti), i = 0, 1, . . . , n.

Pelo item a. do teorema anterior, temos que cada Li é um funcional

linear, ou seja, Li ∈ V?.

Vamos mostrar que {L0, L1, . . . , Ln} é uma base do espaço vetorial V?

dual de V .
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Para isso, basta mostrar que existe uma base {p0, p1, . . . , pn} de V

tal que {L0, L1, . . . , Ln} seja a sua base dual, ou seja, Li(pj) = δij = Pj(ti),

para i, j = 0, 1, . . . , n.

Consideremos os polinômios

pj =

n∏
i = 1
i 6= j

x − ti

tj − ti
, j = 0, 1, . . . , n .

Então, já que cada pj ∈ V é um polinômio de grau n, e pj(tk) = δjk,

pelo item b. do teorema anterior.

Afirmaç ão: Os polinômios p0, p1, . . . , pn são LI.

De fato, se
n∑

j=0

cjpj = 0, temos que
n∑

j=0

cjpj(ti) = 0, para todo i =

0, 1, . . . n.

Como pj(ti) = δji, temos que ci = 0, para todo i = 0, 1, . . . n.

Sendo dim V = n + 1, temos que {p0, p1, . . . , pn} é uma base de V

dual da base {L0, L1, . . . , Ln}.

Então, se f ∈ V , temos a chamada fórmula de interpolação de La-

grange:

f =

n∑
i=0

f(ti)pi =

n∑
i=0

f(ti)

n∏
k = 1
k 6= i

x − tk

ti − tk

Tomando f = xj, obtemos,

xj =

n∑
i=0

t
j
ipi .

Então, a matriz de mudança de base da base {1, x, x2, . . . , xn} para a

base {p0, p1, . . . , pn}, é 
1 t0 t2

0 · · · tn
0

1 t1 t2
1 · · · tn

1
...

...
...

. . .
...

1 tn t2
n · · · tn

n


conhecida como a matriz de Vandermonde. Essa matriz é, portanto, in-

vertı́vel.
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Seja, agora f um polinômio sobre K, e seja f̃ : K −→ K a função

polinomial que leva t em f(t).

Observaç ão 2.1

Pode acontecer que f̃ = g̃ para dois polinômios f e g tais que f 6= g.

De fato, seja K = Z2 e sejam f = x2 + 1 e g = x3 + 1 polinômios em Z2[x].

Como f̃(0) = g̃(0) = 1 e f̃(1) = g̃(1) = 0, temos que f̃ = g̃, mas f 6= g.

Veremos que isso não ocorre quando K é um corpo com um número infi-

nito de elementos.

Para descrever de maneira precisa a relação entre os polinômios e

as funções polinomiais, devemos definir o produto de duas funções poli-

nomiais.

Definiç ão 2.1

Sejam f e g polinômios sobre K. O produto das funções polinomiais f̃ e g̃,

associadas a f e g, respectivamente, é a função polinomial f̃ · g̃ : K −→ K
dada por:

(f̃ · g̃)(t) = f̃(t) · g̃(t) , ∀ t ∈ K.

Pela parte b. do teorema 1.2, temos que (f · g)(t) = f(t)g(t). Logo,

(f̃ · g)(t) = (f · g)(t) = f(t)g(t) = f̃(t) · g̃(t) , ∀ t ∈ K .

Assim,

f̃ · g = f̃ · g̃ .

Com a multiplicação definida acima, o espaço vetorial das funções

polinomiais sobre K é uma álgebra linear comutativa com elemento uni-

dade.

De fato,

f̃ · (g̃ · h̃) = f̃(g̃ · h) = ˜f · (g · h) = ˜(f · g) · h = (f̃ · g) · h̃ = (f̃ · g̃) · h̃ .

Definiç ão 2.2

Duas álgebras lineares A e Ã sobre o corpo K são ditas isomorfas se

existe uma aplicação α 7−→ α̃ de A em Ã, tal que:
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˜(cα + β) = cα̃ + β̃ ,

(̃α β) = α̃ β̃ ,
∀α, β ∈ A , ∀c ∈ K .

Exemplo 2.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K e seja B uma

base ordenada de V .

Sejam T, L ∈ L(V,V) operadores lineares sobre V e c ∈ K.

Como [cT + L]B = c[T ]B + [L]B e [T ◦ L]B = [T ]B[L]B, temos que a aplicação

L(V,V) −→ Kn×n

T 7−→ [T ]B

é um isomorfismo da álgebra dos operadores lineares sobre V na álgebra

das matrizes n× n com entradas em K.

Seja U ∈ L(V,V) e seja f =

n∑
i=0

cix
i um polinômio de grau n com coefici-

entes em K. Então,

f(U) =

n∑
i=0

ciU
i ,

e como T 7−→ [T ]B é uma aplicação linear, temos

[f(U)]B =

n∑
i=0

ci[U
i]B .

Além disso, como [T ◦ L]B = [T ]B[L]B para quaisquer L, T ∈ L(V,V), temos

que

[f(U)]B =

n∑
i=0

ci[U]iB ,

ou seja,

[f(U)]B = f ([U]B) .

�

Teorema 2.1

Seja K um corpo com um número infinito de elementos.

Então, a aplicação f 7−→ f̃ é um isomorfismo da álgebra dos polinômios

sobre K na álgebra das funções polinomiais sobre K.

J. Delgado - K. Frensel 107 Instituto de Matemática - UFF
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Prova.

Como já sabemos que a aplicação é sobrejetora, e que

˜(cf + g) = cf̃ + g̃

(̃f · g) = f̃ · g̃ ,

basta mostrar que a aplicação é injetora. Para tanto é suficiente, pela

linearidade, demonstrar que f̃ = O implica f = 0.

Seja f um polinômio de grau ≤ n tal que f̃ = O, e sejam t0, t1, . . . , tn

elementos distintos de K.

Pela fórmula de interpolação de Lagrange, temos que

f =

n∑
i=0

f(ti)pi .

Como f̃ = O, temos f(ti) = 0, para todo i = 0, 1, . . . , n. Logo, f = 0 . �

3. Ideais de Polin ômios

Lema 3.1

Sejam f e d polinômios não-nulos sobre o corpo K tais que

grau(d) ≤ grau(f).

Então existe um polinômio g sobre K, tal que

f − gd = 0 ou grau(f − gd) < grau(f) .

Prova.

Suponhamos que

f =

m∑
i=0

aix
i = amxm +

m−1∑
i=0

aix
i , am 6= 0

e

d =

n∑
j=0

bjx
j = bnxn +

n−1∑
j=0

bjx
i, , bn 6= 0 .

Tome g =
am

bn
xm−n , que faz sentido, pois m ≥ n. Então,

f − gd = f −
am

bn
xm−nd = 0 ou grau(f − gd) < grau(f) .

�
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Teorema 3.1

Sejam f e d polinômios sobre um corpo K, sendo d um polinômio não-

nulo. Então existem polinômios q e r tais que:

(1) f = qd + r ,

(2) r = 0 ou grau(r) < grau(d) .

Os polinômios q e r que satisfazem (1) e (2) são únicos.

Algoritmo de Euclides

Prova.

Exist ência: Se f = 0 ou grau(f) < grau(d), basta tomar q = 0 e r = f.

Suponhamos, então, que f 6= 0 e grau(f) ≥ grau(d).

Então, pelo lema anterior, existe um polinômio g ∈ K[x] tal que f − dg = 0

ou grau(f − dg) < grau(f).

Se f − dg 6= 0 e grau(f − dg) ≥ grau(d) , existe h ∈ K[x] tal que

f − dg − dh = 0 ou grau(f − d(g + h)) < grau(f − dg) < grau(f) .

Após um número finito de passos, no máximo grau(f) − grau(d) + 1 no

caso em que d não é um polinômio constante, chegamos a um polinômio

q ∈ K[x] e a um polinômio r ∈ K[x], tais que

f − dq = r , com r = 0 ou grau(r) < grau(d) .

No caso em que d é um polinômio constante, basta tomar

q =
1

d
· f e r = 0 .

Unicidade: Suponhamos que existem outros polinômios q1, r1 ∈ K[x] tais

que f = q1d + r1 , onde r1 = 0 ou grau(r1) < grau(d).

Como f = qd + r = q1d + r1 , temos que d(q − q1) = r1 − r.

Se q − q1 6= 0 então, d(q − q1) 6= 0 e

grau(d(q − q1)) = grau(d) + grau(q − q1) ≥ grau(d) .

Mas, como grau(d(q − q1)) = grau(r1 − r) < grau(d) , chegamos a uma

contradição (grau(d) < grau(d)).

Logo, q − q1 = 0 e r1 − r = 0 , ou seja, q1 = q e r1 = r . �

Definiç ão 3.1

Seja d um polinômio não-nulo sobre K e f ∈ K[x]. Se existe q ∈ K[x]

tal que f = qd, dizemos que d divide f, que f é divisı́vel por d, ou que f
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é múltiplo de d, e denominamos q o quociente de f por d. Escrevemos,

também, q =
f

d
.

Proposiç ão 3.1

Seja f ∈ K[x] e seja c ∈ K. Então, f é divisı́vel por x − c se, e somente se,

f(c) = 0.

Prova.

Pelo teorema anterior, existe q ∈ K[x] e um polinômio constante r, tais

que

f = (x − c)q + r .

Logo, f(c) = 0 se, e somente se, r = 0. �

Definiç ão 3.2

Um escalar c ∈ K é uma raiz ou um zero de um polinômio f ∈ K[x], se

f(c) = 0.

Corol ário 3.1

Um polinômio f não-nulo de grau n sobre um corpo K tem no máximo n

raı́zes em K.

Prova.

O resultado é óbvio quando f tem grau 0 ou 1.

Suponhamos que grau(f) > 1.

Vamos proceder por indução sobre o grau n de f .

Suponhamos que o resultado vale para polinômios de grau n − 1.

Seja c ∈ K uma raiz de f. Então, existe q ∈ K[x] de grau n − 1 tal que

f = (x − c)q. Como, por hipótese de indução, q possui no máximo n − 1

raı́zes, temos que f possui no máximo n raı́zes. �

A derivada do polinômio f = c0 +c1x+c2x
2 + . . .+cnxn é o polinômio

Df = f ′ = c1 + 2c2x + . . . + ncnxn−1 .

A derivação é linear, isto é, D é um operador linear sobre K[x]. Exis-

tem também as derivadas formais de ordem dois D2f = f ′′, de ordem três

D3f = f ′′′ etc.
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Teorema 3.2

Se f é um polinômio sobre K de grau ≤ n, então

f =

n∑
k=0

Dkf(c)

k !
(x − c)k ,

onde c é um escalar em K.

Fórmula de Taylor

Prova.

Pela fórmula do binômio de Newton, temos que

xm = (c + (x − c))m =

m∑
k=0

(
m

k

)
cm−k(x − c)k ,

onde
(

m

k

)
=

m !

k ! (m − k) !
=

m(m − 1)(m − 2) . . . (m − k + 1)

1 · 2 · 3 · . . . · k
. Então,

xm =

m∑
k=0

Dkxm(c)

k !
(x − c)k ,

que é a fórmula de Taylor para f = xm.

Se f =

n∑
m=0

amxm , temos que Dkf(c) =

n∑
m=0

amDk(xm)(c) , já que a deri-

vada de ordem k é linear.

Logo,
n∑

k=0

Dkf(c)

k !
(x − c)k =

n∑
k=0

n∑
m=0

am
Dk(xm)(c)

k !
(x − c)k

=

n∑
m=0

am

n∑
k=0

Dk(xm)(c)

k !
(x − c)k

=

n∑
m=0

amxm = f

�

Observaç ão 3.1

• Os polinômios 1, (x − c), . . . , (x − c)n são LI.

De fato: Procedemos com a demonstração usando indução sobre n.

1. {1} é LI, já que 1 6= 0.

2. Suponhamos que {1, (x − c), . . . , (x − c)n−1} é LI e que
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Ideais de Polin ômios

an(x − c)n + an−1(x − c)n−1 + . . . + a1(x − c) + a0 = 0 .

Logo,

an(x − c)n = −(an−1(x − c)n−1 + . . . + a1(x − c) + a0) .

Então, an = 0, pois se an 6= 0, terı́amos que an(x−c)n seria um polinômio

de grau n, enquanto an−1(x − c)n−1 + . . . + a0 é um polinômio de grau

≤ n − 1.

Como an = 0, temos

an−1(x − c)n−1 + . . . + a1(x − c) + a0 = 0 ,

Logo, an−1 = . . . = a1 = a0 = 0.

• A fórmula de Taylor nos fornece, então, o único modo de escrever um

polinômio f como combinação linear dos polinômios (x − c)k, 0 ≤ k ≤ n.

Definiç ão 3.3

Se c for uma raiz do polinômio f, a multiplicidade de c como raiz de f é o

maior inteiro positivo r tal que (x − c)r divide f.

Teorema 3.3

Seja f um polinômio sobre K de grau n. Então o escalar c ∈ K é uma raiz

de f de multiplicidade f se, e só se,

(Dkf)(c) = 0 , 0 ≤ k ≤ r − 1;

(Drf)(c) 6= 0 .

Prova.

Suponhamos que f tem multiplicidade r. Então existe g ∈ K[x] tal que

f = (x−c)rg, com g(c) 6= 0, pois se g(c) = 0, f seria divisı́vel por (x−c)r+1.

Pela fórmula de Taylor aplicada a g, temos que

g =

n−r∑
k=0

Dkg(c)

k !
(x − c)k .

Logo,

f =

n−r∑
k=0

Dkg(c)

k !
(x − c)r+k .

Como existe apenas uma maneira de escrever f como combinação linear

dos polinômios (x − c)k, 0 ≤ k ≤ n, temos que
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Dmf(c)
m !

=

0 , se 0 ≤ m ≤ r − 1

Dm−rg(c)
(m−r) !

, se r ≤ m ≤ n

Logo, Dmf(c) = 0 se 0 ≤ m ≤ r − 1 e Drf(c) = r !g(c) 6= 0.

Suponhamos agora que Dkf(c) = 0, 0 ≤ k ≤ r − 1 e Drf(c) 6= 0. Então,

pela fórmula de Taylor,

f = (x − c)r

n∑
k=r

Dkf(c)

k !
(x − c)k−r ,

ou seja, existe g =

n∑
k=r

Dkf(c)

k !
(x − c)k−r ∈ K[x], tal que f = (x − c)rg.

Observe que g(c) = Drf(c)
r

6= 0.

Suponhamos que r não é o maior inteiro positivo tal que (x − c)r divide f.

Então, existe h ∈ K[x], tal que f = (x − c)r+1h. Sendo f = (x − c)rg =

(x − c)r+1h , temos que (x − c)r(g − (x − c)h) = 0 .

Mas, como x − c 6= 0, temos que g − (x − c)h = 0, ou seja, g = (x − c)h.

Assim, g(c) = 0, o que é uma contradição. �

Definiç ão 3.4

Seja K um corpo. Um ideal em K[x] é um subespaço I de K[x] tal que

fg ∈ I para todo f ∈ K[x] e todo g ∈ I.

Exemplo 3.1

Seja d ∈ K[x]. Então I = d ·K[x], o conjunto de todos os múltiplos de d é

um ideal.

De fato, I é não vazio, pois contém d = d · 1.

• Se f, g ∈ K[x] e c ∈ K, então c(d · f) + d · g = d · (cf + g) ∈ I .

Logo, I é um subespaço de K[x].

• Se h ∈ K[x] e d · f ∈ I, então (d · f) ·h = d · (f ·h) ∈ I. Logo I é um ideal.

O ideal I = d ·K[x] é chamado o ideal principal gerado por d. �

Exemplo 3.2

Sejam d1, . . . , dn ∈ K[x]. Então a soma I dos subespaços di · K[x],
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i = 1, . . . , n, é um subespaço e, também, um ideal.

De fato, se p ∈ I, existem f1, . . . , fn ∈ K[x] tais que p = d1 ·f1 + . . .+dn ·fn.

Se g ∈ K[x], temos que

p · g = (d1 · f1 + . . . + dn · fn) · g = d1 · (f1 · g) + . . . + dn · (fn · g) ,

ou seja, p · g ∈ I. Dizemos que I = d1 · K[x] + . . . + dn · K[x] é o ideal

gerado pelos polinômios d1, . . . , dn. �

Exemplo 3.3

Seja K um subcorpo dos números complexos e consideremos o ideal

I = (x + 2)K[x] + (x2 + 8x + 16)K[x] ,

Então, I = K[x]. De fato, como

(x2 + 8x + 16) − x(x + 2) = 6x + 16 ∈ I ,

temos que (6x + 16) − 6 · (x + 2) = 4 ∈ I. Assim, o polinômio constante 1

pertence a I, bem como todos os seus múltiplos. �

Teorema 3.4

Seja I um ideal não-nulo de K[x]. Então existe um único polinômio unitário

d ∈ K[x] tal que I = d ·K[x].

Prova.

Exist ência. Como I é não-vazio, existe em I um polinômio d de grau

mı́nimo e unitário. Vamos mostrar que I = d ·K[x].

Seja f ∈ I. Então existem q, r ∈ K[x] tais que f = q · d + r, onde r = 0 ou

grau(r) < grau(d).

Como d ∈ I, temos que d · q ∈ I e, portanto, r = f − q · d ∈ I. Sendo d

um polinômio em I de grau mı́nimo, não podemos ter grau(r) < grau(d).

Logo, r = 0 e f = d · q.

Assim, I = d ·K[x].

Unicidade. Sejam d, d1 ∈ K[x] polinômios unitários tais que

I = d ·K[x] = d1K[x] .

Então, existem q, q1 ∈ K[x] tais que d = d1 · q1 e d1 = d · q. Logo,

d = d · q · q1 e, portanto,

grau(d) = grau(d) + grau(q) + grau(q1) .
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Assim, grau(q) = grau(q1) = 0. Ou seja, q e q1 são polinômios constan-

tes. Como d e d1 são unitários, q = q1 = 1, isto é, d = d1. �

Corol ário 3.2

Sejam p1, . . . , pn ∈ K[x] polinômios não todos nulos. Então, existe um

único polinômio unitário d tal que:

(a) d pertence ao ideal gerado por p1, . . . , pn;

(b) d divide pi, i = 1, . . . , n.

Além disso, todo polinômio d que satisfaz (a) e (b), satisfaz também:

(c) d é divisı́vel por todo polinômio que divide cada um dos polinômios

p1, . . . , pn.

Prova.

Seja d ∈ K[x] o polinômio unitário tal que d ·K[x] = p1 ·K[x]+ . . .+pn ·K[x].

Então, d pertence ao ideal gerado por p1, . . . , pn e cada pi, i = 1, . . . , n,

pertence ao ideal d ·K[x].

Logo, d divide cada um dos polinômios pi.

Suponhamos agora que f seja um polinômio que divide cada um dos po-

linômios p1, . . . , pn. Então, existem polinômios h1, . . . , hn, tais que

pi = hi · f, i = 1, . . . , n.

Além disso, como d ∈ p1 · K[x] + . . . + pn · K[x], existem polinômios

q1, . . . , qn, tais que

d = p1 · q1 + . . . + pn · qn.

Logo, d = f · (h1 · q1 + . . . + pn · qn) , ou seja, d é divisı́vel por f.

Seja d ′ um polinômio unitário que satisfaz (a) e (b).

Por (a),

d ′ ∈ d ·K[x] = p1 ·K[x] + ·+ pn ·K[x],

ou seja, existe q ∈ K[x], tal que d ′ = d · q.

Como d ′ satisfaz (b) e d satisfaz (c), d é divisı́vel por d ′, ou seja, existe

h ∈ K[x] tal que d = d ′ · h. Logo, d = d · q · h e, portanto, q = h = 1.

Assim, d ′ = d. �
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Definiç ão 3.5

Sejam p1, . . . , pn polinômios em K[x] não todos nulos. Então, o único

polinômio unitário d ∈ K[x] tal que

d ·K[x] = p1 ·K[x] + . . . + pn ·K[x],

é chamado o máximo divisor comum (m.d.c.) de p1, . . . , pn, e é indicado

por (p1, . . . , pn).

Se (p1, . . . , pn) = 1, ou seja, p1 · K[x] + . . . + pn · K[x] = 1 · K[x] = K[x],

dizemos que p1, . . . , pn são primos entre si ou relativamente primos.

Exemplo 3.4

No exemplo anterior, vimos que

K[x] = (x + 2) ·K[x] + (x2 + 8x + 16) ·K[x] .

Logo, (x + 2, x2 + 8x + 16) = 1. �

Exemplo 3.5

Verifiquemos que ((x − 2)2 · (x + i), (x − 2) · (x2 + 1)) = (x − 2) · (x + i),

onde K é o corpo dos números complexos.

De fato, o ideal

((x − 2)2 · (x + i)) ·K[x] + ((x − 2) · (x2 + 1)) ·K[x]

contém

(x − 2)2 · (x + i) − (x − 2) · (x2 + 1) = (x + 2) · (x + i) · (i − 2) .

Logo, contém o polinômio (x − 2) · (x + i) , que é unitário e divide

(x − 2)2 · (x + i) e (x − 2) · (x2 + 1) .

Como o polinômio (x − 2) · (x + i) satisfaz (a) e (b) do corolário anterior,

temos que (x − 2)(x + i) = ((x − 2)2(x + i), (x − 2)(x2 + 1)) . �
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4. Decomposiç ão de um polin ômio em fatores

primos

Definiç ão 4.1

Dizemos que um polinômio f ∈ K[x] é redutı́vel sobre K[x] se existem

polinômios g, h ∈ K[x], de grau ≥ 1, tais que f = g · h. Caso contrário,

dizemos que o polinômio f é irredutı́vel. Se f ∈ K[x] é irredutı́vel e não-

constante, f é dito um polinômio primo sobre K.

Exemplo 4.1

O polinômio x2 + 1 é redutı́vel sobre o corpo C dos números complexos,

pois

x2 + 1 = (x + i)(x − i) .

Por outro lado, x2 +1 é irredutı́vel sobre o corpo R dos números reais, pois

se

x2 + 1 = (ax + b) · (a ′x + b ′),

com a, b, a ′, b ′ ∈ R, então

aa ′ = 1 , ab ′ + a ′b = 0 e bb ′ = 1 .

Logo, 0 = a
1

b
+

1

a
b =

a2 + b2

ab
, ou seja, a2 + b2 = 0. Como a, b ∈ R,

temos que a = b = 0, o que é uma contradição, já que aa ′ = 1 e bb ′ = 1.

�

Teorema 4.1

Sejam f, g e p polinômios sobre o corpo K. Se p é um polinômio primo

que divide o produto fg, então p divide f ou p divide g.

Prova.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que p é unitário. Como p

é primo, os únicos divisores unitários de p são 1 e p.

Seja d o m.d.c de p e f. Então, d = 1 ou d = p.

Se d = p, então p divide f.

Se d = 1, isto é, p e f são primos entre si, existem polinômios h, ` ∈ K[x],

tais que 1 = h · f + ` · p.
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Multiplicando essa igualdade por g, obtemos que g = h · f · g + ` · p · g.

Como p divide f ·g, temos que p divide h · f ·g. Além disso, p divide ` ·p ·g.

Logo, p divide g. �

Corol ário 4.1

Se p é um polinômio primo que divide o produto f1 · . . . · fn, então p divide

um dos polinômios f1, . . . , fn.

Prova.

Faremos a demonstração por indução sobre n.

Pelo teorema anterior, o resultado é válido para n = 2.

Suponhamos que o resultado seja válido para n = k e que p divide f1 · . . . ·
fk+1 .

Como p divide f1 · . . . · fk · fk+1 temos, pelo teorema anterior, que p divide

fk+1 ou p divide f1 · . . . · fk.

Isto é, p divide fk+1 ou, pela hipótese de indução, p divide fj, para algum

j = 1, . . . , k.

Assim, em qualquer caso, f divide algum fj, j = 1, . . . , k + 1. �

Teorema 4.2

Todo polinômio f ∈ K[x] unitário e não-constante pode ser decomposto

como um produto de polinômios primos em K[x] de uma única maneira, a

menos da ordem dos fatores.

Prova.

Provaremos o resultado por indução sobre o grau de f.

Se grau(f) = 1, então f é irredutı́vel e, portanto, primo.

Suponhamos que o teorema seja válido para polinômios de grau < n e

que grau f = n + 1.

Se f é primo, então nada temos a provar.

Se f não é primo, isto é, f é redutı́vel, existem polinômios g, h ∈ K[x]

não-constantes e unitários, tais que f = g · h.

Como grau(g) < n e grau(h) < n, temos, por hipótese de indução, que g e

h podem ser decompostos como produtos de polinômios primos unitários
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em K[x]. Logo, f também pode ser decomposto como um produto de

polinômios primos.

Suponhamos agora, que

f = p1 · . . . · pm = q1 · . . . · qn ,

onde p1, . . . , pm, q1, . . . , qn ∈ K[x] são polinômios primos unitários.

Se m = 1 ou n = 1, então m = n = 1.

Suponhamos então que m > 1 e n > 1.

Como p1 divide q1 · . . . · qn, temos que p1 divide algum qj, j = 1, . . . , n.

Sendo p1 e qj primos unitários, temos que p1 = qj.

Reordenando os polinômios qi, caso seja necessário, podemos supor que

p1 = q1.

Logo,

p1 · p2 · . . . · pm = p1 · q2 · . . . · qn ,

e, portanto, p2 · . . . · pm = q2 · . . . · qn.

O teorema se segue agora pela hipótese de indução, pois esse polinômio

tem grau menor que grau(f). �

Observaç ão 4.1

Na decomposição de um polinômio unitário não-constante em produto

de fatores primos unitários, alguns fatores podem repetir-se. Assim, se

p1, . . . , pr são os fatores primos unitários distintos que ocorrem na de-

composição de um polinômio unitário não-constante f, então

f = pn1
1 · . . . · pnr

r ,

sendo o expoente ni o número de vezes que o fator primo pi ocorre nessa

decomposição. Essa decomposição de f em produto de potências de

fatores primos é única, a menos da ordem dos fatores, e se denomina a

decomposição primária de f.

Assim, todo divisor unitário de f é da forma

pν1
1 · . . . · pνr

r ,

onde 0 ≤ νi ≤ ni, ∀i = 1, . . . , r.

Em particular, o m.d.c de uma coleção finita de polinômios não-constantes

e unitários f1, . . . , fn é
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ps1
1 · . . . · psk

k ,

onde p1, . . . , pk são os polinômios primos que aparecem nas decomposições

de todos os polinômios f1, . . . , fn e, para cada i = 1, . . . , k, o expo-

ente si é o menor dos expoentes com que o polinômio pi aparece nas

decomposições dos polinômios f1, . . . , fn.

Se os polinômios f1, . . . , fn não possuem fatores primos em comum, eles

são primos entre si.

Exemplo 4.2

Sejam a, b, c ∈ K escalares distintos. Então, x − a, x − b e x − c são

polinômios primos unitários distintos em K[x].

Logo,

((x − b)n · (x − c)s, (x − a)m · (x − c)s+1) = (x − c)s ,

e

((x − b)n · (x − c)s, (x − a)m · (x − c)s, (x − b)n(x − a)m) = 1 .

�

Teorema 4.3

Seja f um polinômio unitário não-constante sobre o corpo K e seja

f = pn1
1 · . . . · pnk

k ,

a decomposição de f em (produto de potências de) fatores primos.

Para cada j, 1 ≤ j ≤ k, seja

fj =
f

p
nj

j

=
∏
i6=j

pni
i ,

Então, fi, . . . , fk são primos entre si.

Teorema 4.4

Seja f um polinômio sobre o corpo K com derivada f ′. Então, f é um

produto de polinômios primos distintos se, e somente se, f e f ′ são primos

entre si.

Prova.

(⇐=) Suponhamos que na decomposição de f em fatores primos algum

polinômio primo p esteja repetido, ou seja, f = p2 ·h, para algum h ∈ K[x].
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Então, f ′ = 2p · p ′ · h + p2 · h ′. Logo, p também divide f ′, não sendo,

portanto, f e f ′ primos entre si.

(=⇒) Suponhamos que f = p1 · . . . · pk, onde p1, . . . , pk são polinômios

primos unitários e distintos.

Seja

fj =
f

pj
=
∏
i 6=j

pi .

Então,

f ′ = p ′
1 · f1 + . . . + p ′

k · fk .

Seja p um polinômio primo que divide f e f ′. Então, p = pi para algum

i = 1, . . . , k. Como pi divide fj, para j 6= i, e pi divide f ′, temos que p = pi

divide p ′
i · fi.

Então, p divide p ′
i ou p divide fi.

Como p = pi não aparece na decomposição
∏
j6=i

pj, temos que pi não

divide fi.

Também pi não divide p ′
i, pois grau(pi) > grau(p ′

i).

Com isso verificamos que nenhum polinômio primo divide f e f ′ simulta-

neamente. Ou seja f e f ′ são primos entre si. �

Definiç ão 4.2

O corpo K é dito algebricamente fechado se todo polinômio primo sobre

K tem grau 1, isto é, se todo polinômio primo unitário sobre K é da forma

x − c.

Maneiras equivalentes para definir um corpo algebricamente fechado:

• Um corpo K é algebricamente fechado se todo polinômio unitário não-

constante f ∈ K[x] se expressa na forma:

f = (x − c1)
ν1 · . . . · (x − ck)

νk ,

onde c1, . . . , ck ∈ K são escalares distintos e ν1, . . . , νk são inteiros positi-

vos.

Os escalares c1, . . . , ck são as
raı́zes de f e os inteiros ν1, . . . , νk
são as respectivas multiplicidades
dessas raı́zes.

• Um corpo K é algebricamente fechado se todo polinômio não-constante

f ∈ K[x] possui uma raiz em K. Ou seja, existe c ∈ K tal que f(c) = 0.
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Exemplo 4.3

O corpo C dos números complexos é algebricamente fechado (Teorema

fundamental da Álgebra). �

Exemplo 4.4

Se f é um polinômio unitário com coeficientes reais e c é uma raiz com-

plexa de f, então c é também uma raiz de f.

Portanto, o conjunto das raı́zes de f é da forma:

{t1, . . . , ts, c1, . . . , cr, c1, . . . , cr} ,

onde t1, . . . , ts ∈ R e c1, . . . , cr ∈ C.

Logo, f se decompõe em C[x] sob a forma:

f = (x − t1) · . . . · (x − ts) · (x − c1) · (x − c1) · . . . · (x − cr) · (x − cr) ,

ou seja, f se decompões em R[x] sob a forma:

f = (x − t1) · . . . · (x − ts) · p1 · . . . · pr ,

onde pi = (x − ci) · (x − ci) = x2 − (ci + ci) x + |ci|
2 é um polinômio primo

de grau 2 em R[x], i = 1, . . . , r.

Assim, todo polinômio primo em R[x] tem grau 1 ou grau 2. �

5. Determinantes

Definiç ão 5.1

Um anel é um conjunto F, munido de duas operações:

(x, y) −→ x + y (adição)
e

(x, y) −→ x · y = xy (multiplicação),

que satisfazem as seguintes propriedades:

Lembre que um conjunto G é um
grupo em relação a uma operação
? : G × G −→ G se a operação é
associativa, possui elemento neu-
tro e todo elemento de G pos-
sui inverso em relação à operação.
Além disso, quando a operação é
comutativa, o grupo é dito comuta-
tivo ou Abeliano.

1. F é um grupo comutativo em relação à adição;

2. A multiplicação é associativa:

(xy)z = x(yz) , ∀ x, y, z ∈ F ;

3. A multiplicação é distributiva em relação à adição:

x(y + z) = xy + xz

(x + y)z = xz + yz ,
∀ x, y, z ∈ F .
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Se xy = yx para todos x, y ∈ F, dizemos que o anel F é comutativo.

Se existe um elemento 1 ∈ F tal que 1x = x1 = x ∀x ∈ F, dizemos que F

é um anel com elemento unidade (o elemento 1).

Observaç ão 5.1

Um corpo é um anel comutativo com elemento unidade diferente de zero

que satisfaz a propriedade adicional de que a cada x não-nulo corres-

ponde um elemento x−1 tal que x−1x = 1.

Exemplo 5.1

O conjunto dos números inteiros, com as operações usuais de adição e

multiplicação, é um anel comutativo com elemento unidade, mas não é

um corpo. �

Exemplo 5.2

O conjunto dos polinômios sobre um corpo, com a adição e multiplicação

que definimos para polinômios, é um anel comutativo com elemento uni-

dade. �

Exemplo 5.3

Se F é um anel comutativo com elemento unidade, então o conjunto

das matrizes m × n com entradas em F, que denotamos Fm×n, com as

operações

(A + B)ij = Aij + Bij

(CD)ij =

n∑
k=1

CikDkj .

é um anel comutativo com elemento unidade. �

Definiç ão 5.2

Seja F um anel comutativo com elemento unidade. Uma função D :

Fn×n −→ F é n−linear se para cada i = 1, . . . , n, D é uma função linear

da i−ésima linha, quando as outras n − 1 linhas são mantidas fixas.

Se D : Fn×n −→ F é uma função e se α1, . . . , αn são as linhas da

matriz A, escrevemos D(A) = D(α1, . . . , αn). Dizer que D é n−linear

significa que, para todo i = 1, . . . , n,
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D(α1, . . . , αi−1, cαi + α ′
i, αi+1, . . . , αn) = c D(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αn)

+ D(α1, . . . , αi−1, α
′
i, αi+1, . . . , αn),

Exemplo 5.4

Sejam k1, . . . , kn inteiros positivos, 1 ≤ ki ≤ n, e seja a ∈ F. Para cada

matriz A n× n sobre F, definimos
Ao lado, A(i, j) designa a entrada
Aij da matriz A. D(A) = aA(1, k1) · . . . ·A(n, kn)

Então, a função D é n−linear. De fato, considerando D como uma função

da i−ésima linha de A, com as outras linhas fixas, podemos escrever

D(αi) = A(i, ki)b,

onde b é um elemento fixo de F. Seja α ′
i = (A ′

i1, . . . , A
′
in).

Então,

D(cαi + α ′
i) = (cA(i, ki) + A ′(i, ki))b = cD(αi) + D(α ′

i).

Logo, D é uma função n−linear.

Caso particular: o produto dos elementos da diagonal D(A) = A11·. . .·Ann

é uma função n−linear sobre Fn×n. �

Exemplo 5.5

Seja D uma função bilinear (2−linear) sobre as matrizes 2× 2 com entra-

das em F.

Fazendo e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1), temos

D(A) = D(A11e1 + A12e2, A21e1 + A22e2)

= A11D(e1, A21e1 + A22e2) + A12D(e2, A21e1 + A22e2)

= A11A21D(e1, e1) + A11A22D(e1, e2)

+A12A21D(e2, e1) + A12A22D(e2, e2) .

�

Lema 5.1

Uma combinação linear de funções n−lineares sobre Fn×n é n−linear.

Prova.

Basta mostrar que uma combinação linear de duas funções n−lineares

é n−linear.
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Sejam D e E funções n−lineares, e sejam a, b ∈ F.

A combinação linear aD + bE é definida por

(aD + bE)(A) = aD(A) + bE(A) .

Então, fixando todas as linhas exceto a linha i, temos

(aD + bE)(cαi + α ′
i) = aD(cαi + α ′

i) + bE(cαi + α ′
i)

= acD(αi) + aD(α ′
i) + bcE(αi) + bE(α ′

i)

= c(aD + bE)(αi) + (aD + bE)(α ′
i) .

Como querı́amos demonstrar. �

Exemplo 5.6

Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja D a função defi-

nida sobre as matrizes 2× 2 com entradas em F por

D(A) = A11A22 − A12A21.

Como D = D1 + D2, onde D1(A) = A11A22 e D2(A) = −A12A21, temos,

pelo lema anterior, que D é uma função bilinear.

Vejamos algumas propriedades dessa função:

• Se I é a matriz identidade 2× 2, então D(I) = 1, isto é, D(e1, e2) = 1.

• Se as duas linhas de A são iguais, então

D(A) = A11A22 − A12A21 = A11A12 − A12A11 = 0 .

• Se A ′ é a matriz obtida de uma matriz A ∈ F2×2 permutando suas linhas,

então

D(A ′) = A ′
11A

′
22 − A ′

12A
′
21

= A21A12 − A22A11 = −D(A) .

�

Definiç ão 5.3

Uma função n−linear D é dita alternada, se as seguintes condições são

satisfeitas:

(a) D(A) = 0 sempre que duas linhas de A são iguais.

(b) Se A ′ é a matriz obtida permutando duas linhas de A, então

D(A ′) = −D(A).
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Observaç ão 5.2

Demonstraremos abaixo que toda função n−linear que satisfaz (a) também

satisfaz (b).

Por outro lado, se D satisfaz a condição (b) e A é uma matriz com duas

linhas iguais, então D(A) = −D(A), ou seja, D(A)+D(A) = 0. Podemos,

então, concluir que D satisfaz a condição (a) se, por exemplo, F é um

corpo onde 1 + 1 6= 0, mas em geral (a) não é uma conseqüência de (b).

Definiç ão 5.4

Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja n um inteiro

positivo. Suponhamos que D seja uma função de Fn×n em F. Dizemos

que D é uma função determinante se D é n−linear, alternada e D(I) = 1.

A existência e a unicidade da função determinante é evidente para

matrizes 1× 1, A = [a], sobre F. Basta tomar D(A) = a.

Pelo exemplo 5.5, sabemos que toda função bilinear sobre as matri-

zes 2× 2 sobre F é da forma

D(A) = A11A21D(e1, e1) + A11A22D(e1, e2)

+ A12A21D(e2, e1) + A12A22D(e2, e2) .

Se D é alternada, temos que

D(e1, e1) = D(e2, e2) = 0 e D(e2, e1) = −D(e1, e2) .

Logo, D(A) = (A11A22 − A12A21)D(e1, e2).

Se, além disso, D(I) = D(e1, e2) = 1, temos que

D(A) = A11A22 − A12A21 ,

é a única função determinante das matrizes 2×2 com entradas no anel F.

Antes de provarmos a existência e a unicidade da função determi-

nante das matrizes n × n com entradas no anel F, precisamos provar

alguns resultados preliminares.

Lema 5.2

Seja D uma função n−linear sobre as matrizes n × n com entradas no

anel F. Suponhamos que D(A) = 0 sempre que duas linhas adjacentes

na matriz A sejam iguais. Então D é alternada.

Prova.
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• Primeiro vamos provar que D(A ′) = −D(A) sendo A ′ obtida transpondo-

se duas linhas adjacentes da matriz A.

Sejam α1, . . . , αn as linhas de A e suponhamos que

A ′ = (α1, . . . , αi−1, αi+1, αi, αi+2, . . . , αn) ,

isto é, A ′ é obtida transpondo-se as linhas αi e αi+1 da matriz A.

Então,

D(α1, . . . , αi−1, αi + αi+1, αi + αi+1, αi+2, . . . , αn)

= D(α1, . . . , αi−1, αi, αi, αi+2, . . . , αn)

+D(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, αi+2, . . . , αn)

+D(α1, . . . , αi−1, αi+1, αi, αi+2, . . . , αn)

= D(α1, . . . , αi−1, αi+1, αi+1, αi+2, . . . , αn) .

Por hipótese,

D(α1, . . . , αi−1, αi, αi, αi+2, . . . , αn) = 0

D(α1, . . . , αi−1, αi+1, αi+1, αi+2, . . . , αn) = 0

D(α1, . . . , αi−1, αi + αi+1, αi + αi+1, αi+2, . . . , αn) = 0 .

Logo,

D(α1, . . . , αi−1, αi+1, αi, αi+2, . . . , αn) = −D(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, αi+2, . . . , αn) ,

ou seja, D(A ′) = −D(A).

• Seja agora B a matriz obtida transpondo-se as linhas i e j da matriz A,

sendo i < j.

Podemos obter B a partir de A por uma sucessão de transposições de

pares de linhas adjacentes.

Primeiro transpomos as linhas i e i + 1 e continuamos até que as linhas

estejam na ordem

α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αj, αi, αj+1, . . . , αn .

Para isso, foram necessárias k = j− i transposições de linhas adjacentes.

Agora, temos que deslocar αj para a i−ésima posição, realizando j − 1 −

i = k − 1 transposições de linhas adjacentes.

Dessa forma, obtemos B a partir de A por meio de k + k − 1 = 2k − 1

transposições de linhas adjacentes.

Assim,

D(B) = (−1)2k−1D(A) = −D(A).
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• Seja agora A uma matriz com duas linhas iguais, digamos αi = αj, com

i < j.

Se j = i + 1, D(A) = 0, pois A tem duas linhas adjacentes iguais.

Se j > i + 1, a matriz B, obtida transpondo as linhas j e i + 1 da matriz A,

tem duas linhas adjacentes iguais e, portanto, D(B) = 0. Mas, como,

D(A) = −D(B) ,

temos que D(A) = 0. �

Definiç ão 5.5

Se n > 1 e A é uma matriz n× n com entradas no anel F, indicamos por

A(i | j) a matriz (n − 1)× (n − 1) obtida de A, retirando-se a sua i−ésima

linha e a sua j−ésima coluna.

Se D é uma função (n − 1)−linear e A é uma matriz n × n, escrevemos

Dij = D(A(i | j) ).

Teorema 5.1

Seja n > 1 e seja D uma função (n−1)−linear alternada sobre as matrizes

(n − 1)× (n − 1) com entradas no anel F.

Para cada j, 1 ≤ j ≤ n, a função Ej definida por

Ej(A) =

n∑
i=1

(−1)i+jAijDij(A)

é uma função n−linear alternada sobre as n× n matrizes A.

Se D é uma função determinante, então cada Ej também o é.

Prova.

Como D é (n − 1)-linear e Dij(A) independe da i−ésima linha, temos

que Dij é uma função linear de todas as linhas, exceto a i−ésima. Mas,

como a função A 7−→ Aij é linear com respeito apenas à i−ésima linha

de A, temos que AijDij é uma função n−linear de A.

Logo, Ej é n−linear, pois uma combinação linear de funções n−lineares

é n−linear.

Para mostrar que Ej é alternada, basta mostrar, pelo lema anterior, que

Ej(A) = 0 sempre que A tiver duas linhas adjacentes iguais.
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Suponhamos que αk = αk+1. Se i 6= k e i 6= k + 1, a matriz A(i | j) tem

duas linhas iguais e, portanto, Dij(A) = 0.

Logo,

Ej(A) = (−1)k+jAkjDkj(A) + (−1)k+1+jA(k+1)jD(k+1)j(A) .

Como αk = αk+1, temos que

Akj = A(k+1)j e A(k | j) = A(k + 1 | j) .

Então, Ej(A) = 0.

Suponhamos, agora, que D seja uma função determinante, ou seja D(In−1) =

1, onde estamos designando In−1 a matriz identidade (n − 1)× (n − 1).

Se In é a matriz identidade n× n, temos que In(j | j) = In−1, 1 ≤ j ≤ n, e

In
ij = 0, se i 6= j.

Logo,

Ej(I
n) = D( In(j | j) ) = D(In−1) = 1 ,

ou seja, Ej é uma função determinante. �

Corol ário 5.1

Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja n um inteiro

positivo. Então existe uma função determinante sobre Fn×n.

Prova.

Já provamos a existência da função determinante para n = 1 e n = 2. O

corolário segue por indução, pois o teorema anterior nos diz como cons-

truir uma função determinante sobre matrizes n×n, a partir de uma função

determinante sobre matrizes (n − 1)× (n − 1).

O nosso objetivo agora é mostrar a unicidade da função determinante.

Suponhamos que D seja uma função n−linear alternada sobre as ma-

trizes n × n sobre F. Seja A uma matriz n × n com entradas em F que

tem por linhas α1, . . . , αn, e sejam e1, . . . , en as linhas da matriz identidade

n× n.

Como

αi =

n∑
j=1

A(i, j)ej , 1 ≤ i ≤ n ,
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temos que

D(A) = D

(
n∑

j=1

A(1, j)ej, α2, . . . , αn

)

=

n∑
j=1

A(1, j)D(ej, α2, . . . , αn) .

Se, agora, substituirmos α2 por
n∑

k=1

A(2, k)ek, temos que

D(ej, α2, . . . , αn) =

n∑
k=1

A(2, k)D(ej, ek, . . . , αn)

Assim,

D(A) =
∑
k,j

A(1, j)A(2, k)D(ej, ek, α3, . . . , αn) .

Ou seja, se substituirmos cada linha αi por
n∑

k=1

A(i, k)ek, i = 1, . . . , n,

obteremos que

D(A) =

n∑
k1,...,kn=1

A(1, k1)A(2, k2) . . . A(n, kn)D(ek1
, ek2

, . . . , ekn) .

Como D é alternada, D(ek1
, ek2

, . . . , ekn) = 0 sempre que dois dos ı́ndices

ki são iguais. �

Definiç ão 5.6

Uma seqüência (k1, . . . , kn) de inteiros positivos menores ou iguais a n,

com a propriedade de não existirem dois ki iguais, é denominada uma

permutação de grau n.

Uma permutação de grau n pode ser definida como uma função bijetora σ

do conjunto {1, 2, . . . , n} em si mesmo. Tal função σ corresponde à n−upla

(σ1, σ2, . . . , σn) e é simplesmente uma regra para ordenar 1, 2, . . . , n de

outra maneira.

Assim,

D(A) =
∑

σ

A(1, σ1) . . . A(n, σn)D(eσ1
, . . . , eσn) ,

onde a soma é estendida a todas as permutações σ distintas de grau n.
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Como a seqüência (σ1, . . . , σn) pode ser obtida da seqüência (1, . . . , n)

após um número finito m, 0 ≤ m ≤ n, de transposições de pares de ele-

mentos, e D é alternada, temos que

D(eσ1
, . . . , eσn) = (−1)mD(e1, . . . , en).

Em particular, se D é uma função determinante,

D(eσ1
, . . . , eσm) = (−1)m,

onde m depende somente de σ e não de D.

Com isto, podemos provar um fato básico sobre permutações.

Proposiç ão 5.1

O número de transposições de pares de elementos usadas para passar

da seqüência (1, 2, . . . , n) para a seqüência (σ1, . . . , σn) é sempre par ou

sempre ı́mpar.

Prova.

Seja D uma função determinante sobre as matrizes n × n sobre F, cuja

existência já foi provada.

Seja σ uma permutação de grau n e suponhamos que passamos de

(1, 2, . . . , n) a (σ1, . . . , σn) por meio de m transposições de pares (i, j),

i 6= j. Então, D(eσ1
, . . . , eσn) = (−1)m .

Se D(eσ1
, . . . , eσn) = 1, m tem que ser par, e se D(eσ1

, . . . , eσn) = −1, m

tem que ser ı́mpar. �

Definiç ão 5.7

Se o número de transposições de pares usadas para passar da seqüência

(1, . . . , n) à seqüência (σ1, . . . , σn) é sempre par (ı́mpar) dizemos que a

permutação é par (ı́mpar).

Define-se, também, o sinal de uma permutação por

sinal σ =

1 , se σ é par

−1 , se σ é ı́mpar .

Teorema 5.2

Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja n um inteiro posi-

tivo. Então existe exatamente uma função determinante sobre o conjunto
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das matrizes n×n com entradas em F, que designamos det e é dada por

det(A) =
∑

σ

(sinal σ)A(1, σ1) . . . A(n, σn) ,

sendo a soma estendida a todas as permutações distintas σ de grau n.

Se D é uma função n−linear alternada arbitrária sobre Fn×n, então

D(A) = det(A) · D(I)

para toda matriz A ∈ Fn×n.

Prova.

Já verificamos que se D é uma função n−linear alternada sobre Fn×n,

então

D(A) =
∑

σ

A(1, σ1) . . . A(n, σn)D(eσ1
, . . . , eσn) ,

sendo a soma estendida a todas as permutações distintas σ de grau n.

Logo, como D(eσ1
, . . . , eσn) = sinal σ, temos

D(A) =
∑

σ

(sinal σ)A(1, σ1) . . . A(n, σn)D(I) , (I)

Provamos, assim, que

D(A) =
∑

σ

(sinal σ)A(1, σ1) . . . A(n, σn)

é a única função determinante sobre Fn×n, que denotaremos por det(A).

Se D é uma função n−linear alternada sobre Fn×n, então, por (I),

D(A) = det(A) ·D(I) .

�

Observaç ão 5.3

Existem exatamente n ! = 1 · 2 · . . . · n permutações de grau n, pois se

σ é uma tal permutação, existem n escolhas possı́veis para σ1; n − 1

possibilidades para σ2; n − 2 possibilidades para σ3, e assim por diante.

A fórmula

det(A) =
∑

σ

(sinal σ)A(1, σ1) . . . A(n, σn)

fornece det(A) como uma soma de n ! termos, um para cada permutação
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σ de grau n. Um termo genérico é um produto A(1, σ1) . . . A(n, σn) de n

entradas da matriz A, uma entrada de cada linha e uma de cada coluna,

acompanhado de um sinal + ou −, conforme a permutação σ seja par ou

ı́mpar.

Teorema 5.3

Seja F um anel comutativo com elemento unidade e sejam A e B matrizes

n× n com entradas em F. Então,

det(AB) = det(A) · det(B) .

Prova.

Definimos a função D(A) = det(AB). Indicando por α1, . . . , αn as linhas

de A, temos que

D(α1, . . . , αn) = det(α1B, . . . , αnB) .

Como (cαi +α ′
i)B = c(αiB)+ (α ′

iB) e a função det é n−linear, concluı́mos

que D é n−linear.

Se αi = αj, então αiB = αjB, e já que det é alternada, temos

D(α1, . . . , αn) = 0 ,

ou seja, D é alternada.

Sendo D uma função n−linear alternada, do teorema anterior segue que

D(A) = det(A) ·D(I) .

Mas D(I) = det(IB) = det(B). Portanto,

det(AB) = D(A) = det(A) · det(B) .

Como querı́amos demonstrar. �

Observaç ão 5.4

1. Como as permutações são funções bijetoras do conjunto {1, . . . , n}

sobre si mesmo, podemos definir o produto das permutações σ e τ como

sendo a função composta

σ ◦ τ(i) = σ(τ(i)) , i = 1, . . . , n .

Se E indica a permutação idêntica (ou identidade), E(i) = i, então cada σ

possui uma inversa σ−1 tal que σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = E .

Então, o conjunto das permutações de grau n, com o produto dado pela

composição, é um grupo, denominado grupo simétrico de grau n.
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2. Sejam σ e τ permutações de grau n, e sejam e1, . . . , en as linhas da

matriz identidade n× n.

Seja A a matriz de linhas eτ1
, . . . , eτn e seja B a matriz de linhas eσ1

, . . . , eσn .

A i−ésima linha da matriz A tem exatamente um elemento não-nulo, a sa-

ber o 1 na coluna τi.

Assim, a i−ésima linha da matriz AB é eτi
B = eσ(τi), pois eτi

B é a τi−ésima

linha da matriz B. Logo, AB = (eστ1
, . . . , eστn).

Como det(A) = sinal τ, det(B) = sinal σ e det(AB) = sinal (στ), temos,

pelo teorema anterior, que

sinal (σ ◦ τ) = (sinal τ) · (sinal σ) .

Então, σ ◦ τ é uma permutação par se σ e τ são ambas pares ou ambas

ı́mpares, enquanto σ ◦ τ é ı́mpar se uma das permutações é par e a outra

é ı́mpar.

6. Propriedades dos Determinantes

(1) det(At) = det(A)

De fato, sendo

det(At) =
∑

σ

(sinal σ)At(1, σ1) . . . At(n, σn)

=
∑

σ

(sinal σ)A(σ1, 1) . . . A(σn, n) ,

e A(σi, i) = A(j, σ−1j), para σ(i) = σi = j, temos

det(At) =
∑

σ

(sinal σ)A(1, σ−1(1)) . . . A(n, σ−1(n)) .

Além disso, como σ · σ−1 é a permutação idêntica, temos que

(sinal σ)(sinal σ−1) = 1,

ou seja, sinal σ−1 = sinal σ.

Logo,

det(At) =
∑

σ

(sinal σ−1)A(1, σ−1(1)) . . . A(n, σ−1(n)) = det(A) ,
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pois quando σ percorre todas as permutações de grau n, σ−1 também o

faz.

Como consequência da igualdade det(At) = det(A), temos que a

função det(A) é, também, uma função n−linear alternada das colunas da

matriz A.

(2) Se a matriz B é obtida da matriz A somando-se um múltiplo de uma

linha (coluna) a outra linha (coluna), então det(B) = det(A).

De fato, sejam α1, . . . , αn as linhas de A e seja B a matriz obtida de

A somando-se cαj a αi, onde i < j.

Como det é uma função linear da i−ésima linha, temos

det(B) = det(A) + c det(α1, . . . , αi−1, αj, αi+1, . . . , αj, . . . , αn) = det(A) .

(3) Seja
(

A B
O C

)
uma matriz n × n na forma de blocos, onde A é uma

matriz r× r, C é uma matriz s× s (com r + s = n), B é uma matriz r× s e

O indica a matriz nula s× r. Então

det

(
A B

O C

)
= det(A) · det(C)

De fato, definamos a função

D(A,B, C) = det

(
A B

O C

)
.

Se fixarmos A e B, então D é alternada e s−linear como uma função

das linhas de C. Assim, pelo teorema 5.2,

D(A,B, C) = det(C) ·D(A,B, I) ,

onde I é a matriz identidade s × s. Subtraindo das linhas de B múltiplos

das linhas de I, obtemos, pela propriedade anterior, que

D(A,B, I) = D(A,O, I) .

Como D(A,O, I) é alternada e r−linear como uma função das linhas

de A, temos, pelo teorema 5.2, que

D(A,O, I) = det(A) ·D(I, O, I) .

Mas D(I, O, I) = det
(

Ir O
O Is

)
= det(In) = 1.
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Logo,

D(A,B, C) = det(C) ·D(A,B, I) = det(C) ·D(A,O, I)

= det(C) · det(A) ·D(I, O, I) = det(A) · det(C) .

Por um raciocı́nio análogo, ou tomando transpostas, verificamos que

det

(
A O

B C

)
= det(A) det(C) .

Exemplo 6.1

Seja A ∈ Q4×4 a matriz

A =


1 −1 2 3

2 2 0 2

4 1 −1 −1

1 2 3 0

 .

Subtraindo das linhas 2, 3 e 4 múltiplos convenientes da primeira linha,

obtemos a matriz 
1 −1 2 3

0 4 −4 −4

0 5 −9 −13

0 3 1 −3

 ,

que tem, pela propriedade (2), o mesmo determinante que a matriz A.

Subtraindo da linha 3,
5

4
da linha 2 e subtraindo da linha 4,

3

4
da linha 2,

obtemos a matriz

B =


1 −1 2 3

0 4 −4 −4

0 0 −4 −8

0 0 4 0

 ,

cujo determinante é igual ao da matriz A. Como B é uma matriz em forma

de blocos, temos que

det(A) = det(B) = det
(

1 −1

0 4

)
· det

(
−4 −8

4 0

)
= 4× 32 = 128.

�

No teorema 5.1, provamos que se n > 1 e se D é uma função deter-

minante sobre as matrizes (n − 1)× (n − 1), então
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Propriedades dos Determinantes

Ej(A) =

n∑
i=1

(−1)i+jAijDij(A)

é uma função determinante sobre as matrizes n×n, para todo j = 1, . . . , n.

Pela unicidade da função determinante, temos, para cada j = 1, . . . , n,

det(A) =

n∑
i=1

(−1)i+jAij det(A(i | j) ) .

O escalar

Cij = (−1)i+j det(A(i | j) )

é chamado o cofator i, j da matriz A.

A fórmula acima para det(A) é denominada o desenvolvimento de

det(A) pelos cofatores da j−ésima coluna, ou o desenvolvimento pelos

menores da j−ésima coluna.

Assim, a fórmula acima nos diz que, para cada j = 1, . . . , n,

det(A) =

n∑
i=1

AijCij , (I)

onde o cofator Cij é (−1)i+j vezes o determinante da matriz (n−1)×(n−1)

obtida de A retirando-se a i−ésima linha e a j−ésima coluna de A.

Se j 6= k, então,
n∑

i=1

AikCij = 0 . (II)

De fato, seja B a matriz obtida de A substituindo a sua j−ésima

coluna pela k−ésima coluna. Como B tem duas colunas iguais e B(i | j) =

A(i | j) , temos que

0 = det(B) =

n∑
i=1

(−1)i+jBij det(B(i | j) )

=

n∑
i=1

(−1)i+jAik det(A(i | j) )

=

n∑
i=1

AikCij .

Então, por (I) e (II), temos que
n∑

i=1

AikCij = δjk det(A) . (III)
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A matriz transposta da matriz de cofatores de A é chamada a matriz

adjunta de A e se designa por Adj A, ou seja,

(Adj A)ij = Cji = (−1)i+j det(A(j | i) ) .

Por (III), temos que
n∑

i=1

(Adj A)jiAik = δjk det(A) ,

ou seja,

(Adj A) ·A = det(A) · I . (IV)

Vamos provar, agora, que A · (Adj A) = det(A) · I.

Como At(i | j) = A(j | i) t, temos

(−1)i+j det(At(i | j) ) = (−1)i+j det(A(j | i) ) ,

isto é, o cofator i, j da matriz At é o cofator j, i da matriz A. Logo,

Adj (At) = (Adj A)t.

Assim, por (IV), temos que

Adj (At) ·At = det(At) · I = det(A) · I ,

e transpondo,

A · (Adj (At))t = det(A) · I ,

ou seja,

A · (Adj A) = det(A) · I ,

pois (Adj (At))t = Adj A.

Resumindo, temos

A · (Adj A) = (Adj A) ·A = det(A) · I

Da mesma forma que para matrizes sobre um corpo, definimos as

matrizes invertı́veis com entradas num anel comutativo com elemento uni-

dade.

Definiç ão 6.1

Seja F um anel comutativo com elemento unidade, uma matriz A ∈ Fn×n

é dita invertı́vel sobre F se existe uma matriz B ∈ Fn×n, dita inversa de A,

tal que AB = B A = I.
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Observaç ão 6.1

Se a matriz A ∈ Fn×n possui uma matriz inversa, então ela é única e se

designa A−1.

De fato, se B A = AC = I, então

C = I C = (B A)C = B (AC) = B I = B .

Como

A · (Adj A) = (Adj A) ·A = det(A) · I ,

temos que se det(A) é invertı́vel em F, então A é uma matriz invertı́vel

sobre F e

A−1 = (det(A))−1 · Adj A .

Reciprocamente, se A é invertı́vel sobre F, det(A) é um elemento

invertı́vel do anel F, pois se B A = I, temos:

1 = det(I) = det(B) · det(A) .

Teorema 6.1

Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja A ∈ Fn×n. Então

A é invertı́vel sobre F se, e somente se, det(A) ∈ F é um elemento in-

vertı́vel. Nesse caso, temos

A−1 = (det(A))−1 · Adj A

Em particular, uma matriz n×n com entradas num corpo é invertı́vel

se, e somente se, seu determinante é diferente de zero.

Exemplo 6.2

Seja F o anel dos inteiros e seja A =

(
1 2
3 4

)
.

Então, det(A) = −2 e Adj A =

(
4 −2

−3 1

)
.

Assim, como det(A) 6= ±1, A não é invertı́vel sobre o anel dos inteiros,

mas é invertı́vel como uma matriz sobre o corpo dos números racionais,

sendo, nesse caso,

A−1 =
1

−2
Adj A = −

1

2

(
4 −2

−3 1

)
=

(
−2 −1

3/2 −1/2

)
.

�

J. Delgado - K. Frensel 139 Instituto de Matemática - UFF
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Observaç ão 6.2

Se F é um anel comutativo com elemento unidade e A ∈ Fn×n possui uma

inversa à esquerda ou à direita, então é invertı́vel.

De fato, suponhamos que A possui uma inversa B à direita. Como AB = I,

temos que det(A)·det(B) = 1, ou seja, det(A) possui um elemento inverso

em F. Logo, pelo teorema acima, A é invertı́vel e

B = A−1 = (det(A))−1 · Adj A.

Observaç ão 6.3

Se K é um corpo, os únicos elementos do anel de polinômios K[x] que

são invertı́veis são os polinômios constantes não-nulos.

De fato, se f, g ∈ K[x] e fg = 1, temos que grau(f) + grau(g) = 0.

Assim, grau(f) = grau(g) = 0, ou seja f e g são polinômios constantes

não-nulos.

Portanto, uma matriz n × n com entradas em K[x] é invertı́vel sobre K[x]

se, e somente se, seu determinante é um polinômio constante não-nulo.

Exemplo 6.3

Consideremos as matrizes A,B ∈ (R[x])2×2 dadas por:

A =

(
x2 + x x + 1

x − 1 1

)
e B =

(
x2 − x x + 2

x2 − 2x − 3 x

)
.

Então,

det(A) = (x2 + x) · 1 − (x + 1) (x − 1) = x + 1 ,

det(B) = (x2 − x) x − (x + 2)(x2 − 2x − 3) = −6 .

Assim, A não é invertı́vel sobre R[x] e B é invertı́vel sobre R[x].

Mais ainda, como

Adj A =

(
1 −x − 1

−x + 1 x2 + x

)
e Adj B =

(
x −x − 2

−x2 + 2x − 3 x2 − 1

)
,

temos que (Adj A)A = (x + 1)I e (Adj B)B = −6I, ou seja,

B−1 = −
1

6

(
x −x − 2

−x2 + 2x − 3 x2 − 1

)
.

�
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Observaç ão 6.4

Matrizes semelhantes tem o mesmo determinante. Isto é, se P é invertı́vel

e B = P−1AP, então

detB = det(P−1AP) = det(P−1) · det(A) · det(P) = det(A) ,

pois, como P−1P = I, det(P) · det(P−1) = det(I) = 1.

Definiç ão 6.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Definimos o determinante de T como sendo o determinante de [T ]B, onde

B é uma base ordenada de V .

O determinante de T está bem definido, pois se B ′ é outra base

ordenada de V , então [T ]B e [T ]B ′ são semelhantes, e possuem, portanto,

o mesmo determinante.

Regra de Cramer para a resolução
de sistemas de equações lineares.

Observaç ão 6.5

Seja K um corpo e seja A ∈ Kn×n. Consideremos o sistema de equações

lineares AX = Y para uma n−upla Y = (y1, . . . , yn) dada.

Então,

(Adj A)AX = (Adj A)Y ,

ou seja,

det(A)X = (Adj A)Y .

Assim, se X = (x1, . . . , xn), temos

det(A) xj =

n∑
i=1

(Adj A)jiyi =

n∑
i=1

(−1)i+jyi det(A(i | j) ) = det(Bj) ,

onde Bj é a matriz n×n obtida substituindo a j−ésima coluna de A por Y.

Se det(A) 6= 0, temos que o sistema AX = Y possui uma única solução

para X, dada por:

xj =
det(Bj)

det(A)
, j = 1, . . . , n

Ou ainda

X =
1

det(A)
(det(B1), . . . , det(Bn))
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Formas Can ônicas -
Preliminares

1. Formas Can ônicas Elementares

As terminologias valor carac-
terı́stico, valor próprio raiz
caracterı́stica e autovalor são
equivalentes.

Definiç ão 1.1

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e seja T um operador linear

sobre V . Um autovalor de T é um escalar λ ∈ K tal que existe um vetor

v ∈ V não-nulo tal que T(v) = λv.

Se λ é um autovalor de T , então

As terminologias vetor carac-
terı́stico, vetor próprio e autovetor
são equivalentes.
Também, as terminologias espaço
caracterı́stico e autoespaço são
equivalentes.

• todo vetor w ∈ V tal que T(w) = λw é chamado um autovetor de T

associado ao autovalor λ.

• a coleção de todos os autovetores associados a um autovalor λ de T é

denominado o autoespaço de T associado a λ.

O autoespaço de T associado a um autovalor λ é de fato um subespaço

de V , pois

{v ∈ V | Tv = λv} = {v ∈ V | (T − λ I)v = 0} = núcleo (T − λI) .

Assim, λ ∈ K é um autovalor de T se, e somente se, T − λI não é

injetora, ou seja, o subespaço {v ∈ V | (T − λ I)v = 0} não é o subespaço

nulo.

Lema 1.1

Seja L um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Então, L é invertı́vel se, e somente se, det(L) 6= 0.

Prova.
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Seja B uma base ordenada do espaço vetorial V . Como L é invertı́vel

se, e somente se, [L]B é invertı́vel, temos que L é invertı́vel se, e somente

se, det([L]B) 6= 0, ou seja, se, e só se, det(L) 6= 0. �

Teorema 1.1

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita

e seja λ um escalar. Então, as seguintes afirmações são equivalentes.

(a) λ é um autovalor de T .

(b) T − λI não é invertı́vel.

(c) det(T − λI) = 0.

Prova.

Basta observar que sendo T − λI um operador sobre um espaço ve-

torial de dimensão finita, temos que T −λI não é injetiva se, e só se, T −λI

não é invertı́vel. �

Definiç ão 1.2

Seja K um corpo e seja A ∈ Kn×n. Um autovalor de A em K é um escalar

λ ∈ K tal que a matriz A − λI não é invertı́vel.

Então, λ é um autovalor de A se, e só se,

det(A − λI) = det(λI − A) = 0.

Definiç ão 1.3

O polinômio pc(x) = det(xI − A), onde xI − A é uma matriz com entradas

em K[x], é denominado o polinômio caracterı́stico da matriz A.

Observaç ão 1.1

Os autovalores de A em K são as raı́zes do polinômio caracterı́stico da

matriz A.

Observaç ão 1.2

O polinômio caracterı́stico pc de uma matriz n×n é um polinômio unitário

de grau n.

De fato, pela fórmula do determinante de uma matriz em função de suas

entradas
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det(B) =
∑

σ

(sinal σ)B(1, σ1) . . . B(n, σn) ,

temos que

det(xI − A) = (x − A11) . . . (x − Ann) +
∑
σ6= id

(sinal σ)qσ(x) ,

onde qσ(x) são polinômios de grau ≤ n − 1.

Lema 1.2

Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio caracterı́stico.

Prova.

Se B = P−1AP, então

det(xI − B) = det(xI − P−1AP)

= det(P−1(xI − A)P)

= det(P−1) det(xI − A) det(P)

= det(xI − A) ,

pois det(P−1) · det(P) = det(P−1P) = det(I) = 1 . �

Observe que, em virtude do lema,
o polinômio caracterı́stico de um
operador depende apenas do ope-
rador e não da matriz represen-
tante de T utilizada para deter-
miná-lo. Isto é, qualquer que
seja a base B, o polinômio carac-
terı́stico de T é det(xI − [T ]B).

Definiç ão 1.4

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita e

seja B um a base ordenada de V . O polinômio caracterı́stico do operador

T é, por definição, o polinômio caracterı́stico da matriz [T ]B.

Observaç ão 1.3

Os autovalores do operador T são as raı́zes do polinômio caracterı́stico

de T .

De fato, λ é autovalor de T se, e só se, T − λI não é invertı́vel. Ou seja,

se, e só se, [T − λI]B = [T ]B − λI não é invertı́vel. Logo, λ é autovalor de T

se, e somente se, pC(λ) = det(λI − [T ]B) = 0 .

Observaç ão 1.4

Como o polinômio caracterı́stico tem grau n, T possui no máximo n auto-

valores diferentes. Mas, T pode não ter nenhum autovalor.
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Exemplo 1.1

Seja T o operador linear sobre R2 que é representado, em relação à base

canônica, pela matriz

A =

(
0 −1

1 0

)
.

O polinômio caracterı́stico de T (ou de A) é

pC(x) = det(xI − A) = det

(
x 1

−1 x

)
= x2 + 1 .

Como esse polinômio não possui raı́zes reais, T não possui autovalores.

Mas se U é o operador linear sobre C2 que é representado pela matriz A

em relação à base canônica, então U possui dois autovalores: i e −i. �

Assim, ao discutirmos os autovalores de uma matriz A, precisamos

tomar o cuidado de estipular o corpo envolvido.

Exemplo 1.2

Seja A a matriz 3× 3 real

A =

3 1 −1

2 2 −1

2 2 0

 .

O polinômio caracterı́stico de A é

det(xI − A) = det

x − 3 −1 1

−2 x − 2 1

−2 −2 x

 = x3 − 5x2 + 8x − 4 = (x − 1)(x − 2)2 .

Logo, 1 e 2 são os autovalores de A.

Seja T o operador linear sobre R3 representado por A em relação à base

canônica.

Determinemos os autovetores de T associados aos autovalores 1 e 2.

Como

A − 1 I = A − I =

2 1 −1

2 1 −1

2 2 −1

 ,

tem posto dois, temos que o núcleo de T − I tem dimensão 1, ou seja, o
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espaço dos autovetores associados ao autovalor 1 tem dimensão 1.

Sendo (T − I)(1, 0, 2) = (0, 0, 0), temos que v1 = (1, 0, 2) gera o núcleo de

T − I. Logo,

{v ∈ R3 | Tv = v} = {k v1 | k ∈ R}.

Consideremos agora a matriz

A − 2I =

1 1 −1

2 0 −1

2 2 −2

 .

Como o posto de A − 2I tem dimensão dois, o espaço dos autovetores de

T associados ao autovalor 2 tem dimensão 1.

Sendo (T − 2I)(1, 1, 2) = (0, 0, 0), temos que

{v | Tv = 2v} = {kv2 | k ∈ R} ,

onde v2 = (1, 1, 2). �

Definiç ão 1.5

Seja T um operador linear sobre o espaço V de dimensão finita. Dizemos

que T é diagonalizável se existe uma base de V formada por autovetores

de T .

Ou seja, T é diagonalizável se seus autovetores geram o espaço V .

Se B = {α1, . . . , αn} é uma base de autovetores de V e T(αi) = ciαi,

i = 1, . . . n, então

[T ]B =


c1 0 · · · 0

0 c2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · cn

 ,

é uma matriz diagonal.

Exemplo 1.3

O operador linear T sobre R2 do exemplo 1.1 não é diagonalizável, pois T

não possui autovalores em R. �

Exemplo 1.4

O operador linear T sobre R3 do exemplo 1.2 apesar de possuir dois au-
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tovalores 1 e 2 no corpo R, não é diagonalizável, pois os espaços dos

autovetores associados a esses autovalores têm dimensão 1. Portanto,

não há possibilidade de formar uma base de R3 constituı́da de autoveto-

res de T . �

Suponhamos que o operador T : V −→ V seja diagonalizável e que

c1, . . . , ck são os autovalores distintos de T . Seja B uma base ordenada

de V formada por autovetores de T . Então [T ]B é uma matriz diagonal,

cujos elementos da diagonal são os escalares ci, cada um repetido um

determinado número de vezes. Se ci está repetido di vezes, podemos,

reordenando a base B, caso necessário, fazer com que a matriz do ope-

rador tenha a forma em blocos:

[T ]B =


c1I1 O · · · O

O c2I2 · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · ckIk

 ,

onde Ij é a matriz unidade dj × dj.

Nesse caso, o polinômio caracterı́stico de T é o produto de fatores

lineares:

pc(x) = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk .

Portanto, se o corpo K não for algebricamente fechado, estaremos

observando uma propriedade especial de T , ao dizermos que seu po-

linômio caracterı́stico tem uma tal fatoração.

Também podemos observar que a multiplicidade di do autovalor ci

como raiz do polinômio caracterı́stico é igual à dimensão do espaço de

autovetores associado ao autovalor ci.

De fato, como [T − ciI]B é uma matriz diagonal com di zeros na

diagonal, temos que a dimensão do núcleo de T − ciI é igual a di.

A relação entre a dimensão do autoespaço e a multiplicidade do au-

tovalor como uma raiz do polinômio caracterı́stico nos fornecerá uma ma-

neira simples de verificar se um operador dado é ou não diagonalizável.

Lema 1.3

Suponhamos que Tα = cα. Se f é um polinômio arbitrário, então

f(T)(α) = f(c)α .
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Prova.

Seja f = anxn + . . . + a1x + a0. Então,

f(T)(α) = (anTn + . . . + a1T + a0I)(α)

= anTn(α) + . . . + a1T(α) + a0I(α)

= ancnα + . . . + a1cα + a0α

= (ancn + . . . + a1c + a0)α

= f(c)α .

�

Lema 1.4

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Sejam c1, . . . , ck os autovalores distintos de T e seja Wi, i = 1, . . . , k, o

espaço dos autovetores associado ao autovalor ci. Se W = W1 + . . .+Wk

e Bi é uma base ordenada de Wi, então B = B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base

ordenada de W. Em particular, dim W = dim W1 + . . . + dim Wk.

Prova.

Seja v1 + . . . + vk = 0, onde vi ∈ Wi, i = 1, . . . , k, e seja f um polinômio

arbitrário.

Como T(vi) = civi, temos, pelo lema anterior, que

0 = f(T)(0) = f(T)v1 + . . . + f(T)vk = f(c1)v1 + . . . + f(ck)vk .

Sejam f1, . . . , fk polinômios tais que

fi(cj) = δij =

1 , i = j ;

0 , i 6= j .

Então,

0 = fi(T)(0) =

k∑
j=1

fi(cj)vj =

k∑
j=1

δijvj = vi .

Como W = W1 + . . . + Wk é o espaço gerado por todos os autovetores

de T , temos que B = B1 ∪ . . . ∪ Bk gera W, onde Bi é uma base de Wi,

i = 1, . . . , k.

Seja Bi = {vi
1, . . . , v

i
ni

} , i = i, . . . , k, e seja

a1
1v

1
1 + . . . + a1

n1
v1

n1
+ a2

1v
2
1 + . . . + a2

n2
v2

n2
+ . . . + ak

1v
k
1 + . . . + ak

nk
vk

nk
= 0 ,

uma combinação linear nula dos vetores de B.
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Fazendo vi = ai
1v

i
1 + . . . + ai

ni
vi

ni
∈ Wi, temos que v1 + . . . + vk = 0. Pelo

provado acima, vi = 0 para cada i = 1, . . . , k.

Logo, ai
1v

i
1+. . .+ai

ni
vi

ni
= 0 para todo i = 1, . . . , k. Como {vi

1, . . . , v
i
ni

} = Bi

é um conjunto LI, temos que ai
1 = . . . = ai

ni
= 0 para todo i = 1, . . . , k.

Provando, assim, que B é um conjunto LI de vetores de V .

Como B é LI e gera W, temos que B = B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base de W e,

portanto,

dim W = dim W1 + . . . + dim Wk .

�

Teorema 1.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Sejam c1, . . . , ck os autovalores distintos de T e seja Wi o núcleo de T−ciI.

As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) T é diagonalizável.

(b) O polinômio caracterı́stico de T é

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

onde dk = dim Wk .

(c) dim V = dim W1 + . . . + dim Wk.

Prova.

Já provamos (a)=⇒(b).

(b)=⇒(c) Suponhamos que pC = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk.

Então, grau(pC) = dim V = d1 + . . . + dk = dim W1 + . . . + dim Wk .

Pelo lema anterior, dim(W1 + . . . + Wk) = dim V .

Logo, V = W1 + . . . + Wk.

(c)=⇒(a) Suponhamos, agora, que dim V = dim W1 + . . . + dim Wk.

Como dim W = dim W1 + . . . + dim Wk, onde W = W1 + . . . + Wk, temos

que dim W = dim V .

Então, V = W, ou seja, os autovetores de T geram V . �

O análogo do teorema acima para matrizes pode ser formulado da

seguinte maneira:
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Formas Can ônicas Elementares

Teorema 1.3

Seja A uma matriz n × n com entradas no corpo K e sejam c1, . . . , ck

os autovalores distintos de A em K. Para cada i, seja Wi o espaço dos

vetores colunas em Kn×1 tais que

(A − ciI)X = 0 ,

e seja Bi uma base ordenada de Wi.

Os vetores das bases B1, . . . ,Bk podem ser reunidos para formar as colu-

nas P1, . . . , P` de uma matriz P.

Então, a matriz A é semelhante sobre K a uma matriz diagonal se, e só

se, ` = n, ou seja, se, e só se, P é uma matriz quadrada.

Nesse caso, P é invertı́vel e P−1AP é diagonal.

Exemplo 1.5

Seja T o operador linear sobreR3 representado em relação à base canônica

pela matriz

A =

 5 −6 −6

−1 4 2

3 −6 −4


Vamos calcular o polinômio caracterı́stico de A por meio de operações

elementares sobre linhas e colunas da matriz xI − A ∈ (R[x])3×3:

det(xI − A) = det

x − 5 6 6

1 x − 4 −2

−3 6 x + 4

 = det

x − 5 0 6

1 x − 2 −2

−3 −x + 2 x + 4



= (x − 2) det

x − 5 0 6

1 1 −2

−3 −1 x + 4

 = (x − 2) det

x − 5 0 6

1 1 −2

−2 0 x + 2


= (x − 2) det

(
x − 5 6

−2 x + 2

)
= (x − 2) ((x − 5)(x + 2) + 12) .

= (x − 2)(x2 − 3x + 2) = (x − 2)2(x − 1) .

Então, 1 e 2 são os autovalores de T , e

A − I =

 4 −6 −6
−1 3 2
3 −6 −5

 e A − 2I =

 3 −6 −6
−1 2 2
3 −6 −6

 .
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Como A−I não é invertı́vel e posto (A−I) ≥ 2, pois (4,−6,−6) e (−1, 3, 2)

são LI, temos que posto (A − I) = 2.

Além disso, é claro que posto (A − 2I) = 1.

Sejam W1 e W2 os espaços dos autovetores associados aos autovalores

1 e 2, respectivamente.

Como dim W1 = 3 − 2 = 1 e dim W2 = 3 − 1 = 2, temos, pelo teorema

anterior, que T é diagonalizável, pois dim W1 + dim W2 = 1 + 2 = dimR3.

É fácil ver que o núcleo de T − I é gerado pelo vetor α1 = (3,−1, 3), e

assim, {α1} é uma base de W1.

O núcleo de T−2I, isto é, o espaço W2, é formado pelos vetores (x1, x2, x3)

tais que x1 = 2x2 + 2x3. Logo, por exemplo, os vetores

α2 = (2, 1, 0) , e α3 = (2, 0, 1) ,

formam uma base de W2.

Então, B = {α1, α2, α3} é uma base de R3 e [T ]B é a matriz diagonal

D =

1 0 0

0 2 0

0 0 2

 .

Assim, D = P−1AP, onde

P =

 3 2 2

−1 1 0

3 0 1

 ,

é a matriz de mudança de base da base B para a base canônica. �
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2. Polin ômios Anuladores

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e seja T : V −→ V um

operador sobre V .

Então, o conjunto

I = {p ∈ K[x] | p(T) = O} ,

é um ideal da álgebra K[x] dos polinômios com coeficientes em K.

De fato, sejam p, q ∈ K[x] e seja λ ∈ K. Como

(λp + q)(T) = λp(T) + q(T) ,

e

(pq)(T) = p(T)q(T) ,

temos que λp + q ∈ I se p, q ∈ I e pq ∈ I se p ∈ I.

O ideal I pode ser o ideal nulo, isto é, o ideal formado apenas pelo

polinômio nulo. Mas veremos agora que isto não ocorre quando o espaço

vetorial V é de dimensão finita.

De fato, se dim V = n, temos que dimL(V,V) = n2. Logo, os n2 + 1

operadores I, T, . . . , Tn2
, são LD. Isto é, existem escalares c0, c1, . . . , cn2

em K não todos nulos tais que

c0I + c1T + . . . + cn2Tn2
= O .

Então, o polinômio

p = c0 + c1x + . . . + cn2xn2

é um polinômio não-nulo de grau ≤ n2 que pertence ao ideal I.

Como I é um ideal não-nulo, existe um único polinômio unitário

p ∈ K[x] tal que I = pK[x].

Ou seja, se f ∈ K[x], temos: f(T) = O se, e somente se, existe

q ∈ K[x] tal que f = pq.

Definiç ão 2.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja

T : V −→ V um operador linear. O polinômio minimal de T , designado pm,

é o único gerador unitário do ideal dos polinômios com coeficientes em K
que anulam T .
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Observaç ão 2.1

Nenhum polinômio sobre K que anule T tem grau menor que o de pm.

Definiç ão 2.2

Se A é uma matriz n×n com entradas no corpo K, definimos o polinômio

minimal de A como sendo o único gerador unitário do ideal formado pelos

polinômios de K[x] que anulam A.

Observaç ão 2.2

Se o operador T é representado, em relação a alguma base ordenada B

de V , pela matriz A = [T ]B, então T e A têm o mesmo polinômio minimal.

De fato, se f ∈ K[x], temos que

f(T) = O⇐⇒ [f(T)]B = 0⇐⇒ f([T ]B) = O⇐⇒ f(A) = O .

Observaç ão 2.3

Seja F um subcorpo do corpo K e suponhamos que A seja uma matriz

n×n com entradas no corpo F. Então, o polinômio minimal de A, quando

considerada como uma matriz de Fn×n, é igual ao polinômio minimal de

A, quando considerada como uma matriz de Kn×n.

Seja pm ∈ F[x] o polinômio minimal de A, considerada como uma matriz

de Fn×n.

Como pm ∈ K[x] e pm(A) = O, temos que o polinômio minimal pm ∈ K[x]

de A considerada como uma matriz de Kn×n, tem grau ≤ grau(pm).

Seja pm = xk + ak−1x
k−1 + . . . + a1x + a0. Então,

Ak + ak−1A
k−1 + . . . + a1A + a0I = O .

Ou seja, o vetor (ak−1, . . . , a0) ∈ Kk é solução de um sistema de n2

equações lineares de k incógnitas da forma BX = Y, onde B ∈ Fn2×k

e Y ∈ Fn2×1.

Então, pelo que foi provado anteriormente, o sistema BX = Y possui uma

solução (bk−1, . . . , b0) ∈ Fk. Ou seja, o polinômio

q = xk + bk−1x
k−1 + . . . + b1x + b0 ∈ F[x]

anula a matriz A. Logo, grau(q) = grau(pm) ≥ grau(pm) .

Então, grau(pm) = grau(pm).
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Além disso, como pm ∈ K[x] é o gerador unitário do ideal de K[x] dos

polinômios que anulam A, pm ∈ K[x], pm(A) = O e pm é unitário, temos

que pm = pm.

Teorema 2.1

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão n

(ou, seja A uma matriz n × n). Os polinômios caracterı́stico e minimal

de T (respectivamente, de A) possuem as mesmas raı́zes, a menos de

multiplicidade.

Prova.

• Seja pm o polinômio minimal de T e seja c ∈ K tal que pm(c) = 0.

Então, existe q ∈ K[x] tal que pm = (x − c)q.

Como grau(q) < grau(pm), temos, pela definição de polinômio minimal,

que q(T) 6= O. Existe, portanto, v ∈ V tal que q(T)(v) 6= 0.

Seja w = q(T)(v). Então,

0 = pm(T)(v) = (T − cI)q(T)(v) = (T − cI)(w) .

Ou seja, c é autovalor de T .

• Suponhamos, agora, que c é um autovalor de T e que

T(v) = cv, v ∈ V − {0}.

Então, pelo lema 1.3,

pm(T)(v) = pm(c)v.

Como pm(T) = O e v 6= 0, temos que pm(c) = 0. �

Observaç ão 2.4

Seja T um operador linear diagonalizável e sejam c1, . . . , ck os autovalores

distintos de T . Então

p = (x − c1) . . . (x − ck)

é o polinômio minimal de T .

De fato, se v é um autovetor de T , então, algum dos operadores

T − c1I, . . . , T − ckI leva v em 0. Portanto,

p(T) = (T − c1I) . . . (T − ckI)(v) = 0 ,

para todo autovetor v. Como V possui uma base formada por autovetores,

temos que p(T) = O.
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Além disso, pelo teorema anterior, c1, . . . , ck são as raı́zes do polinômio

minimal. Logo, p = (x − c1) . . . (x − ck) é o polinômio minimal do operador

diagonalizável T .

Provamos, assim, que se T é um operador linear diagonalizável, o

polinômio minimal de T é um produto de fatores lineares distintos. Como

veremos mais tarde, essa propriedade caracteriza os operadores diago-

nalizáveis.

Exemplo 2.1

Seja T o operador linear sobreR3 representado em relação à base canônica,

pela matriz

A =

 5 −6 −6

−1 4 2

3 −6 −4


No exemplo 1.5 vimos que o operador T é diagonalizável e que o seu

polinômio caracterı́stico é (x − 2)2(x − 1). Logo, pela observação anterior,

pm = (x − 2)(x − 1) é o polinômio minimal de T . �

Exemplo 2.2

Seja T o operador linear sobreR3 representado, em relação à base canônica,

pela matriz

A =

3 1 −1
2 2 −1

2 2 0


Vimos, no exemplo 1.2, que o operador T não é diagonalizável e que

(x − 1)(x − 2)2 é o seu polinômio caracterı́stico.

Sabemos, pelo teorema anterior, que 1 e 2 são as raı́zes do polinômio

minimal pm de T . Então, p = (x − 1)k(x − 2)`, para alguns k ≥ 1 e ` ≥ 1.

Como

(A − I)(A − 2I) =

2 1 −1

2 1 −1
2 2 −1

 1 1 −1

2 0 −1
2 2 −2

 =

2 0 −1

2 0 −1
4 0 −2

 (I)

não é a matriz nula, temos que (x − 1)(x − 2) não é o polinômio minimal

de T .

Assim, obtemos que o grau do polinômio minimal de T é, pelo menos, três
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e, então, os possı́veis candidatos a serem o polinômio minimal de T são

(x − 1)2(x − 2) e (x − 1)(x − 2)2.

Por (I), temos

(A − I)(A − 2I)2 =

2 0 −1
2 0 −1
4 0 −2

 1 1 −1
2 0 −1
2 2 −2

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Logo, o polinômio minimal de T é o seu polinômio caracterı́stico. �

Exemplo 2.3

Seja T o operador linear sobreR2 representado, em relação à base canônica,

pela matriz

A =

(
0 −1
1 0

)
.

Como vimos no exemplo 1.1, o polinômio caracterı́stico de T é x2 + 1, que

não possui raı́zes reais.

Considerando A como uma matriz 2×2 complexa, temos que (x+ i)(x− i)

é o seu polinômio caracterı́stico, com raı́zes i e −i.

Logo, i e −i são, também, raı́zes do polinômio minimal de A, considerada

tanto como uma matriz real quanto como uma matriz complexa.

Sendo

A2 + I =

(
0 −1

1 0

) (
0 −1

1 0

)
+

(
1 0

0 1

)
=

(
−1 0

0 −1

)
+

(
1 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
,

temos que x2 + 1 é o polinômio minimal de A, considerada como uma

matriz real.

Portanto, x2 + 1 é o polinômio minimal do operador T . �

Teorema de Cayley-HamiltonTeorema 2.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita n sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V .

Se pc ∈ K[x] é o polinômio caracterı́stico de T , então pc(T) = O.

Em outras palavras, o polinômio minimal divide o polinômio caracterı́stico

de T .

Prova.
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Seja L = {q(T) | q ∈ K[x]}.

Pelo visto nas seções anteriores, L é uma álgebra linear comutativa com

elemento unidade sobre o corpo K. Em particular, L é um anel comutativo

com elemento unidade.

Seja B = {v1, . . . , vn} uma base de V e seja A a matriz que representa T

em relação à base B. Então,

T(vi) =

n∑
j=1

Ajivj , 1 ≤ i ≤ n .

Essas equações podem ser escritas como
n∑

j=1

(δijT − AjiI) vj = 0 , 1 ≤ i ≤ n .

Seja B a matriz n× n sobre L com entradas

Bij = δijT − AjiI .

Quando n = 2, temos

B =

(
T − A11I −A21I

−A12I T − A22I

)
,

e

det(B) = (T − A11I)(T − A22I) − A12A21I

= T 2 − (A11 + A22)T + (A11A22 − A12A21)I

= pc(T) ,

onde

pc = x2 − (Tr A)x + det(A)

é o polinômio caracterı́stico de T .

Para n > 2, temos também que

det(B) = pc(T) ,

pois o polinômio caracterı́stico de T , pc, é o determinante da matriz xI−A,

cujas entradas são os polinômios

(xI − A)ij = δijx − Aij .

Como det(xI − A) = det ((xI − A)t), temos, também, que pc é o determi-

nante da matriz xI − At, cujas entradas são os polinômios

(xI − At)ij = δijx − Aji.
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Pela definição de B, temos que
n∑

j=1

Bijvj = 0 , 1 ≤ i ≤ n . (I)

Seja B̃ = Adj B. Então, por (I), temos que
n∑

j=1

B̃kiBijvj = 0 , 1 ≤ i, k ≤ n .

Somando em relação a i, temos
n∑

i=1

n∑
j=1

B̃kiBijvj = 0 =⇒ n∑
j=1

(
n∑

i=1

B̃kiBij

)
vj = 0 . (II)

Como B̃B = det(B) I, temos que
n∑

i=1

B̃kiBij = δkj det(B) .

Logo, por (II), temos
n∑

j=1

δkj det(B)vj = 0 =⇒ det(B)vk = 0, 1 ≤ k ≤ n.

Assim, provamos que pc(T) = det(B) = 0, ou seja, que o polinômio carac-

terı́stico de T anula T . �

Observaç ão 2.5

Como o polinômio minimal pm divide o polinômio caracterı́stico pc e os

dois polinômios possuem as mesmas raı́zes, temos que, se pc se fatora

como

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

onde c1, . . . , ck são as raı́zes distintas e dj ≥ 1 para todo j, então

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk ,

com 1 ≤ rj ≤ dj, para todo j = 1, . . . , k.
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3. Subespaços Invariantes

Definiç ão 3.1

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e T um operador linear sobre

V . Dizemos que um subespaço W de V é invariante por T , se para todo

vetor v ∈ W, o vetor T(v) pertence, também, a W.

Ou seja, W é um subespaço invariante por T se T(W) ⊂ W.

Exemplo 3.1

Seja T : V −→ V um operador linear. Então, os seguintes subespaços de

V são invariantes por T :

• W = V ;

• W = {0};

• W = T(V) = Im(T) (a imagem de T );

• W = T−1(0) = Ker(T) (o núcleo de T ). �

Exemplo 3.2

Seja K um corpo e seja D o operador derivação sobre o espaço K[x] dos

polinômios com coeficientes em K.

Seja n um inteiro positivo e seja W o subespaço de K[x] formado pelos

polinômios de grau ≤ n.

Então W é invariante por D. �

Exemplo 3.3

Sejam T,U : V −→ V operadores lineares sobre V que comutam, isto é

T U = U T .

Então, W = U(V), a imagem de U, e N = U−1(0), o núcleo de U, são

subespaços invariantes por T .

De fato, se v ∈ W, existe w ∈ V tal que U(w) = v. Logo,

T(v) = T(U(w)) = U(T(w)) ∈ W .

Analogamente, se v ∈ N, U(v) = 0. Logo,

U(T(v)) = T(U(v)) = T(0) = 0 ,

ou seja, T(v) ∈ N. �
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Um tipo particular de operador que comuta com T é um operador

U = g(T), onde g é um polinômio.

Por exemplo, U = T − cI, onde c é um autovalor de T .

Nesse caso, o núcleo de U, que é o espaço dos autovetores associ-

ados ao autovalor c, é invariante por T

Exemplo 3.4

Seja T o operador linear sobre R2 que é representado em relação à base

canônica pela matriz

A =

(
0 −1

1 0

)
.

Então, os únicos subespaços de R2 que são invariantes por T são R2 e o

subespaço nulo.

De fato, qualquer outro subespaço invariante W teria dimensão 1, ou seja,

W seria gerado por um vetor v não-nulo.

Sendo W invariante por T , terı́amos T(v) = λv, ou seja T teria um autova-

lor em R, o que é um absurdo, pois já verificamos, no exemplo 1.1, que T

não possui autovalores reais. �

Observaç ão 3.1

Quando o subespaço W é invariante por T , T induz um operador linear TW

sobre o espaço W, definido por TW(v) = T(v), para todo v ∈ W.

Suponhamos que V tem dimensão finita e que B = {v1, . . . , vn} é uma

base ordenada de V tal que B ′ = {v1, . . . , vr} seja uma base ordenada de

W, sendo r = dim W.

Seja A = [T ]B. Então,

T(vj) =

n∑
i=1

Aijvi , 1 ≤ j ≤ n .

Como W é invariante por T , temos que Aij = 0, para todos 1 ≤ j ≤ r e

i ≥ r + 1. Assim,

A =

(
B C

O D

)
,

onde B = [TW]B ′, é uma matriz r× r, C é uma matriz r× (n− r) e D é uma
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matriz (n − r)× (n − r).

Lema 3.1

Seja W um subespaço invariante por T . Então, o polinômio caracterı́stico

do operador TW divide o polinômio caracterı́stico de T , e o polinômio mini-

mal de TW divide o polinômio minimal de T .

Prova.

Seja A =

(
B C
O D

)
, onde A = [T ]B e B = [TW]B ′.

Por causa da forma em blocos da matriz A, temos

det(xI − A) = det(xI − B) det(xI − D) .

Ou seja, o polinômio caracterı́stico det(xI − B) de TW divide o polinômio

caracterı́stico det(xI − A) de T .

Como a k−ésima potência da matriz A tem a forma em blocos

Ak =

(
Bk Ck

O Dk

)
,

onde Ck é uma matriz r×(n−r), temos que qualquer polinômio que anula

A, também anula B.

Assim, o polinômio minimal de B divide o polinômio minimal de A. �

Observaç ão 3.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita

n. Sejam c1, . . . , ck os autovalores distintos de T e seja Wi, i = 1, . . . , k o

espaço dos autovetores associados ao autovalor ci.

Seja W = W1 + . . .+Wk o subespaço gerado por todos os autovetores de

T .

Se Bi, i = 1, . . . , k é uma base ordenada de Wi, já sabemos, pelo lema

1.4, que B ′ = B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base ordenada de W e que dim W =

dim W1 + . . . + dim Wk.

Então, se B ′ = {v1, . . . , vr}, onde r = dim W, temos que

T(vi) = tivi, i = 1, . . . , r,

onde (t1, . . . , tr) = (c1, . . . , c1, . . . , ck, . . . , ck) com cada ci repetido dim Wi

vezes.
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O subespaço W é invariante por T , pois todo v ∈ W pode ser escrito na

forma

v = λ1v1 + . . . + λrvr ,

logo,

T(v) = λ1t1v1 + . . . + λrtrvr .¸

Sejam vr+1, . . . , vn vetores de V tais que B = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn} seja

uma base de V .

A matriz de T em relação à base B é da forma em blocos

[T ]B =

(
[TW]B ′ C

O D

)
,

onde

[TW]B ′ =


t1 0 · · · 0

0 t2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · tr

 .

é uma matriz r× r diagonal.

Assim, g = (x − c1)
`1 . . . (x − ck)

`k, com `i = dim Wi, é o polinômio carac-

terı́stico de TW.

Como g divide o polinômio caracterı́stico pc de T , temos que a multiplici-

dade de ci como raiz de pc é no mı́nimo dim Wi.

Definiç ão 3.2

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K.

Seja W um subespaço de V invariante pelo operador T : V −→ V e seja v

um vetor do espaço V .

O T−condutor de v em W é o conjunto ST (v; W) formado de todos os

polinômios g ∈ K[x] tais que g(T)(v) ∈ W.

Em particular, se W = {0}, o T−condutor de v é denominado o T−anulador

de v.

Observaç ão 3.3

Como o operador T permanecerá fixo durante a maioria das discussões,

abandonaremos o ı́ndice T e escreveremos S(v; W) em vez de ST (v; W), e
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tal conjunto será denominado apenas condutor de v em W.

Lema 3.2

Se W é um subespaço invariante por T , então W é invariante por qualquer

polinômio em T .

Assim, para todo v ∈ V , o condutor S(v; W) é um ideal na álgebra dos

polinômios K[x].

Prova.

Se w ∈ W, então T(w) ∈ W. Como Tn(w) = T(Tn−1(w)), podemos

provar, por indução, que Tn(w) ∈ W, para todo n ∈ N.

Assim, a0w + a1T(w) + . . . + anTn(w) ∈ W quaisquer que sejam os esca-

lares a0, a1, . . . , an ∈ K, ou seja p(T)(w) ∈ W para todo p ∈ K[x].

O condutor S(v; W) é um subespaço de K[x], pois se p(T)(v) ∈ W e

g(T)(w) ∈ W, então

(cp + g)(T)(v) = cp(T)(v) + g(T)(v) ∈ W .

Como W é invariante por T , temos que se g é um polinômio em S(v; W),

isto é, se g(T)(v) ∈ W e se f ∈ K[x] é um polinômio arbitrário, então

(fg)(T)(v) = (f(T) ◦ g(T))(v) = f(T)(g(T)(v)) ∈ W ,

pois W é invariante por qualquer polinômio em T . �

Observaç ão 3.4

O único gerador unitário do ideal S(v; W) é também denominado T−condutor

de v em W (ou T−anulador de v, no caso em que W = {0}).

O T−condutor de v em W é o polinômio unitário g de menor grau tal que

g(T)(v) ∈ W.

Observe que o polinômio minimal pertence ao ideal S(v; W). Logo, todo

T−condutor (ou T−anulador) divide o polinômio minimal.

Definiç ão 3.3

Um operador linear T sobre um espaço vetorial de dimensão finita é tri-

angulável se existe uma base ordenada B de V tal que a matriz [T ]B é

triangular.
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Lema 3.3

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K. Seja T um

operador linear sobre V tal que o polinômio minimal de T seja um produto

de fatores lineares

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk , ci ∈ K .

Seja W um subespaço próprio de V (i.e. W 6= V) invariante por T . Então

existe um vetor v em V tal que:

(a) v 6∈ W ;

(b) (T − cI)(v) ∈ W, para algum autovalor c do operador T .

Prova.

Seja w um vetor arbitrário de V que não pertence a W e seja g o T−condutor

de w em W.

Como w não está em W, o polinômio g não é constante e divide o po-

linômio minimal pm. Então,

g = (x − c1)
s1 . . . (x − ck)

sk ,

onde pelo menos um dos inteiros s1, . . . , sk é positivo.

Seja j tal que sj > 0. Então (x − cj) divide g:

g = (x − cj)h .

Pela definição de g, o vetor v = h(T)(w) não pertence a W, pois grau(h) <

grau(g).

Mas,

(T − cjI)(v) = (T − cjI)(h(T)(w)) = ((T − cjI)h(T))(w) = g(T)(w)

pertence a W. �

Teorema 3.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V . Então T é triangulável se, e somente se, o

polinômio minimal de T é um produto de polinômios lineares sobre K.

Prova.

Suponhamos que o polinômio minimal de T é um produto de fatores li-

neares:

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk .
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Aplicaremos o lema anterior, para obter uma base B = {v1, . . . , vn} de V

tal que

T(vj) = a1jv1 + . . . + ajjvj , 1 ≤ j ≤ n ,

ou seja T(vj) pertence ao subespaço gerado por v1, . . . , vj.

Assim,

[T ]B =



a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0
. . . ann


.

é uma matriz triangular superior.

Começamos aplicando o lema anterior ao subespaço W1 = {0}. Então,

existe v1 6= 0 e a11 ∈ K tal que (T − a11I)(v1) ∈ W1, ou seja, T(v1) = a11v1.

Seja W2 o subespaço gerado por v1. Esse subespaço é invariante por T ,

pois T(v1) = a11v1 ∈ W2.

Pelo lema anterior, existe v2 6∈ W1 e a22 ∈ K, tais que (T − a22I)(v2) ∈ W2,

ou seja, existe a12 ∈ K, tal que T(v2) = a12v1 + a22v2 .

Seja, agora, W3 o subespaço gerado por v1 e v2 que é invariante por T ,

pois T(v1) = a11v1 ∈ W3 e T(v2) = a12v1 + a22v2 ∈ W3. Pelo lema anterior,

existe v3 6∈ W1 e a33 ∈ K, tais que (T − a33I)(v3) ∈ W3, ou seja, existem

a13, a23 ∈ K tais que

T(v3) = a13v1 + a23v2 + a33v3 .

Prosseguindo desta maneira, obtemos vetores v1, . . . , vn em V tais que

T(vj) = a1jv1 + . . . + ajjvj , j = 1, . . . , n.

Observe, também, que {v1, . . . , vn} é um conjunto LI, e portanto, uma base

de V , pois, em cada passo j, o vetor vj não pertence ao espaço gerado

por v1, . . . , vj−1.

Suponhamos, agora, que T é triangulável, ou seja, que existe uma base

B de V tal que
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[T ]B =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · ann

 .

Então, xI − [T ]B é também uma matriz triangular, cujo determinante, o

polinômio caracterı́stico pc, é o produto das entradas da diagonal, ou seja,

pc = (x − a11)(x − a22) . . . (x − ann) .

Os elementos da diagonal a11, . . . , ann são os autovalores ci e aparecem

repetidos di vezes, ou seja

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk .

Como o polinômio minimal pm divide pc, temos que pm é da forma

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk ,

onde 1 ≤ rj ≤ dj para todo j = 1, . . . , k. �

Corol ário 3.1

Seja K um corpo algebricamente fechado. Então, toda matriz n×n sobre

K é semelhante sobre K a uma matriz triangular.

Prova.

Seja T o operador sobre Kn representado em relação à base canônica

B por uma matriz A.

Como o corpo K é algebricamente fechado, o polinômio minimal de T é

um produto de polinômios lineares sobre K. Então, pelo teorema anterior,

existe uma base B ′ de Kn tal que [T ]B ′ é triangular.

Como A = [T ]B e [T ]B ′ são semelhantes, temos que A é semelhante a

uma matriz triangular. �

Teorema 3.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V . Então, T é diagonalizável se, e somente se,

o polinômio minimal de T tem a forma

pm = (x − c1) . . . (x − ck) ,

onde c1, . . . , ck são elementos distintos de K.
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Prova.

Já provamos que se T é diagonalizável então o polinômio minimal de T

é um produto de fatores lineares distintos.

Para demonstrar a recı́proca, suponhamos que o subespaço W de V ,

formado por todos os autovetores de T , seja próprio, isto é, W 6= V .

Pelo lema anterior, existe um vetor v 6∈ W e um autovalor cj de T tais que

o vetor

w = (T − cjI)(v) ∈ W .

Como w ∈ W, existem autovetores w1, . . . , wk tais que

w = w1 + . . . + wk ,

onde T(wi) = ciwi, 1 ≤ i ≤ k.

Portanto,

h(T)(w) = h(c1)w1 + . . . + h(ck)wk ∈ W ,

para todo polinômio h ∈ K[x].

Sendo pm = (x − cj)q e (q − q(cj))(cj) = 0, existe um polinômio h ∈ K[x]

tal que

q − q(cj) = (x − cj)h .

Temos

(q(T) − q(cj)I)(v) = q(T)(v) − q(cj)(v) = h(T)(T − cjI)(v) = h(T)(w) ∈ W.

Como

0 = pm(T)(v) = (T − cjI)q(T)(v) ,

temos que q(T)(v) é um autovetor de T e, portanto, q(T)(v) ∈ W.

Assim,

q(cj)(v) = q(T)(v) − h(T)(w) ∈ W .

Como v 6∈ W, temos que q(cj) = 0, que é uma contradição, pois, por

hipótese, todas as raı́zes de pm têm multiplicidade igual a 1. �

Observaç ão 3.5

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Se seu polinômio caracterı́stico

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

pode ser decomposto como um produto de polinômios lineares, temos

J. Delgado - K. Frensel 164 Instituto de Matemática - UFF
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dois métodos para determinar se T é ou não diagonalizável. Um método

consiste em verificar se existem, para cada i, di autovetores independen-

tes associados ao autovalor ci. O outro método consiste em verificar se

(T − c1I) · (T − ckI) é ou não o operador nulo.

Observaç ão 3.6

Seja A uma matriz triangular

A =


a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · ann

 .

Então, o polinômio caracterı́stico de A é dado por:

pc = det(xI − A) = det


x − a11 −a12 −a13 · · · −a1n

0 x − a22 −a23 · · · −a2n

0 0 x − a33 · · · −a3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · x − ann

 .

ou seja, pc = (x − a11) . . . (x − ann) .

Como,

Aej =

j∑
k=1

akjek ,

temos que

pc(A)(ej) = (A − a11I)(A − a22I) . . . (A − annI)(ej) = 0,

para todo j = 1, . . . n.

De fato, como (A − a11I)(e1) = 0, temos que pc(A)(e1) = 0, pois as

matrizes (A − aiiI), i = 1, . . . , n, comutam entre si.

Supondo que (A − a11I)(A − a22I) . . . (A − ajjI)(ei) = 0 para todo i =

1, . . . , j, temos que

(A − a11I)(A − a22I) . . . (A − ajjI)(A − a(j+1)(j+1)I)(ei) = 0 ,

para todo i = 1, . . . , j + 1.

De fato:
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• (A − a11I) . . . (A − ajjI)(A − a(j+1)(j+1)I)(ei)

= (A − a(j+1)(j+1)I) ( (A − a11I) . . . (A − ajjI)(ei) )

= (A − a(j+1)(j+1)I)(0) = 0 , para todo i = 1, . . . , j.

• (A − a11I) . . . (A − ajjI)(A − a(j+1)(j+1)I)(ej+1) = 0

pois (A − a(j+1)(j+1)I)(ej+1) =

j∑
k=1

ak(j+1)ek e

(A − a11I) . . . (A − ajjI)(ek) = 0 , para todo k = 1, . . . , j.

Provamos, assim, que

pc(A)(ej) = (A − a11I) . . . (A − annI)(ej) = 0 ,

para todo j = 1, . . . , n, ou seja, pc(A) = O.

Observaç ão 3.7

Como todo operador linear T sobre um espaço vetorial V de dimensão

finita sobre um corpo K algebricamente fechado possui uma base B tal

que [T ]B é triangular, temos que pc(T) = O, onde pc é o polinômio carac-

terı́stico de T .

Assim, obtemos uma outra demonstração do Teorema de Cayley-Hamilton

para operadores sobre um espaço vetorial sobre um corpo algebrica-

mente fechado.

Mas, como todo corpo K é um subcorpo de um corpo algebricamente

fechado K ′, temos que se A é uma matriz n × n sobre K, então A é

semelhante em K ′ a uma matriz triangular A ′. Além disso, já provamos

que matrizes semelhantes possuem o mesmo polinômio caracterı́stico e

que uma matriz triangular anula o seu polinômio caracterı́stico.

Logo, como A = B−1A ′B, para alguma matriz B invertı́vel, e f(A) = f(A ′)

para todo polinômio f, temos que

pc(A) = pc(A
′) = O ,

onde pc é o polinômio caracterı́stico de A.

Provamos, assim, que se A é uma matriz n × n sobre um corpo

arbitrário, então pc(A) = O, onde pc é o polinômio caracterı́stico de A. Ou

seja, se T é um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão

finita sobre um corpo K arbitrário, então pc(T) = O, onde pc é o polinômio

caracterı́stico de T .
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Acabamos de apresentar, portanto, uma outra demonstração do Te-

orema de Cayley-Hamilton, mas, para isso, usamos o fato que todo corpo

é um subcorpo de um corpo algebricamente fechado.

4. Triangulaç ão Simult ânea e Diagonalizaç ão

Simult ânea

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e seja F uma famı́lia

de operadores lineares sobre V .

Um subespaço S é invariante por F se W é invariante por cada ope-

rador em F .

Lema 4.1

Seja F uma famı́lia comutativa de operadores lineares trianguláveis. Seja

W um subespaço próprio de V , invariante por F . Então existe um vetor

v ∈ V tal que:

(a) v 6∈ W;

(b) para cada T em F , o vetor T(v) está no subespaço gerado por v e W.

Prova.

Seja {T1, . . . , Tr} um subconjunto linearmente independente maximal de

F , isto é, uma base do subespaço gerado por F . Se v é um vetor que

satisfaz (b) para cada Ti, i = 1, . . . , r, então (b) é verdadeiro para todo

operador que seja uma combinação linear de T1, . . . , Tr.

Pelo lema 3.3, existe v1 6∈ W e existe c1 ∈ K, tal que (T − c1I)(v1) ∈
W, pois, como T1 é triangulável, seu polinômio minimal é um produto de

polinômios lineares.

Seja V1 = {v ∈ V | (T1 − c1I)(v) ∈ W}. Como W ⊂ V1 e v1 ∈ V1, v1 6∈ W,

temos que W é um subespaço próprio de V1.

Além disso, V1 é invariante por F . De fato, se T ∈ F e v ∈ V1, então

(T1 − c1I)(T(v)) = T(T1 − c1I)(v) ∈ W ,

pois (T1 − c1I)(v) ∈ W e W é invariante por T .

Logo, T(v) ∈ V1, para todo v ∈ V1 e para todo T ∈ F .
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Seja U2 o operador linear sobre V1 obtido pela restrição de T2 ao subespaço

V1.

Como o polinômio minimal de T2 é um produto de fatores lineares e o

polinômio minimal de U2 divide o polinômio minimal de T2, temos que o

polinômio minimal de U2 é também um produto de fatores lineares.

Aplicando o lema 3.3 ao operador U2 e ao subespaço próprio W de V1

invariante por U2, obtemos um vetor v2 ∈ V1, tal que v2 6∈ W, e um escalar

c2 ∈ K, tal que (U2 − c2I)(v2) = (T2 − c2I)(v2) ∈ W.

Logo, v2 6∈ W, (T1 − c1I)(v2) ∈ W e (T2 − c2I)(v2) ∈ W, ou seja, v2 6∈ W,

mas T1(v2) e T2(v2) pertencem ao subespaço gerado por v2 e W.

Seja V2 = {v ∈ V1 | (T2 − c2I)(v) ∈ W}. Como W ⊂ V2 e v2 ∈ V2, v2 6∈ W,

temos que W é um subespaço próprio de V2.

Se T ∈ F e v ∈ V2, temos que

(T2 − c2)(T(v)) = T(T2 − c2I)(v) ∈ W ,

pois (T2 − c2I)(v) ∈ W e W é invariante por T .

Logo, T(v) ∈ V2 para todo v ∈ V2 e para todo T ∈ F .

Seja U3 a restrição de T3 ao subespaço V2. Como T3 é triangulável, seu

polinômio minimal é um produto de fatores lineares. Assim, o polinômio

minimal de U3, que divide o polinômio minimal de T3 é, também, um pro-

duto de fatores lineares.

Aplicando o lema 3.3 ao operador U3 e ao subespaço W de V2 invariante

por U3, obtemos um vetor v3 ∈ V2, tal que v3 6∈ W, e um escalar c3 ∈ K, tal

que (U3 − c3I)(v3) = (T3 − c3I)(v3) ∈ W. Logo, v3 6∈ W, (T1 − c1I)(v3) ∈ W,

pois v3 ∈ V2 ⊂ V1, (T2 − c2I)(v3) ∈ W, pois v3 ∈ V2,e (T3 − c3I)(v3) ∈ W.

Prosseguindo desta maneira, chegaremos a um vetor v = vr 6∈ W tal que

(Tj − cjI)(v) ∈ W, para todo j = 1, . . . , r. Ou seja, v 6∈ W e Tj(v) pertence

ao subespaço gerado por v e W, para todo j = 1, . . . , r. �

Teorema 4.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K. Seja

F uma famı́lia comutativa de operadores lineares trianguláveis sobre V .

Então, existe uma base ordenada B de V tal que [T ]B é uma matriz trian-

gular superior para todo operador T ∈ F .
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Prova.

Devido ao lema anterior, a demonstração deste teorema é igual à demonstração

do teorema 3.1, colocando F no lugar de T . �

Corol ário 4.1

Seja F uma famı́lia comutatica de matrizes n×n sobre um corpo K alge-

bricamente fechado. Então, existe uma matriz P invertı́vel, com entradas

em K, tal que P−1AP é triangular superior para toda matriz A ∈ F .

Observaç ão 4.1

A condição da famı́lia F ser comutatica é apenas suficiente, mas não ne-

cessária para a existência de uma base B tal que [T ]B é triangular superior

para todo T ∈ F , pois dois operadores trianguláveis, ou duas matrizes tri-

angulares superiores, nem sempre comutam.

Teorema 4.2

Seja F uma famı́lia comutativa de operadores lineares diagonalizáveis

sobre o espaço vetorial V de dimensão finita. Então existe uma base

ordenada B de V tal que [T ]B é diagonal para todo operador T ∈ F .

Prova.

Provaremos o teorema por indução sobre a dimensão de V .

Se dim V = 1, nada há por demonstrar. Suponhamos que o teorema seja

válido para espaços vetoriais de dimensão menor que n e suponhamos

que dim V = n.

Seja T ∈ F um operador que não seja múltiplo do operador identidade.

Sejam c1, . . . , ck os autovalores distintos de T , e seja Wi, i = 1, . . . , k, o

núcleo de (T − ciI).

Para todo operador U que comuta com T , Wi é invariante por U, pois

TU(v) = UT(v) = U(civ) = ciU(v),

para todo v ∈ Wi.

Seja Fi a famı́lia de operadores lineares sobre Wi, obtida pela restrição

dos operadores em F ao subespaço invariante Wi.

Cada operador em Fi é diagonalizável, pois seu polinômio minimal divide

o polinômio minimal do operador correspondente em F , sendo, portanto,
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um produto de fatores lineares distintos.

Como dim Wi < dim V , os operadores em Fi podem ser diagonalizados

simultaneamente, ou seja, Wi possui uma base Bi formada por vetores

que são autovetores de todos os operadores de Fi.

Como T é diagonalizável, temos que B = B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base de

V formada por autovetores de todos os operadores de F , ou seja, [L]B é

diagonal para todo operador L ∈ F �

Observaç ão 4.2

No teorema anterior, a comutatividade da famı́lia F é uma condição não

só sufiente mas também necessária para a diagonalização simultânea dos

operadores em F , pois duas matrizes diagonais sempre comutam.

5. Decomposiç ão em Soma Direta

Definiç ão 5.1

Seja V um espaço vetorial. Os subespaços W1, . . . , Wk de V são chama-

dos independentes, se

v1 + . . . + vk = 0 ,

com vi ∈ Wi, implica que vi = 0 , para todo i = 1, . . . , k .

Se W = W1 + . . . + Wk, então todo vetor v ∈ W pode ser expresso

como

v = v1 + . . . + vk , vi ∈ Wi .

Se, além disso, W1, . . . , Wk são independentes, todo vetor v ∈ W pode

ser expresso de modo único como uma tal soma.

De fato, se v se escreve, também, como v = w1 + . . . + wk, wi ∈ Wi,

temos que

v − v = (v1 − w1) + . . . + (vk − wk) = 0 ,

com vi − wi ∈ Wi, i = 1, . . . , k. Logo, vi = wi para todo i = 1, . . . , k, pois

W1, . . . , Wk são independentes.

Definiç ão 5.2

Sejam W1, . . . , Wk subespaços de um espaço vetorial V .
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Dizemos que o subespaço W é a soma direta de W1, . . . , Wk e escreve-

mos

W = W1 ⊕ . . .⊕Wk

se as seguintes condições são satisfeitas

• W = W1 + . . . + Wk;

• W1, . . . , Wk são independentes.

Teorema 5.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e sejam W1, . . . , Wk subespaços

de V .

Se W = W1 + . . . + Wk, as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) W = W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wk ;

(b) Wj ∩ (W1 + . . . + Wj−1 ) = {0} , 2 ≤ j ≤ n;

(c) Se Bi é uma base ordenada de Wi, 1 ≤ i ≤ k, então B = B1 ∪ . . . ∪ Bk

é uma base de W.

(d) dim W =

k∑
i=1

dim Wi.

Prova.

(a)=⇒(b) Se v ∈ Wj ∩ (W1 + . . . + Wj−1 ), existem vetores v1, . . . , vj−1,

vi ∈ Wi, i = 1 . . . , j − 1, tais que

v = v1 + . . . + vj−1.

Como W1, . . . , Wk são independentes e

v1 + . . . + vj−1 + (−v) + 0 + . . . + 0 = 0 ,

temos que v1 = v2 = . . . = vj−1 = v = 0 .

(b)=⇒(c) Como W = W1+. . .+Wk e Bi é uma base de Wi, i = 1, . . . , k, te-

mos que B = B1∪. . .∪Bk gera o subespaço W. Também, toda combinação

linear nula de vetores de B tem a forma

v1 + . . . + vk = 0 ,

onde cada vi é uma combinação linear de vetores da base Bi, i = 1, . . . , k.

Seja j o maior inteiro dentre 1, 2, . . . , k, tal que vj 6= 0. Então

0 = v1 + . . . + vj, com vj 6= 0 .

Logo, vj = −v1 − . . .−vj−1 é um vetor não nulo em Wj∩ (W1 + . . .+Wj−1 ),
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o que contradiz (b).

Assim, vi = 0 para todo i = 1, . . . , k.

Como cada vi é uma combinação linear de vetores da base Bi, temos que

essa combinação linear só pode ser a trivial. Logo, B é uma base de W.

(c)=⇒(d) é óbvio.

(d)=⇒(a) Seja Bi uma base de Wi, i = 1, . . . , k. Como B = B1 ∪ . . . ∪ Bk

gera o subespaço W = W1 + . . . + Wk e dim W =

k∑
i=1

dim Wi =

k∑
i=1

#Bi,

temos que B = B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base de W.

Ao lado estamos designando #Bi
o número de elementos do con-
junto Bi, isto é, a cardinalidade do
conjunto Bi.

Então, se v1 + . . . + vk = 0, com vi ∈ Wi, temos que existem escalares

λ
j
i ∈ K, j = 1, . . . , k, i = 1, . . . , dim Wi = ni, tais que

λ1
1v

1
1 + λ1

2v
1
2 + . . . + λ1

n1
v1

n1
+ . . . + λk

1v
k
1 + . . . + λk

nk
vk

nk
= 0 ,

onde Bi = {vi
1, . . . , v

i
ni

} e vi =

ni∑
j=1

λi
jv

i
j.

Como B = B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base de W, temos que λ
j
i = 0, para todo

j = 1, . . . , k e todo i = 1, . . . , nj, ou seja vj = 0, para todo j = 1, . . . , k.

Logo, W1, . . . , Wi são independentes, ou seja, W = W1 ⊕ . . .⊕Wk. �

Exemplo 5.1

Seja n um inteiro positivo e sejaKn×n o espaço vetorial das matrizes n×n

sobre um subcorpo K do corpo dos números complexos.

Seja W1 o subespaço das matrizes simétricas, isto é, as matrizes A tais

que At = A.

Seja W2 o subespaço das matrizes antisimétricas, isto é, matrizes A tais

que At = −A. Então,A identidade ao lado diz que
toda matriz se expressa de forma
única como a soma de uma ma-
triz simétrica com uma matriz an-
tisimétrica.

Kn×n = W1 ⊕W2

De fato, se A ∈ Kn×n, temos

A = A1 + A2 ,

onde A1 =
1

2
(A + At) ∈ W1 e A2 =

1

2
(A − At) ∈ W2.

Se A = B1 + B2, onde B1 ∈ W1 e B2 ∈ W2, temos que
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At = Bt
1 + Bt

2 = B1 − B2 .

Logo, A + At = 2B1, ou seja B1 =
1

2
(A + At) = A1, e

B2 = A − B1 = A −
1

2
(A + At) =

1

2
(A − At) = A2 ,

provando, assim, a unicidade da decomposição. �

Observaç ão 5.1

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Sejam c1, . . . , ck os autovalores distintos de T e seja Wi,

i = 1, . . . , k, o espaço dos autovetores associado ao autovalor ci.

Já provamos que W1, . . . , Wk são LI. Logo, W = W1 ⊕ . . .⊕Wk.

Como consequência desse fato e do teorema 1.2, obtemos o se-

guinte resultado:

O operador T : V −→ V é diagonalizável⇐⇒ V = W1 ⊕ . . .⊕Wk

Corol ário 5.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e sejam W1, . . . , Wk subespaços

de V . Então:

(a) V = W1⊕ . . .⊕Wk ⇐⇒ V = W1 + . . . + Wk e Wj ∩ (W1 + . . . + Wj−1) =

{0} , ∀ j = 2, . . . , k .

(b) V = Wi ⊕ . . .⊕Wk ⇐⇒ V = W1 + . . . + Wk e dim(V) =

k∑
i=1

dim(Wi) .

(c) V = Wi⊕. . .⊕Wk ⇐⇒ dim(V) =

k∑
i=1

dim(Wi) e Wj∩(W1+. . .+Wj−1) =

{0} , ∀ j = 2, . . . , k .

Prova.

Pelo lema anterior, só falta provar que se dim(V) =

k∑
i=1

dim(Wi) e

Wj ∩ (W1 + . . . + Wj−1) = {0}, 2 ≤ j ≤ k, então V = W1 ⊕ . . .⊕Wk.

De fato, ao demonstrarmos que (b)=⇒(c) no teorema 5.1, provamos que

se Wj∩(W1+ . . .+Wj−1) = {0}, 2 ≤ j ≤ k, então B1∪ . . .∪Bk é um conjunto
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de vetores LI, onde Bi é uma base de Wi. Tal conjunto é uma base de V ,

pois possui
k∑

i=1

dim(Wi) = dim(V) vetores.

Logo, V = W1 + . . . + Wk e, portanto, V = W1 ⊕ . . .⊕Wk. �

Proposiç ão 5.1

Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K. Então, o conjunto

V ×W = {(v,w) | v ∈ V e w ∈ W} com as operações

(v,w) + (v ′, w ′) = (v + v ′, w + w ′)

λ(v,w) = (λv, λw)

é um espaço vetorial.

Prova.

Exercı́cio.�

Proposiç ão 5.2

Se dim V = n e dim W = m, então dim(V ×W) = m + n.

Prova.

Sejam {v1, . . . , vn} uma base de V e {w1, . . . , wm} uma base de W. Então,

o conjunto

B = {(v1, 0), . . . , (vn, 0), (0, w1), . . . , (0, wm)} ,

é uma base de V ×W.

De fato, se (v,w) ∈ V × W, existem escalares λ1, . . . , λn, δ1, . . . , δm ∈ K
tais que

v = λ1v1 + . . . + λnvn e w = δ1w1 + . . . + δmwm .

Logo,

(v,w) = λ1(v1, 0) + . . . + λn(vn, 0) + δ1(0, w1) + . . . + δm(0, wm) ,

ou seja, o conjunto B gera o espaço V ×W.

Além disso, B é um conjunto LI, pois se

λ1(v1, 0) + . . . + λn(vn, 0) + δ1(0, w1) + . . . + δm(0, wm) = (0, 0) ,

temos que

(λ1v1 + . . . + λnvn, δ1w1 + . . . + δmwm) = (0, 0) .
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Então, λ1v1 + . . . + λnvn = δ1w1 + . . . + δmwm = 0 , o que implica

λ1 = . . . = λn = δ1 = . . . = δm = 0 . �

Proposiç ão 5.3

Sejam W1 e W2 subespaços de um espaço vetorial de dimensão finita.

Seja B : W1 ×W2 −→ V definida por B(v,w) = v + w. Então B é linear, e

B é um isomorfismo se, e só se, V = W1 ⊕W2.

Prova.

Sejam (v1, w1), (v2, w2) ∈ W1 ×W2 e λ ∈ K. Então,

B(λ(v1, w1) + (v2, w2)) = B(λv1 + v2, λw1 + w2)

= λv1 + v2 + λw1 + w2

= λ(v1 + w1) + (v2 + w2)

= λB(v1, w1) + B(v2, w2) ,

ou seja B é linear.

Provaremos, agora, que B é um isomorfismo se, e só se, V = W1 ⊕W2.

(=⇒) Temos que dim(V) = dim(W1 × W2) = dim(W1) + dim(W2). Além

disso, se v ∈ W1 ∩W2, então, (v,−v) ∈ W1 ×W2 e B(v,−v) = 0. Como B

é injetora, temos que v = 0. Logo, W1 ∩W2 = {0}. Então, pelo item (c) do

corolário 5.1, concluı́mos V = W1 ⊕W2.

(⇐=) Se V = W1 ⊕ W2, temos que B é sobrejetora, pois B(W1 × W2) =

W1 + W2 = V . Além disso, como

dim(V) = dim(W1) + dim(W2) = dim(W1 ×W2),

temos que B é um isomorfismo. �

Definiç ão 5.3

Seja V um espaço vetorial. Dizemos que um operador linear E sobre V é

uma projeção se E2 = E.

Seja E : V −→ V uma projeção, e sejam E(V) a imagem de E e

Ker(E) o núcleo de E. Valem as seguintes afirmativas:

(1) v ∈ E(V)⇐⇒ E(v) = v .

De fato, se E(v) = v então, claramente, v ∈ E(V). Verifiquemos a

suficiência da condição.
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Seja w ∈ E(V). Então existe v ∈ V tal que E(v) = w.

Logo, E(w) = E(E(v)) = E(v) = w.

(2) V = E(V)⊕ Ker(E) .

Com efeito, seja v ∈ V , então v = E(v)+ v−E(v). Como E(v) ∈ E(V)

e E(v − E(v)) = E(v) − E2(v) = 0, ou seja v − E(v) ∈ Ker(E), temos que

V = E(V) + Ker(E).

Além disso, se v ∈ E(V) ∩ Ker(E), então E(v) = v e E(v) = 0, isto é,

v = 0. Logo, E(V) ∩ Ker(E) = {0} e, portanto, V = E(V)⊕ Ker(E).

Observaç ão 5.2

Seja V = W1 ⊕ W2 e seja E : V −→ V definida por E(v) = v2, onde

v = v1 + v2 com v1 ∈ W1 e v2 ∈ W2.

Então E é um operador linear e é uma projeção, chamada a projeção

sobre W2 segundo W1.

De fato, se v = v1 + v2 e w = w1 + w2, onde v1, w1 ∈ W1 e v2, w2 ∈ W2,

então

E(λv + w) = E((λv1 + w1) + (λv2 + w2)) = λv2 + w2 = λE(v) + E(w) .

Além disso, E(E(v)) = E(E(v1 + v2)) = E(v2) = v2 = E(v), ou seja E2 = E e

E(V) = W2.

Observaç ão 5.3

Toda projeção E : V −→ V é diagonalizável.

De fato, como V = E(V) + Ker(E), temos que B = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn}

é uma base de V , onde {v1, . . . , vr} é uma base de E(V) e {vr+1, . . . , vn} é

uma base de Ker(E). Logo,

[E]B =

(
Ir×r O

O O

)
,

pois E(vi) = vi, para i = 1, . . . , r, e E(vj) = 0, para j = r + 1, . . . , n.

Observaç ão 5.4

Suponhamos que V = W1 ⊕ . . . ⊕ Wk. Para cada j = 1, . . . , k, podemos

definir a aplicação Ej : V −→ V por Ej(v) = vj, onde v = v1 + . . . + vk,

vi ∈ Wi, i = 1 . . . , k.
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É facil verificar que cada Ej é linear, que Ej(V) = Wj e que E2
j = Ej.

O núcleo de Ej é W1 + . . . + Wj−1 + Wj+1 + . . . + Wk, pois a afirmação

de que Ej(v) = 0 significa que v é uma soma de vetores dos espaços

W1, . . . , Wj−1,Wj+1, . . . , Wk.

Como Ej(v) = vj, j = 1, . . . , k, onde v = v1 + . . . + vk, temos que

v = E1(v) + . . . + Ek(v) ,

para todo vetor v ∈ V . Logo, I = E1 + . . . + Ek.

Note também que se i 6= j, então EiEj = O (operador nulo), pois a imagem

Wj de Ej está contida no núcleo de Ei.

Teorema 5.2

Se V = W1⊕ . . .⊕Wk, então existem k operadores E1, . . . , Ek sobre V tais

que:

(a) E2
j = Ej (Ej é uma projeção), para j = 1, . . . , k.

(b) EiEj = O, para i 6= j.

(c) I = E1 + . . . + Ek.

(d) Ej(V) = Wj, j = 1, . . . , k.

Reciprocamente, se E1, . . . , Ek são k operadores lineares sobre V que

satisfazem as condições (a), (b) e (c), então V = W1 ⊕ . . . ⊕ Wk, onde

Wj = Ej(V), para j = 1, . . . , k.

Prova.

Precisamos provar apenas a recı́proca. Sejam E1 . . . , Ek operadores line-

ares sobre V que satisfazem as condições (a), (b) e (c), e seja Wj = Ej(V),

j = 1, . . . , k. Então,

V = W1 + . . . + Wk ,

pois, por (c), temos que v = E1(v) + . . . + Ek(v) , para todo v ∈ V .

Essa expressão é única, pois se v = v1 + . . . + vk , com vi ∈ Wi = Ei(V),

vi = Ei(wi), temos, por (a) e (b), que

Ej(v) =

k∑
i=1

Ej(vi) =

k∑
i=1

EjEi(wi) = E2
j (wj) = Ej(wj) = vj .

Logo, V = W1 ⊕ . . .⊕Wk . �
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6. Somas Diretas Invariantes

Seja V = W1 ⊕ . . . ⊕ Wk, onde cada subespaço Wi é invariante

por um operador linear T dado. Seja Ti = T |Wi
, i = 1, . . . , k. Então, se

v = v1 + . . . + vk, com vi ∈ Wi, i = 1, . . . , k,

T(v) = T1(v1) + . . . + Tk(vk) .

Dizemos, nesse caso, que T é a soma direta dos operadores T1, . . . , Tk.

Seja B = B1∪ . . .∪Bk uma base ordenada de V , onde Bi é uma base

ordenada de Wi, i = 1 . . . , k. Então, se Ai = [Ti]Bi
, temos que

[T ]B =


A1 O · · · O
O A2 · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · Ak

 ,

em que Ai é uma matriz di×di, di = dim(Wi), e os sı́mbolosO são blocos

retangulares de vários tamanhos com entradas nulas.

Teorema 6.1

Seja T um operador linear sobre o espaço V e sejam Wi e Ei, i = 1 . . . , k,

como no Teorema 5.2. Então, cada Wi é invariante por T se, e somente

se, T comuta com cada uma das projeções Ei, i = 1, . . . , k.

Prova.

(⇐=) Suponhamos que T comuta com cada Ei. Seja v ∈ Wi. Então,

Ei(v) = v e

T(v) = T(Ei(v)) = Ei(T(v)) .

Ou seja, T(v) ∈ Wi. Logo, cada Wi é invariante por T .

(=⇒) Suponhamos, agora, que cada Wi é invariante por T . Seja v ∈ V .

Então,

v = E1(v) + . . . + Ek(v) =⇒ T(v) = T(E1(v)) + . . . + T(Ek(v)) .

Como Ei(v) ∈ Wi e esse subespaço é invariante por T , devemos ter

T(Ei(v)) = Ei(wi), para algum wi ∈ Wi.

Assim,

Ej(T(Ei(v))) = Ej(Ei(wi)) =

0 , se j 6= i ;

Ej(wj) , se j = i .
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Logo,

EjT(v) = Ej(T(E1(v))) + . . . + Ej(T(Ek(v))) = Ej(wj) = T(Ej(v)) .

Como isso vale para todo v ∈ V , temos que EjT = TEj , j = 1, . . . , k. �

Teorema 6.2

Seja T um operador linear sobre um espaço V de dimensão finita. Se

T é diagonalizável e c1, . . . , ck são os autovalores distintos de T , então

existem operadores lineares E1, . . . , Ek sobre V tais que:

(a) T = c1E1 + . . . + ckEk .

(b) I = E1 + . . . + Ek .

(c) EiEj = O, se i 6= j .

(d) E2
j = Ej (i.e. Ej é uma projeção).

(e) A imagem de Ej é o autoespaço de T associado a cj.

Reciprocamente, se existem k escalares distintos c1, . . . ck e k operado-

res lineares não-nulos E1, . . . , Ek satisfazendo as condições (a), (b) e (c),

então T é diagonalizável, c1, . . . , ck são os autovalores distintos de T e as

condições (d) e (e) são, também, satisfeitas.

Prova.

Suponha que T seja diagonalizável, com autovalores distintos c1, . . . , ck.

Seja Wi o autoespaço associado ao autovalor ci. Então, pelo Teorema

5.2, (b), (c), (d) e (e) são satisfeitas. Basta, então, verificar que (a) é

satisfeita.

Seja v ∈ V .

Então,

v = E1(v) + . . . + Ek(v) .

e

T(v) = T(E1(v)) + . . . + T(Ek(v)) = c1E1(v) + . . . + ckEk(v) ,

ou seja, T = c1E1 + . . . + ckEk.

Suponhamos, agora, que sejam dados um operador linear T , escalares

distintos c1, . . . , ck e operadores não-nulos E1, . . . , Ek satisfazendo (a), (b)

e (c).

Como EiEj = O, para i 6= j, temos, multiplicando ambos os membros
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de I = E1 + . . . + Ek por Ei, que Ei = E2
i . E, multiplicando a identidade

T = c1E1 + . . . + ckEk por Ei, resulta que TEi = ciE
2
i = ciEi, o que mostra

que todo vetor na imagem de Ei está no núcleo de T − ciI.

Como Ei 6= O, existe um vetor não-nulo no núcleo de T − ciI, ou seja ci é

um autovalor de T . Além disso, os escalares ci, i = 1, . . . , k são os únicos

autovalores de T . De fato, se c é um escalar arbitrário, temos

T − cI = (c1 − c)E1 + . . . + (ck − c)Ek .

Logo, se (T − cI)(v) = 0, devemos ter (ci − c)Ei(v) = 0, i = 1, . . . , k, pois

V = E1(V)⊕ . . .⊕Ek(V), já que EiEj = O, i 6= j, E2
j = Ej e I = E1 + . . .+Ek.

Se v não é o vetor nulo, existe i tal que Ei(v) 6= 0, de modo que ci − c = 0

para tal i.

O operador T é diagonalizável, pois todo vetor não-nulo na imagem de Ei

é um autovetor e todo vetor v se escreve na forma

v = E1(v) + . . . + Ek(v) ,

ou seja, os autovetores de T geram V .

Resta provar que Ei(V) = Ker(T − ciI).

Se v ∈ Ker(T − ciI), isto é, se T(v) = civ, então
k∑

j=1

(cj − ci)Ej(v) = 0 .

Logo, (cj − ci)Ej(v) = 0 para todo j = 1, . . . , k.

Assim, Ej(v) = 0 para j 6= i, ou seja, v = Ei(v), mostrando que

Ker(T − ciI) ⊂ Ei(V).

Como já provamos que Ei(V) ⊂ Ker(T − ciI), temos que Ker(T − ciI) =

Ei(V), para todo i = 1, . . . , k. �

Observaç ão 6.1

Se g = a0 + a1x + . . . + anxn é um polinômio em K[x], então

g(T) = g(c1)E1 + . . . + g(ck)Ek ,

ou seja,

g(T) = an

k∑
i=1

cn
i Ei + . . . + a0

k∑
i=1

Ei .
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De fato, basta provar que

Tm =

k∑
i=1

cm
i Ei ,

para todo inteiro positivo m.

Faremos a demonstração desse fato usando indução sobre m.

Se m = 1, temos que T =

k∑
i=1

ciEi.

Suponhamos o resultado válido para o inteiro m: Tm =

k∑
i=1

cm
i Ei.

Então,

Tm+1 = Tm T =

(
k∑

i=1

cm
i Ei

) (
k∑

j=1

cjEj

)

=

k∑
i=1

k∑
j=1

cm
i cjEiEj =

k∑
i=1

cm+1
i Ei ,

pois EiEj = O, se i 6= j, e E2
i = Ei, para todo i = 1, . . . , k.

Observaç ão 6.2

Se pj são os polinômios de Lagrange correspondentes aos escalares

c1, . . . , ck, i.e.

pj =
∏
i6=j

x − ci

cj − ci
,

temos que

pj(T) =

k∑
i=1

pj(ci)Ei = Ei ,

pois pj(ci) = δij. Logo, as projeções Ei são polinômios em T .

Observaç ão 6.3

Daremos agora uma outra demonstração do seguinte resultado:

T é diagonalizável se, e somente se, o seu polinômio minimal tem a forma

pm = (x − c1) . . . (x − ck) ,

onde c1, . . . , ck ∈ K são escalares distintos.
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Se T é diagonalizável, T = c1E1 + . . . + ckEk, então,

g(T) = g(c1)E1 + . . . + g(ck)Ek ,

para todo polinômio g ∈ K[x].

Logo, g(T) = O se, e somente se, g(ci) = 0, para todo i = 1 . . . , k.

Assim,

pm = (x − c1) . . . (x − ck) ,

é o polinômio minimal de T .

Suponhamos agora que T seja um operador linear sobre V com polinômio

minimal

pm = (x − c1) . . . (x − ck) ,

onde c1, . . . , ck ∈ K são escalares distintos.

Sejam

pj =
∏
i 6=j

x − ci

cj − ci
,

os polinômios de Lagrange correspondentes aos escalares c1, . . . , ck.

Então, pj(ci) = δij e

g = g(c1)p1 + . . . + g(ck)pk ,

para todo polinômio g de grau ≤ k − 1.

Tomando os polinômios g = 1 e g = x, obtemos que

1 = p1 + . . . + pk
(I)

x = c1p1 + . . . + ckpk .

Observe que a segunda igualdade só é válida se k > 1. Mas, se k = 1, T

é um múltiplo do operador identidade, sendo, portanto, diagonalizável.

Seja Ej = pj(T). De (I), temos que

I = p1(T) + . . . + pk(T) = E1 + . . . + Ek ,

e

T = c1p1(T) + . . . + ckpk(T) = c1E1 + . . . + ckEk .

Observe que, se i 6= j, então pipj é divisı́vel pelo polinômio minimal pm,

pois pipj contém x − c` como fator, para todo ` = 1, . . . , k.

Assim,

EiEj = pi(T)pj(T) = pipj(T) = O , se i 6= j .
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Além disso, Ei 6= O, i = 1 . . . , k, pois Ei = pi(T) e pi é um polinômio de

grau menor que o polinômio minimal pm.

Como T = c1E1 + . . . + ckEk, I = E1 + . . . + Ek, EiEj = O, i 6= j, Ei 6= O,

i = 1, . . . , k, e c1, . . . , ck são distintos, temos, pelo Teorema 6.2, que T é

diagonalizável.

7. O Teorema da Decomposiç ão Prim ária

Ao estudar um operador T usando seus autovalores, iremos nos con-

frontar com dois problemas. Primeiro, T poderá não ter nenhum valor

caracterı́stico, que é uma deficiência do corpo dos escalares, a saber, o

corpo não é algebricamente fechado. Segundo, mesmo que o polinômio

caracterı́stico se decomponha num produto de polinômios de grau 1, po-

dem não existir autovetores suficientes para gerar o espaço V , que é,

evidentemente, uma deficiência do operador T .

Por exemplo, seja T o operador sobre K3 representado, em relação

à base canônica, pela matriz

A =

2 0 0

1 2 0

0 0 −1

 .

O polinômio caracterı́stico de T é (x − 2)2(x + 1).

Como

A − 2I =

0 0 0
1 0 0
0 0 −3

 e A + I =

3 0 0

1 3 0
0 0 0

 ,

temos que

(A − 2I)(A + I) =

0 0 0
3 0 0
0 0 0

 6= O .

Logo, pm = (x − 2)2(x + 1) é o polinômio minimal de T .

Como posto (A − 2I) = posto (A + I) = 2, temos que

dim(Ker(T − 2I)) = dim(Ker(T + I)) = 1 ,

ou seja,
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Ker(T − 2I)⊕ Ker(T − I) 6= K3 .

Mas,

Ker((T − 2I)2)⊕ Ker(T + I) = K3 ,

pois e3 ∈ Ker(T + I) e e1, e2 ∈ Ker((T − 2I)2), uma vez que

(A − 2I)2 =

0 0 0
1 0 0
0 0 −3

 0 0 0
1 0 0
0 0 −3

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 9

 .

Mostraremos, no caso geral, que se

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk

é o polinômio minimal de T , onde c1, . . . , ck são escalares distintos, então

V = Ker((T − c1)
r1)⊕ . . .⊕ Ker((T − ck)

rk) .

Teorema da Decomposiç ão
Prim ária

Teorema 7.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V .

Seja pm = pr1
1 . . . prk

k o polinômio minimal de T , onde os pi ∈ K[x] são

polinômios primos unitários distintos e os ri são inteiros positivos.

Seja Wi = Ker(pri
i (T)) , i = 1, . . . , k.

Então,

(a) V = W1 ⊕ . . .⊕Wk .

(b) T(Wi) ⊂ Wi , i = 1, . . . , k .

(c) Se Ti = T |Wi
, então o polinômio minimal de Ti é pri

i .

Prova.

Para cada i, seja

fi =
p

p
ri
i

=
∏
j6=i

p
rj

j ,

Como p1, . . . , pk são polinômios primos distintos, os polinômios f1, . . . , fk

são primos entre si.

Assim, existem polinômios g1, . . . , gk tais que
k∑

i=1

figi = 1 .

Note, também, que se i 6= j, então fifj é divisı́vel pelo polinômio pm, pois
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fifj contém prn
n como fator, n = 1, . . . , k.

Seja hi = figi e seja Ei = hi(T) = fi(T)gi(T) .

Como h1 + . . . + hk = 1 e pm divide fifj, para i 6= j, temos que

Ei + . . . + Ek = I ,

EiEj = O , se i 6= j .

Assim, E1, . . . , Ek são projeções que correspondem a alguma decomposição

do espaço V em soma direta.

Vamos mostrar que Ei(V) = Wi, i = 1, . . . , k.

Seja v ∈ Ei(V), então Ei(v) = v e

pri
i (T)(v) = pri

i (T)fi(T)gi(T)(v) = pm(T)gi(T)(v) = 0 .

Ou seja, Ei(V) ⊂ Wi, i = 1, . . . , k.

Seja, agora, v ∈ Wi = Ker(pri
i (T)).

Se j 6= i, fjgj é divisı́vel por pri
i e, então, fj(T)gj(T)(v) = 0, ou seja,

Ej(v) = 0, se j 6= i. Logo, v = Ei(v), isto é, v ∈ Ei(V).

Pelo Teorema 5.2, temos que

V = W1 ⊕ . . .⊕Wk .

É obvio que cada Wi é invariante por T , pois se v ∈ Wi = Ker(pri
i (T)),

então pri
i (T(v)) = T(pri

i (T)(v)) = 0.

Se Ti = T |Wi
, então pri

i (Ti) = O, pois, por definição, pri
i (T) se anula no

subespaço Wi. Logo, o polinômio minimal de Ti divide pri
i .

Seja g um polinômio arbitrário tal que g(Ti) = O.

Então, g(T)fi(T) = 0, pois g(T)(v) = 0, para todo v ∈ Wi e fi(T)(v) = 0,

para todo v ∈ Wj, j 6= i.

Assim, o polinômio minimal pm de T divide gfi, ou seja, pm = pri
i fi divide

gfi. Logo, pri
i divide g, pois fi não possui em sua decomposição o fator

primo pi.

Portanto, o polinômio minimal de Ti é pri
i . �

Corol ário 7.1

Se Ei, . . . , Ek são as projeções associadas à decomposição primária de T ,

então cada Ei é um polinômio em T e, consequentemente, se um opera-
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dor U comuta com T , então comuta com cada um dos Ei, ou seja, cada

subespaço Wi é invariante por U.

Observaç ão 7.1

Seja T um opeardor linear sobre V com polinômio minimal

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk ,

ou seja, os polinômios primos pi são da forma x − ci.

Seja Wi = Ker((T − ciI)
ri) = Ei(V) , i = 1, . . . , k, e seja o operador

D = c1E1 + . . . + ckEk .

Então, pelo Teorema 6.2, D é um operador diagonalizável, que denomina-

mos a parte diagonalizável de T , sendo c1, . . . , ck os autovalores distintos

de D e Wi = Ker((T − ciI)
ri) o autoespaço de D associado ao autovalor

ci.

Consideremos o operador N = T − D. Como

T = TE1 + . . . + TEk

D = c1E1 + . . . + ckEk ,

temos que

N = (T − c1I)E1 + . . . + (T − ckI)Ek .

Logo,

N2 = (T − c1I)
2E1 + . . . + (T − ckI)

2Ek ,

e, de modo geral,

Nr = (T − c1I)
rE1 + . . . + (T − ckI)

rEk .

Quando r ≥ ri, para todo i, temos que Nr = O, pois o operador (T −

ciI)
rEi = O, já que Ei(V) = Ker((T − ciI)

ri) .

Definiç ão 7.1

Seja N um operador linear sobre o espaço vetorial V de dimensão finita

sobre o corpo K. Dizemos que N é nilpotente se existe um inteiro positivo

k tal que Nk = O. O menor inteiro positivo r tal que Nr = O é denominado

a ordem de N ou o ı́ndice de nilpotência de N.

Teorema 7.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V .
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Suponhamos que o polinômio minimal de T se decomponha em K como

um produto de fatores lineares. Então, existe um operador diagonalizável

D sobre V e um operador nilpotente N sobre V tais que

(a) T = D + N .

(b) DN = ND .

O operador diagonalizável D e o operador nilpotente N são determinados

de modo único por (a) e (b), e cada um deles é um polinômio em T .

Prova.

Já provamos que podemos escrever T = D+N, onde D = c1E1+. . .+ckEk

é diagonalizável e N = T − D é nilpotente.

Como cada Ei é um polinômio em T , temos que D e N são polinômios em

T e, portanto, comutam entre si.

Suponhamos, agora, que T = D ′ + N ′, onde D ′ é diagonalizável, N ′ é

nilpotente e D ′N ′ = N ′D ′.

Como D ′ e N ′ comutam entre si e T = D ′ + N ′, temos que D ′ e N ′

comutam com T . Sendo D e N polinômios em T , temos que D ′ e N ′

comutam com D e N. Logo, os quatro operadores D, N, D ′ e N ′ comutam

entre si.

Temos

D + N = T = D ′ + N ′ =⇒ D − D ′ = N ′ − N .

Como D e D ′ são operadores diagonalizáveis que comutam, eles são

simultaneamente diagonalizáveis e, portanto, D − D ′ é diagonalizável.

Como N e N ′ são operadores nilpotentes que comutam, N ′ − N é nilpo-

tente. De fato, como NN ′ = N ′N, temos que

(N ′ − N)r =

r∑
j=0

(
r

j

)
(N ′)r−j(−N)j ,

o que pode ser provado usando um argumento indutivo sobre r junto com

a fórmula do binômio de Newton.

Seja r ′ = max{r1, r2}, onde (N ′)r1 = O e Nr2 = O.

Então,

(N ′ − N)2r ′ =

2r ′∑
j=0

(
2r ′

j

)
(N ′)2r ′−j(−N)j = O ,
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pois se j ≥ r ′, (−N)j = O, e se j < r ′, temos 2r ′−j > r ′, logo (N ′)2r ′−j = O.

Como D − D ′ = N ′ − N, temos que D − D ′ é um operador diagonalizável

e nilpotente. Então, D − D ′ = O, ou seja D = D ′, e, portanto, N = N ′ (ver

observação abaixo). �

Observaç ão 7.2

De fato, podemos provar que o único operador L que é simultaneamente

diagonalizável e nilpotente é o operador nulo de, pelo menos, duas ma-

neiras:

• Suponha que Lr = O e que λ é um autovalor de L. Então, existe v 6= 0

tal que L(v) = λv. Logo, Lr(v) = λrv = 0. Como v 6= 0, devemos ter λ = 0.

Assim, o espaço V é gerado pelos autovetores associados ao autovalor 0,

ou seja, L = O.

• Sendo L nilpotente, seu polinômio minimal é da forma xs, para algum

s ≥ 1. Mas como L é também diagonalizável, seu polinômio minimal é um

produto de fatores lineares distintos. Logo, x é o polinômio minimal de L,

ou seja L = O.

Corol ário 7.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo algebrica-

mente fechado K.

Então, todo operador linear T sobre V se escreve como uma soma de um

operador diagonalizável D com um operador nilpotente N, que comutam.

Esses operadores D e B são únicos e são polinômios em T .

Lema 7.1

Se N é um operador nilpotente, então I + N é um isomorfismo.

Prova.

Seja L =

r∑
j=0

(−1)jNj, onde Nr+1 = O e Nr 6= O. Então,

(I + N)L = L(I + N) =

r∑
j=0

(−1)jNj +

r∑
j=0

(−1)jNj+1 = I .Observe a analogı́a entre o ope-
rador inverso de I + N ao lado e
a série de potências (1 − x)−1 =∞∑
j=0

xj. Logo, I + N é invertı́vel e
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(I + N)−1 =

r∑
j=0

(−1)jNj .

�

Observaç ão 7.3

Se N é nilpotente e µ 6= 0, então µI + N é um isomorfismo.

De fato, como µI + N = µ

(
I +

1

µ
N

)
e

1

µ
N é nilpotente, temos, pelo lema

anterior, que I +
1

µ
N é um isomorfismo. Logo, µI + N = µ(I +

1

µ
N).

Lema 7.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K e seja N

um operador nilpotente sobre V .

Suponha que o polinômio caracterı́stico de N se escreve como um produto

de fatores lineares em K[x]. Então, xn é o polinômio caracterı́stico de N,

onde n = dim(V).

Prova.

De fato, se pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk é o polinômio caracterı́stico de

N, c1, . . . , ck são os valores caracterı́sticos distintos de N.

Mas como N é nilpotente, 0 (o zero) é o único valor caracterı́stico de N.

Logo, pc = xn. �

Observaç ão 7.4

Se V é um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K e N é um

operador nilpotente sobre V , então pc = xn é o polinômio caracterı́stico

de N.

Com efeito, seja K um corpo algebricamente fechado do qual K é um

subcorpo. Seja B uma base ordenada de V e A = [N]B.

Considerando A como uma matriz sobreK, temos, pelo lema anterior, que

xn é o seu polinômio caracterı́stico. Mas, como o polinômio caracterı́stico

de N é det(xI − N) = det(xI − A) , e esse determinante independe se

estamos considerando A como uma matriz com entradas em K ou em K,

temos que xn é o polinômio caracterı́stico de N
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Teorema 7.3

Seja T um operador linear sobre o espaço vetorial V de dimensão finita,

cujo polinômio caracterı́stico é

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

e cujo polinômio minimal é

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk .

Seja Wi = Ker(T − ciI)
ri. Então,

(a) Wi = {v ∈ V | ∃n ∈ N? ; (T − ciI)
n(v) = 0} ;

(b) dim(Wi) = di, i = 1, . . . , k ;

(c) (T − ciI)|Wi
é nilpotende de ordem ri, ou seja, ((T − ciI)|Wi

)ri ≡ O e

((T − ciI)|Wi
)ri−1 6= O .

Prova.

Vamos mostrar primeiro que Wi = Wi, onde

Wi = {v ∈ V | ∃n ∈ N? ; (T − ciI)
n(v) = 0} .

Seja v ∈ Wi = Ker(T − ciI)
ri. Então, (T − ciI)

ri(v) = 0.

Logo, v ∈ Wi, isto é, Wi ⊂ Wi.

Seja v ∈ Wi. Então, existe n ∈ N?, tal que (T − ciI)
n(v) = 0 .

Como V = W1 ⊕ . . . ⊕Wk, existem vetores vj ∈ Wj, j = 1, . . . , k, tais que

v = v1 + . . . + vk.

Logo,

0 = (T − ciI)
n(v) =

k∑
j=1

(Tj − ciI)
n(vj)

=

k∑
j=1

((cj − ci)I + (Tj − cjI))
n(vj) .

Como (Tj −ciI)
n(vj) ∈ Wj, e os subespaços W1, . . . , Wk são LI, temos que

((cj − ci)I + (Tj − cjI))
n(vj) = 0, j = 1, . . . , k.

Pelo lema anterior, (cj − ci)I + (Tj − cjI) é um isomorfismo para j 6= i, pois

cj − ci 6= 0 e Tj − cjI é nilpotente.

Logo, ((cj − ci)I + (Tj − cjI))
n é um isomorfismo, se j 6= i.

Como ((cj − ci)I+(Tj − cjI))
n(vj) = 0, temos que vj = 0 para j 6= i. Assim,
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v = vi ∈ Wi, ou seja, Wi ⊂ Wi.

Vamos mostrar, agora, que dim(Wi) = dim(Wi) = di, onde di é a multipli-

cidade de ci como raiz do polinômio caracterı́stico pc de T .

Como pc = (x−c1)
d1 . . . (x−ck)

dk é o polinômio caracterı́stico de T , temos

p̃c = det(xI − (T − ciI)) = det((x + ci)I − T)

= (x + ci − ci)
di

∏
j6=i

(x + ci − cj)
dj

= xdi

∏
j6=i

(x − (cj − ci))
dj ,

é o polinômio caracterı́stico de T − ciI que, como vemos na última ex-

pressão, é um produto de fatores lineares.

Como o polinômio caracterı́stico de Ni = Ti − ciI divide o polinômio ca-

racterı́stico de T − ciI, temos que o polinômio caracterı́stico de Ni é um

produto de fatores lineares.

Seja ni = dim(Wi). Como Ni = Ti −ciI é nilpotente, temos, pelo lema 7.2,

que xni é o seu polinômio caracterı́stico.

Logo, o polinômio caracterı́stico de Ti = Ni + ciI é

det(xI − Ti) = det(xI − (Ni + ciI)) = det((x − ci)I − Ni) = (x − ci)
ni .

Mas, como (x − ci)
ni divide pc, temos que ni ≤ di. Logo, ni = di, pois

n1 + . . . + nk = d1 + . . . + dk ,

ou seja, dim(Wi) = di.

Já sabemos que (Ti − ciI)
ri = O, pois Ti = T |Wi

e Wi = Ker(T − ciI)
ri.

Suponhamos, por absurdo, que (Ti − ciI)
νi = O, para algum νi < ri.

Pelo Teorema da Decomposição Primária, temos que (x − ci)
ri é o po-

linômio minimal de Ti. Logo, xri é o polinômio minimal de Ni = Ti − ciI.

Como Nνi
i = O, temos que xri divide xνi, o que é uma contradição, pois

νi < ri.

Então, (T − ciI)
ri = O e (Ti − ciI)

ri−1 6= O, ou seja, Ti − ciI é um operador

nilpotente de ordem ri. �
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1. Subespaços cı́clicos e anuladores

Definiç ão 1.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K, e seja

v ∈ V . O subespaço T−cı́clico gerado por v é o subespaço

Z(v, T) = {g(T)(v) | g ∈ K[x]} .

Se Z(v, T) = V , dizemos que v é um vetor cı́clico de T .

Observaç ão 1.1

Seja W o menor subespaço de V que contém v e é invariante por T , ou

seja, W é a interseção de todos os subespaços de V que contém v e são

invariantes por T .

Então, W = Z(v, T). De fato, se g(T)(v) ∈ Z(v, T), g ∈ K[x], temos

g(T)(v) ∈ W, pois W é invariante por T e contém v. Logo, Z(v, T) ⊂ W.

Mas, como Z(v, T) é um subespaço invariante por T que contém v, temos

que W ⊂ Z(v, T).

• Z(v, T) é o subespaço gerado pelos vetores Tk(v), k ≥ 0.

Então, v é um vetor cı́clico de T se, e somente se, {Tk(v) | k ≥ 0} gera o

espaço V .

• Z(v, T) é unidimensional se, e somente se, v é um autovetor de T .

• Se T = I é o operador identidade, todo vetor não nulo gera um subespaço

cı́clico unidimensional. Logo, se dim(V) > 1, I não possui um vetor cı́clico.

• Seja T um operador nilpotente sobre um espaço vetorial de dimensão

193
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n sobre o corpo K, tal que Tn = O e Tn−1 6= O. Seja v ∈ V tal que

Tn−1(v) 6= 0. Então,

{v, T(v), . . . , Tn−1(v)} ,

é uma base de V , ou seja, v é um vetor cı́clico de N.

De fato, se

a0v + a1T(v) + . . . + an−1T
n−1(v) = 0

=⇒ a0T
n−1(v) + a1T

n(v) + . . . + an−1T
2n−2(v) = 0

=⇒ a0T
n−1(v) = 0 =⇒ a0 = 0 .

Ou seja, a1T(v) + . . . + an−1T
n−1(v) = 0. Logo,

a1T
n−1(v) + . . . + an−1T

2n−3(v) = 0
=⇒ a1T

n−1(v) = 0 =⇒ a1 = 0 .

Prosseguindo dessa maneira, obtemos que a0 = a1 = . . . = an−1 = 0, isto

é, {v, T(v), . . . , Tn−1(v)} é LI, e, portanto, uma base de V .

Exemplo 1.1

Seja T o operador linear sobre R2 representado, com respeito à base

canônica, pela matriz

A =

(
0 0

1 0

)
.

Como A 6= O, A2 = O e A(e1) = e2 6= 0, temos que {e1, A(e1) = e2} é uma

base de R2, ou seja, e1 é um vetor cı́clico de T . �

Definiç ão 1.2

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K.

Definimos o T−anulador de um vetor v ∈ V como sendo o ideal em K[x]

dado por

M(v, T) = {g ∈ K[x] | g(T)(v) = 0} .

O único polinômio unitário pv que gera esse ideal é também denominado

o T−anulador de v.

Observaç ão 1.2

Seja pm o polinômio minimal de T . Como pm(T) = O, temos pm(T)(v) = 0.

Logo, pm ∈ M(v, T) e pv divide pm.
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Observaç ão 1.3

O grau de pv é zero se, e somente se, v = 0.

Teorema 1.1

Seja v um vetor não nulo e seja pv o T−anulador do vetor v ∈ V . Então:

(a) grau(pv) = dim(Z(v, T)).

(b) Se grau(pv) = k, então Bv = {v, T(v), . . . , Tk−1(v)} é uma base de

Z(v, T).

(c) Se Tv = T |Z(v,T), então pv é o polinômio minimal de Tv.

(d) A matriz de Tv em relação à base Bv é

[Tv]Bv =


0 0 0 · · · 0 −a0

1 0 0 · · · 0 −a1

0 1 0 · · · 0 −a2
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 −ak−1

 ,
A matriz ao lado é a matriz associ-
ada ao polinômio unitário pv.

onde pv = a0 + a1x + . . . + ak−1x
k−1 + xk.

Prova.

Seja g ∈ K[x]. Então, existem q, r ∈ K[x] tais que g = pvq + r, onde

r ≡ 0 ou grau(r) < grau(pv) = k.

Como pv(T)q(T)(v) = 0, temos que

g(T)(v) = r(T)(v) .

Sendo r ≡ 0 ou grau(r) < k, temos que g(T)(v) é uma combinação linear

de v, T(v), . . . , Tk−1(v). Como g(T)(v) é um vetor arbitrário de Z(v, T), ob-

temos que {v, T(v), . . . , Tk−1(v)} gera o subespaço Z(v, T).

Além disso, {v, T(v), . . . , Tk−1(v)} é LI, pois, caso contrário, existiria um po-

linômio não-nulo de grau menor que k que anularia v, o que é um absurdo,

pois grau(pv) = k.

Seja Tv = T |Z(v,T) e p o polinômio minimal de Tv.

Como pv(T)(v) = 0, temos que

pv(T)(T j(v)) = T j(pv(T)(v)) = 0, ∀ j ∈ N .

Logo, pv(Tv) = O. Então, p divide pv. (I)

Por outro lado, como p(Tv) = O, temos que 0 = p(Tv)(v) = p(T)(v), ou
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seja, p ∈ M(v, T). Logo, pv divide p. (II)

De (I) e (II), temos que p = pv, pois ambos são polinômios unitários.

Se pv = a0 + a1x + . . . + ak−1x
k−1 + xk, temos que

Tk(v) = −a0v − a1T(v) − . . . − ak−1T
k−1(v) .

Fazendo vi = T i−1(v), i = 1, . . . , k e Bv = {v1, . . . , vk} é uma base de

Z(v, T) tal que

T(vi) = T(T i−1(v)) = T i(v) = vi+1, se i = 1, . . . , k − 1 ,

e

T(vk) = T(Tk−1(v)) = Tk(v) = −a0v1 − a1v2 − . . . − ak−1vk.

Logo,

[Tv]B2
=



0 0 0 · · · 0 −a0

1 0 0 · · · 0 −a1

0 1 0 · · · 0 −a2

0 0 1 · · · 0 −a3
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 −ak−1

 .

�

Observaç ão 1.4

Se T é um operador linear sobre o espaço V que possui um vetor cı́clico

v, então seu polinômio minimal é igual ao seu polinômio caracterı́stico.

De fato, pelo Teorema acima, V = Z(v, T) e pv é o polinômio minimal pm

de T . Como grau(pv) = dim(Z(v, T)) = dim(V) = grau(pc), sendo pc o

polinômio caracterı́stico de T , e como pm divide pc, temos que

pm = pc = pv .

Provaremos depois que para todo operador T existe um vetor v ∈ V

cujo T−anulador é o polinômio minimal de T .

Com esse resultado, podemos provar que se o polinômio minimal é

igual ao polinômio caracterı́stico de T , então T possui um vetor cı́clico.

De fato, seja v ∈ V tal que pv = pm, sendo pm o polinômio minimal

de T . Como pm = pc, sendo pc o polinômio caracterı́stico de T , temos que

dim(Z(v, T)) = grau(pv) = grau(pc) = dim(V),

ou seja, Z(v, T) = V .
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Decomposiç ão Cı́clica e a Forma Racional

Corol ário 1.1

Se T é um operador linear sobre o espaço V de dimensão finita, então

T possui um vetor cı́clico se, e só se, existe uma base ordenada B de

V tal que [T ]B é a matriz associada a um polinômio unitário p. Nesse

caso, p = pm = pc, onde pm é o polinômio minimal e pc é o polinômio

caracterı́stico de T .

Prova.

A implicação (=⇒) já foi provada.

(⇐=) Como [T ]B é uma matriz n × n, onde n = dim(V), temos que

grau(p) = n.

Se B = {v1, . . . , vn}, temos que

v2 = T(v1), v3 = T(v2), . . . , vi = T(vi−1), . . . , vn = T(vn−1).

Assim, vi = T i−1(v1), para todo i = 1, . . . , n, pois v1 = T 1−1(v1), e se

vj−1 = T j−2(v1), então vj = T(vj−1) = T(T j−2(v1)) = T j−1(v1).

Logo, {v1, T(v1), . . . , T
n−1(v1)} gera o espaço V e, portanto, v1 é um vetor

cı́clico de T . �

2. Decomposiç ão Cı́clica e a Forma Racional

Seja T um operador sobre um espaço V e seja W um subespaço de

V invariante por T . Suponha que existe um subespaço W ′ de V invariante

por T tal que V = W ⊕W ′.

Seja v ∈ V . Então, existe w ∈ W e w ′ ∈ W ′, tais que v = w + w ′. Se

g ∈ K[x],

g(T)(v) = g(T)(w) + g(T)(w ′) .

Como g(T)(w) ∈ W e g(T)(w ′) ∈ W ′, temos que g(T)(v) ∈ W se, e

somente se, g(T)(w ′) = 0, isto é, se, e somente se, g(T)(v) = g(T)(w).

Ou seja, se g(T)(v) ∈ W, então existe w ∈ W tal que

g(T)(v) = g(T)(w).

Definiç ão 2.1

Sejam T um operador linear sobre o espaço V e W um subespaço de V .
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Dizemos que W é T−admissı́vel se:

(a) W é invariante por T .

(b) Se f(T)(v) ∈ W, então existe w ∈ W tal que f(T)(v) = f(T)(w).

Observaç ão 2.1

Pelo provado acima, temos que se W é invariante e tem um subespaço su-

plementar invariante, então W é T−admissı́vel. Uma das consequências

do teorema que provaremos a seguir é a recı́proca dessa afirmação, ou

seja, se W é T−admissı́vel, então, W possui um subespaço suplementar

invariante.

Teorema 2.1

Sejam T um operador sobre um espaço vetorial V de dimensão finita e

W0 um subespaço próprio T−admissı́vel de V . Existem vetores não-nulos

v1, . . . , vr ∈ V com respectivos T−anuladores p1, . . . , pr tais que

(i) V = W0 ⊕ Z(v1, T)⊕ . . .⊕ Z(vr, T) ,

(ii) pk divide pk−1, k = 2, . . . , r .

Além disso, o inteiro r e os anuladores p1, . . . , pr são determinados de

modo único por (i) e (ii) e pelo fato de que nenhum wk é nulo.

Prova.

Vamos fazer a demonstração em quatro partes.

Parte I. Existem vetores não-nulos w1, . . . , wr ∈ V tais que

(a) V = W0 + Z(w1, T) + . . . + Z(wr, T) ,

(b) se 1 ≤ k ≤ r e

Wk = W0 + Z(w1, T) + . . . + Z(wk, T) ,

o condutor pk = s(wk,Wk−1) tem grau máximo entre todos os T−condutores

no espaço Wk−1, isto é, para cada k

grau(pk) = max
v∈V

grau(s(v,Wk−1)) .

• Se W é um subespaço próprio T−invariante, então

0 < max
v∈V

grau(s(v,W)) ≤ dim(V) .

De fato, se v 6∈ W, grau(s(v,W)) ≥ 1. E como o polinômio minimal pm

de T pertence a S(v,W), para todo v ∈ V , pois pm(T)(v) = 0, temos que
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s(v,W) divide pm.

Logo,

grau(s(v,W)) ≤ grau(pm) ≤ dim(V) = n .

Seja w ∈ V tal que grau(s(w,W)) = max
v∈V

grau(s(v,W)).

O subespaço W+Z(w, T) é, então, T−invariante e possui dimensão maior

que dim W, pois w 6∈ W.

Apliquemos esse processo a W = W0 para obter w1. Então,

grau(s(w1,W0)) = max
v∈V

grau(s(v,W0)) ,

dim(W0 + Z(w1, T)) > dim(V) ,

e W0 + Z(w1, T) é T−invariante.

Se W1 = W0 + Z(w1, T) é próprio, existe w2 ∈ V tal que

grau(s(w2,W1)) = max
v∈V

grau(s(v,W1)) ,

dim(W0 + Z(w1, T) + Z(w2, T)) > dim(W1) > dim(W) ,

e W0 + Z(w1, T) + Z(w2, T) é T−invariante.

Prosseguindo desta maneira, devemos obter V = Wr em, no máximo,

dim(V) = n passagens.

Parte II. Fixemos k ∈ {1, . . . , r}. Seja w ∈ V e seja f = s(w,Wk−1). Se

f(T)(w) = w0 +

k−1∑
i=1

gi(T)(wi), com w0 ∈ W0 ,

então f divide gi, i = 1, . . . , k − 1, e w0 = f(T)(u0), para algum u0 ∈ W0.

Se k = 1, f(T)(w) = w0 ∈ W0. Como W0 é T−admissı́vel, existe u0 ∈ W0,

tal que f(T)(w) = f(T)(u0).

Suponhamos k > 1 e apliquemos o algoritmo da divisão:

gi = f hi + ri , com ri ≡ 0 ou grau(ri) < grau(fi) .

Queremos mostrar que ri ≡ 0, i = 1, . . . , k − 1.

Seja u = w −

k−1∑
i=1

hi(T)(wi). Então u − w ∈ Wk−1.
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Afirmaç ão: f = s(u,Wk−1).

De fato, q ∈ s(u,Wk−1) ⇐⇒ q(T)(u) ∈ Wk−1 ⇐⇒ q(T)(w) ∈ Wk−1⇐⇒ q ∈ s(w,Wk−1).

Além disso,

f(T)(u) = f(T)(w) −

k−1∑
i=1

(f hi)(T)(wi)

= w0 +

k−1∑
i=1

gi(T)(wi) −

k−1∑
i=1

(f hi)(T)(wi)

= w0 +

k−1∑
i=1

ri(T)(wi) .

Suponhamos que existe ri, i = 1, . . . , k − 1, diferente de zero.

Seja j = max{i | ri 6= 0}. Então,

f(T)(u) = w0 +

j∑
i=1

ri(T)(wi) ,

com rj 6= 0 e grau(rj) < grau(f) .

Seja p = s(u,Wj−1). Como Wj−1 ⊂ Wk−1, o condutor f = s(u,Wk−1) divide

p, ou seja, p = f g, para algum g ∈ K[x].

Então,

p(T)(u) = g(T) f(T)(u) = g(T)(w0) + g(T) rj(T)(wj) +

j−1∑
i=1

(g ri)(T)(wi) .

Como p(T)(u) ∈ Wj−1 e g(T)(w0) +

j−1∑
i=1

(g ri)(T)(wi) ∈ Wj−1, temos que

g(T) rj(T)(wj) ∈ Wj−1.

Logo,

grau(g rj) ≥ grau(s(wj,Wj−1)) = grau(pj)

≥ grau(s(u,Wj−1)) = grau(p) = grau(f g) .

Então, grau(rj) ≥ grau(f), que é uma contradição.

Como ri = 0, i = 1, . . . , k − 1, temos que f divide gi, i = 1, . . . , k − 1, e

f(T)(u) = w0 ∈ W0. Sendo W0 T−admissı́vel, existe u0 ∈ W0, tal que

f(T)(u) = f(T)(u0) = w0.
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Essa parte II nos diz, em particular, que W1, . . . , Wr são subespaços

T−admissı́veis.

De fato, seja w ∈ V e seja f = s(w,Wj−1), j = 1, . . . , r. Então, pela parte

II, temos

f(T)(w) = f(T)(u0) +

j−1∑
i=1

f(T)hi(T)(wi) ,

onde u0 ∈ W0.

Suponhamos que q(T)(w) ∈ Wj−1, com q ∈ K[x].

Então, f divide q, ou seja, q = f h, h ∈ K[x].

Logo,

q(T)(w) = h(T) f(T)(w) = h(T) f(T)

(
u0 +

j−1∑
i=1

hi(T)(wi)

)

= q(T)

(
u0 +

j−1∑
i=1

hi(T)(wi)

)
,

onde u0 +

j−1∑
i=1

hi(T)(wi) ∈ Wj−1 .

Parte III. Existem vetores não-nulos v1, . . . , vr em V que satisfazem as

condições (a) e (b) do teorema.

Aplicando o resultado da parte II ao vetor w = wk, k = 1, . . . , r, e ao

T−condutor f = pk = s(wk,Wk−1), temos que

pk(T)(wk) = pk(T)(u0) +

k−1∑
i=1

pk(T)hi(T)(wi) ,

onde u0 ∈ W0. Seja

vk = wk − u0 −

k−1∑
i=1

hi(T)(wi) .

Como wk − vk ∈ Wk−1, temos que s(vk,Wk−1) = s(wk,Wk−1) = pk. Além

disso, como pk(T)(vk) = 0, temos que

Wk−1 ∩ Z(vk, T) = {0} .

De fato, seja w ∈ Wk−1 ∩ Z(vk, T) . Então, existe g ∈ K[x] tal que

w = g(T)(vk). Como g(T)(vk) ∈ Wk−1, temos que pk divide g, ou seja,

existe h ∈ K[x] tal que g = hpk.
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Logo, w = g(T)(vk) = h(T)pk(T)(vk) = 0.

Afirmaç ão: pk = s(vk,Wk−1) é o T−anulador de vk.

Se q(T)(vk) = 0, então q(T)(vk) ∈ Wk−1. Logo, pk divide o T−anulador

de vk. Como pk(T)(vk) = 0, o T−anulador de vk divide pk. Então, pk é o

T−anulador de αk.

Afirmaç ão: pk = s(vk,Wk−1) é o T−anulador de vk.

Se q(T)(vk) = 0, então q(T)(vk) ∈ Wk−1. Logo, pk divide o T−anulador

de vk. Como pk(T)(vk) = 0, o T−anulador de vk divide pk. Então, pk é o

T−Anulador de vk.

Afirmaç ão: W1 = W0 ⊕ Z(v1, T).

Como já provamos que W0 ∩ Z(v1, T) = {0}, basta provar que

W1 = W0 + Z(w1, T) = W0 + Z(v1, T).

Sendo v1 = w1 −u0 ∈ W0 +Z(w1, T), temos que Z(v1, T) ⊂ W0 +Z(w1, T).

Logo, W0 + Z(v1, T) ⊂ W1.

De modo análogo, como w1 = u0 + v1 ∈ W0 + Z(v1, T), temos que

Z(w1, T) ⊂ W0 + Z(v1, T). Logo, W0 + Z(w1, T) ⊂ W0 + Z(v1, T), ou seja,

W1 ⊂ W0 + Z(v1, T).

Afirmaç ão: Suponha que Wj = W0 ⊕ Z(v1, T) ⊕ . . . ⊕ Z(vj, T). Vamos

mostrar que Wj+1 = W0 ⊕ Z(v1, T)⊕ . . .⊕ Z(vj, T)⊕ Z(vj+1, T).

Como Wj+1 = Wj + Z(wj+1, T) e Wj ∩ Z(vj+1, T) = {0} basta provar que

Wj+1 = Wj + Z(vj+1, T).

Sendo vj+1 = wj+1 − uj, onde uj = u0 +

j∑
i=1

hi(T)(wi) ∈ Wj, temos que

Z(vj+1, T) ⊂ Wj + Z(wj+1, T). Logo,

Wj + Z(vj+1, T) ⊂ Wj + Z(wj+1, T) .

De modo análogo, como wj+1 = vj+1 + uj, temos que

Z(wj+1, T) ⊂ Wj + Z(vj+1, T) .

Logo,

Wj + Z(wj+1, T) ⊂ Wj + Z(vj+1, T) .

Vamos, agora, provar a parte (b) do Teorema.
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Fazendo w = v2 e f = s(v2,W1) = p2 na parte II da demonstração, temos

que p2 divide p1.

De fato, como p2(T)(v2) = 0, p1(T)(v1) = 0 e v1 = w1−u0, u0 ∈ W0, temos

p2(T)(v2) = p1(T)(v1) = p1(T)(−u0) + p1(T)(w1) ,

onde p1(T)(−u0) ∈ W0. Logo, pela parte II, p2 divide p1.

Vamos provar que p3 divide p2, fazendo w = v3 e f = s(v3,W2) = p3.

De fato, como p3(T)(v3) = p2(T)(v2) = p1(T)(v1) = 0, v1 = −u0 + w1 e

v2 = −u ′
0 + w2 − h(T)(w1), onde u0, u

′
0 ∈ W0, temos que

p3(T)(v3) = p1(T)(v1) + p2(T)(v2)

= p1(T)(−u0) + p1(T)(w1) + p2(T)(−u ′
0)

+ p2(T)(w2) − p2(T)h(T)(w1)

= (p1(T)(−u0) + p2(T)(−u ′
0))

+ (p1 − p2h)(T)(w1) + p2(T)(w2) .

Como p1(T)(−u0) + p2(T)(−u ′
0) ∈ W0, temos, pela parte II, que p3 | p2.

Prosseguindo desta maneira, podemos provar que pj

∣∣pj−1, isto é, pj di-

vide pj−1, j = 1, . . . , r. Então

pr

∣∣pr−1

∣∣ . . .
∣∣p2

∣∣p1 .

Parte IV. Unicidade. O número r e os polinômios p1, . . . , pr são determi-

nados de modo único pelas condições do Teorema.

Suponhamos que, além dos vetores não-nulos v1, . . . , vr, existem outros

vetores não-nulos u1, . . . , us com respectivos T−anuladores g1, . . . , gs, tais

que V = W0 ⊕ Z(u1, T)⊕ . . .⊕ Z(us, T)

gk

∣∣gk−1 , k = 1, . . . , s .

Mostraremos que r = s e pi = gi para todo i.

Seja S(V,W0) = {g ∈ K[x] | g(T)(V) ⊂ W0}. É fácil ver que S(V,W0) é um

ideal não-nulo, pois W0 é T−invariante e o polinômio minimal pertence a

S(V,W0).

Seja g o gerador unitário de S(V,W0). Vamos mostrar que g1 = g.

Seja v ∈ V . Então, existe w0 ∈ W e existem f1, . . . , fs ∈ K[x], tais que

v = w0 + f1(T)(u1) + . . . + fs(T)(us) .
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Portanto, g1(T)(v) = g1(T)(w0) + g1(T)f1(T)(u1) + . . . + g1(T)fs(T)(us) .

Como gi divide g1, i = 1, . . . , s, temos que g1(T)fk(T)(uk) = 0,

k = 1, . . . , s. Logo, g1(T)(v) = g1(T)(w0) ∈ W0. Ou seja, g1 ∈ S(V,W0).

Então, g divide g1.

Afirmaç ão: g1 = s(u1,W0).

Seja f = s(u1,W0). Como g1 ∈ S(u1,W0), temos que f divide g1. Por outro

lado, f(T)(u1) ∈ W0 ∩ Z(u1, T) = {0}. Logo, f(T)(u1) = 0.

Então, g1 divide f. Assim, g1 = f = s(u1,W0).

Como S(V,W0) ⊂ S(u1,W0), temos que g1 divide g.

Logo, g = g1. Pelos mesmos argumentos, podemos provar que g = p1.

Assim, p1 = g1.

Observaç ão 2.2

Quando W0 = {0}, temos que o gerador unitário g do ideal S(V, {0}) é

o polinômio minimal de T . Logo, acabamos de provar que: se T é um

operador linear sobre um espaço vetorial de dimensão finita V , existe

v ∈ V tal que o T−anulador de v é o polinômio minimal de T .

Antes de continuar com a demonstração do Teorema 2.1, provaremos os

seguintes resultados:

(1) f(T)(Z(v, T)) = Z(f(T)(v), T) .

• Se w ∈ Z(v, T), existe g ∈ K[x] tal que w = g(T)(v). Logo,

f(T)(w) = f(T)g(T)(v) = g(T)f(T)(v) ,

ou seja, f(T)(w) ∈ Z(f(T)(v), T).

Se w ∈ Z(f(T)(v), T), existe g ∈ K[x] tal que w = g(T)f(T)(v) = f(T)g(T)(v).

Logo, como g(T)(v) ∈ Z(v, T), temos que w ∈ f(T)(Z(v, T)).

(2) Se V = V1 ⊕ . . .⊕ Vk, onde cada Vi é T−invariante, então

f(T)(V) = f(T)(V1)⊕ . . .⊕ f(T)(Vk) .

• Seja v ∈ f(T)(V). Então, existe w ∈ V tal que v = f(T)(w). Sejam

wi ∈ Vi, i = 1, . . . , k, tais que w = w1 + . . . + wk.

Então, v = f(T)(w) = f(T)(w1)+ . . .+f(T)(wk). Como f(T)(wi) ∈ f(T)(Vi),

i = 1, . . . , k, temos que f(T)(V) ⊂ f(T)(V1) + . . . + f(T)(Vk).
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Seja, agora, v ∈ f(T)(V1) + . . . + f(T)(Vk). Então, existem vi ∈ Vi,

i = 1, . . . , k, tais que

v = f(T)(v1) + . . . + f(T)(vk) = f(T)(v1 + . . . + vk) .

Ou seja, v ∈ f(T)(V).

Logo, f(T)(V) = f(T)(V1) + . . . + f(T)(Vk) .

• Vamos, agora, provar que:

(f(T)(V1) + . . . + f(T)(Vj−1)) ∩ f(T)(Vj) = {0} , j = 2, . . . , k.

Seja v ∈ (f(T)(V1) + . . . + f(T)(Vj−1)) ∩ f(T)(Vj).

Então, existem vi, i = 1, . . . , j, tais que

v = f(T)(v1) + . . . + f(T)(vj−1) = f(T)(vj) ,

ou seja, v = f(T)(v1 + . . . + vj−1) = f(T)(vj).

Mas, como cada Vi é T−invariante, temos que

f(T)(v1 + . . . + vj−1) ⊂ V1 + . . . + Vj−1 ,

e f(T)(vj) ∈ Vj.

Logo, v = 0, pois (V1 + . . . + Vj−1) ∩ Vj = {0}.

(3) Se v e w têm o mesmo T−anulador, então f(T)(v) e f(T)(w) têm o

mesmo T−anulador e, portanto,

dim(Z(f(T)(v), T)) = dim(Z(f(T)(w), T)) .

• Seja g ∈ K[x] um polinômio pertencente ao T−anulador de f(T)(v).

Então, g(T)f(T)(v) = 0, ou seja gf pertence ao T−anulador de v.

Logo, pv divide gf, ou seja, existe h ∈ K[x], tal que gf = pvh. Mas, como

pv = pw, temos que gf = pwh = hpw . Assim,

g(T)f(T)(w) = h(T)pw(T)(w) = 0 ,

ou seja, g pertence ao T−anulador de f(T)(w).

De modo análogo, podemos provar que se g ∈ K[x] pertence ao T−anulador

de w, então g pertence ao T−anulador de v.

Podemos, finalmente, concluir a demonstração do Teorema 2.1.

Mostraremos que r = s e pi = gi, i = 2, . . . , r.

Seja r ≥ 2, dim(W0) + dim(Z(v1, T)) < dim(V). Como p1 = g1,

dim(Z(v1, T)) = grau(p1) = grau(g1) = dim(Z(v1, T)) .

J. Delgado - K. Frensel 205 Instituto de Matemática - UFF
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Logo,

dim(W0) + dim(Z(v1, T)) < dim(V).

Então, s ≥ 2. Mostraremos, agora, que p2 = g2.

De (2), provado acima, temos que

p2(T)(V) = p2(T)(W0)⊕ p2(T)(Z(v1, T))⊕ p2(T)(Z(v2, T))

⊕ . . .⊕ pr(T)(Z(vr, T)) .

Logo, por (1),

p2(T)(V) = p2(T)(W0)⊕ Z(p2(T)(v1), T),

pois

p2(T)(Z(vi, T)) = Z(p2(T)(vi), T) = {0},

já que pi divide p2, i ≥ 2 (=⇒ p2(T)(vi) = 0, i ≥ 2).

Também, por (2) e (1),

p2(T)(V) = p2(T)(W0)⊕ Z(p2(T)(u1), T)⊕ . . . Z(p2(T)(uj), T) .

Como v1 e u1 têm o mesmo T−anulador, temos, por (3), que p2(T)(v1) e

p2(T)(u1) tem o mesmo T−anulador e

dim(Z(p2(T)(v1), T)) = dim(Z(p2(T)(u1), T)).

Logo, Z(p2(T)(ui), T) = {0}, se i ≥ 2, ou seja, p2(T)(ui) = 0, se i ≥ 2.

Em particular, p2(T)(u2) = 0. Logo, g2 divide p2.

Se invertermos o argumento, podemos mostrar que p2 divide g2. Logo,

g2 = p2.

Prosseguindo desta maneira, chegaremos que r = s e pi = gi,

i = 1, . . . , r. �

Corol ário 2.1

Se T é um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita,

então, todo subespaço T−admissı́vel possui um subespaço suplementar

que também é T−invariante.

Prova.

Seja W0 um subespaço T−admissı́vel de V . Se W0 = V , o seu suple-

mentar é {0}.

Se W0 é próprio, seja W ′
0 = Z(v1, T) ⊕ . . . ⊕ Z(vr, T) , dado pelo Teorema

anterior. Então W ′
0 é T−invariante e V = W0 ⊕W ′

0. �
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Corol ário 2.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita.

Então:

(a) Existe um vetor v ∈ V tal que o T−anulador de v é o polinômio minimal

de T .

(b) T possui um vetor cı́clico se, e somente se, os polinômios carac-

terı́sticos e minimal de T são iguais.

Prova.

(a) Fazendo W0 = {0} no Teorema anterior, temos que

V = Z(v1, T)⊕ . . .⊕ Z(vr, T) ,

onde pr | pr−1 | . . . | p2 | p1 .

Seja pm o polinômio minimal de T .

Como pm(T)(v) = 0, ∀ v ∈ V , temos que pi | pm, i = 1, . . . , r.

Em particular, p1 | pm.

Seja, agora, v ∈ V . Então, existem wi ∈ Z(vi, T), i = 1, . . . , r, tais que

v = w1 + . . . + wr .

Logo,

p1(T)(v) = p1(T)(w1) + . . . + p1(T)(wr) = 0 ,

pois pi | p1 e pi(T)(vi) = 0, i = 1, . . . , r.

Assim, pm | p1. Portanto, pm = p1.

(b) Se T possui um vetor cı́clico v, então

V = Z(v, T) .

Logo, por (a), pm = pv, onde pm é o polinômio minimal de T . Mas, como

grau(pv) = dim(Z(v, T)) = dim(V) ,

temos que pm é o polinômio caracterı́stico pc de T .

Se pm = pc, temos que

grau(pm) = grau(pc) = dim(V) .

Logo,

grau(p1) = grau(pm) = dim(V) .

Assim r = 1 na decomposição cı́clica, ou seja, V = Z(v1, T). Então v1 é

um vetor cı́clico de T . �
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Teorema 2.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial de dimensão finita.

Sejam pm e pc os polinômios minimal e caracterı́stico de T , respectiva-

mente. Então:

Teorema Generalizado de Cayley-
Hamilton

(a) pm divide pc.

(b) pm e pc possuem os mesmos fatores primos a menos de multiplicida-

des.

(c) Se

pm = fr1
1 . . . frk

k ,

é a decomposição de pm em fatores primos, então

pc = fd1
1 . . . fdk

k ,

onde di é a nulidade de fi(T)ri dividida pelo grau de fi, ou seja,

di =
dim(Ker(fi(T)ri))

grau(fi)
.

Prova.

Seja V = Z(v1, T) ⊕ . . . ⊕ Z(vr, T) a decomposição cı́clica do operador

T , e seja pi o T−anulador de vi, i = 1, . . . , r.

Seja Ti = T |Z(vi,T). Como vi é um vetor cı́clico de Ti, temos, pelo Corolário

anterior, que pi é o polinômio minimal e o polinômio caracterı́stico de Ti.

Logo, como cada Z(vi, T) é T−invariante, temos pc = p1 . . . pr.

Temos, também, que pm = p1. Logo, pm divide pc, ou seja, todo fator

primo de pm é um fator primo de pc.

Se f é um fator primo de pc, então f divide pm = p1 . . . pr. Logo, existe i

tal que f divide pi. Como pi divide p1, i = 1, . . . , r, temos que pi divide

p1 = pm. Então, f divide pm.

Pelo Teorema da Decomposição Primária,

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vk ,

onde pm = fr1
1 . . . frk

k é a decomposição de pm em fatores primos e

Vi = Ker(pri
i ), i = 1, . . . , k.

Como o polinômio minimal de Ti = T |Vi
é fri

i , aplicando (b) ao opera-

dor Ti, temos que fdi
i , di ≥ ri, é o polinômio caracterı́stico de Ti. Logo,

di grau(fi) = dim(Vi), ou seja,

J. Delgado - K. Frensel 208 Instituto de Matemática - UFF
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di =
dim(Ker(fri

i (T)))

grau(fi)
.

Como cada Vi é T−invariante, temos que pc = fd1
1 . . . fdk

k . �

Observaç ão 2.3

Se o polinômio minimal de T

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk ,

é um produto de potências de fatores lineares distintos, então

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

onde di = dim(Ker(T − ciI)
ri), i = 1, . . . , k.

Corol ário 2.3

Se T é um operador linear nilpotente sobre um espaço vetorial V de di-

mensão n, então xn é o seu polinômio caracterı́stico.

Prova.

Seja k um inteiro positivo tal que Tk = O. Então, pm divide xk. Logo,

x é o único fator primo de pm e de pc. Como pc tem grau n, temos que

pc = xn. �

Observaç ão 2.4

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial de dimensão finita n.

Sejam v1, . . . , vr vetores não-nulos de V tais que

(1) V = Z(v1, T)⊕ . . .⊕ Z(vr, T);

(2) pi+1 divide pi , i = 1, . . . , r − 1.

onde pi é o T−anulador de vi, i = 1, . . . , r.

Como Ti = T |Z(vi,T) possui o vetor cı́clico vi, temos que pi é o polinômio

minimal de Ti e, também, o polinômio caracterı́stico de Ti.

Seja Bi = {vi, T(vi), . . . , T
ki−1(vi)} uma base de Z(vi, T), onde

ki = dim(Z(vi, T)) = grau(pi) , i = 1, . . . , r.

Então, [Ti]Bi
é a matriz associada ao polinômio unitário não-constante pi,

i = 1, . . . , r.

Se B é a base ordenada de V obtida pela reunião das Bi ordenadas da

forma B1,B2, . . . ,Br, temos que
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[T ]B =


A1 O · · · O
O A2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · Ar

 ,

onde Ai é a matriz ki × ki associada ao polinômio unitário pi.

Note que: O polinômio caracterı́stico de T é p1 · p2 · . . . · pr.

Definiç ão 2.2

Dizemos que a matriz n× n A está na forma racional se

A =


A1 O · · · O
O A2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · Ar

 ,

onde cada Ai é a matriz associada a um polinômio unitário não-constante

pi, tais que pi+1 divide pi, i = 1, . . . , r − 1.

Teorema 2.3

Seja B uma matriz n×n com entradas no corpo K. Então, B é semelhante

sobre K a uma única matriz na forma racional.

Prova.

Seja T o operador linear sobre Kn que é representado por B em relação

à base canônica. Pela observação anterior, existe uma base de Kn em

relação à qual T é representado por uma matriz A na forma racional.

Então, B é semelhante à matriz A, que está na forma racional.

Suponhamos que B seja semelhante sobre K a uma outra matriz C na

forma racional. Então, existe uma matriz P invertı́vel tal que C = P−1BP.

Os vetores colunas de P formam uma base B de Kn tal que

[T ]B = C =


C1 O · · · O
O C2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · Cs

 ,

onde cada Ci é uma matriz ri × ri associada a um polinômio unitário não-

constante gi = xri + ci
ri−1x

ri−1 + . . . + ci
0, de modo que gi+1 divide gi,

i = 1, . . . , s − 1.

Assim, existem vetores w1, . . . , ws pertencentes à base B tais que:
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• B = {w1, T(w1), . . . , T
r1−1(w1), w2, T(w2), . . . , T

r2−1(w2), . . . , ws, T(ws),

. . . , T rs−1(ws)} ;

• T ri(wi) = −ci
0 wi − ci

1 T(wi) − . . . − ci
ri−1T

ri−1(wi) .

Logo, Bi = {wi, T(wi), . . . , T
ri−1(wi)} é uma base de Z(wi, T) e gi é o

T−anulador de wi, pois gi(T)(wi) = 0 e grau(gi) = dim(Z(wi, T)) = ri.

Assim, Kn = Z(w1, T) ⊕ . . . ⊕ Z(ws, T) e gi+1 divide gi, i = 1, . . . , s − 1.

Pela unicidade da decomposição cı́clica, s = r e gi = pi, i = 1, . . . , r.

Portanto, C = A. �

Observaç ão 2.5

A forma racional de um operador T sobre um espaço vetorial V de di-

mensão finita é a matriz [T ]B, onde B é uma base de V tal que [T ]B está

na forma racional.

Exemplo 2.1

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão dois.

Se o polinômio minimal de T tem grau 1, pm = x − c, então T = cI.

Sejam v1, v2 ∈ V vetores LI. Então

V = Z(v1, T)⊕ Z(v2, T) , p1 = p2 = x − c e [T ]B =

(
c 0

0 c

)
,

onde B = {v1, v2} .

Se o polinômio minimal pm = x2 + ax + b tem grau dois, então

pc = pm. Logo, T possui um vetor cı́clico v1 e uma base {v1, T(v1)} tal

que V = Z(v1, T) e

[T ]B =

(
0 −b

1 −a

)
.

Para matrizes, essa análise diz que toda matriz 2 × 2 sobre o corpo K é

semelhante sobre K a exatamente uma matriz dos tipos:(
c 0

0 c

)
ou

(
0 −b

1 −a

)
.

�
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Exemplo 2.2

Seja T o operador linear sobre R3 que é representado, em relação à base

canônica pela matriz

A =

 5 −6 −6

−1 4 2

3 −6 −4

 .

Vimos, no exemplo 2.1, que pm = (x − 1)(x − 2)2 é o polinômio carac-

terı́stico de T e pm = (x − 1)(x − 2) = x2 − 3x + 2 é o polinômio minimal de

T .

Como, na decomposição cı́clica, o T−anulador do primeiro vetor v1 é o po-

linômio minimal, temos que dim(Z(v1, T)) = 2. Portanto, na decomposição,

aparece apenas mais um vetor v2, sendo dim(Z(v2, T)) = 1, ou seja, v2 é

um vetor caracterı́stico de T . O T−anulador de v2 é p2 = x − 2, pois

pc = p1p2.

Então, existe uma base ordenada B de V tal que

[T ]B =

0 −2 0

1 3 0

0 0 2

 .

Como dim(Z(v, T)) é igual a 1 ou a 2, se v 6= 0, pois R3 tem dimensão

3 e T não possui vetor cı́clico, já que pm 6= pc, temos que e1 = (1, 0, 0)

gera um subespaço T−cı́clico de dimensão 2, pois T(e1) = (5,−1, 3) não

é múltiplo de e1. Podemos, então, fazer v1 = e1.

O subespaço Z(e1, T) consiste dos vetores

ae1 + bT(e1) = (a + 5b,−b, 3b) ,

a, b ∈ R, ou seja, consiste de todos os vetores (x1, x2, x3) tais que

x3 = −3x2.

Devemos achar agora um vetor v2 6= 0, tal que T(v2) = 2v2 e v2 6∈ Z(v1, T).

Se v = (x1, x2, x3), pode-se verificar facilmente que T(v) = 2v se, e so-

mente se, x1 = 2x2 + 2x3.

Assim, v2 = (2, 1, 0) satisfaz T(v2) = 2v2 e v2 6∈ Z(v1, T). Podemos, então,

tomar

B = {e1, T(e1), v2} = {(1, 0, 0), (5,−1, 3), (2, 1, 0)}.

�
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Observaç ão 2.6

Seja T um operador linear diagonalizável sobre um espaço vetorial V de

dimensão finita. Sejam c1, . . . , ck os valores caracterı́sticos distintos de

T e seja Wi o espaço dos vetores caracterı́sticos associados ao valor

caracterı́stico ci. Então,

V = W1 ⊕ . . .⊕Wk ,

e

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

onde di = dim(Wi).

Vamos, agora, determinar a decomposição cı́clica de T a partir de uma

base que diagonaliza a matriz de T .

Seja v ∈ V . Então existem vi ∈ Wi, i = 1, . . . , k, tais que v = v1 + . . . + vk.

Como T(vi) = civi, temos que

f(T)(v) = f(c1)(v1) + . . . + f(ck)(vk) (I)

para todo polinômio f ∈ K[x]. Sabemos que dados escalares arbitrários

t1, . . . , tk, existe um polinômio f tal que f(ci) = ti, i = 1, . . . , k. Logo,

Z(v, T) é o subespaço gerado pelos vetores v1, . . . , vk.

Temos, por (I), que f(T)(v) = 0 se, e somente se, f(ci)(vi) = 0,

i = 1, . . . , k. Portanto, f(T)(v) = 0 se, e somente se f(ci) = 0, para

todo i tal que vi 6= 0.

Assim, o T−anulador de v é o produto∏
i ; vi 6=0

(x − ci) .

Seja Bi = {vi
1, . . . , v

i
di

} base de Wi e seja r = max
1≤i≤k

di.

Definimos v1, . . . , vr por

vj =
∑

i ; di≥j

vi
j , 1 ≤ j ≤ r.

Logo, o subespaço Z(vj, T) é gerado pelos vetores vi
j tais que di ≥ j, e o

T−anulador de vj é

pj = pvj
=
∏

i ; di≥j

(x − ci) ,
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sendo pv1
=

n∏
i=1

(x − ci) = pm.

Logo, V = Z(v1, T)⊕ . . .⊕ Z(vr, T), pois cada vi
j, i = 1, . . . , k, j = 1 . . . , di,

pertence a um e somente um dos subespaços Z(v1, T), . . . , Z(vr, T), e

B = B1 ∪ . . . ∪ Br é uma base de V .

Além disso, pj+1 divide pj para todo j = 1, . . . , r − 1, pois se x − ci é fator

de pj+1, então x − ci é um fator de pj, já que di ≥ j + 1 implica que di ≥ j.
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Forma Can ônica de Jordan

1. Forma Can ônica Racional dos Operadores

Nilpotentes

Seja N um operador linear nilpotente de ordem k sobre um espaço

vetorial V de dimensão n, ou seja, Nk = O e Nk−1 6= O, onde k ≤ n.

Pelo Teorema da Decomposição Cı́clica, existe um número inteiro

positivo r e r vetores não-nulos v1, . . . , vr em V com N−anuladores p1, . . . , pr

tais que

V = Z(v1,N)⊕ . . .⊕ Z(vr,N) ,

e pi+1 divide pi, i = 1, . . . , r − 1.

Como N é nilpotente de ordem k, temos que pm = xk é o polinômio

minimal de N. Assim, p1 = xk e pi = xki, onde

k1 = k ≥ k2 ≥ . . . ≥ kr.

A matriz associada ao polinômio xki é a matriz ki × ki

Ai =


0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 ,

que é denominada matriz nilpotente elementar de ordem ki, cujo po-

linômio minimal, que é igual ao seu polinômio caracterı́stico, é xki.

Então, pelo Teorema da Decomposição Cı́clica, existe uma base or-

denada B, tal que
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[N]B =


A1 O · · · O
O A2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · Ar

 ,

onde cada Ai é uma matriz nilpotente elementar de ordem ki, k1 = k,

k1 + . . . + kr = n e k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kr. Esses inteiros positivos r e

k1, . . . , kr, determinam a forma racional do operador N.

Observaç ão 1.1

O número r de blocos é igual à dimensão do núcleo de N, ou melhor,

{Nk1−1(v1), . . . , N
kr−1(vr)} é uma base de Ker(N).

De fato, seja v ∈ Ker(N). Como V = Z(v1,N) ⊕ . . . ⊕ Z(vr,N), existem

polinômios fi ∈ K[x], tais que:

v = f1(N)(v1) + . . . + fr(N)(vr) ,

sendo grau(fi) ≤ ki − 1.

Como N(v) = 0, temos que

0 = N(v) = Nf1(N)(v1) + . . . + Nfr(N)(vr)

= (xf1)(N)(v1) + . . . + (xfr)(N)(vr) .

Logo, (xfi)(N)(vi) = 0, i = 1, . . . , r. Como xki é o N−anulador de vi,

temos que xki divide x fi .

Sendo grau(fi) ≤ ki − 1, temos que grau(fi) = ki − 1 e fi = ci x
ki−1, para

algum ci ∈ K. Assim,

v = c1N
k1−1(v1) + . . . + crN

kr−1(vr) .

Observe que cada Nki−1(vi) ∈ Ker(N), pois N(Nki−1)(vi) = Nki(vi) = 0,

já que xki é o N−anulador de vi.

Então, {Nk1−1(v1), . . . , N
kr−1(vr)} é uma base do núcleo de N, pois os ve-

tores Nki−1(vi), i = 1, . . . , r, são LI e geram Ker(N).

A matriz

A =


A1 O . . . O
O A2 . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . Ar

 ,

dada acima, é chamada forma canônica do operador nilpotente N.
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2. Cálculo da Forma Can ônica dos Operado-

res Nilpotentes

Teorema 2.1

Seja N um operador linear nilpotente de ordem n sobre um espaço vetorial

V de dimensão finita. Seja νk o número de blocos k×k na forma canônica

de N e δk = dim(Ker(Nk)), k = 1, . . . n.

Então:

(1) δm =
∑

1≤k<m

kνk + m
∑

m≤j≤n

νj, m = 1, . . . , n.

(2) Temos

ν1 = 2δ1 − δ2 ;

νk = −δk−1 + 2δk − δk+1 , 1 < k < n

νn = −δn−1 + δn .

Fazendo δ0 = 0 e δn+1 = δn, podemos escrever as três relações acima na

forma geral

νk = −δk−1 + 2δk − δk+1

Prova.

Seja δ1 = dim(Ker(N)). Como δ1 é igual ao número de blocos, temos

que

δ1 = ν1 + . . . + νn ,

provando (1) no caso m = 1.

Seja δ2 = dim(Ker(N2)). Como Ker(N) ⊂ Ker(N2), temos que cada bloco

1× 1 contribui com uma dimensão ao Ker(N2).

Se k ≥ 2, cada bloco k× k contribui com duas dimensões ao Ker(N2). De

fato, se {w,N(w), . . . , Nk−1(w)} é a parte da base B de V que dá origem a

um bloco de ordem k× k, temos, fazendo wj = Nj−1(w), j = 1, . . . , k, que

N2(wj) = N2(Nj−1)(w) = Nj+1(w) = 0,

se, e somente se, j + 1 ≥ k, ou seja j = k − 1 ou j = k.

Logo, δ2 = ν1 + 2ν2 + 2ν3 + . . . + 2νn, provando (1) no caso m = 2.
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Caso geral.

Seja δk = dim(Ker(Nk)). Cada bloco j × j, com j ≤ k − 1, contribui com j

dimensões ao Ker(Nk), pois Ker(Nj) ⊂ Ker(Nk) e xj é o polinômio unitário

associado a um bloco j× j.

Se j ≥ k, cada bloco j× j contribui com k dimensões ao Ker(Nk). De fato,

se {w,N(w), . . . , Nj−1(w)} é a parte da base B de V que dá origem a um

bloco de ordem k× k, temos, fazendo wi = Ni−1(w), i = 1, . . . , j, que

Nk(wi) = Nk(Ni−1)(w) = Nk+i−1(w) = 0.

se, e só se, k + i − 1 ≥ j, ou seja i ≥ j − k + 1.

Então, Nk(wi) = 0 para k valores

j − (k − 1), j − (k − 2), . . . , j − (k − k)

de i. Provamos, assim, que

δk = 1ν1 + 2ν2 + . . . + (k − 1)νk−1 + k(νk + . . . + νn) .

Como

δk−1 = ν1 + 2ν2 + . . . (k − 1)νk−1 + (k − 1)(νk + . . . + νn) ,

e

δk = ν1 + 2ν2 + . . . + (k − 1)νk−1 + kνk + k(νk+1 + . . . + νn) ,

temos que

δk − δk−1 = νk + . . . + νn .

Logo,

2δ1 − δ2 = δ1 − (δ2 − δ1) = ν1 + . . . + νn − (ν2 + . . . + νn) = ν1

−δk−1 + 2δk − δk+1 = (δk − δk−1) − (δk+1 − δk)

= νk + . . . + νn − (νk+1 + . . . + νn)

= νk , se 1 < k < n

−δn−1 + δn = νn .

�

Exemplo 2.1

Seja T o operador linear sobre R3 que é representado em relação à base

canônica pela matriz

A =

0 0 0

1 0 0

0 2 0

 .
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Como

A2 =

0 0 0
1 0 0
0 2 0

 0 0 0
1 0 0
0 2 0

 =

0 0 0
0 0 0
2 0 0

 ,

e

A3 =

0 0 0
0 0 0
2 0 0

 0 0 0
1 0 0
0 2 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

temos que T é um operador nilpotente de ordem 3, com polinômio minimal

x3.

Assim, a forma canônica de T possui somente um bloco de ordem 3× 3:

B =

0 0 0
1 0 0

0 1 0

 .

Ou seja, a matriz A é semelhante à matriz B. �

Exemplo 2.2

Seja T o operador linear sobreR4 representado em relação à base canônica

pela matriz

A =


0 0 0 0

0 0 0 0

6 7 0 0

8 9 0 0

 .

Como δ1 = dim(Ker(T)) = 2, temos que a matriz de T na forma canônica

tem 2 blocos. Surgem, então, duas possibilidades:

• um bloco 3× 3 e um bloco 1× 1;

• dois blocos 2× 2.

Mas, como A2 = O, temos que pm = x2 é o polinômio minimal de T , ou

seja, T é nilpotente de ordem 2.

Logo, a matriz B na forma canônica de T tem dois blocos 2× 2, ou seja,

B =


0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

 ,

sendo A semelhante a B. �
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Exemplo 2.3

Seja T o operador linear sobre R5 que é representado em relação à base

canônica pela matriz

A =


0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 2 3 0

 .

Como A2 = 0, temos que pm = x2 é o polinômio minimal de T e, portanto,

T é nilpotente de ordem 2.

Além disso, δ1 = dim(Ker(N)) = 3, ou seja, a matriz de T na forma

canônica tem 3 blocos, sendo o primeiro deles uma matriz 2× 2.

Logo, a matriz B, forma canônica de A, tem dois blocos 2 × 2 e um bloco

1× 1, ou seja,

B =


0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

 ,

sendo A semelhante a B �

Exemplo 2.4

Determine todas as formas canônicas possı́veis de uma matriz 10× 10 A,

cujo polinômio minimal é pm = x3 e cujo posto é 6. Determine, também,

para cada caso possı́vel, a dimensão de Ker(A2).

Como posto (A) = 6, temos que δ1 = dim(Ker(A)) = 4, ou seja, a forma

canônica de A tem 4 blocos.

Além disso, δ3 = dim(Ker(A3)) = 10, pois x3 é o polinômio minimal de A.

Sendo

ν1 = 2δ1 − δ2 = 8 − δ2 ≥ 0

ν2 = −δ1 + 2δ2 − δ3 = 2δ2 − 14 ≥ 0

ν3 = −δ2 + δ3 = −δ2 + 10 ≥ 0 .

temos que 7 ≤ δ2 ≤ 8.
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Se δ2 = Ker(N2) = 7, ν1 = 1, ν2 = 0 e ν3 = 3, ou seja, a matriz na forma

canônica tem 3 blocos 3× 3 e um bloco 1× 1, sendo, portanto,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Se δ2 = Ker(A2) = 8, então ν1 = 0, ν2 = 2 e ν3 = 2, ou seja, a matriz na

forma canônica tem dois blocos 3× 3 e dois blocos 2× 2, sendo, portanto,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0



.

�

Vamos, agora, mostrar um método para determinar uma base B de

V de modo que [N]B está na forma canônica.

Suponhamos que N seja um operador nilpotente de ordem k, ou

seja, Nk = O e Nk−1 6= O.

Afirmaç ão: Nk−1(V)  Nk−2(V)  . . .  N(V)  N0(V) = V .

De fato, temos que, para j ≤ k − 1, Nk−j(V) ⊂ Nk−j−1(V).

Resta mostrar que Nk−j(V) 6= Nk−j−1(V) .

Seja
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N : Nk−j−1(V) −→ Nk−j(N) ⊂ Nk−j−1(V).

Se

Nk−j(V) = N(Nk−j−1(V)) = Nk−j−1(V) ,

terı́amos que N|Nk−j−1(V) seria sobrejetora e, portanto, injetora, que é uma

contradição, conforme provaremos abaixo.

Seja w ∈ V tal que Nk−1(w) 6= 0. Como

Nk−1(w) = Nk−j−1(Nj(w)) ∈ Nk−j−1(V) e N(Nk−1(w)) = 0 ,

temos que N|Nk−j−1(V) não é injetora.

Seja {u1, . . . , uνk
} uma base de Nk−1(V).

Então, existem w1
1, . . . , w

1
νk
∈ V tais que Nk−1(w1

i ) = ui, i = 1, . . . , νk.

Além disso,

{w1
1,N(w1

1), . . . , N
k−1(w1

1)} ∪ {w1
2,N(w1

2), . . . , N
k−1(w1

2)} ∪ . . .

∪ {w1
νk

,N(w1
νk

), . . . , Nk−1(w1
νk

)} ,

é um conjunto LI, pois se

w =

νk∑
i=1

a1
i w

1
i +

νk∑
i=1

a2
i N(w1

i ) + . . . +

νk∑
i=1

ak
i N

k−1(w1
i ) = 0 ,

temos que Nk−1(w) = 0, ou seja,∑νk

i=1 a1
i N

k−1(w1
i ) = 0 ,

pois

Nk−1

(
νk∑
i=1

a
j+1
i Nj(w1

i )

)
=

νk∑
i=1

a
j+1
i Nk+j−1(w1

i ) = 0 ,

já que k + j − 1 ≥ k, para j ≥ 1.

Logo, a1
i = 0, i = 1, . . . , νk, pois

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)}

é um conjunto LI.

Aplicando Nk−2 ao vetor
νk∑
i=1

a2
i N(w1

i ) + . . . +

νk∑
i=1

ak
i N

k−1(w1
i ) = 0 ,

obtemos que a2
1 = . . . = a2

νk
= 0.
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Prosseguindo dessa maneira, chegaremos que a
j
i = 0, i = 1, . . . , νk,

j = 1, . . . , k.

• Os vetores do conjunto

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)} ∪ {Nk−2(w1
1), . . . , N

k−2(w1
νk

)}

são LI e pertencem ao subespaço Nk−2(V).

Se esses vetores não geram Nk−2(V), existem vetores u1, . . . , uνk−1

tais que Nk−2(u1), . . . , N
k−2(uνk−1

) completam a base acima.

Afirmaç ão: Podemos substituir cada ui por um vetor w2
i de modo

que os vetores

Nk−2(w2
1), . . . , N

k−2(w2
νk−1

)

completem a base acima e, além disso, Nk−1(w2
i ) = 0, i = 1, . . . , νk−1.

De fato, como

N(Nk−2(ui)) = Nk−1(ui) ∈ Nk−1(V) ,

existem escalares λi
1, . . . , λ

i
νk

, tais que

N(Nk−2(ui)) = Nk−1(ui) = λi
1N

k−1(w1
1) + . . . + λi

νk
Nk−1(w1

νk
) .

Então

N(Nk−2(ui − λi
1w

1
1 − . . . − λi

νk
w1

νk
)) = 0 .

Fazendo

w2
i = ui − λi

1w
1
1 − . . . − λi

νk
w1

νk
,

temos que Nk−1(w2
i ) = 0 e

Nk−2(w2
i ) = Nk−2(ui) − λi

1N
k−2(w1

1) − . . . − λi
νk

Nk−2(w1
νk

).

Logo, o subespaço gerado por

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)} ∪ {Nk−2(w1
1), . . . , N

k−2(w1
νk

)}

∪ {Nk−2(w2
1), . . . , N

k−2(w2
νk−1

)}

é igual ao subespaço Nk−2(V), gerado por

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)} ∪ {Nk−2(w1
1), . . . , N

k−2(w1
νk

)}

∪ {Nk−2(u1), . . . , N
k−2(uνk−1

)}.

Além disso,
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{Nk−1(w1
1), . . . , w

1
1} ∪ . . . ∪ {Nk−1(w1

νk
), . . . , w1

νk
}

∪ {Nk−2(w2
1), . . . , w

2
1} ∪ . . . ∪ {Nk−2(w2

νk−1
), . . . , w2

ν−k−1}

é um conjunto LI, pois uma combinação linear desses vetores se escreve

na forma

Nk−1(v0) + Nk−2(v1) + . . . + vk−1 + Nk−2(w0)

+Nk−3(w1) + . . . + wk−2 = 0 ,

(I)

onde

vi = ai
1w

1
1 + . . . + ai

νk
w1

νk
, i = 0, 1, . . . , k − 1 ,

e

wj = b
j
1w

2
1 + . . . + bj

νk−1
w2

νk−1
, j = 0, 1, . . . , k − 2 .

Aplicando Nk−1 à expressão (I), obtemos que Nk−1(vk−1) = 0, pois

Nk−1(wj) = 0, j = 0, 1, . . . , k − 2, e

Nk−1(Nk−(i+1)(vi)) = N2k−i−2(vi) = 0 , i = 0, 1, . . . , k − 2,

já que k − 1 + k − (i + 1) = k + k − 2 − i ≥ k.

Como

0 = Nk−1(vk−1) = ak−1
1 Nk−1(w1

1) + . . . + ak−1
νk

Nk−2(w1
νk

)

e

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)} ,

é LI, temos que ak−1
i = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1, ou seja, vk−1 = 0.

Assim,

Nk−1(v0) + . . . + N(vk−2) + Nk−2(w0) + . . . + wk−2 = 0. (II)

Aplicando Nk−2 à expressão (II), obtemos que

Nk−1(vk−2) + Nk−2(wk−2) = 0,

ou seja,

0 = ak−2
1 Nk−1(w1

1) + . . . + ak−2
νk

Nk−1(w1
νk

) + bk−2
1 Nk−2(w2

1)

+ . . . + bk−2
νk−1

Nk−2(w2
νk−1

) .

Como

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

),Nk−2(w2
1), . . . , N

k−2(w2
νk−1

)}

é um conjunto LI, temos que
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ak−2
1 = . . . = ak−2

νk
= bk−2

1 = . . . = bk−2
νk−1

= 0 .

Então, vk−2 = wk−2 = 0.

Prosseguindo dessa maneira, chegamos que

Nk−1(v0) + Nk−2(w0) = 0 .

Logo,

a0
1 = . . . = a0

νk
= b0

1 = . . . = b0
νk−1

= 0 ,

pois

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)} ∪ {Nk−2(w2
1), . . . , N

k−2(w2
νk−1

)} ,

é um conjunto LI.

• Os vetores do conjunto

{Nk−1(w1
1), . . . , N

k−1(w1
νk

)} ∪ {Nk−2(w1
1), . . . , N

k−2(w1
νk

)}

∪ {Nk−3(w1
1), . . . , N

k−3(w1
νk

)} ∪ {Nk−2(w2
1), . . . , N

k−2(w2
νk−1

)}

∪ {Nk−3(w2
1), . . . , N

k−3(w2
νk−1

)}

são LI e pertencem ao subespaço Nk−3(V).

Se esses vetores não geram Nk−3(V), existem vetores w3
1, . . . , w

3
νk−2

tais que os vetores Nk−3(w3
1), . . . , N

k−3(w3
νk−2) completam a base acima.

Podemos supor, também, como fizemos anteriormente, que

N(Nk−3(w3
i )) = Nk−2(w3

i ) = 0 , i = 1, . . . , νk−2.

Continuando dessa maneira até chegarmos a V = N0(V) ! N(V),

obteremos a base procurada.
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Cálculo da Forma Can ônica dos Operadores Nilpotentes

Exemplo 2.5

Considere o operador N linear sobre R5 que é representado em relação à

base canônica pela matriz

A =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 3 0

 .

Como A2 = O, temos que N é um operador nilpotente de ordem 2.

Sendo N(e1) = e2, N(e2) = 0, N(e3) = 2e5, N(e4) = 3e5 e N(e5) = 0, o

espaço N(R5) é gerado por e2 e e5 e o conjunto {e1,N(e1), e3,N(e3)} é LI.

Como dim(N0(R5)) = 5, devemos determinar um vetor w3 ∈ R5 que com-

plete esse conjunto LI a uma base de R5 e tal que N(w3) = 0.

Sendo Ker(N) = {(x, y, z, w, t) | x = 0 , e 2z + 3w = 0}, temos que, para

w3 = (0, 0, 3,−2, 0), N(w3) = 0 e B = {w1,N(w1), w2,N(w2), w3} é uma

base de R5, onde w1 = e1 e w2 = e3.

Logo,

R5 = Z(w1,N)⊕ Z(w2,N)⊕ Z(w3,N) ,

é uma decomposição cı́clica de N, onde p1 = p2 = pm = x2 e p3 = x são

os N−anuladores de w1, w2 e w3, respectivamente.

Temos, também, que

[N]B =


0 0
1 0

0 0

1 0
0

 ,

é a matriz do operador N na forma canônica racional. �

Exemplo 2.6

Seja N o operador linear sobre R5 que é representado em relação à base

canônica pela matriz

A =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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Como

A2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 0
2 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , A3 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 e A4 = O ,

temos que N é um operador nilpotente de ordem 4.

Como {2e3 = N3(e1)} é uma base de N3(R5), temos que {N3(e1),N
2(e1) =

2e4} é um conjunto LI contido em N2(R5).

Sendo dim(N2(R5)) = 2, {N3(e1),N
2(e1)} é uma base de N2(R5).

Temos, também, que o conjunto LI {N3(e1),N
2(e1),N(e1) = e2} é uma

base de N(R5), pois dim(N(R5)) = 3.

Como {N3(e1),N
2(e1),N(e1), e1} é LI e dim(R5) = 5, devemos determinar

w2 ∈ R5 que completa a base e satisfaz N(w2) = 0.

Sendo Ker(N) = {(x, y, z, w, t) | x = y = w = 0}, temos que para w2 = e5,

N(w2) = 0 e B = {e1,N(e1),N
2(e1),N

3(e1), w2} é uma base de R5.

Assim, R5 = Z(w1,N) ⊕ Z(w2,N), onde w1 = e1, é uma decomposição

cı́clica de N. Além disso, p1 = pm = x4 e p2 = x são os N−anuladores de

w1 e w2, respectivamente.

A matriz de N em relação à base B

[N]B =


0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

0

 ,

é a matriz do operador N na forma canônica racional. �

Exemplo 2.7

Seja V = P6(R) = {f ∈ R[x] | grau(f) ≤ 6} e seja N = D2 o operador linear

sobre P6(R) dado pela derivação de ordem 2.

Temos que N(V) = P4(R) (polinômios reais de grau ≤ 4);

N2(V) = D4(P6(R)) = P2(R) (polinômios reais de grau ≤ 2);

N3(V) = D6(P6(R)) = {f ∈ R[x] | grau(f) = 0 ou f ≡ O}

e N4(V) = D8(P6(R)) = {O} .
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Logo, N é um operador nilpotente de ordem 4 e {N3(x6) = D6(x6) = 6 !} é

uma base de N3(V).

Assim, {N3(x6),N2(x6) = D4(x6) = 360x2} é um conjunto LI de vetores

de N2(V). Como N2(V) = P2(R) tem dimensão 3, devemos achar um po-

linômio w2 de modo que N(N2(w2)) = D6(w2) = 0 e {N3(x6),N2(x6),N2(w2)}

seja uma base de N2(V).

Podemos tomar w2 = x5. Nesse caso, N2(x5) = D4(x5) = 120x.

Temos que {N3(x6),N2(x6),N(x6),N2(x5),N(x5) = D2(x5) = 20x3} é um

conjunto LI de vetores de N(V) = P4(R).

Como dim(N(V)) = 5, temos que

{N3(x6),N2(x6),N(x6),N2(x5),N(x5)} ,

é uma base de N(V).

Como B = {x6,N(x6),N2(x6),N3(x6), x5,N(x5),N2(x5)} é um conjunto LI

de vetores de N0(V) e dim(V) = 7, temos que esse conjunto é uma base

de V .

Logo, P6(R) = Z(w1,N) ⊕ Z(w2,N), w1 = x6 e w2 = x5, é uma de-

composição cı́clica de N = D2, onde p1 = pm = x4 e p2 = x3 são os

N−anuladores de w1 e w2, respectivamente. Além disso,

[N]B =



0 0 0 0

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0
1 0 0
0 1 0


,

é a matriz de N na forma canônica racional. �

Exemplo 2.8

Determine os blocos da forma canônica racional de um operador nilpo-

tente N de ordem 5 sobre o espaço vetorial V , sabendo que

dim(N4(V)) = 3, dim(N2(V)) = 11, dim(N(V)) = 16 e dim(V) = 23.

Como dim(N4(V)) = 3, existem vetores w1
1, w1

2 e w1
3 tais que

B1 = {N4(w1
1),N

4(w1
2),N

4(w1
3)}
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Cálculo da Forma Can ônica dos Operadores Nilpotentes

seja uma base de N4(V).

Com isso, já sabemos que a matriz de N na forma canônica racional tem

3 blocos 5× 5.

Como

B2 = {N4(w1
1),N

3(w1
1),N

4(w1
2),N

3(w1
2),N

4(w1
3),N

3(w1
3)}

é um conjunto de vetores LI de N3(V) e dim(N3(V)) = 6, temos que esse

conjunto é uma base de N3(V).

Como

B3 = {N4(w1
1),N

3(w1
1),N

2(w1
1),N

4(w1
2),N

3(w1
2),N

2(w1
2),

N4(w1
3),N

3(w1
3),N

2(w1
3)}

é um conjunto de vetores LI de N2(V) e dim(N2(V)) = 11, existem dois

vetores w3
1 e w3

2 tais que

N(N2(w3
1)) = N3(w3

1) = 0 , N(N2(w3
2)) = N3(w3

2) = 0

e B3 ∪ {N2(w3
1),N

2(w3
2)} é uma base de N2(V). Com isso, temos que a

matriz de N na forma canônica racional tem dois blocos 3× 3.

Como

B4 = {N4(w1
1),N

3(w1
1),N

2(w1
1),N(w1

1),N
4(w1

2),N
3(w1

2),N
2(w1

2),N(w1
2),

N4(w1
3),N

3(w1
3),N

2(w1
3),N(w1

3),N
2(w3

1),N(w3
1),N

2(w3
2),N(w3

2)}

é um conjunto LI de vetores de N(V) e dim(N(V)) = 16, temos que B4 é

uma base de N(V).

Como

B5 = B4 ∪ {w1
1, w

1
2, w

1
3, w

3
1, w

3
2}

é um conjunto LI de vetores de N0(V) = V e dim(V) = 23, temos que

existem dois vetores w5
1 e w5

2 tais que N(w5
1) = N(w5

2) = 0 e B5 ∪ {w5
1, w

5
2}

é uma base de V .

Logo, a matriz de N na forma canônica racional tem 2 blocos 1× 1.

Outra maneira de resolver:

Seja δk = dim(Ker(Nk)) e seja νk o número de blocos k × k na forma

canônica racional de N.
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Como dim(V) = 23, dim(N(V)) = 16, dim(N2(V)) = 11, dim(N3(V)) = 6,

dim(N4(V)) = 3 e dim(N5(V)) = 0, temos que

δ1 = 23 − 16 = 7 , δ2 = 23 − 11 = 12 , δ3 = 23 − 6 = 17 ,

δ4 = 23 − 3 = 20 , e δ5 = 23 − 0 = 23 (δ6 = 23) .

Então,

ν1 = 2δ1 − δ2 = 2× 7 − 12 = 2 ,

ν2 = −δ1 + 2δ2 − δ3 = −7 + 2× 12 − 17 = 0 ,

ν3 = −δ2 + 2δ3 − δ4 = −12 + 2× 17 − 20 = 2 ,

ν4 = −δ3 + 2δ4 − δ5 = −17 + 2× 20 − 23 = 0 ,

ν5 = −δ4 + 2δ5 − δ6 = −20 + 2× 23 − 23 = 3 .

Assim, a forma canônica de N tem dois blocos 1 × 1, dois blocos 3 × 3 e

três blocos 5× 5. �

3. Forma Can ônica de Jordan

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão

finita n. Suponhamos que o polinômio caracterı́stico de T se decomponha

como um produto de fatores primos lineares

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

dk ,

onde c1, . . . , ck são os autovalores distintos de T e di ≥ 1, i = 1, . . . , k.

Então, o polinômio minimal de T é

pm = (x − c1)
r1 . . . (x − ck)

rk ,

onde 1 ≤ ri ≤ di, i = 1, . . . , k.

Se Wi = Ker(T − ciI)
ri, o Teorema da Decomposição Primária nos

diz que:

• V = W1 ⊕ . . .⊕Wk ,

• dim(Wi) = di ,

• (x − ci)
ri é o polinômio minimal de Ti = T |Wi

.

Seja Ni = Ti − ciI.

Então, como já provamos anteriormente, Ni é nilpotente e xri é o

seu polinômio minimal.
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Seja Bi uma base de Wi tal que [Ni]Bi
está na forma canônica racio-

nal. Como Ti = ciI + Ni, [Ti]Bi
= ciI + [Ni]Bi

, onde I é a matriz identidade

di × di.

Seja Vi = Ker(T − ciI) o autoespaço de T associado ao autovalor

ci. Como dim(Ker(Ni)) = dim(Ker(Ti − ciI)) = dim(Ker(T − ciI)), pois

Ker(T − ciI) ⊂ Wi, temos que se dim(Ker(T − ci)) = ni, onde ni ≤ di, a

matriz na forma racional de Ni tem ni, a matriz na forma racional de Ti

tem ni blocos da forma

ci 0 0 · · · 0 0
1 ci 0 · · · 0 0
0 1 ci · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 · · · ci 0

0 0 0 · · · 1 ci

 ,

sendo que o primeiro bloco é uma matriz ri × ri.

Ou seja,

[Ti]Bi
=


Ji
1

Ji
2

. . .
J1
ni


di×di

,

onde cada Ji
j é da forma

Ji
j =



ci 0 0 . . . 0 0

1 ci 0 · · · 0 0
0 1 ci · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0
. . . ci 0

0 0 0 · · · 1 ci


.

Definiç ão 3.1

Uma matriz elementar de Jordan com autovalor c é uma matriz da forma

J =



c 0 0 . . . 0 0
1 c 0 · · · 0 0
0 1 c · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0
. . . c 0

0 0 0 · · · 1 c


.
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Seja B = B1 ∪ B2 ∪ . . . ∪ Bk. Então,

[T ]B =


A1

A2

. . .
Ak


n×n

,

onde cada Ai é uma matriz di × di da forma

Ai = [Ti]Bi
=


Ji
1

Ji
2

. . .
Ji
ni


di×di

,

sendo cada Ji
j uma matriz elementar de Jordan com autovalor ci. Além

disto, dentro de cada Ai, as dimensões das matrizes Ji
j diminuem a me-

dida que j aumenta.

Dizemos que uma matriz que satisfaz as condições acima está sob

a forma canônica de Jordan.

Acabamos de mostrar que se T é um operador cujo polinômio carac-

terı́stico se decompõe em um produto de fatores lineares sobre o corpo

dos escalares, então existe uma base ordenada de V em relação à qual T

é representado por uma matriz que está sob a forma canônica de Jordan.

Unicidade: Se duas matrizes semelhantes estão sob a forma canônica

de Jordan, então elas podem diferir apenas quanto à ordem dos autova-

lores.

Seja B ′ uma base de V tal que [T ]B ′ = Ã também esteja na forma

canônica de Jordan.

Seja

[T ]B ′ = Ã =


Ã1

Ã2

. . .
Ãs


n×n

,

onde cada matriz Ãi é da forma

Ãi =


J̃i
1

J̃i
2

. . .
J̃i
si


`i×`i

,
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sendo cada J̃i
j uma matriz elementar de Jordan com autovalor λi, (λi 6= λj,

para i 6= j).

Como Ã é uma matriz triangular inferior, seu polinômio caracterı́stico

é da forma

p̃c = (x − λ1)
`1 . . . (x − λs)

`s .

Sendo A e Ã semelhantes, o polinômio caracterı́stico de A

pc = (x − c1)
d1 . . . (x − ck)

`s ,

é, também, o polinômio caracterı́stico de Ã.

Logo, s = k, {c1, . . . , ck} = {λ1, . . . , λk} e, se ci = λj, então di = `j.

Seja {cσ1
, . . . , cσk

} uma reordenação dos escalares {c1, . . . , ck} tal

que λi = cσi
, i = 1, . . . , k.

Vamos mostrar que Ãi = Aσi
, i = 1, . . . , k.

Seja B ′ = {v1
1, . . . , v

1
`1

, v2
1, . . . , v

2
`2

, . . . , vk
1, . . . , v

k
`k

} e seja W̃i o subes-

paço gerado por B ′
i = {vi

1, . . . , v
i
`i
}, i = 1, . . . , k. Então, cada subespaço

W̃i é T−invariante devido à forma da matriz Ã = [T ]B ′ ; [T |W̃i
]B ′i = Ãi e

V = W̃1 ⊕ . . .⊕ W̃k .

Afirmaç ão: W̃i = Ker(T − λiI)
n , i = 1, . . . , k .

De fato,

[T − λiI]B ′ = Ã − λiI =


Ã1 − λiI

. . .
Ãi − λiI

. . .
Ãk − λiI

 ,

onde Ãi − λiI é uma matriz nilpotente de ordem menor ou igual a

`i = dσi
, e Ãj − λiI é invertı́vel se j 6= i, pois Ãj − λiI = (λj − λi)I + Nj,

sendo Nj nilpotente e λj 6= λi . Logo,

Na matriz ao lado, note que (Ãi −
λiI)

n ≡ O. [(T − λiI)
n]B ′ = (Ã − λiI)

n =


(Ã1 − λiI)

n

. . .
(Ãi − λiI)

n

. . .
(Ãk − λiI)

n

 .
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Provamos, assim, que todo vetor da base B ′
i pertence ao núcleo de

(T − λiI)
n, ou seja, W̃i ⊂ Ker((T − λiI)

n) e que dim(Ker((T − λiI)
n)) = `i.

Mas como dim(W̃i) = `i, temos que W̃i = Ker((T − λiI)
n).

Fazendo o mesmo com os subespaços T−invariantes Wi obtidos da

base B, vemos que Wj = Ker((T − cjI)
n), j = 1, . . . , k. Como λi = cσi

,

temos que

W̃i = Ker((T − λiI)
n) = Ker((T − cσi

I)n) = Wσi
.

Logo,

[(T − cσi
I)|W̃i

]Bσi
= Aσi

− cσi
I ,

e

[(T − cσi
I)|W̃i

]B ′i = Ãi − cσi
I = Ãi − λiI ,

estão na forma canônica racional. Pela unicidade, temos Ãi = Aσi
.

Observaç ão 3.1

(1) SejaK um corpo algebricamente fechado e T um operador linear sobre

um espaço vetorial V de dimensão finita sobre K. Então existe uma base

B tal que [T ]B está na forma canônica de Jordan.

(2) O operador T é diagonalizável se, e somente se, ni = di, ou seja,

dim(Ker(T − ciI)) é a multiplicidade de ci como raiz de pc, para todo

i = 1, . . . , k.

(3) Se o operador T é nilpotente, a forma canônica de Jordan de T é igual

a sua forma racional.

Exemplo 3.1

Seja T um operador linear sobre C2. Então o polinômio caracterı́stico de

T pode ser (x − c1)(x − c2), com c1 6= c2, ou (x − c)2.

No primeiro caso, T é diagonalizável e é representado em relação a

alguma base ordenada B por

[T ]B =

(
c1 0
0 c2

)
.

No segundo caso, o polinômio minimal de T pode ser x − c ou (x − c)2.

Se pm = x − c, temos que T = cI e

[T ]B =

(
c 0

0 c

)
,

J. Delgado - K. Frensel 237 Instituto de Matemática - UFF
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para qualquer base B de C2.

Se pm = (x − c)2, existe uma base B de C2 tal que

[T ]B =

(
c 0

1 c

)
.

Assim, toda matriz 2 × 2 sobre o corpo C é semelhante a uma matriz de

um dos dois tipos (
c 0

1 c

)
e

(
c1 0

0 c2

)
,

podendo ser c1 6= c2 ou c1 = c2. �

Exemplo 3.2

Seja A a matriz 3× 3 com entradas em C dada por

A =

2 0 0

a 2 0

b c −1

 .

O polinômio caracterı́stico de A é (x − 2)2(x + 1).

Se o polinômio minimal de A é (x − 2)2(x + 1), então A é semelhante à

matriz

Ã =

2 0 0

1 2 0
0 0 −1

 ,

na forma canônica de Jordan.

Se pm = (x−2)(x−1), A é diagonalizável e, portanto, semelhante à matriz

Ã =

2 0 0
0 2 0
0 0 −1

 .

Como

(A − 2I)(A + I) =

 0 0 0
3a 0 0
ac 0 0

 ,

temos que A é semelhante a uma matriz diagonal se, e somente se, a = 0.

�
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Exemplo 3.3

Seja A a matriz 4× 4 dada por

Ã =


2 0 0 0
1 2 0 0
0 0 2 0
0 0 a 2

 .

O polinômio caracterı́stico de A é (x−2)4 e seu polinômio minimal é (x−2)2

pois A é formada por dois blocos 2× 2.

O primeiro bloco da matriz na forma canônica semelhante a A tem tama-

nho 2× 2, e o número de blocos é dim(Ker(A − 2I)).

Como

A − 2I =


0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 a 0

 ,

temos que dim(Ker(A − 2I)) =

2 , se a 6= 0 ,

3 , se a = 0 .

Logo, A é semelhante a

Ã =


2 0 0 0

1 2 0 0

0 0 2 0

0 0 1 2

 , se a 6= 0 ,

e é semelhante a

Ã =


2 0 0 0

1 2 0 0

0 0 2 0
0 0 0 2

 , se a = 0 .

Observe que essas matrizes possuem polinômios caracterı́sticos e mini-

mais iguais, mas não são semelhantes, pois possuem formas canônicas

de Jordan diferentes. �

Exemplo 3.4

Seja A a matriz 3× 3 dada por

A =

 2 1 0
−1 −2 1
1 −1 1

 .

J. Delgado - K. Frensel 239 Instituto de Matemática - UFF
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Então,

pc = det(xI − A) = det

x − 2 −1 0
1 x + 2 −1

−1 1 x − 1


= (x − 2)((x + 2)(x − 1) + 1) + (x − 1) − 1

= (x − 2)(x2 + x − 1 + 1) = (x − 2)x(x + 1) .

Logo, pm = pc e A é diagonalizável, ou seja, A é semelhante à matriz

Ã =

2 0 0

0 0 0

0 0 −1

 .

�

Exemplo 3.5

Seja A a matriz 4× 4 dada por

A =


2 0 0 0

1 3 0 0

2 −1 1 0

2 1 1 3

 .

Como pc = (x − 1)(x − 2)(x − 3)2 e dim(Ker(A − 3I)) = 1, pois

A − 3I =


−1 0 0 0

1 0 0 0

2 −1 −2 0

2 1 1 0

 ,

temos que pm = pc = (x − 1)(x − 2)(x − 3)2.

Logo, a matriz na forma canônica de Jordan semelhante a A é

Ã =


3 0 0 0

1 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

 .

�

Exemplo 3.6

Determine todas as matrizes na forma canônica de Jordan com polinômio

caracterı́stico

pc = (x − 2)3(x − 3)4(x − 1) ,

e polinômio minimal
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pm = (x − 2)2(x − 3)2(x − 1) .

Determine, também, em cada caso possı́vel, as dimensões dos autoes-

paços E1, E2 e E3 associados aos autovalores 1, 2 e 3, respectivamente.

Podemos ver facilmente que dim(E1) = 1 e dim(E2) = 2.

Como o primeiro bloco associado ao autovalor 3 é 2 × 2 e 3 tem multipli-

cidade 4 como raiz do polinômio caracterı́stico, podemos ter dim(E3) = 2

ou dim(E3) = 3.

Nas matrizes ao lado, os espaços
vazios indicam zeros.

Caso 1. Se dim(E3) = 2, a matriz na forma canônica de Jordan é

3 0

1 3

3 0

1 3

2 0

1 2

2

1


8×8

.

Caso 2. Se dim(E3) = 3, a matriz na forma canônica de Jordan é

3 0

1 3

3

3

2 0

1 2

2

1


8×8

.

�

Exemplo 3.7

Seja A a matriz 3× 3

A =

 2 1 3
−1 −2 1

3 −1 4

 .

Então,
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pc = det(xI − A) = det

x − 2 −1 −3
1 x + 2 −1

−3 1 x − 4


= (x − 2)((x + 2)(x − 4) + 1) + (−(x − 4) + 3) − 3(1 + 3(x + 2))

= (x − 2)(x2 − 2x − 7) + (−x + 7) − 3(3x + 7)

= (x − 2)(x2 − 2x − 7) + (−10x − 14)

= x3 − 2x2 − 7x − 2x2 + 4x + 14 − 10x − 14

= x3 − 4x2 − 13x

= x(x2 − 4x − 13) .

Como pc tem três raı́zes reais distintas, pm = pc e A é diagonalizável.

Como pm = pc, a matriz na forma canônica racional que é semelhante a

A é 0 0 0

1 0 13

0 1 4

 .

�

4. Forma Can ônica de Jordan Real

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo R dos números reais. O

complexificado de V é o espaço vetorial sobre o corpo C dos números

complexos

V̂ = {(u, v) | u, v ∈ V} ,

com as operações de adição e multiplicação por escalares definidas por:

(u, v) + (u ′, v ′) = (u + u ′, v + v ′)

(a + ib) (u, v) = (au − bv, bu + av) .

O conjunto V̂ com essas operações é de fato um espaço vetorial

sobre C. provaremos apenas que

((a + ib)(c + id))(u, v) = (a + ib)((c + id)(u, v)) ,

ficando a verificação das outras propriedades como exercı́cio:
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((a + ib)(c + id))(u, v) = ((ac − bd) + i(bc + ad))(u, v)

= ((ac − bd)u − (bc + ad)v, (bc + ad)u + (ac − bd)v)

= (a(cu − dv) − b(du + cv), b(cu − dv) + a(du + cv))

= (a + ib)(cu − dv, du + cv)

= (a + ib)((c + id)(u, v)).

Observaç ão 4.1

(1) Em particular, (u, v) = (u, 0) + i(v, 0) .

(2) Se a ∈ R, a(u, v) = (a u, a v) .

Afirmaç ão: dimC(V̂) = dimR(V) .

Seja B = {w1, . . . , wn} uma base de V . Vamos provar que

B̂ = {(w1, 0), . . . , (wn, 0)}

é uma base de V̂ .

Seja (u, v) ∈ V̂ . Então, existem escalares ai ∈ R e bi ∈ R, tais que

u = a1w1 + . . . + anwn e v = b1w1 + . . . + bnwn .

Assim,

(a1 + ib1)(w1, 0) + . . . + (an + ibn)(wn, 0)

= (a1w1, b1w1) + . . . + (anwn, bnwn)

= (a1w1 + . . . + anwn, b1w1 + . . . + bnwn)

= (u, v) .

Se (u, v) = (0, 0), ou seja, se

(a1 + ib1)(w1, 0) + . . . + (an + ibn)(wn, 0) = (0, 0) ,

temos que a1w1 + . . . + anwn = 0 = b1w1 + . . . + bnwn.

Logo, a1 = . . . = an = 0 = b1 = . . . = bn.

Ou seja, os vetores (w1, 0), . . . , (wn, 0) são LI e geram o espaço

vetorial V̂ .

• Seja T um operador linear sobre o espaço vetorial V sobre R.

Definimos a aplicação

T̂ : V̂ −→ V̂

(u, v) −→ T̂(u, v) = (T(u), T(v)) .
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Afirmaç ão: T̂ é linear sobre C.

De fato,

T̂((a + ib)(u, v) + (u ′, v ′)) = T̂((au − bv, bu + av) + (u ′, v ′))

= T̂(au − bv + u ′, bu + av + v ′)

= (T(au − bv + u ′), T(bu + av + v ′))

= (aT(u) − bT(v) + T(u ′), bT(u) + aT(v) + T(v ′))

= (aT(u) − bT(v), bT(u) + aT(v)) + (T(u ′), T(v ′))

= (a + ib)(T(u), T(v)) + (T(u ′), T(v ′))

= (a + ib)T̂(u, v) + T̂(u ′, v ′)

Afirmaç ão: p̂c = pc, onde pc é o polinômio caracterı́stico de T e p̂c

é o polinômio caracterı́stico de T̂ .

Seja B = {w1, . . . , wn} uma base de V e seja B̂ = {(w1, 0), . . . , (wn, 0)}

base de V̂ .

Sendo T(wj) =

n∑
i=1

aijwi , j = 1, . . . , n , temos que

T̂(wj, 0) = (T(wj), 0) =

(
n∑

i=1

aijwi, 0

)
=

n∑
i=1

aij(wi, 0) .

Ou seja, [T̂ ] bB = [T ]B. Logo,

p̂c = det(xI − [T̂ ] bB) = det(xI − [T ]B) = pc .

Afirmaç ão: p̂m = pm, onde pm é o polinômio minimal de T e p̂m é o

polinômio minimal de T̂ .

Seja f ∈ R[x], então, f(T̂) = f̂(T). De fato, se f = akx
k+. . .+a1x+a0;

a0, . . . , ak ∈ R, temos que

f(T̂)(u, v) = (ak(T̂)k + . . . + a1T̂ + a0I)(u, v)

= ak(T̂)k(u, v) + . . . + a1T̂(u, v) + a0I(u, v)

= ak(T
k(u), Tk(v)) + . . . + a1(T(u), T(v)) + a0(u, v)

= (akT
k(u), akT

k(v)) + . . . + (a1T(u), a1T(v)) + (a0u, a0v)

= (akT
k(u) + . . . + a1T(u) + a0u, akT

k(v) + . . . + a1T(v) + a0v)

= (f(T)(u), f(T)(v))

= f̂(T)(u, v) .
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Então, se f(T) = O, temos que f̂(T) = O, ou seja, f(T̂) = O.

Logo, p̂m divide pm em C[x].

Seja, agora, g = (ak+ibk)x
k+. . .+(a1+ib1)x+a0+ib0 um polinômio

com coeficientes complexos. Então, g = f1 + if2, onde

f1 = akx
k + . . . + a1x + a0 e f2 = bkx

k + . . . + b1x + b0

são polinômios com coeficientes reais.

Suponha que g(T̂) = O. Então,

g(T̂)(u, v) = (ak + ibk)(T̂)k(u, v) + . . . + (a1 + ib1)T̂(u, v) + (a0 + ib0)(u, v)

= (ak + ibk)(T
k(u), Tk(v)) + . . . + (a1 + ib1)(T(u), T(v)) + (a0 + ib0)(u, v)

= (akT
k(u) − bkT

k(v), bkT
k(u) + akT

k(v)) + . . . + (a1T(u) − b1T(v), b1T(u)

+a1T(v)) + (a0u − b0v, b0u + a0v)

= ((akT
k(u) + . . . + a1T(u) + a0u) − (bkT

k(v) + . . . + b1T(v) + b0v),

(bkT
k(u) + . . . + b1T(u) + b0u) + (akT

k(v) + . . . + a1T(v) + a0v)) .

Ou seja, g(T̂)(u, v) = (f1(T)(u) − f2(T)(v), f2(T)(u) + f1(T)(v)).

Como g(T̂)(u, v) = 0, temos que

f1(T)u − f2(T)(v) = 0 e f2(T)(u) + f1(T)(v) = 0 ,

para todo par u, v ∈ V .

Fazendo v = 0, obtemos que f1(T)(u) = f2(T)(u) = 0, para todo

u ∈ V . Então, g(T̂) = O se, e somente se f1(T) = f2(T) = O.

Seja p̂m = p1 + ip2, onde p1, p2 ∈ R[x].

Como p̂m(T̂) = O, temos que p1(T) = p2(T) = O. Logo, pm divide

os polinômios p1 e p2, ou seja, pm divide p̂m em C[x].

Sendo pm e p̂m polinômios unitários, obtemos que p̂m = pm.

Mostrando assim a afirmação.

• Seja σ : V̂ −→ V̂ a aplicação definida por σ(u, v) = (u,−v).

Então σ é um isomorfismo linear sobre R (quando os espaços são

considerados reais), σ(µ(u, v)) = µσ(u, v) e σ2 = id (aplicação identi-

dade).

De fato:

J. Delgado - K. Frensel 245 Instituto de Matemática - UFF
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• σ((u, v) + (u ′, v ′)) = σ(u + u ′, v + v ′) = (u + u ′,−(v + v ′))

= (u,−v) + (u ′,−v ′) = σ(u, v) + σ(u ′, v ′) ;

• σ((a + ib)(u, v)) = σ(au − bv, bu + av) = (au − bv,−bu − av)

= (a − ib)(u,−v) = (a − ib)σ(u, v) = (a + ib)σ(u, v) ;

• σ2(u, v) = σ(u,−v) = (u, v) = id(u, v) .

Observaç ão 4.2

Se W é um subconjunto de V̂ , usaremos a notação:W = σ(W).

Seja T : V −→ V um operador linear sobre um espaço vetorial real V

de dimensão finita e seja T̂ : V̂ −→ V̂ o operador linear sobre V̂ definido

acima.

Como pc ∈ R[x], temos que se µ = a + ib é uma raiz complexa de

pc, então µ = a − ib também o é.

Sendo p̂c = pc, temos que µ e µ são autovalores de T̂ .

Sejam

Ŵµ = {(u, v) ∈ V̂ | T̂(u, v) = µ(u, v)} ,

e

Ŵµ = {(u, v) ∈ V̂ | T̂(u, v) = µ(u, v)} .

Afirmaç ão: σ(Ŵµ) = Ŵµ.

Seja (u, v) ∈ Ŵµ. Então, T̂(u, v) = µ(u, v).

Logo, σ(T̂(u, v)) = µσ(u, v).

Como

σ(T̂(u, v)) = σ(T(u), T(v)) = (T(u),−T(v)) = T̂(u,−v) = T̂(σ(u, v))

ou seja, T̂ ◦ σ = σ ◦ T̂ , temos que

T̂(σ(u, v)) = µσ(u, v) .

Logo, σ(Ŵµ) ⊂ Ŵµ.

De modo análogo, temos que σ(Ŵµ) ⊂ Ŵµ.

Então, σ2(Ŵµ) ⊂ σ(Ŵµ), ou seja, Ŵµ ⊂ σ(Ŵµ). Logo, σ(Ŵµ) = Ŵµ.
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Afirmaç ão: Se {(u1, v1), . . . , (uk, vk)} é base de um subespaço W de

V̂ , então {(u1,−v1), . . . , (uk,−vk)} é base do subespaço W de V̂ .

Antes temos que provar que se W é um subespaço de V̂ , então

W = σ(W) é um subespaço de V̂ .

Se (u, v), (u ′, v ′) ∈ W = σ(W), então (u,−v), (u ′,−v ′) ∈ W.

Logo, (a − ib)(u,−v) + (u ′,−v ′) ∈ W.

Então, σ((a + ib)(u, v) + (u ′, v ′)) = (a − ib)(u,−v) + (u ′,−v ′) ∈ W,

ou seja, (a + ib)(u, v) + (u ′, v ′) ∈ W.

Agora provemos a afirmação.

Seja σ(u, v) = (u, −v) ∈ W. Como (u, v) ∈ W, existem aj + ibj ∈ C,

j = 1, . . . , k, tais que

(u, v) = (a1 + ib1)(u1, v1) + . . . + (ak + ibk)(uk, vk).

Logo,

(u,−v) = σ(u, v) = (a1 − ib1)(u1,−v1) + . . . + (ak − ibk)(uk,−vk) ,

ou seja, {(u1,−v1), . . . , (uk,−vk)} gera W.

Seja (a1 − ib1)(u1,−v1) + . . . + (ak − ibk)(uk,−vk) = 0. Então,

σ((a1 − ib1)(u1,−v1) + . . . + (ak − ibk)(uk,−vk)) = 0 ,

ou seja,

(a1 + ib1)(u1, v1) + . . . + (ak + ibk)(uk, vk) = 0.

Como {(u1, v1), . . . , (uk, vk)} é LI, temos que aj + ibj = 0, j = 1, . . . , k.

Logo, aj − ibj = 0, j = 1, . . . , k, provando que {(u1,−v1), . . . , (uk,−vk)} é

LI, e portanto uma base, como afirmado.

Seja T : V −→ V um operador sobre um espaço vetorial V de di-

mensão finita sobre R e seja T̂ : V̂ −→ V̂ o seu complexificado.

Seja

pc = pd1
1 . . . pdk

k (x − λ1)
q1 . . . (x − λ`)

q` ,

o polinômio caracterı́stico de T , onde λ1, . . . , λ` ∈ R e pj = (x−µj)(x−µj),

µj = aj + ibj, bj > 0, j = 1, . . . , k, e

pm = pr1
1 . . . prk

k (x − λ1)
s1 . . . (x − λ`)

s` ,

o polinômio minimal de T .

J. Delgado - K. Frensel 247 Instituto de Matemática - UFF
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Como T e T̂ tem o mesmo polinômio caracterı́stico e o mesmo po-

linômio minimal temos que, em C,

pc = (x − µ1)
d1(x − µ1)

d1 . . . (x − µk)
dk(x − µk)

dk(x − λ1)
q1 . . . (x − λ`)

q` ,

pm = (x − µ1)
r1(x − µ1)

r1 . . . (x − µk)
rk(x − µk)

rk(x − λ1)
s1 . . . (x − λ`)

s` ,

ou seja, as multiplicidades de µj e µj em pc e pm são iguais, j = 1, . . . , k.

Afirmaç ão: Ker(T̂ − λiI)
s é o complexificado de Ker(T − λiI) .

De fato, como

(T̂ − λiI)(u, v) = T̂(u, v) − λi(u, v) = (T(u), T(v)) − (λiu, λiv)

= ((T − λiI)(u), (T − λiI)(v)) ,

podemos provar, por indução sobre s, que

(T̂ − λiI)
s(u, v) = ((T − λiI)

s(u), (T − λiI)
s(v)) ,

ou seja,

((T − λiI)
s) ^ = (T̂ − λiI)

s .

Logo, (u, v) ∈ Ker(T̂ − λiI)
s se, e somente se, u, v ∈ Ker(T − λiI), ou

seja,

(Ker(T − λiI)
s) ^ = {(u, v) | u, v ∈ Ker(T − λiI)

s} = Ker(T̂ − λiI)
s .

Então, dim(Ker(T − λiI)
s) = dim(Ker(T̂ − λiI)

s), para todo s ∈ N.

Em particular, se W̃i = Ker(T̂ − λiI)
si e Wi = Ker(T − λiI)

si, temos

que W̃i = Ŵi e dim(W̃i) = dim(Wi).

Seja B̃i uma base de W̃i tal que [T̂ | fWi
]fBi

está na forma canônica de

Jordan. Então, [T̂ | fWi
]fBi

possui dim(Ker(T̂−λiI)) = dim(Ker(T−λiI)) blocos

elementares de Jordan associados ao autovalor λi, sendo as quantidades

dos blocos de cada ordem dadas em termos das dimensões

dim(Ker(T̂ − λiI)
s) = dim(Ker(T − λiI)

s) , 1 ≤ s ≤ si .

Assim, a matriz na forma canônica de Jordan de T |Wi
é igual à matriz

na forma canônica de Jordan de T̂ | fWi
.

Além disso, se Bi = {v1, . . . , vqi
} é uma base de Wi tal que [T |Wi

]Bi

está na forma canônica de Jordan, então B̃i = {(v1, 0), . . . , (vqi
, 0)} é uma

base de W̃i tal que [T̂ | fWi
]fBi

= [T |Wi
]Bi

está na forma canônica de Jordan.
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Afirmaç ão: Ker(T̂ − µI)s = σ(Ker(T̂ − µI)s), para µ = a + ib, b > 0 .

De fato, (T̂ − µI)s = pµ(T̂), onde pµ = (x − µ)s é um polinômio cujos

coeficientes são polinômios em µ com coeficientes inteiros, pois:

pµ = xs + ps−1(µ)xs−1 + . . . + p1(µ)x + p0(µ) ,

com

ps−j(µ) = (−1)j

(
s

j

)
µj = (−1)j s !

j ! (s − j) !
µj .

Logo, (T̂ −µI)s = (T̂)s +ps−1(µ) (T̂)s−1 + . . .+p1(µ)T̂ +p0(µ) = pµ(T̂),

pois

pµ = xs + ps−1(µ)xs−1 + . . . + p1(µ)x + p0(µ)

= xs + ps−1(µ)xs−1 + . . . + p1(µ)x + p0(µ) ,

já que os coeficientes de pj são inteiros.

Então, se pµ = gµ + ihµ , gµ, hµ ∈ R[x], temos que

(T̂ − µI)s = pµ(T̂) = gµ(T̂) + ihµ(T̂) , e (T̂ − µI)s = pµ(T̂) = gµ(T̂) − ihµ(T̂) .

Assim, como gµ e hµ têm coeficientes reais,

pµ(T̂)(u, v) = ĝµ(T)(u, v) + iĥµ(T)(u, v)

= (gµ(T)(u), gµ(T)(v)) + i(hµ(T)(u), hµ(T)(v))

= (gµ(T)(u), gµ(T)(v)) + (−hµ(T)(v), hµ(T)(u))

= (gµ(T)(u) − hµ(T)(v), gµ(T)(v) + hµ(T)(u)) .

Por outro lado,

(T̂ − µI)s(u,−v) = gµ(T̂)(u,−v) − ihµ(T̂)(u,−v)

= (gµ(T)(u),−gµ(T)(v)) − i(hµ(T)(u),−hµ(T)(v))

= (gµ(T)(u),−gµ(T)(v)) + (−hµ(T)(v),−hµ(T)(u))

= (gµ(T)(u) − hµ(T)(v),−gµ(T)(v) − hµ(T)(u)) ,

ou seja,

(T̂ − µI)s(σ(u, v)) = σ((T̂ − µI)s(u, v)) .

Logo, se (u, v) ∈ Ker(T̂ − µI)s então σ(u, v) ∈ Ker(T̂ − µI)s. Assim,

σ(Ker(T̂ − µI)s) ⊂ Ker(T̂ − µI)s .

De modo análogo, temos que
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σ(Ker(T̂ − µI)s) ⊂ Ker(T̂ − µI)s .

Logo,

Ker(T̂ − µI)s = σ2(Ker(T̂ − µI)s) ⊂ σ(Ker(T̂ − µI)s) .

Portanto,

Ker(T̂ − µI)s = σ(Ker(T̂ − µI)s)

e

dim(Ker(T̂ − µI)s) = dim(Ker(T̂ − µI)s) ,

para todo s ∈ N.

Se µj, µj, j = 1, . . . , k, são as raı́zes complexas de pc, temos que

dim(Ker(T̂ −µjI)
s) = dim(Ker(T̂ −µjI)

s), para todo s ∈ N. Logo, Aµj
= Aµj

,

onde Aµj
é a matriz na forma canônica de T̂ |Vj

, Aµj
é a matriz na forma

canônica de T̂ |Vj
, Vj = Ker(T̂ − µjI)

rj e Vj = Ker(T̂ − µjI)
rj .

Afirmaç ão: Se Bj é uma base de Vj tal que [T̂ |Vj
]Bj

= Aµj
, então

Bj = σ(Bj) é base de Vj e [T̂ |Vj
]Bj

= Aµj
.

Seja

Bj = B1
j ∪ . . . ∪ B`

j , ` = dim(Ker(T̂ − µjI)) ,

onde Bi
j = {(v1, w1), . . . , (vk, wk)} é um conjunto LI de vetores de V̂ que dá

origem a um bloco de ordem k de Aµj
.

Então,

(T(vp), T(wp)) = T̂(vp, wp) = µj(vp, wp) + (vp+1, wp+1) , 1 ≤ p ≤ k − 1 ,

e

(T(vk), T(wk)) = T̂(vk, wk) = µj(vk, wk) .

Como T̂σ = σT̂ , temos que

T̂(vp,−wp) = (T(vp),−T(wp)) = σ(T(vp), T(wp))

= σ(T̂(vp, wp)) = σ(µj(vp, wp) + (vp+1, wp+1))

= µj(vp,−wp) + (vp+1,−wp+1) ,

e

T̂(vk,−wk) = (T(vk),−T(wk)) = σ(T(vk), T(wk))

= σ(T̂(vk, wk)) = σ(µj(vk, wk)) = µj(vk,−wk) .
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Observaç ão 4.3

Sejam Bj = {(v1, w1), . . . , (vdj
, wdj

)} e Bj = {(v1,−w1), . . . , (vdj
,−wdj

)} ba-

ses de Vj = Ker(T̂ − µjI)
rj e Vj = Ker(T̂ − µjI)

rj , respectivamente, onde

dj = dim(Ker(T̂ − µjI)
rj) = dim(Ker(T̂ − µjI)

rj) , tais que [T̂ |Vj
]Bj

= Aµj
e

[T̂ |Vj
]Bj

= Aµj
estão na forma canônica.

Como Vj e Vj são subespaços LI, pois estão associados a autovalores µj

e µj, distintos, temos que

{(v1, w1), . . . , (vdj
, wdj

), (v1,−w1), . . . , (vdj
,−wdj

)}

é uma base de Vj ⊕ Vj.

Afirmaç ão: Seja pj = (x − µj)(x − µj) ∈ R[x], j = 1, . . . , k.

Então,

Vj ⊕ Vj = (Ker(pj(T))rj) ^

e {v1 + w1, v1 − w1, . . . , vdj
+ wdj

, vdj
− wdj

} é uma base de Ker(pj(T)rj).

Pelo Teorema Generalizado de Cayley-Hamilton, temos que

dim(Ker(pj(T)rj)) = dj × grau(pj) = 2dj .

Sejam pµj
= (x − µj)

rj e pµj
= (x − µj)

rj .

Como pµj
= gµj

+ihµj
e pµj

= gµj
− ihµj

, onde gµj
, hµj

∈ R[x], temos:

p
rj

j = pµj
pµj

= (gµj
+ ihµj

)(gµj
− ihµj

) = g2
µj

+ h2
µj

.

Sendo

(T̂ − µjI)
rj = pµj

(T̂) = (gµj
+ ihµj

)(T̂) ,

temos que (u, v) ∈ Vj = Ker(T̂ − µjI)
rj = Ker(gµj

+ ihµj
)(T̂) se, e somente

se,

(0, 0) = (gµj
+ ihµj

)(T̂)(u, v) = (gµj
(T̂) + ihµj

(T̂))(u, v)

= gµj
(T̂)(u, v) + ihµj

(T̂)(u, v)

= (gµj
(T)(u), gµj

(T)(v)) + i(hµj
(T)(u), hµj

(T)(v))

= (gµj
(T)(u), gµj

(T)(v)) + (−hµj
(T)(v), hµj

(T)(u))

= (gµj
(T)(u) − hµj

(T)(v), gµj
(T)(v) + hµj

(T)(u)) ,

ou seja gµj
(T)(u) = hµj

(T)(v) e gµj
(T)(v) = −hµj

(T)(u) .

Logo,
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p
rj

j (T)(u) = g2
µj

(T)(u) + h2
µj

(u) = gµj
(T)hµj

(T)(v) − hµj
(T)gµj

(T)(v) = 0 ,

e

p
rj

j (T)(v) = g2
µj

(T)(v) + h2
µj

(v) = −gµj
(T)hµj

(T)(u) + hµj
(T)gµj

(T)(u) = 0 .

Como

(Ker(pj(T)rj)) ^ = {(u, v) | pj(T)rj(u) = pj(T)rj(v) = 0}

= {(u, v) | g2
µj

(T)(u) + h2
µj

(T)(u) = g2
µj

(T)(v) + h2
µj

(T)(v) = 0} ,

temos que Vj ⊂ (Ker(pj(T)rj)) ^ .

Sendo (T̂ − µjI)
rj = pµj

(T̂) = (gµj
− ihµj

)(T̂), podemos provar, de

modo análogo, que se

(u, v) ∈ Vj = Ker(T̂ − µjI)
rj = Ker(pµj

(T̂)) = Ker((gµj
− ihµj

)(T̂)) ,

então (u, v) ∈ (Ker(pj(T)rj)) ^ .

Logo, Vj ⊕ Vj ⊂ (Ker(pj(T)rj)) ^ . Como

dim(Vj ⊕ Vj) = 2dj = dim(Ker(pj(T)rj)) ^ ,

temos que

Vj ⊕ Vj = (Ker(pj(T)rj)) ^ .

Vamos, agora, provar que

{v1 + w1, v1 − w1, . . . , vdj
+ wdj

, vdj
− wdj

}

é uma base de Ker(pj(T)rj) .

De fato, como (vi, wi) ∈ Vj e (vi,−wi) ∈ Vj, i = 1, . . . , dj, temos que:

• (vi, wi) + i(vi,−wi) = (vi + wi, vi + wi) ∈ Vj ⊕ Vj = (Ker(pj(T)rj) ^ ) ;

• (vi, wi) − i(vi,−wi) = (vi − wi,−(vi − wi)) ∈ Vj ⊕ Vj = (Ker(pj(T)rj) ^ ) .

Logo, vi + wi, vi − wi ∈ Ker(pj(T)rj) , i = 1, . . . , dj.

• Os vetores

(v1 + w1, v1 + w1), . . . , (vdj
+ wdj

, vdj
+ wdj

), . . . ,

(v1 − w1,−(v1 − w1)), . . . , (vdj
− wdj

,−(vdj
− wdj

))

formam uma base de Vj ⊕ Vj = (Ker(pj(T)rj)) ^ .

Como dim(Ker(pj(T))r) ^ = 2dj, basta mostrar que esses vetores

são LI.
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Sejam λ1, . . . , λdj
, δ1, . . . , δdj

∈ C, tais que

λ1(v1 + w1, v1 + w1) + . . . + λdj
(vdj

+ wdj
, vdj

+ wdj
)

+δ1(v1 − w1,−(v1 − w1)) + . . . + δdj
(vdj

− wdj
,−(vdj

− wdj
)) = (0, 0) .

Como
(vi + wi, vi + wi) = (vi, wi) + i(vi,−wi)

e
(vi − wi,−(vi − wi)) = (vi, wi) − i(vi,−wi) ,

para i = 1, . . . , dj, temos que

(λ1 + δ1)(v1, w1) + . . . + (λdj
+ δdj

)(vdj
, wdj

)

+(λ1 − δ1)(v1,−w1) + . . . + (λdj
− δdj

)(vdj
,−wdj

) = (0, 0) .

Logo, λi + δi = λi − δi = 0, i = 1, . . . , dj, pois

(v1, w1), . . . , (vdj
, wdj

), (v1,−w1), . . . , (vdj
,−wdj

)}

é uma base de Vj ⊕ Vj.

Então, λi = δi = 0, i = 1, . . . , dj.

Seja

(a1 + ib1)(v1 + w1, v1 + w1) + . . . + (adj
+ ibdj

)(vdj
+ wdj

, vdj
+ wdj

)

+(c1 + ie1)(v1 − w1,−(v1 − w1)) + . . . + (cdj
+ iedj

)(vdj
− wdj

,−(vdj
− wdj

))
(I)

uma combinação linear dos vetores da base

{(v1 + w1, v1 + w1), . . . , (vdj
+ wdj

, vdj
+ wdj

),

(v1 − w1,−(v1 − w1)), . . . , (vdj
− wdj

,−(vdj
− wdj

))}

de (Ker(pj(T)rj)) ^ , onde ai, bi, ci, ei ∈ R, i = 1, . . . , dj.

Como para todo i = 1, . . . , dj:

(ai + ibi)(vi + wi, vi + wi) = ((ai − bi)(vi + wi), (ai − bi)(vi + wi))

e

(ci + iei)(vi − wi,−(vi − wi)) = ((ci + ei)(vi − wi), (ei − ci)(vi − wi)) ,

temos que a combinação linear (I) pode ser reescrita na forma:

((a1 − b1)(v1 + w1), (a1 + b1)(v1 + w1)) + . . .

+((adj
− bdj

)(vdj
+ wdj

), (adj
+ bdj

)(vdj
+ wdj

))

+((c1 + e1)(v1 − w1), (e1 − c1)(v1 − w1)) + . . .

+((cdj
+ edj

)(vdj
− wdj

), (edj
− cdj

)(vdj
− wdj

)) .
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Logo, todo vetor pertencente a Ker(pj(T)rj) pode ser escrito como

uma combinação linear dos vetores do conjunto

{v1 + w1, . . . , vdj
+ wdj

, v1 − w1, . . . , vdj
− wdj

} .

Como dim(Ker(pj(T)rj)) = 2dj, temos que esse conjunto é uma base

de Ker(pj(T)rj). Como querı́amos provar.

• Seja µj = aj + ibj, bj > 0, j = 1, . . . , k um autovalor complexo de T̂ .

Seja Bj = {(v1, w1), . . . , (vdj
, wdj

)} uma base de Vj = Ker(T̂ − µjI)
rj)

tal que Aµj
= [T̂ |Vj

]Bj
está na forma canônica de Jordan. Então, Bj =

{(v1,−w1), . . . , (vdj
,−wdj

)} é uma base de Vj = Ker((T̂ − µjI)
rj) tal que

Aµj
= [T̂ |Vj

]Bj
está na forma canônica de Jordan e Aµj

= Aµj
.

Seja B̃j = {v1 + w1, v1 − w1, . . . , vdj
+ wdj

, vdj
− wdj

} a base de

Ker(pj(T)rj) obtida a partir das bases Bj e Bj.

Como

(T(vi), T(wi)) = T̂(vi, wi) = (aj + ibj)(vi, wi) + (vi+1, wi+1) ,

ou

(T(vi), T(wi)) = T̂(vi, wi) = (aj + ibj)(vi, wi) ,

temos queT(vi) = ajvi − bjwi + vi+1

T(wi) = bjvi + ajwi + wi+1

ou

T(vi) = ajvi − bjwi

T(wi) = bjvi + ajwi .

Logo,

T(vi + wi) = aj(vi + wi) + bj(vi − wi) + (vi+1 + wi+1)

T(vi − wi) = −bj(vi + wi) + aj(vi − wi) + (vi+1 − wi+1) ,

ou

T(vi + wi) = aj(vi + wi) + bj(vi − wi)

T(vi − wi) = −bj(vi + wi) + aj(vi − wi) .

Então, se {(vi1 , wi1), . . . , (vik, wik)} determinam um bloco elementar

de Jordan de Aµj
de ordem k,

{(vi1 + wi1), (vi1 − wi1), . . . , (vik + wik), (vk1
− wik)} ,

determinam um bloco de ordem 2k na forma:
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

aj −bj

bj aj

1 0 aj −bj

0 1 bj aj

1 0 aj −bj

0 1 bj aj

. . .
. . .

. . .
. . .

1 0 aj −bj

0 1 bj aj


Sejam Ui = Ker(pi(T)ri), i = 1, . . . , k e Wi = Ker((T − λiI)

si),

i = 1, . . . , `. Sejam B̃i a base de Ui construı́da acima e B̃i+k uma base de

Wi tal que [T |Wi
] gBi+k

está na forma canônica de Jordan.

Como V = U1 ⊕ . . .⊕Uk ⊕W1 ⊕ . . .⊕W`, temos que

B̃ = B̃1 ∪ . . . ∪ B̃k ∪ B̃k+1 ∪ . . . ∪ B̃k+`

é uma base de V tal que

[T ] eB =



A1

. . .
Ak

B1

. . .
B`


n×n

onde:

(I)

• Aj =

R
j
1

. . .
Rj

nj


2dj×2dj

;

• R
j
i =



aj −bj

bj aj

1 0 aj −bj

0 1 bj aj

. . .
. . .

. . .
. . .

1 0 aj −bj

0 1 bj aj


2ki×2ki

, i = 1, . . . , nj ;
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• 2nj = dim(Ker(pj(T))) = 2 dim(Ker(T̂ − µjI)) ;

• ki ≥ ki+1, i = 1, . . . , nj − 1 ;

• 2k1 = 2rj , ou seja, k1 = rj ;

• νk(µj) = −δk−1(µj)+2δk(µj)−δk+1(µj), sendo νk(µj) o número de blocos

de tamanho 2k × 2k associado ao autovalor µj = aj + ibj, bj > 0, e

2δk(µj) = dim(Ker(pj(T)k)) = 2 dim(Ker(T̂ − µjI)
k).

(II)

• Bi =

Ji
1

. . .
Ji
mi


qi×qi

;

• Ji
j =



λi

1 λi

1
. . .
. . .

. . .

1 λi


fj×fj

, j = 1, . . . ,mi ;

• qi = multiplicidade de λi como raiz do polinômio caracterı́stico de T ;

• mi = dim(Ker(T − λiI)) ;

• fj ≥ fj+1, j = 1, . . . ,mi − 1 ;

• f1 = s1 (multiplicidade de λi como raiz do polinômio minimal de T );

• νk(λi) = −δk−1(λi)+2δk(λi)+δk+1(λi), sendo νk(λi) o número de blocos

de tamanho k×k associado ao autovalor λi e δk(λi) = dim(Ker(T −λiI)
k) .

A matriz

[T ] eB =



A1

. . .
Ak

B1

. . .
B`


n×n

é a forma canônica de Jordan real do operador T .
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Observaç ão 4.4

Se as raı́zes do polinômio caracterı́stico de um operador T sobre um

espaço vetorial real são todas reais, a forma canônica de Jordan real de

T é igual à sua forma canônica de Jordan.

Em particular, se T é nilpotente, sua forma canônica de Jordan real é

igual à sua forma canônica de Jordan, que, por sua vez, é igual à sua

forma racional.

Unicidade: Seja B̃ ′ uma base de V tal que [T ] eB ′ está na forma

canônica de Jordan real. Então, [T ] eB e [T ] eB ′ podem diferir apenas pela

ordem em que aparecem os blocos associados a uma raiz do polinômio

caracterı́stico de T .

De fato, seja B̃ ′ uma base de V tal que

[T ] eB ′ =



C1

. . .
Cs

D1

. . .
Dq


n×n

,

onde:

• Ci =

Ci
1

. . .
Ci

pi


ei×ei

;

• Ci
j =



αi −βi

βi αi

1 0 αi −βi

0 1 βi αi

. . .
. . .

. . .
. . .

1 0 αi −βi

0 1 βi αi


2hi

j×2hi
j

;

• hi
j ≥ hi

j+1, j = 1, . . . , pi − 1 ;

• Di =

Di
1

. . .
Di

ti


ui×ui

;
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• Di
j =



δi

1 δi

1
. . .
. . .

. . .

1 δi


`i

j×`i
j

;

• `i
j ≥ `i

j+1, j = 1, . . . , ti − 1 .

Como [T ] eB ′ está na forma de blocos, temos que

pc = det(xI − [T ] eB ′)
= ((x − c1)

2 + d2
1)

e1 . . . ((x − cs)
2 + d2

s)
es(x − δ1)

u1 . . . (x − δq)uq ,

ou seja, α1 + iβ1, α1 − iβ1, . . . , αs + iβs, αs − iβs são as raı́zes complexas

distintas de pc e δ1, . . . , δq são as raı́zes reais distintas de pc.

Logo: k = s ; ` = q ; {α1 + iβ1, . . . , αs + iβs} = {a1 + ib1, . . . , ak + ibk}

e {δ1, . . . , δq} = {λ1, . . . , λq} . Além disso,

ei = dj , se αi + iβi = aj + ibj e ui = qj , se δi = λj .

• Seja B̃ ′ = {ṽ1, w̃1, . . . , ṽm, w̃m, ũ1, . . . , ũp}, onde m = d1 + . . . + dk e

p = q1 + . . . + q`.

Vamos provar que

B ′ = {(ṽ1, w̃1), (ṽ1,−w̃1), . . . , (ṽm, w̃m), (ṽm,−w̃m), (ũ1, 0), . . . , (ũp, 0)}

é uma base de V̂ .

Como dim(V̂) = dim(V) = 2m + p, basta provar que B ′ é LI.

De fato, seja

(λ1
1 + iδ1

1)(ṽ1, w̃1) + (λ2
1 + iδ2

1)(ṽ1,−w̃1) + . . . + (λ1
m + iδ1

m)(ṽm, w̃m)

+(λ2
m + iδ2

m)(ṽm,−w̃m) + λ3
1(ũ1, 0) + . . . + +λ3

p(ũp, 0) = (0, 0) ,

onde λ1
i , λ

2
j , λ

3
k, δ

1
i , δ

2
i ∈ R, i, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , p.

Então,

(λ1
1ṽ1 − δ1

1w̃1, δ
1
1ṽ1 + λ1

1w̃1) + (λ2
1ṽ1 + δ2

1w̃1, δ
2
1ṽ1 − λ2

1w̃1) + . . .

+(λ1
mṽm − δ1

mw̃m, δ1
mṽm + λ1

mw̃m) + (λ2
mṽm + δ2

mw̃m, δ2
mṽm − λ2

mw̃m)

+(λ3
1ũ1, 0) + . . . + (λ3

pũp, 0) = (0, 0)

=⇒ (λ1
1 + λ2

1)ṽ1 + (−δ1
1 + δ2

1)w̃1 + . . . + (λ1
m + λ2

m)ṽm + (−δ1
m + δ2

m)w̃m

+λ3
1ũ1 + . . . + λ3

pũp = 0
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e

(δ1
1 + δ2

1)ṽ1 + (λ1
1 − λ2

1)w̃1 + . . . + (δ1
m + δ2

m)ṽm + (λ1
m − λ2

m)w̃m = 0 .

Como {ṽ1, w̃1, . . . , ṽm, w̃m, ũ1, . . . , ũp} é uma base de V , temos que

λ1
j + λ2

j = λ1
j − λ2

j = 0 ,

δ1
j + δ2

j = −δ1
j + δ2

j = 0 ,
j = 1, . . . ,m ,

e λ3
i = 0, i = 1, . . . , p .

Logo, λ1
j = λ2

j = δ1
j = δ2

j = 0 , j = 1, . . . ,m , e λ3
i = 0, i = 1, . . . , p .

Observe, também, que se{
T(ṽi) = ajṽi + bjw̃i + ṽi+1

T(w̃i) = −bjṽi + ajw̃i + w̃i+1 ,

ou {
T(ṽi) = ajṽi + bjw̃i

T(w̃i) = −bjṽi + ajw̃i ,

então:

T̂(ṽi, w̃i) = (T(ṽi), T(w̃i))

= (ajṽi + bjw̃i + ṽi+1,−bjṽi + ajw̃i + w̃i+1)

= (aj − ibj)(ṽi, w̃i) + (ṽi+1, w̃i+1)

= µj(ṽi, w̃i) + (ṽi+1, w̃i+1) ,

e

T̂(ṽi,−w̃i) = (T(ṽi),−T(w̃i))

= (ajṽi + bjw̃i + ṽi+1, bjṽi − ajw̃i − w̃i+1)

= (aj + ibj)(ṽi,−w̃i) + (ṽi+1,−w̃i+1)

= µj(ṽi,−w̃i) + (ṽi+1,−w̃i+1) ,

ou

T̂(ṽi, w̃i) = (T(ṽi), T(w̃i))

= (ajṽi + bjw̃i,−bjṽi + ajw̃i)

= (aj − ibj)(ṽi, w̃i)

= µj(ṽi, w̃i) ,

e

T̂(ṽi,−w̃i) = (T(ṽi),−T(w̃i))

= (ajṽi + bjw̃i, bjṽi − ajw̃i)

= (aj + ibj)(ṽi,−w̃i)

= µj(ṽi,−w̃i) ,
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Reordenando a base B ′ de V̂ , obtemos a base

B ′′ = {(ṽ1, w̃1), . . . , (ṽm, w̃m), (ṽ1,−w̃1), . . . , (ṽm,−w̃m), (ũ1, 0), . . . , (ũp, 0)}

de V̂ tal que [T̂ ]B ′′ está na forma canônica de Jordan. Como no caso

complexo já provamos a unicidade, obtemos a unicidade no caso real.

Exemplo 4.1

Seja T o operador linear sobre R3 que é representado em relação à base

canônica pela matriz

A =


0 0 0 −8
1 0 0 16
0 1 0 −14
0 0 1 6

 .

Logo,

pc = det(xI − A) = det


x 0 0 8

−1 x 0 −16

0 −1 x 14

0 0 −1 x − 6


= x det

 x 0 −16

−1 x 14

0 −1 x − 6

+ det

 0 0 8

−1 x 14

0 −1 x − 6


= x2 det

(
x 14

−1 x − 6

)
+ x det

(
0 −16

−1 x − 6

)
+ det

(
0 8

−1 x − 6

)

= x2(x(x − 6) + 14) + x(−16) + 8 = x2(x2 − 6x + 14) − 16x + 8

= x4 − 6x3 + 14x2 − 16x + 8 = (x2 − 2x + 2)(x − 2)2

= (x − (1 + i))(x − (1 − i))(x − 2)2 .

Como

A − 2I =


−2 0 0 −8
1 −2 0 16

0 1 −2 −14
0 0 1 4


tem posto igual a 3, temos que dim(Ker(A − 2I)) = 1, ou seja, a forma

canônica de Jordan real de T tem apenas um bloco 2× 2 elementar asso-

ciado ao autovalor 2 e pm = pc.
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Sendo que x2 − 2x + 2 é um polinômio primo em R[x], temos que existe

apenas um bloco 2× 2 associado à raiz complexa 1 + i. Ou seja,

B =


1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 1 2

 ,

é a forma canônica de Jordan real do operador T .

Para determinar uma base B = {v1, v2, v3, v4} de R4 tal que [T ]B = B, deve-

mos determinar primeiro um autovetor associado ao autovalor complexo

1 + i da matriz A.

Seja X = (x, y, z, w) tal que ((1 + i)I − A)X = 0, isto é,
1 + i 0 0 8

−1 1 + i 0 −16

0 −1 1 + i 14

0 0 −1 −5 + i




x

y

z

w

 =


0

0

0

0

 .

Então,
(1 + i)x + 8w = 0

−x + (1 + i)y − 16w = 0

− y + (1 + i)z + 14w = 0

− z + (−5 + i)w = 0 .

ou seja,

w = −
1

8
(1 + i)x, z = (−5 + i)w e y = (1 + i)(−5 + i)w + 14w = (8 − 4i)w .

Fazendo x = 8, obtemos w = −(1 + i), z = 6 + 4i e y = −(12 + 4i). Logo,

X = (8,−12, 6, −1) + i(0,−4, 4,−1).

Como u = (8,−12, 6, −1) é a parte real e v = (0,−4, 4,−1) é a parte

imaginaria do autovetor X, os primeiros vetores da base B são

v1 = u + v = (8,−16, 10,−2) e v2 = u − v = (8,−8, 2, 0) .

Os vetores v3 e v4 da base B devem ser tais que

v4 = (A − 2I)v3 e (A − 2I)2v3 = 0.

Como

(A − 2I)2 =


−2 0 0 −8

1 −2 0 16

0 1 −2 −14

0 0 1 4




−2 0 0 −8

1 −2 0 16

0 1 −2 −14

0 0 1 4

 =


4 0 −8 −16

−4 4 16 24

1 −4 −10 −12

0 1 2 2


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temos que v3 = (a, b, c, d) ∈ Ker((A − 2I)2) se, e somente se, 4a =

8c + 16d e b = −2c − 2d. Fazendo c = d = 1, obtemos v3 = (6,−4, 1, 1) e

v4 = (A − 2I)v3 = (−20, 30,−20, 5), pois
−2 0 0 −8

1 −2 0 16

0 1 −2 −14

0 0 1 4




6

−4

1

1

 =


−20

30

−20

5

 .

�

Exemplo 4.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial real V tal que

pc = p3
1p

3
2(x − 4)4 e pm = p2

1p
3
2(x − 4)3, onde

p1 = x2 − 2x + 5 = (x − (1 + 2i))(x − (1 − 2i)) ,

e

p2 = x2 + 4 = (x − 2i)(x + 2i) .

Então, a matriz do operador T na forma canônica tem: um bloco 4 × 4

elementar de Jordan real associado ao autovalor complexo 1 + 2i; um

bloco 2 × 2 elementar de Jordan real associado ao autovalor complexo

1 + 2i; um bloco 6 × 6 elementar de Jordan real associado ao autovalor

complexo 2i; um bloco 3× 3 elementar de Jordan associado ao autovalor

4 e um bloco 1×1 elementar de Jordan associado ao autovalor 4. Ou seja,

1 −2 0 0

2 1 0 0

1 0 1 −2
0 1 2 1

1 −2

2 1
0 −2 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

1 0 0 −2 0 0
0 1 2 0 0 0
0 0 1 0 0 −2

0 0 0 1 2 0
4 0 0
1 4 0
0 1 4

4


16×16

é a forma canônica de Jordan real do operador T . �

J. Delgado - K. Frensel 262 Instituto de Matemática - UFF
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Exemplo 4.3

Seja A uma matiz 7×7 real cujo polinômio minimal é pm = (x−1)2(x+1)2x.

Vamos determinar todas as matrizes Ã na forma canônica de Jordan real

que podem ser semelhantes à matriz A.

Seja pc = (x − 1)a(x + 1)bxc o polinômio caracterı́stico de A.

Como a + b + c = 7, a ≥ 2, b ≥ 2 e c ≥ 1, temos as seguintes 8 possibili-

dades:

• a = 2, b = 2 e c = 3.

Nesse caso:

Ã =



1 0

1 1

−1 0

1 −1

0

0

0


.

• a = 2, b = 3, c = 2.

Nesse caso:

Ã =



1 0

1 1

−1 0

1 −1

−1

0

0


.

• a = 2, b = 4, c = 1.

Nesse caso:

Ã =



1 0

1 1

−1 0

1 −1

−1 0

1 −1

0


ou Ã =



1 0

1 1

−1 0

1 −1

−1

−1

0


.
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• a = 3, b = 2, c = 2.

Nesse caso:

Ã =



1 0

1 1

1

−1 0

1 −1

0

0


.

• a = 3, b = 3, c = 1.

Nesse caso:

Ã =



1 0

1 1

1

−1 0

1 −1

−1

0


.

• a = 4, b = 2, c = 1.

Nesse caso:

Ã =



1 0

1 1

1 0

1 1

−1 0

1 −1

0


ou Ã =



1 0

1 1

1

1

−1 0

1 −1

0


.

�

5. Operadores Semi-Simples

Definiç ão 5.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpoR dos números

reais. Dizemos que um operador linear L : V −→ V é semi-simples se

L̂ : V̂ −→ V̂ é um operador linear diagonalizável.
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Lema 5.1

Seja V̂ o complexificado do espaço vetorial real V . Seja T : V̂ −→ V̂ um

operador linear. Então existe um operador linear L : V −→ V tal que L̂ = T

se, e somente se σT = Tσ.

Prova.

(=⇒) Suponhamos que T = L̂. Então, como T(u, v) = (L(u), L(v)),

temos que

σT(u, v) = σ(L(u), L(v)) = (L(u),−L(v)) = (L(u), L(−v)) = Tσ(u, v) .

(⇐=) Seja π : V̂ −→ V a aplicação definida por π(u, v) = u. Como

π((u1, v1) + (u2, v2)) = π(u1 + u2, v1 + v2) = u1 + u2 = π(u1, v1) + π(u2, v2) ,

e π(λ(u, v)) = π(λu, λv) = λu , se λ ∈ R , temos que π é um operador

linear real.

Considere a aplicação L : V −→ V dada por L(u) = π ◦ T(u, 0).

Como, para todo λ ∈ R vale que

L(λu + w) = (π ◦ T)(λu + w, 0)

= (π ◦ T)(λ(u, 0) + (w, 0))

= π(λT(u, 0) + T(w, 0))

= λπ ◦ T(u, 0) + π ◦ T(w, 0))

= λL(u) + L(w)) ,

temos que L é um operador linear.

Resta mostrar que T(u, v) = (L(u), L(v)) para todo par u, v ∈ V .

De fato, como L(u) = π(T(u, 0)), temos que T(u, 0) = (L(u), x) para algum

x ∈ V .

Mas, como σT = Tσ, temos que

σ ◦ T(u, 0) = (L(u),−x) = Tσ(u, 0) = T(u, 0) = (L(u), x) .

Logo, x = 0, ou seja, T(u, 0) = (L(u), 0).

Assim,

T(u, v) = T((u, 0) + i(v, 0)) = T(u, 0) + iT(v, 0)

= (L(u), 0) + i(L(v), 0) = (L(u), L(v)) = L̂(u, v) ,

ou seja, L̂ = T . �
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Teorema 5.1

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita e seja L ∈ L(V,V).

Então existe um único operador linear semi-simples S e um único operador

linear nilpotente N, tais que:

(1) L = S + N ;

(2) SN = NS .

Além disso, S e N são polinômios em L.

Prova.

Exist ência.

Seja L̂ : V̂ −→ V̂ o operador linear complexificado do operador L. Como

V̂ é um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo C dos números

complexos, existe um único operador linear D0 : V̂ −→ V̂ e um único

operador nilpotente N0 : V̂ −→ V̂ tais que: L̂ = D0 + N0 e D0N0 = N0D0,

sendo D0 e N0 polinômios em L̂.

Sejam D1 = σD0σ
−1 e N1 = σN0σ

−1. Então D1 é diagonalizável e N1 é

nilpotente.

De fato, se Nk
0 = O, temos que

Nk
1 = (σN0σ

−1)k = σNk
0σ

−1 = O ,

ou seja, N1 é nilpotente.

Se {(u1, v1), . . . , (un, vn)} é uma base de autovetores de D0, temos

D0(ui, vi) = ci(ui, vi), i = 1, . . . , n, e, então

D1(ui,−vi) = σ ◦D0 ◦ σ−1(ui,−vi)

= σ ◦D0(ui, vi)

= σ(ci(ui, vi))

= ci (ui, vi) ,

ou seja, {(u1,−v1), . . . , (un,−vn)} é uma base de autovetores de D1. Logo,

D1 é diagonalizável.

Além disso,

D1N1 = σD0σ
−1σN0σ

−1 = σD0N0σ
−1

= σN0D0σ
−1 = σN0σ

−1σD0σ
−1 = N1D1 ,
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ou seja, D1 e N1 comutam.

Como σL̂ = L̂σ, temos que

L̂ = σL̂σ−1 = σ(D0 + N0)σ
−1 = σD0σ

−1 + σN0σ
−1 = D1 + N1 .

Então, pela unicidade, D0 = σD0σ
−1 e N0 = σN0σ

−1, ou seja, σD0 = D0σ

e σN0 = N0σ.

Pelo lema anterior, existem S : V −→ V e N : V −→ V operadores lineares

tais que D0 = Ŝ e N0 = N̂.

Logo, S é semi-simples e N é nilpotente, pois se Nk
0 = O, temos

Nk
0(u, 0) = (Nk(u), 0) = (0, 0) ,

para todo u ∈ V , ou seja, Nk = O.

Temos, também, que

• SN = NS, pois:

(SN − NS)̂(u, v) = ((SN − NS)(u), (SN − NS)(v))

= (SN(u), SN(v)) − (NS(u),NS(v))

= ŜN̂(u, v) − N̂Ŝ(u, v)

= (ŜN̂ − N̂Ŝ)(u, v)

= (D0N0 − N0D0)(u, v)

= (0, 0) .

• L = S+N, pois, como L̂ = D0 +N0 = Ŝ+N̂, temos que (L−S−N)̂ = O.

Unicidade.

Sejam S1 : V −→ V um operador semi-simples e N1 : V −→ V um opera-

dor nilpotente tais que: L = S1 + N1 e S1N1 = N1S1.

Então, L̂ = Ŝ1 + N̂1, onde Ŝ1 é diagonalizável e N̂1 é nilpotente, e

Ŝ1N̂1 = Ŝ1N1 = N̂1S1 = N̂1Ŝ1 .

Pela unicidade da decomposição de L̂ como uma soma de um operador

diagonalizável com um operador nilpotente que comutam, temos que Ŝ1 =

D0 e N̂1 = N0. Mas, como D0 = Ŝ e N0 = N̂, temos que Ŝ1 = Ŝ e N̂1 = N̂,

ou seja, S1 = S e N1 = N.

• Vamos provar agora que S e N são polinômios em L.
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Seja

pm = (x − µ1)
r1(x − µ1)

r1 . . . (x − µk)
rk(x − µk)

rk(x − c1)
s1 . . . (x − c`)

s`

o polinômio minimal de L e L̂, onde µi e µi, i = 1, . . . , k, são as raı́zes

complexas e cj, j = 1 . . . , ` são as raı́zes reais.

Sejam

fcj
=

pm

(x − cj)
sj

, fµi
=

pm

(x − µi)ri
, e fµi

=
pm

(x − µi)ri
.

Então, fcj
∈ R[x] e fµi

= fµi
, j = 1, . . . , ` e i = 1, . . . , k.

Como fµ1
, fµ1

, . . . , fµk
, fµk

, fc1
, fc`

são polinômios primos entre si, existem

polinômios hµi
, hµi

, hcj
∈ C[x], i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , `, tais que:

hµ1
fµ1

+ hµ1
fµ1

+ . . . + hµk
fµk

+ hµk
fµk

+ hc1
fc1

+ . . . + hcj
fcj

= 1 . (I)

Então:

hµ1
fµ1

+ hµ1
fµ1

+ . . . + hµk
fµk

+ hµk
fµk

+ hc1
fc1

+ . . . + hcj
fcj

= 1 . (II)

Logo, por (I) e (II), obtemos que:

hµ1
+ hµ1

2
fµ1

+
(hµ1

+ hµ1
)

2
fµ1

+ . . . +
hµk

+ hµk

2
fµk

+
(hµk

+ hµk
)

2
fµk

+
hc1

+ hc1

2
fc1

+ . . . +
hc`

+ hc`

2
fc`

= 1 ,

Fazendo hi =
hµi

+ hµi

2
∈ C[x] , i = 1, . . . , k e gj =

hcj
+ hcj

2
∈ R[x], temos

que

h1 fµ1
+ h1 fµ1

+ . . . + hk fµk
+ hk fµk

+ g1 fc1
+ . . . + g` fc`

= 1 .

Logo, como foi provado no Teorema 5.1, D0 = p(L̂), onde

p = µ1 h1 fµ1
+ µ1 h1 fµ1

+ . . . + µk hk fµk
+ µ1 hk fµk

+c1 g1 fc1
+ . . . + c` g` fc`

∈ R[x] .

Então, como p ∈ R[x] e Ŝ = D0, temos que Ŝ = D0 = p(L̂) = p̂(L), ou

seja, S = p(L) e N = L − S = L − p(L) = q(L), onde q = x − p ∈ R[x]. �
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Espaços Vetoriais com Produto
Interno

1. Produto Interno - Definiç ões b ásicas

Definiç ão 1.1

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K, sendo K = R ou K = C.

Um produto interno sobre V é uma aplicação

〈 , 〉 : V × V −→ K
(u, v) 7−→ 〈u, v〉 ,

que satisfaz as seguintes condições:

(a) Para cada v ∈ V , a aplicação u 7→ 〈u, v〉 é linear, ou seja,

〈λu + w, v〉 = λ〈u, v〉+ 〈w, v〉 .

quaisquer que sejam u,w ∈ V e λ ∈ K.

(b) 〈u, v〉 = 〈v, u〉, onde a barra indica conjugação complexa.

(c) 〈u, u〉 ≥ 0 e 〈u, u〉 = 0 se, e só se, u = 0.

Observaç ão 1.1

(1) 〈u, λv + w〉 = 〈λv + w,u〉 = λ〈v, u〉+ 〈w,u〉 = λ 〈v, u〉+ 〈w,u〉

= λ 〈u, v〉+ 〈u,w〉 .

(2) No caso K = R, temos que 〈u, λv + w〉 = λ 〈u, v〉+ 〈u, w〉 .

(3) No caso K = C, a conjugação complexa em (b) é necessária, pois,

sem ela, terı́amos que 〈u, u〉 > 0 e 〈iu, iu〉 = −〈u, u〉 > 0, se u > 0.
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Exemplo 1.1

Sejam X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, onde K = R ou K = C.

Então, 〈X, Y〉 =

n∑
i=1

xi yi é um produto interno sobre Kn, denominado pro-

duto interno canônico. �

Exemplo 1.2

Seja V = Kn×n, K = R ou K = C, o espaço vetorial das matrizes n × n

sobre K. Como Kn×n é isomorfo a Kn2
de uma maneira natural, temos:

〈A,B〉 =

n∑
i,j=1

Aij Bij

define um produto interno sobre V .

Seja B? a conjugada da matriz transposta de B, ou seja, B?
ij = Bji. Então,

〈A,B〉 = Tr (AB?) = Tr (B?A) ,

onde Tr ( · ) é o traço da matriz.

De fato,

Tr (AB?) =

n∑
j=1

(AB?)jj =

n∑
j=1

n∑
k=1

AjkB
?
kj =

n∑
j=1

n∑
k=1

AjkBjk .

�

Exemplo 1.3

Seja Kn×1 o espaço vetorial das matrizes n × 1, sendo K = R ou K = C.

Sejam X = (x1, . . . , xn) e Y = (y1, . . . , yn) em Kn×1. Então,

〈X, Y〉 =

n∑
i=1

xiyi = Y? X

é um produto interno sobre Rn×1.

Generalizando, temos que

〈X, Y〉Q = Y?Q?QX = (QY)?QX = 〈QX,QY〉

é um produto interno sobre Kn×1, onde Q é uma matriz n × n invertı́vel

sobre K.

De fato:
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• 〈λX + Z, Y〉Q = 〈Q(λX + Z), Y〉
= 〈λQX + QZ, QY〉
= λ〈QX,QY〉+ 〈QZ, QY〉
= λ〈X, Y〉Q + 〈Z, Y〉Q

• 〈X, Y〉Q = 〈QX,QY〉 = 〈QY,QX〉 = 〈Y, X〉Q
• 〈X,X〉Q = 〈QX,QX〉 ≥ 0

• 〈X,X〉Q = 〈QX,QX〉 = 0 ⇐⇒ QX = 0⇐⇒ X = 0 pois Q é invertı́vel.

�

Exemplo 1.4

Seja V = C0([0, 1],C) o espaço vetorial das funções contı́nuas definidas

no intervalo [0, 1] com valores complexos. Então,

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt

é um produto interno sobre V . �

Observaç ão 1.2

Sejam V e W espaços vetoriais sobreK (R ouC) e suponhamos que 〈 · , · 〉

seja um produto interno sobre W. Se T : V −→ W é uma transformação

linear injetora, então

〈u, v〉T = 〈T(u), T(v)〉

define um produto interno sobre V . (Verifique como exercı́cio).

O produto interno sobreKn×1 definido no exemplo 1.3 é um caso particular

dessa observação. De fato, tomando T : Kn×1 −→ Kn×1, T(X) = QX,

temos que T é injetora e que

〈X, Y〉T = 〈T(X), T(Y)〉 = 〈QX,QY〉 = 〈X, Y〉Q .

Exemplo 1.5

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre K (R ou C) e seja

B = {v1, . . . , vn} uma base de V . Seja {e1, . . . , en} a base canônica de Kn

e seja T : V −→ Kn a transformação linear de V em Kn tal que T(vj) = ej,

j = 1, . . . , n. Se tomarmos o produto interno canônico sobre Kn, temos:

〈u, v〉T =

〈
n∑

j=1

xjvj ,

n∑
k=1

ykvk

〉
T

=

n∑
j=1

xj yj
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é um produto interno sobre V , onde u =

n∑
j=1

xjvj e v =

n∑
k=1

ykvk .

Assim, para toda base B de V existe um produto interno sobre V tal que

〈vi, vj〉T = δij, i, j = 1, . . . , n. Na verdade, é fácil mostrar que existe exata-

mente um tal produto interno.

• Mostraremos depois que todo produto interno sobre V é determinado

por alguma base B da maneira acima. �

Observaç ão 1.3

Seja V um espaço vetorial complexo com um produto interno 〈 · , · 〉. Então,

para v,w ∈ V ,

〈v,w〉 = <〈v,w〉+ i=〈v,w〉 ,

onde <〈v,w〉 e =〈v,w〉 são as partes real e imaginária do número com-

plexo 〈v,w〉.

Como, para todo z ∈ C, =(z) = <(−iz), temos

〈u, v〉 = <〈v,w〉+ i<(−i〈v,w〉) ,

ou seja

〈u, v〉 = <〈v,w〉+ i<(〈v, iw〉) .

Assim, o produto interno é completamente determinado por sua parte real.

Definiç ão 1.2

Seja 〈 · , · 〉 : V × V −→ K (K = R ou K = C) um produto interno sobre V .

• Para v ∈ V , ‖v‖ =
√
〈v, v〉 é chamada a norma de v em relação ao

produto interno 〈 · , · 〉.

• A forma quadrática determinada pelo produto interno 〈 · , · 〉 é a função

V −→ K
v 7−→ ‖v‖2 = 〈v, v〉

Então,

‖v±w‖2 = 〈v±w, v±w〉 = ‖v‖2 ± 2<〈v,w〉+ ‖w‖2 .

Assim, no caso real,

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2〈v,w〉+ ‖w‖2 ,

e
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‖v − w‖2 = ‖v‖2 − 2〈v,w〉+ ‖w‖2 ,

implica que:

〈v,w〉 =
1

4

(
‖v + w‖2 − ‖v − w‖2

)
(I)

No caso complexo,

<〈v,w〉 =
1

4

(
‖v + w‖2 − ‖v − w‖2

)
e

<〈v, iw〉 =
1

4

(
‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2

)
Logo, como 〈v,w〉 = <〈v,w〉+ i<〈v, iw〉, temos

〈v,w〉 =
1

4

(
‖v + w‖2 − ‖v − w‖2

)
+

i

4

(
‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2

)
(II)

As identidades (I) e (II) são denominadas as identidades de polarização.

• Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita, B = {v1, . . . , vn} uma

base ordenada de V e 〈 · , · 〉 um produto interno sobre V . Mostraremos

que o produto interno é completamente determinado pelos números:

Gjk = 〈vk, vj〉 , k, j = 1, . . . , n .

calculados sobre todos os pares de vetores em B.

De fato, se u =

n∑
k=1

xkvk e w =

n∑
j=1

yjvj, então

〈u, v〉 =

〈
n∑

k=1

xkvk,

n∑
j=1

yjvj

〉
=

n∑
j,k=1

xkyj〈vk, vj〉 =

n∑
j,k=1

yjGjkxk = Y?GX ,

onde X = [u]B, Y = [v]B e G é a matriz com entradas Gjk = 〈vk, vj〉.
Denominamos G a matriz do produto interno em relação à base B.

Uma matriz é chamada hermitiana
quando é igual ao conjugado da
sua própria transposta.

Como Gjk = 〈vk, vj〉 = 〈vj, vk〉 = Gkj, temos que G é hermitiana, ou

seja, G? = G.

Além disso, G é invertı́vel, pois, como X?GX > 0 para todo X ∈
Kn×1 − {0}, temos que GX 6= 0, para X 6= 0.

Fazendo X = [vi]B = ei, ei sendo o i−ésimo termo da base canônica

de Kn×1, temos que
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Gii =

n∑
k,j=1

xjGjkxk = X?GX > 0 ,

para todo i = 1, . . . , n, ou seja, todas as entradas da diagonal de G

são positivas.

Porém, nem toda matriz hermitiana A que possui as entradas da

diagonal positivas satisfaz a condição

X?AX > 0 ,

para todo X 6= 0. Basta tomar, por exemplo,

A =

(
1 −1

−1 1

)
.

Observaç ão 1.4

Seja G uma matriz n × n sobre o corpo K (R ou C) tal que G? = G e

X?GX > 0 para todo X ∈ Kn×1 − {0}. Então G é a matriz de algum produto

interno em relação à base B.

De fato, definindo

〈u,w〉 = Y?GX ,

onde X = [u]B e Y = [w]B, temos que 〈 · , · 〉 é um produto interno sobre V

e G é a sua matriz em relação à base B, pois:

• 〈w,u〉 = X?GY = (X?GY)? = Y?G?X = Y?GX = 〈u,w〉 .

• 〈vj, vk〉 = e?
kGej = Gkj, k, j = 1, . . . , n.

• 〈λu1 + u2, w〉 = Y?G[λu1 + u2]B = Y?G(λ[u1]B + [u2]B)

= λY?G[u1]B + Y?G[u2]B = λ〈u1, w〉+ 〈u2, w〉 .

Estabeleceremos agora as propriedades básicas dos conceitos de

comprimento e ortogonalidade que são impostas ao espaço pelo produto

interno.

Proposiç ão 1.1

Seja V um espaço vetorial com produto interno. Então, para quaisquer

vetores u, v ∈ V e todo escalar λ ∈ K (K = R ou K = C),

(a) ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ ;

(b) ‖u‖ ≥ 0 e ‖u‖ = 0⇐⇒ u = 0 ;
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(c) |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) ;

(d) |〈u, v〉| = ‖u‖ ‖v‖⇐⇒ u e v são LD ;

(e) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ (Desigualdade Triangular)

Prova.

Como ‖λu‖2 = 〈λu, λu〉 = λλ〈u, u〉 = |λ|2‖u‖2, temos que ‖λu‖ = |λ| ‖u‖.

O item (b) segue imediatamente das propriedades de um produto interno.

Para provarmos o item (c), faremos separadamente o caso real (K = R) e

o caso complexo (K = C).

• Caso real.

Como 〈u + λv, u + λv〉 ≥ 0, para todo λ ∈ R, temos

λ2‖v‖2 + 2λ〈u, v〉+ ‖u‖2 ≥ 0

para todo λ ∈ R. Logo, o discriminante ∆ da equação do segundo grau

λ2‖v‖2 + 2λ〈u, v〉+ ‖u‖2 = 0 (na variável λ) é menor ou igual do que zero,

isto é,

∆ = 4〈u, v〉2 − 4‖u‖2‖v‖2 ≤ 0 .

Então, |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖. Além disso, |〈u, v〉| = ‖u‖ ‖v‖ se, e somente

se, ∆ = 0, ou seja, se e somente se, existe um único λ0 ∈ R tal que

〈u + λ0v, u + λ0v〉 = 0.

Como 〈u + λ0v, u + λ0v〉 = 0 se, e somente se, u + λ0v = 0, temos que

|〈u, v〉| = ‖u‖ ‖v‖ se, e somente se, u e v são LD.

• Caso complexo.

Como 〈u + λv, u + λv〉 ≥ 0 para todo λ ∈ C, temos que

|λ|2‖v‖2 + λ 〈u, v〉+ λ 〈v, u〉+ ‖u‖2 ≥ 0 ,

para todo λ ∈ C.

Logo, |λ|2‖v‖2 + 2< (λ 〈v, u〉) + ‖u‖2 ≥ 0, para todo λ ∈ C, pois λ 〈u, v〉 =

λ〈v, u〉.

Em particular, |λ|2‖v‖2 + 2< (λ 〈v, u〉) + ‖u‖2 ≥ 0, para todo λ ∈ R. Então,

λ2‖v‖2 + 2λ< (〈v, u〉) + ‖u‖2 ≥ 0 ,

para todo λ ∈ R.

Assim,
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∆ = 4 (<〈u, v〉)2
− 4‖u‖2‖v‖2 ≤ 0 ,

onde ∆ é o discriminante da equação (na variável λ)

λ2‖v‖2 + 2λ< (〈v, u〉) + ‖u‖2 = 0 .

Logo,

|<〈v, u〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ . (I)

Suponhamos que 〈u, v〉 6= 0. Seja z =
〈u, v〉
|〈u, v〉|

.

Então, como

<〈zv, u〉 = < (z〈v, u〉) = <

(
〈u, v〉
|〈u, v〉|

〈v, u〉
)

= <

(
|〈u, v〉|2

|〈u, v〉|

)
= |〈u, v〉| ,

temos, por (I), que

|〈u, v〉| = <〈zv, u〉 ≤ ‖zv‖ ‖u‖ = ‖u‖ ‖v‖ ,

pois |z| = 1.

Se u e v são LD, é fácil verificar que |〈u, v〉| = ‖u‖ ‖v‖ .

Se |〈u, v〉| = ‖u‖ ‖v‖, então <〈zv, u〉 = ‖zv‖ ‖u‖. Logo, a equação

〈u + λzv, u + λzv〉 = λ‖v‖2 + 2λ<〈zv, u〉+ ‖u‖2 = 0 ,

com λ ∈ R, tem discriminante zero. Então, existe λ0 ∈ R tal que

〈u + λ0zv, u + λ0zv〉 = 0 ,

ou seja, u + λ0zv = 0. Portanto, u e v são LD.

Vamos, agora, provar a desigualdade triangular.

Como

‖u + v‖2 = 〈u + v, u + v〉 = ‖u‖2 + 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ ‖v‖2

= ‖u‖2 + 2<〈u, v〉+ ‖v‖2 ,

temos, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2<〈u, v〉 ≤ ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2‖u‖ ‖v‖

= (‖u‖+ ‖v‖)2
,

ou seja, ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, pois

<〈u, v〉 ≤ |<〈u, v〉| ≤ |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ .

Além disso, temos que ‖u + v‖ = ‖u‖+ ‖v‖ se, e somente se,

<〈u, v〉 = |<〈u, v〉| = |〈u, v〉| = ‖u‖ ‖v‖ .
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Logo, existe c ∈ C tal que u = cv.

Como |〈u, v〉| = |<〈u, v〉|, temos que 〈u, v〉 ∈ R+. Sendo,

〈u, v〉 = 〈cv, v〉 = c |〈u, v〉| = c ‖v‖2 ,

temos que c > 0, se 〈u, v〉 6= 0, ou seja, u é um múltiplo positivo de v.

Se 〈u, v〉 = 0, temos que u = 0 ou v = 0. Nesse caso, temos, também,

que um dos vetores u ou v é múltiplo positivo do outro.

Reciprocamente, se u = cv, onde c ∈ R, c > 0, então,

‖u + v‖ = ‖cv + v‖ = |c + 1| ‖v‖ = (c + 1)‖v‖ = c‖v‖+ ‖v‖

= ‖cv‖+ ‖v‖ = ‖u‖+ ‖v‖ ,

�

Observaç ão 1.5

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos produtos internos dos

exemplos 1.1, 1.2 e 1.4, obtemos, respectivamente, que

•

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

xk yk

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=1

|xk|
2

)2 ( n∑
k=1

|yk|
2

)2

;

• |Tr (AB?)| ≤ (Tr (AA?))
1/2

(Tr (BB?))
1/2 ;

•
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ 1

0

|f(x)|2 dx

)2 (∫ 1

0

|g(x)|2 dx

)1/2

.

Definiç ão 1.3

Sejam u e v vetores num espaço vetorial V com produto interno. Dizemos

que u e v são ortogonais se 〈u, v〉 = 0.

Definiç ão 1.4

seja S um subconjunto de V . Dizemos que S é um conjunto ortogonal

se dois vetores distintos quaisquer em S são ortogonais. Se, além disso,

todos os vetores em S são unitários, dizemos que S é um conjunto orto-

normal.

Observaç ão 1.6

O vetor nulo é ortogonal a todo vetor em V e é o único vetor com essa

propriedade.
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Exemplo 1.6

A base canônica de Rn ou de Cn é um conjunto ortonormal em relação ao

produto interno canônico. �

Exemplo 1.7

Seja V = Cn×n o espaço vetorial de todas as matrizes complexas e seja

Epq a matriz cuja única entrada não-nula é 1 localizada na linha p e na

coluna q.

Então, o conjunto das matrizes Epq, p, q = 1, . . . , n, é ortonormal em

relação ao produto interno definido no exemplo 1.2. De fato,

〈Epq, Ers〉 = Tr (EpqEsr) = δqs Tr (Epr) = δqsδpr.

�

Exemplo 1.8

Seja V = C0([0, 1],C) o espaço vetorial das funções contı́nuas definidas

no intervalo [0, 1] que tomam valores em C, com o produto interno definido

no exemplo 1.4.

Sejam fn(x) =
√

2 cos(2πnx) e gn =
√

2 sen(2πnx), n ∈ N.

Então, {1, f1, g1, f2, g2, . . . , fn, gn, . . .} é um subconjunto de V que é orto-

normal infinito.

Temos, também, que o conjunto de todas as funções da forma

hn(x) = e2πinx , n ∈ Z ,

é um subconjunto de V que é ortonormal e infinito. �

Proposiç ão 1.2

Todo conjunto S ortonormal de vetores não nulos é LI.

Prova.

Sejam v1, . . . , vm vetores distintos em S e seja

w = λ1v1 + . . . + λmvm .

Então,

〈w, vk〉 =

m∑
j=1

λj〈vj, vk〉 = λk〈vk, vk〉 .
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Como 〈vk, vk〉 6= 0, temos que λk =
〈w, vk〉
〈vk, vk〉

, k = 1, . . . ,m.

Assim, λ1 = . . . = λm = 0, se w = 0. Logo, S é um conjunto LI. �

Observaç ão 1.7

Se w = λ1v1 + . . . + λmvm é uma combinação linear de vetores não-nulos

ortogonais, então

w =

m∑
k=1

〈w, vk〉
‖vk‖2

vk .

Observaç ão 1.8

Se {v1, . . . , vm} é um conjunto ortogonal de vetores não-nulos em V , então

m ≤ dim(V).

Processo de ortogonalizaç ão de
Gram-Schmidt

Teorema 1.1

Seja V um espaço vetorial com produto interno e sejam v1, . . . , vn vetores

LI em V . Então, existem vetores ortogonais w1, . . . , wn em V tais que,

para cada k = 1, . . . , n, o conjunto {w1, . . . , wk} é uma base do subespaço

gerado pelos vetores v1, . . . , vk.

Prova.

Tome w1 = v1. Suponhamos que w1, . . . , wm, 1 ≤ m < n, tenham sido

escolhidos de modo que, para cada k,

{w1, . . . , wk} , 1 ≤ k ≤ m ,

seja uma base ortonormal do subespaço gerado por v1, . . . , vk.

Tome

wm+1 = vm+1 −

m∑
k=1

〈vm+1, wk〉
‖wk‖2

wk .

Então, wm+1 6= 0, pois, caso contrário, vm+1 seria combinação linear de

w1, . . . , wm e, portanto, uma combinação linear de v1, . . . , vm.

Além disso, se 1 ≤ j ≤ m,

〈wm+1, wj〉 = 〈vm+1, wj〉−

m∑
k=1

〈wm+1, wk〉
‖wk‖2

〈wk, wj〉

= 〈wm+1, wj〉− 〈wm+1, wj〉 = 0 .
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Portanto, {w1, . . . , wm+1} é um conjunto ortogonal de m + 1 vetores não-

nulos do subespaço gerado pelos vetores v1, . . . , vm+1. Como, pela propo-

sição anterior, {w1, . . . , wm+1} é um conjunto LI, temos que {w1, . . . , wm+1}

é uma base do subespaço gerado pelos vetores v1, . . . , vm+1.

Prosseguindo desta maneira, podemos obter n vetores w1, . . . , wn ortogo-

nais tais que {w1, . . . , wn} é uma base do subespaço gerado pelos vetores

{v1, . . . , vn}. �

Corol ário 1.1

Todo espaço vetorial V de dimensão finita com produto interno possui uma

base ortonormal.

Prova.

Seja {v1, . . . , vn} uma base de V . Pelo processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt, podemos construir uma base ortogonal {w1, . . . , wn}.

Então {w ′
1, . . . , w

′
n} é uma base ortonormal de V , onde

w ′
1 =

w1

‖w1‖
=

v1

‖v1‖
;

w ′
2 =

w2

‖w2‖
=

v2 − 〈v2, w
′
1〉w ′

1

‖v2 −
〈
v2, w

′
1

〉
w ′

1‖
;

w ′
3 =

w3

‖w3‖
=

v3 − 〈v3, w
′
1〉w ′

1 − 〈v3, w
′
2〉w ′

2

‖v3 −
〈
v3, w

′
1

〉
w ′

1 −
〈
v3, w

′
2

〉
w ′

2‖
;

· · ·

w ′
j =

wj

‖wj‖
=

vj −

j−1∑
i=1

〈
vj, w

′
i

〉
w ′

i∥∥∥∥∥vj −

j−1∑
i=1

〈
vj, w

′
i

〉
w ′

i

∥∥∥∥∥
;

· · ·

w ′
n =

wn

‖wn‖
=

vn −

n−1∑
i=1

〈
vn, w ′

i

〉
w ′

i∥∥∥∥∥vn −

n−1∑
i=1

〈
vn, w ′

i

〉
w ′

i

∥∥∥∥∥
. �
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Observaç ão 1.9

Seja V um espaço vetorial com produto interno e seja G a matriz do pro-

duto interno em relação a uma base ortonormal B = {v1, . . . , vn}. Então,

G é a matriz identidade e

〈u,w〉 = Y?X =

n∑
j=1

xj yj ,

onde X = [u]B e Y = [w]B.

Observaç ão 1.10

O processo de Gram-Schmidt também pode ser usado para testar de-

pendência linear. De fato, suponhamos que v1, . . . , vn sejam vetores LD

em um espaço vetorial com produto interno e que v1 6= 0. Seja m o maior

inteiro para o qual os vetores v1, . . . , vm são LI. Então 1 ≤ m < n. Sejam

w1, . . . , wm os vetores obtidos aplicando o processo de ortogonalização

aos vetores v1, . . . , vm. Então, o vetor

wm+1 = vm+1 −

m∑
k=1

〈vm+1, wk〉
‖wk‖2

wk ,

é nulo, pois como wm+1 está no subespaço gerado por w1, . . . , wm, já

que vm+1 pertence ao subespaço gerado por v1, . . . , vm que é igual ao

subespaço gerado por w1, . . . , wm e é ortogonal a cada um desses veto-

res, temos

wm+1 =

m∑
k=1

〈wm+1, wk〉
‖wk‖2

wk = 0 .

Reciprocamente, se w1, . . . , wm são não-nulos e wm+1 = 0, então v1, . . . , vn

são LI, mas v1, . . . , vm+1 são LD.

Exemplo 1.9

Considere os vetores v1 = (3, 0, 4), v2 = (−1, 0, 7) e v3 = (2, 9, 11) em

R3 munido do produto interno canônico. Aplicando o processo de Gram-

Schmidt aos vetores v1, v2 e v3, obtemos os seguintes vetores:

• w1 = (3, 0, 4) ;

• w2 = (−1, 0, 7) −
〈(−1, 0, 7), (3, 0, 4)〉

25
(3, 0, 4)

= (−1, 0, 7) − (3, 0, 4) = (−4, 0, 3) ;
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• w3 = (2, 9, 11) −
〈(2, 9, 11), (3, 0, 4)〉

25
(3, 0, 4) −

〈(2, 9, 11), (−4, 0, 3)〉
25

(−4, 0, 3)

= (2, 9, 11) − 2(3, 0, 4) − (−4, 0, 3) = (0, 9, 0) .

Como w1, w2 e w3 são não-nulos e ortogonais, {w1, w2, w3} é uma base

ortogonal de R3 e, portanto,{
w ′

1 =
w1

‖w1‖
=

(3, 0, 4)

5
, w ′

2 =
w2

‖w2‖
=

(−4, 0, 3)

5
, w ′

3 =
w3

‖w3‖
= (0, 1, 0)

}
é uma base ortonormal de R3.

Seja X = (x1, x2, x3) ∈ R3. Então,

X = (x1, x2, x3) = 〈X,w ′
1〉w ′

1 + 〈X,w ′
2〉w ′

2 + 〈X,w ′
3〉w ′

3

=
3x1 + 4x3

5
w ′

1 +
−4x1 + 3x3

5
w ′

2 + x2 w ′
3 .

E a base {f1, f2, f3} de (R3)? dual da base {w ′
1, w

′
2, w

′
3} é dada por:

f1(x1, x2, x3) =
3x1 + 4x3

5

f2(x1, x2, x3) =
−4x1 + 3x3

5

f3(x1, x2, x3) = x2 .

�

Definiç ão 1.5

Seja W um subespaço de um espaço vetorial V com produto interno e

seja v ∈ V . Uma melhor aproximação de v por vetores de W é um vetor

w ∈ W tal que

‖v − w‖ ≤ ‖v − u‖ , ∀u ∈ W .

Teorema 1.2

Seja W um subespaço de um espaço vetorial V com produto interno e

seja v ∈ V .

(a) O vetor w ∈ W é uma melhor aproximação de v por vetores de W se,

e somente se, v − w é ortogonal a todo vetor de W.

(b) Se uma melhor aproximação de v por vetores de W existir, ela é única.

(c) Se W é de dimensão finita e {w1, . . . , wn} é uma base ortonormal de

W, então
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w =

n∑
k=1

〈v,wk〉wk ,

e a (única) melhor aproximação de v por vetores de W.

Prova.

Se u é um vetor arbitrário de V , então v − u = (v − w) + (w − u) e

‖v − u‖2 = ‖v − w‖2 + 2<〈v − w,w − u〉+ ‖w − u‖2 (I)

Suponhamos que v−w seja ortogonal a todo vetor em W, u ∈ W e u 6= w.

Como w − u ∈ W, temos que

‖v − u‖2 = ‖v − w‖2 + ‖w − u‖2 > ‖v − w‖2 .

Reciprocamente, suponhamos que ‖v − u‖ ≥ ‖v − w‖ para todo u ∈ W.

Então, por (I), temos que

2<〈v − w,w − u〉+ ‖w − u‖2 ≥ 0 ,

para todo vetor u ∈ W.

Como todo vetor em W pode ser expresso na forma w − u, com u ∈ W,

temos que

2<〈v − w, x〉+ ‖x‖2 ≥ 0 (II)

para todo vetor x ∈ W. Em particular, se u ∈ W e u 6= w, podemos tomar

x = −
〈w − u, v − w〉
‖w − u‖2

(w − u) .

Então, a desigualdade (II) se reduz a

−2
|〈v − w,w − u〉|2

‖w − u‖2
+

|〈v − w,w − u〉|2

‖w − u‖2
≥ 0 ,

ou seja − |〈v − w,w − u〉|2 ≥ 0. Logo, 〈v − w,w − u〉 = 0.

Como todo vetor em W pode ser escrito na forma w − u, u ∈ W, temos

que v − w é ortogonal a todo vetor em W.

Seja w ′ uma outra melhor aproximação de v por vetores de W. Então,

〈v − w,w − w ′〉 = 0 , e 〈v − w ′, w − w ′〉 = 0 ,

ou seja,

〈v,w − w ′〉 = 〈w,w − w ′〉 , e 〈v,w − w ′〉 = 〈w ′, w − w ′〉 .

Logo, 〈w − w,w − w ′〉 = 0 , isto é, w ′ = w.

Suponhamos agora que W tem dimensão finita e que {w1, . . . , wn} é uma
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base ortonormal de W. Seja w =

n∑
k=1

〈v,wk〉wk. Então,

〈v − w,wj〉 = 〈v,wj〉− 〈w,wj〉

= 〈v,wj〉−

n∑
k=1

〈v,wk〉 〈wk, wj〉

= 〈v,wj〉− 〈v,wj〉 = 0 ,

para todo j = 1, . . . , n.

Assim, v−w é ortogonal a toda combinação linear dos vetores w1, . . . , wk,

isto é, a todo vetor de W. Então, por (a), w é a melhor aproximação de v

por vetores de W. �

Definiç ão 1.6

Seja V um espaço vetorial com produto interno e seja S um subconjunto

de V . O suplementar ortogonal de S é o conjunto S⊥ de todos os vetores

em V que são ortogonais a todo vetor em S, ou seja,

S⊥ = {v ∈ V | 〈v,w〉 = 0 ∀w ∈ S} .

Observaç ão 1.11

S⊥ é um subespaço vetorial. De fato, S⊥ é não-vazio pois 0 ∈ S⊥ e se

v1, v2 ∈ S⊥ e c ∈ K, então

〈cv1 + v2, w〉 = c〈v1, w〉+ 〈v2, w〉 = 0 ,

para todo w ∈ S. Logo, cv1 + v2 ∈ S⊥.

Exemplo 1.10

Tem-se que {0}⊥ = V e V⊥ = {0}. �

Observaç ão 1.12

• Se W é um subespaço de V e w ∈ W é a melhor aproximação de v ∈ V

por vetores de W, então w é o único vetor de W tal que v − w ∈ W⊥.

Nesse caso, w é chamado a projeção ortogonal de v sobre W.

• Se todo vetor de V possuir uma projeção ortogonal sobre W, a aplicação

que a cada vetor de V associa a sua projeção ortogonal sobre W é cha-

mada a projeção ortogonal de V sobre W.
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• Pelo teorema anterior, sempre existe a projeção ortogonal de um espaço

com produto interno sobre um subespaço de dimensão finita.

Corol ário 1.2

Sejam V um espaço vetorial com produto interno, W um subespaço de

dimensão finita e π a projeção ortogonal de V sobre W. Então a aplicação

v 7−→ v − π(v)

é a projeção ortogonal de V sobre W⊥.

Prova.

Seja v ∈ V . Então, v − π(v) ∈ W⊥ e v − u = π(v) + (v − π(v) − u)

para todo u ∈ W⊥.

Como π(v) ∈ W e v − π(v) − u ∈ W⊥, temos que

‖v − u‖2 = ‖π(v)‖2 + ‖v − π(v) − u‖2 ≥ ‖v − (v − π(v))‖2 ,

valendo a desigualdade estrita se u 6= v − π(v).

Portanto, v − π(v) é a melhor aproximação de v por vetores em W⊥. �

Teorema 1.3

Seja W um subespaço vetorial de dimensão finita de um espaço V com

produto interno. Seja π a projeção ortogonal de V sobre W. Então π é

uma transformação linear idempotente de V sobre W. Além disso, W⊥ =

Ker(π) e V = W ⊕W⊥.

Prova.

Seja v ∈ V . Como π(v) é a melhor aproximação de v por vetores de

W, temos que π(v) = v se v ∈ W.

Portanto, π(π(v)) = π(v) para todo v ∈ V , isto é, π é idempotente (π2 = π).

Vamos, agora, provar que π é uma transformação linear. Sejam u, v ∈ V

e c ∈ K. Como u − π(u) e v − π(v) são ortogonais a todos os vetores de

W, temos que u − π(u) e v − π(v) pertencem a W⊥. Portanto, o vetor

c(u − π(u)) + (v − π(v)) = (cu + v) − (cπ(u) + π(v))

também pertence a W⊥. Como cπ(u)+π(v) ∈ W, temos que cπ(u)+π(v)

é a melhor aproximação de cu + v por vetores de W, ou seja,

π(cu + v) = cπ(u) + π(v) .
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Seja v ∈ V . Como π(v) é o único vetor em W tal que v−π(v) ∈ W⊥, temos

que π(v) = 0 se v ∈ W⊥.

Reciprocamente, se π(v) = 0 então v ∈ W⊥. Logo, W⊥ é o núcleo de π.

Como v = π(v) + (v − π(v)) para todo vetor v ∈ V e π(v) ∈ W, v − π(v) ∈
W⊥, temos que V = W + W⊥.

Além disso, se v ∈ W ∩ W⊥, então 〈v, v〉 = 0, ou seja, v = 0. Logo,

W ∩W⊥ = {0} e, portanto, V = W ⊕W⊥. �

Observaç ão 1.13

A projeção ortogonal I − π de V sobre W⊥, é uma transformação linear

idempotente de V sobre W⊥ com núcleo W.

De fato, como π é linear e π2 = π, temos que I − π é linear e

(I − π)(I − π) = (I − 2π) + π2 = I − 2π + π = I − π .

Além disso, (I−π)(v) = 0 se, e somente se, π(v) = v, ou seja, (I−π)(v) =

0 se, e só se, v ∈ W. Logo, W é o núcleo de I − π.

Exemplo 1.11

Seja R3 munido do produto interno canônico e seja π a projeção ortogonal

de R3 sobre o subespaço W gerado pelo vetor w = (3, 12, −1).

Então, se x = (x1, x2, x3) ∈ R3,

π(x) =
〈x,w〉
‖w‖2

w =
3x1 + 12x2 − x3

154
(3, 12, −1) .

Portanto, W⊥ = Ker(π) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | 3x1 + 12x2 − x3 = 0} tem

dimensão dois e

(I − π)(x) =
1

154
(145x1 − 36x2 + 3x3,−36x1 + 10x2 + 12x3, 3x1 + 12x2 + 153x3)

é a projeção ortogonal de V sobre W⊥. �

Observaç ão 1.14

O processo de Gram-Schmidt pode ser, agora, descrito geometricamente.

Seja V um espaço vetorial com produto interno e v1, . . . , vn vetores LI

em V . Seja Pk, k > 1 a projeção ortogonal de V sobre o suplementar

ortogonal do subespaço gerado por v1, . . . , vk−1, e seja P1 = I.
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Então, os vetores que se obtém aplicando o processo de ortogonalização

aos vetores v1, . . . , vn são definidos por:

wk = Pk(vk) , 1 ≤ k ≤ n .

Desigualdade de Bessel

Corol ário 1.3

Seja {v1, . . . , vn} um conjunto ortogonal de vetores não-nulos em um espaço

vetorial V com produto interno.

Se v ∈ V , então
n∑

k=1

|〈v, vk〉|2

‖vk‖2
≤ ‖v‖2

e a igualdade ocorre se, e somente se,

v =

n∑
k=1

〈v, vk〉
‖vk‖2

vk .

Prova.

Seja w =

n∑
k=1

〈v, vk〉
‖vk‖2

vk. Então, v = w + u, onde 〈w,u〉 = 0.

Observe que w = π(v), onde π é a projeção ortogonal de V sobre o

subespaço W gerado pelos vetores v1, . . . , vn. Logo,

‖v‖2 = ‖w‖2 + ‖u‖2 ,

onde ‖w‖2 =

n∑
k=1

|〈v, vk〉|2

‖vk‖2
.

Então, ‖v‖2 ≥ ‖w‖2 =

n∑
k=1

|〈v, vk〉|2

‖vk‖2
e a igualdade ocorre se, e só se, u = 0,

ou seja, se, e somente se, v =

n∑
k=1

〈v, vk〉
‖vk‖2

vk.

Logo, v pertence ao subespaço W gerado pelos vetores v1, . . . , vk se, e

somente se,

v =

n∑
k=1

〈v, vk〉
‖vk‖2

vk ,

ou seja, se, e só se, a desigualdade de Bessel é, na verdade, uma igual-

dade. �
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Observaç ão 1.15

No caso especial em que {v1, . . . , vn} é um conjunto ortonormal, a desi-

gualdade de Bessel afirma que
n∑

k=1

|〈v, vk〉|2 ≤ ‖v‖2 .

Exemplo 1.12

Aplicando a desigualdade de Bessel aos conjuntos ortonormais do exem-

plo 1.8, temos que:

•
n∑

k=−n

∣∣∣∣∫ 1

0

f(t) e−2 π n i tdt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ 1

0

|f(t)|2 dt ;

•
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=−n

ck e2π n i t

∣∣∣∣∣
2

dt =

n∑
k=−n

|ck|
2 ;

•
∫ 1

0

(√
2 cos(2πt) +

√
2 sen(4π t)

)2

dt = 1 + 1 = 2 . �

2. Funcionais Lineares e Adjuntos

Seja V um espaço vetorial com produto interno e seja w ∈ V . Defi-

nimos a aplicação

fw −→ K
v 7−→ fw(v) = 〈v,w〉 .

Sendo o produto interno 〈v,w〉 linear como função de v, fw é um

funcional linear sobre V .

Teorema 2.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e seja

f um funcional linear sobre V . Então existe um único vetor w ∈ V tal que

f(v) = 〈v,w〉 , para todo v ∈ V .

Prova.

Seja {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V e seja
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w =

n∑
k=1

f(vk) vk .

Seja fw : V −→ K o funcional linear definido por fw(v) = 〈v,w〉.

Como

fw(vj) = 〈vj, w〉 =

〈
vj,

n∑
k=1

f(vk) vk

〉
=

n∑
k=1

f(vk) 〈vj, vk〉 = f(vj) ,

para todo j = 1, . . . , n, temos que f = fw.

Suponhamos que existe outro vetor w ′ ∈ V tal que f(v) = 〈v,w ′〉 para

todo v ∈ V . Então,

〈v,w〉 = 〈v,w ′〉 ,

ou seja, 〈v,w − w ′〉 = 0 para todo v ∈ V . Fazendo v = w − w ′, obtemos

que 〈w − w ′, w − w ′〉 = 0.

Logo, w ′ = w . �

Observaç ão 2.1

O vetor w pertence a (Ker(f))⊥. De fato, seja W = Ker(f).

Então, V = W ⊕W⊥. Se π é a projeção ortogonal de V sobre W⊥, então

f(v) = f(π(v)) ,

para todo v ∈ V .

Suponhamos f 6= O. Então, posto (f) = 1 e dim W⊥ = 1.

Se w0 é um vetor não-nulo de W⊥, temos que

π(v) =
〈v,w0〉
‖w0‖2

w0

para todo v ∈ V .

Logo,

f(v) =
〈v,w0〉
‖w0‖2

f(w0) =

〈
v,

f(w0)

‖w0‖2
wo

〉
= 0

para todo v ∈ V . Assim, w =
f(w0)

‖w0‖2
w0.
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Exemplo 2.1

Mostraremos, agora, através de um exemplo, que o teorema anterior não

é válido sem a hipótese de V ser de dimensão finita.

Seja V o espaço vetorial dos polinômios com coeficientes complexos com

o produto interno

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt .

Este produto interno também pode ser definido algebricamente.

Se f =
∑

akx
k e g =

∑
bjx

j, então

〈f, g〉 =
∑
j,k

1

j + k + 1
ak bj .

Seja z ∈ C e seja L o funcional linear definido por L(f) = f(z).

Suponhamos que existe um polinômio g ∈ V tal que

L(f) = f(z) = 〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt ,

para todo f ∈ V .

Seja h = x − z. Então (hf)(z) = 0 para todo f ∈ V . Assim,

0 =

∫ 1

0

h(t) f(t)g(t)dt ,

para todo f ∈ V . Tome f = hg. Então,

0 =

∫ 1

0

|h(t)|2 |g(t)|2 dt .

Logo, hg = O. Como h 6= O, devemos ter g = O, o que é uma contradição,

já que L não é o funcional nulo. �

Teorema 2.2

Seja T um operador linear sobre um espaço V de dimensão finita com

produto interno. Então, existe um único operador linear T ? sobre V tal que

〈T(v), w〉 = 〈v, T ?(w)〉 ,

para todo v,w ∈ V .

Prova.

Seja w ∈ V . Então, a aplicação v 7−→ 〈T(v), w〉 é um funcional linear
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sobre V . Pelo teorema anterior, existe um único vetor w ′ ∈ V tal que

〈T(v), w〉 = 〈v,w ′〉 ,

para todo v ∈ V . Faça T ?(w) = w ′.

Devemos verificar que T ? : V −→ V é uma transformação linear.

Sejam w,u ∈ V e c ∈ K. Então, para qualquer v ∈ V , temos

〈v, T ?(cw + u)〉 = 〈T(v), cw + u〉
= c 〈T(v), w〉+ 〈T(v), u〉
= c 〈v, T ?(w)〉+ 〈v, T ?(u)〉
= 〈v, cT ?(w) + T ?(u)〉 .

Logo, T ?(cw + u) = cT ?(w) + T ?(u), ou seja, T ? é linear. �

Proposiç ão 2.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e seja

B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V . Seja T um operador linear

sobre V e seja A a matriz de T em relação à base ordenada B. Então,

Aij = 〈T(vj), vi〉.

Prova.

Como B é uma base ortonormal, temos que

T(vj) =

n∑
i=1

〈T(vj), vi〉 vi .

Logo, Aij = 〈T(vj), vi〉. �

Teorema 2.3

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e seja

T um operador linear sobre V . Então, em relação a qualquer base orto-

normal de V , a matriz de T ? é a transposta conjugada da matriz de T .

Prova.

Sejam B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V , A = [T ]B e B = [T ?]B.

Pelo teorema anterior, Akj = 〈T(vj), vk〉 e Bkj = 〈T ?(vj), vk〉 .

Logo,

Bkj = 〈T ?(vj), vk〉 = 〈vk, T ?(vj)〉 = 〈T(vk), vj〉 = Ajk .

�
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Exemplo 2.2

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e seja π

a projeção ortogonal de V sobre um subespaço W. Então, para quaisquer

vetores v,w ∈ V ,

〈π(v), w〉 = 〈π(v), π(w) + (w − π(w))〉

= 〈π(v), π(w)〉

= 〈π(v) + (v − π(v)), π(w)〉

= 〈v, π(w)〉 .

Logo, π? = π. �

Exemplo 2.3

Seja π : R3 −→W dada por

π(x1, x2, x3) =
3x1 + 12x2 − x3

154
(3, 12, −1) ,

a projeção ortogonal deR3 sobre o subespaço W gerado pelo vetor (3, 12, −1),

do exemplo 1.11.

Então,

A =
1

154

 9 36 −3

36 144 −12

−3 −12 1


é a matriz de π em relação à base ortonormal canônica. Como π? = π, A

é também a matriz de π? em relação à base canônica. E, como A? = A,

isso não contradiz o teorema acima.

Considere, agora a base B ′ = {v1, v2, v3}, onde

v1 = (154, 0, 0) , v2 = (145,−36, 3) , v3 = (−36, 10, 12) .

Como

π(v1) = (9, 36, −3) = (154, 0, 0) − (145,−36, 3) , π(v2) = (0, 0, 0) , π(v3) = (0, 0, 0) ,

temos que

[π]B ′ = B =

 1 0 0

−1 0 0

0 0 0

 .

Nesse caso, B 6= B? e B? não é a matriz de π? = π em relação à base B ′.

Isso ocorre porque a base B ′ não é ortonormal. �
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Definiç ão 2.1

Seja T um operador linear sobre um espaço V com produto interno. Di-

zemos que T possui um adjunto sobre V se existe um operador linear T ?

sobre V tal que 〈T(v), w〉 = 〈v, T ?(w)〉 para todos v,w ∈ V .

Observaç ão 2.2

O Teorema 2.2 afirma que todo operador linear sobre um espaço V de

dimensão finita com produto interno possui um adjunto. Mas, no caso de

dimensão infinita isso nem sempre ocorre. Em qualquer caso, existe no

máximo um operador T ?, que é denominado adjunto de T .

Observaç ão 2.3

O adjunto de T depende não só de T , como também do produto interno

de V .

Exemplo 2.4

Seja V = Cn×1 o espaço das matrizes complexas n × 1 com o produto

interno 〈X, Y〉 = Y?X. Se A é uma matriz complexa n × n, o adjunto do

operador linear X 7−→ AX é o operador X 7−→ A?X. De fato,

〈AX, Y〉 = Y?AX = (A?Y)?X = 〈X,A?Y〉 .

�

Exemplo 2.5

Seja V = Cn×n o espaço das matrizes complexas n × n com o pro-

duto interno 〈A,B〉 = Tr (B?A). Seja M ∈ Cn×n. O adjunto do operador

LM(A) = MA é o operador LM?(A) = M?A.

De fato,

〈LM(A), B〉 = Tr (B?(MA))

= Tr (MAB?)

= Tr (AB?M)

= Tr (A(M?B)?)

= Tr ((M?B)?A)

= 〈A,M?B〉 .

Logo, (LM)?(B) = M?B = LM?(B), ou seja, (LM)? = LM?. �
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Exemplo 2.6

Seja V o espaço vetorial dos polinômios sobre C, com o produto interno

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt .

Se f =
∑

akx
k, seja f =

∑
akx

k. Então,

f(t) = f(t), para todo t ∈ R.

Consideremos o operador Mf(g) = fg, isto é, Mf é o operador multiplicação

por f. Então, o adjunto de Mf é o operador Mf.

De fato,

〈Mf(g), h〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)h(t)dt

=

∫ 1

0

g(t)f(t)h(t)dt

= 〈g,Mf(h)〉 .

Logo, (Mf)
? = Mf . �

Exemplo 2.7

Daremos, agora, um exemplo para mostrar que nem todo operador sobre

um espaço vetorial de dimensão infinita com produto interno possui um

adjunto.

Seja V o espaço dos polinômios sobre C com o produto interno

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt .

Seja D o operador derivação sobre V . Então,

〈D(f), g〉 =

∫ 1

0

f ′(t)g(t)dt = f(1)g(1) − f(0)g(0) −

∫ 1

0

f(t)g(t)
′
dt

= f(1)g(1) − f(0)g(0) − 〈f,D(g)〉 .

Suponhamos que existe um polinômio D?(g) tal que

〈D(f), g〉 = 〈f,D?(g)〉, para todo f ∈ V .

Ou seja,

〈f,D?(g)〉 = f(1)g(1) − f(0)g(0) − 〈f,D(g)〉 ,
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ou ainda,

〈f,D?(g) + D(g)〉 = f(1)g(1) − f(0)g(0) ,

para todo f ∈ V .

Seja L(f) = f(1)g(1) − f(0)g(0), onde g ∈ C[x] é fixo. Então, L é um

funcional linear e

L(f) = 〈f, h〉, para todo f ∈ C[x] ,

onde h = D?(g) + D(g).

Tome ` = (x − 1)x. Então,

0 = L(` f) = `f(1)g(1) − `f(0)g(0) =

∫ 1

0

`(t)f(t)h(t)dt ,

para todo f ∈ C[x].

Fazendo f = `h, temos que∫ 1

0

|`(t)|2|h(t)|2 dt = 0 ,

o que implica que h(t) = 0 ∀ t ∈ R.

Assim,

L(f) = 〈f, h〉 = f(1)g(1) − f(0)g(0) = 0 ,

para todo f ∈ C[x].

Tomando f = x e f = x − 1, obtemos que

g(1) = g(0) = 0 .

Logo, se g ∈ C[x] é tal que g(1) 6= 0 ou g(0) 6= 0, então não existe D?(g)

tal que 〈D(f), g〉 = 〈f,D?(g)〉, para todo f. �

• Veremos agora como a operação que leva T em T ? se assemelha com

a conjugação sobre os números complexos.

Teorema 2.4

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno. Se T

e U são operadores lineares sobre V e c é um escalar, então:

(a) (T + U)? = T ? + U? ;

(b) (cT)? = cT ? ;

(c) (T U)? = U?T ? ;
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(d) (T ?)? = T .

Prova.

Como, para todos v,w ∈ V temos

〈(T + U)(v), w〉 = 〈T(v) + U(v), w〉

= 〈T(v), w〉+ 〈U(v), w〉

= 〈v, T ?(w)〉+ 〈v,U?(w)〉

= 〈v, T ?(w) + U?(w)〉

= 〈v, (T ? + U?)(w)〉 ,

temos, pela unicidade do adjunto, que (T + U)? = T ? + U?.

De modo análogo, para todos v,w ∈ W, temos

• 〈(cT)(v), w〉 = 〈cT(v), w〉 = c〈T(v), w〉 = c〈v, T ?(w)〉 = 〈v, (cT ?)(w)〉 ;

• 〈T U(v), w〉 = 〈U(v), T ?(w)〉 = 〈v,U?T ?(w)〉 ;

• 〈T ?(v), w〉 = 〈w, T ?(v)〉 = 〈T(w), v〉 = 〈v, T(w)〉 .

Logo, pela unicidade do adjunto, temos que

(cT)? = cT ? , (T U)? = U?T ? , e (T ?)? = T .

�

Observaç ão 2.4

Se T é um operador linear sobre um espaço vetorial complexo de di-

mensão finita com produto interno, então T pode ser expresso de modo

único na forma:

T = U1 + iU2 ,

onde U?
1 = U1 e U?

2 = U2.

De fato, se T = U1 + iU2, onde U?
1 = U1 e U?

2 = U2, então

T ? = (U1 + iU2)
? = U?

1 − iU?
2 = U1 − iU2 .

Logo,

U1 =
T + T?

2
e U2 =

T − T?

2i
.

Assim, T possui, de certa forma, uma parte real, U1, e uma parte ima-

ginária, U2.

(Lembre-se: z ∈ C é real se, e somente se, z = z)
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Definiç ão 2.2

Um operador linear T tal que T ? = T é dito auto-adjunto ou hermitiano.

Então, T é auto-adjunto se, e somente se,

[T ]B = [T ?]B = [T ]?B ,

para toda base ortonormal B de V , ou seja, se, e somente se, [T ]B é uma

matriz auto-adjunta (ou hermitiana) para toda base ortonormal B de V .

Observaç ão 2.5

Seja a transformação

iV : V −→ V?

y 7−→ iV(y)(x) = 〈x, y〉 .

Então:

(a) iV(y1 + y2) = iV(y1) + iV(y2), pois

iV(y1 + y2)(x) = 〈x, y1 + y2〉
= 〈x, y1〉+ 〈x, y2〉
= iV(y1)(x) + iV(y2)(x) ,

para todo x ∈ V .

(b) iV(λy) = λiV(y), pois

iV(λy)(x) = 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉 = λiV(y)(x) ,

para todo x ∈ V .

(c) iV é injetora, pois

iV(y1) = iV(y2) ⇐⇒ iV(y1)(x) = iV(y2)(x) , ∀ x ∈ V⇐⇒ 〈x, y1〉 = 〈x, y2〉 , ∀ x ∈ V⇐⇒ 〈x, y1 − y2〉 = 0 , ∀ x ∈ V .

Fazendo x = y1−y2, obtemos que 〈y1 − y2, y1 − y2〉 = 0, logo y1−y2 = 0.

Isto é, y1 = y2.

(d) Se V tem dimensão finita, iV é sobrejetora, pois se f ∈ V? já provamos

que existe um (único) vetor y ∈ V tal que f(x) = 〈x, y〉, para todo x ∈ V .

Logo, f = iV(y).

Seja T : V −→ V um operador linear sobre um espaço vetorial V de

dimensão finita com produto interno e seja
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T ?
1 : V? −→ V?

f 7−→ T ?
1 (f) = f ◦ T ,

o adjunto de T anteriormente definido. Então, o seguinte diagrama é co-

mutativo

V?
T?

1←−−− V?

iV

x xiV

V ←−−−
T?

V

ou seja, iV ◦ T ? = T ?
1 ◦ iV .

De fato,

T ?
1 ◦ iV(y)(x) = (iV(y) ◦ T)(x) = iV(y)(T(x))

= 〈T(x), y〉 = 〈x, T ?(y)〉 = iV(T ?(y))(x)

= (iV ◦ T ?)(y)(x) ,

para todos x, y ∈ V . Logo, T ? ◦ iV = iV ◦ T ?.

3. Operadores Unit ários

Definiç ão 3.1

Sejam V e W espaços vetoriais com produto interno sobre o mesmo corpo

K (R ou C) e seja T uma transformação linear de V em W. Dizemos que

T preserva produto interno se

〈T(v), T(w)〉 = 〈v,w〉 ,

para todos v,w ∈ V .

Uma isometria de V em W é um isomorfismo de V em W que preserva o

produto interno. Uma isometria de um espaço vetorial com produto interno

sobre si mesmo é um operador unitário

Observaç ão 3.1

Se T ∈ L(V,W) preserva produto interno, então ‖T(v)‖ = ‖v‖ para todo

v ∈ V . Isto é, T preserva a norma.

Em particular T é uma transformação injetora.

Reciprocamente, se T ∈ L(V,W) preserva a norma, ou seja ‖T(v)‖ = ‖v‖
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para todo v ∈ V , então T preserva produto interno.

De fato, para K = R, usando a identidade de polarização, temos que

〈T(v), T(w)〉 =
1

4

(
‖T(v) + T(w)‖2 − ‖T(v) − T(w)‖2

)
=

1

4

(
‖T(v + w)‖2 − ‖T(v − w)‖2

)
=

1

4

(
‖v + w‖2 − ‖v − w‖2

)
= 〈v,w〉 ,

e para K = C,

〈T(v), T(w)〉 =
1

4

(
‖T(v) + T(w)‖2 − ‖T(v) − T(w)‖2

)
+

i

4

(
‖T(v) + iT(w)‖2 − ‖T(v) − iT(w)‖2

)
=

1

4

(
‖T(v + w)‖2 − ‖T(v − w)‖2

)
+

i

4

(
‖T(v + iw)‖2 − ‖T(v − iw)‖2

)
=

1

4

(
‖v + w‖2 − ‖v − w‖2

)
+

i

4

(
‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2

)
= 〈v,w〉 ,

Proposiç ão 3.1

Sejam V e W espaços vetoriais com produto interno de mesma dimensão

finita n sobre o corpoK (R ouC). Se T ∈ L(V,W), as seguintes afirmações

são equivalentes:

(a) T preserva produto interno.

(b) T é um isomorfismo que preserva produto interno (ou seja T é uma

isometria).

(c) T leva toda base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

(d) T leva alguma base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

Prova.

(a)=⇒(b) Como T é injetora e dim(V) = dim(W) = n, temos que T é

sobrejetora. Logo, T é um isomorfismo.

(b)=⇒(c) Seja B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V . Como T é um
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isomorfismo, temos que B ′ = {T(v1), . . . , T(vn)} é uma base de W tal que

〈T(vi), T(vj)〉 = 〈vi, vj〉 = δij ,

ou seja, B ′ é uma base ortonormal de W.

(c)=⇒(d) É de fácil verificação.

(d)=⇒(a) Seja B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V tal que B ′ =

{T(v1), . . . , T(vn)} é uma base ortonormal de W.

Então, se v =

n∑
j=1

xjvj e w =

n∑
k=1

ykvk, temos que

〈T(v), T(w)〉 =

〈
n∑

j=1

xjT(vj),

n∑
k=1

ykT(vk)

〉
=

n∑
j,k=1

xjyk〈T(vj), T(vk)〉

=

n∑
j,k=1

xjykδjk =

n∑
j,k=1

xjyk〈vj, vk〉

=

〈
n∑

j=1

xjvj,

n∑
k=1

ykvk

〉
= 〈v,w〉 ,

ou seja, T preserva produto interno. �

Corol ário 3.1

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita com produto interno

sobre o mesmo corpo K (R ou C). Existe um isomorfismo T : V −→ W

que preserva produto interno se, e somente se, dim(V) = dim(W).

Prova.

(=⇒) trivial.

(⇐=) Se {v1, . . . , vn} é uma base ortonormal de V e {w1, . . . , wn} é uma

base ortonormal de W, seja T a transformação linear de V em W definida

por T(vi) = wi, i = 1, . . . , n. Então, T é um isomorfismo de V em W que

preserva produto interno. �

Exemplo 3.1

Se V é um espaço n−dimensional com produto interno sobre o corpoK (R

ou C), então toda base ortonormal B = {v1, . . . , vn} determina uma isome-

tria de V em Kn com o produto interno canônico. De fato, a transformação
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T(v) = T

(
n∑

j=1

xjvj

)
= (x1, . . . , xn) ,

onde v =

n∑
j=1

xjvj, define uma isometria de V em Kn, pois {T(v1) =

e1, . . . , T(vn) = en} é a base canônica, que é ortonormal em relação ao

produto interno canônico.

Se consideramos o espaço Kn×1 com o produto interno 〈X, Y〉 = Y?X,

temos que

v 7−→ [v]B

é uma isometria de V emKn×1 se, e somente se, B é uma base ortonormal

de V . �

Exemplo 3.2

Seja P ∈ Cn×n uma matriz complexa invertı́vel e seja G = P?P. Sejam

〈X, Y〉 = Y?X e [X, Y] = Y?GX produtos internos em Cn×1. Então,

T : (Cn×1, [ , ]) −→ (Cn×1, 〈 , 〉)
X 7−→ PX

é uma isometria. De fato,

〈T(X), T(Y)〉 = 〈PX, PY〉 = (PY)?PX = Y?P?PX

= Y?GX = [X, Y] .

�

Definiç ão 3.2

Um operador unitário sobre um espaço vetorial V com produto interno é

um isomorfismo de V em V que preserva o produto interno.

Observaç ão 3.2

O conjunto dos operadores unitários sobre um espaço V com produto

interno é um grupo com a operação de composição.

De fato, se U1 e U2 são unitários, então U2U1 é um isomorfismo e

‖U2U1(v)‖ = ‖U1(v)‖ = ‖v‖ , para todo v ∈ V .

Além disso, o inverso U−1 de um operador unitário U é unitário, pois

‖U−1(v)‖ = ‖U(U−1(v))‖ = ‖v‖ , para todo v ∈ V .

J. Delgado - K. Frensel 301 Instituto de Matemática - UFF
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Temos, também, que o operador identidade é unitário.

Observaç ão 3.3

Se V é um espaço de dimensão finita com produto interno e U é um ope-

rador linear sobre V , então, pela proposição 3.1, temos que U é unitário

se, e somente se, U preserva produto interno, ou ainda, se, e só se, U

leva alguma (toda) base ortonormal de V em outra base ortonormal de V .

Proposiç ão 3.2

Seja U um operador linear sobre um espaço vetorial V com produto in-

terno. Então, U é unitário se, e só se, o adjunto U? de U existe e UU? =

U?U = I.

Prova.

Suponhamos que U é unitário. Então U é invertı́vel e

〈U(v), w〉 =
〈
Uv,UU−1(w)

〉
=
〈
v,U−1(w)

〉
,

para todos v,w ∈ V . Logo, U? = U−1 é o adjunto de U.

Suponhamos, agora, que U? existe e UU? = U?U = I. Então U é in-

vertı́vel, U−1 = U? e

〈U(v), U(w)〉 = 〈v,U?U(w)〉 = 〈v,w〉 ,

para todos v,w ∈ W. Logo, U é um isomorfismo que preserva produto

interno, ou seja, U é unitário. �

Observaç ão 3.4

Seja V um espaço vetorial com produto interno e seja T um operador

linear sobre V . Então, T é unitário se, e só se, T ? é unitário.

Exemplo 3.3

Seja V = Cn×1 com o produto interno 〈X, Y〉 = Y?X, e seja A ∈ Cn×n. Seja

o operador U : Cn×1 −→ Cn×1 o operador definido por U(X) = AX.

Como

〈U(X), U(Y)〉 = 〈AX,AY〉 = (AY)?AX = Y?A?AX ,

para todo X, temos que U é unitário se, e somente se, A?A = I. �
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Definiç ão 3.3

Uma matriz n× n real ou complexa A é dita unitária se A?A = I.

Proposiç ão 3.3

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e seja

U um operador linear sobre V . Então U é unitário se, e só se, a matriz

de U em relação a alguma (toda) base ortonormal ordenada de V é uma

matriz unitária.

Prova.

Suponhamos que U é unitário. Seja B uma base ortonormal de V . Como

U?U = I, temos que

I = [I]B = [U?U]B = [U?]B[U]B = [U]?B[U]B ,

ou seja [U]B é uma matriz unitária.

Suponhamos, agora, que [U]B é uma matriz unitária para alguma base

ortonormal B. Então,

I = [U]?B[U]B = [U?]B[U]B = [U?U]B .

Logo, U?U = I, ou seja, U é um operador unitário. �

Observaç ão 3.5

Seja A uma matriz n× n complexa. Então,

A é unitária ⇐⇒ A?A = I⇐⇒ (A?A)jk = δjk , j, k = 1, . . . , n

⇐⇒ n∑
r=1

Arj Ark = δjk , j, k = 1, . . . , n

⇐⇒ as colunas da matriz A formam um conjunto ortonormal de vetores

de Cn×1 com respeito ao produto interno canônico 〈X, Y〉 = Y?X.

Como A?A = I ⇐⇒ AA? = I, temos que A é unitária⇐⇒ as linhas de A

formam um conjunto ortonormal de vetores de Cn com respeito ao produto

interno canônico.

Então, A é unitária⇐⇒ as colunas de A formam uma base ortonormal de

Cn×1 com respeito ao produto interno canônico⇐⇒ as linhas de A formam

uma base ortonormal de Cn com respeito ao produto interno canônico.
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Operadores Unit ários

Definiç ão 3.4

• Uma matriz n× n A, real ou complexa, é dita ortogonal se AtA = I.

• Uma matriz unitária é ortogonal se, e somente se, todas as suas entra-

das são reais.

De fato, A? = At ⇐⇒ aij = aij, i, j = 1, . . . , n.

Exemplo 3.4

Uma matriz 1× 1 [c] é ortogonal se, e somente se, c = ±1, e é unitária se,

e somente se, cc = 1, ou seja, se, e somente se, |c| = 1, ou ainda, se, e

só se, c = eiθ, para algum θ ∈ R. �

Exemplo 3.5

Seja a matriz 2× 2 sobre K (R ou C)

A =

(
a b

c d

)
.

Então A é ortogonal se, e só se, A−1 = At, ou seja, se, e só se,

At =

(
a c

b d

)
=

1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
= A−1 .

Como det(At) = det(A) e AtA = I, temos que (det(A))2 = 1. Logo,

det A = ±1.

Assim, A é ortogonal se, e só se,

•

(
a c

b d

)
=

(
d −b

−c a

)
, e ad − bc = 1 ,

ou seja, d = a, c = −b e ad − bc = 1 ;

ou

•

(
a c

b d

)
=

(
−d b

c −a

)
, e ad − bc = −1 ,

ou seja, d = −a, c = b e ad − bc = −1 .

Então, A é ortogonal se, e só se,

A =

(
a b

−b a

)
ou A =

(
a b

b −a

)
,
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onde a2 + b2 = 1.

• Em particular, se θ ∈ R, a matriz

Aθ =

(
cos θ − sen θ

sen θ cos θ

)
,

é uma matriz ortogonal real, logo unitária.

Como Aθ é a matriz em relação à base canônica de R2 do operador linear

Uθ, rotação de ângulo θ em torno da origem, temos que Uθ é um operador

unitário, ou seja, preserva o produto interno. �

Exemplo 3.6

Seja a matriz 2× 2 sobre K (R ou C)

A =

(
a b

c d

)
.

Então, A é unitária se, e só se,

A? =

(
a c

b d

)
=

1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
= A−1 .

Como det(A?) = det(A) e A?A = I, temos que det(A) = eiθ, para algum

θ ∈ R.

Assim, A é unitária se, e só se,

A? =

(
a c

b d

)
= e−iθ

(
d −b

−c a

)
= A−1 , e ad − bc = eiθ,

ou seja, d = eiθa, c = −eiθb e ad − bc = eiθ para algum θ ∈ R.

Logo, A é unitária se, e só se,

A =

(
a b

−eiθb eiθa

)
,

onde θ ∈ R e |a|2 + |b|2 = 1. �

Observaç ão 3.6

O conjunto U(n) das matrizes unitárias n× n é um grupo.

De fato, se A ∈ U(n), então (A−1)−1 = A = (A?)−1 = (A−1)?. E, se A e B

são unitárias, então
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(AB)−1 = B−1A−1 = B?A? = (AB)?.

Observaç ão 3.7

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno, B =

{v1, . . . , vn} e B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n} bases ortonormais de V . Seja P = [I]BB ′ a

matriz de mudança da base B ′ para a base B, onde

v ′k =

n∑
j=1

Pjkvj .

Seja U : V −→ V o operador linear definido por U(vj) = v ′j, j = 1, . . . , n.

Como U leva a base ortonormal B na base ortonormal B ′ e [U]B = P,

temos que U é um operador unitário e P é uma matriz unitária.

Logo, se T : V −→ V é um operador linear, temos que

[T ]B ′ = [I]B ′B[T ]B[I]BB ′ = P−1[T ]BP ,

onde P é uma matriz unitária e B, B ′ são bases ortonormais.

Definiç ão 3.5

Sejam A e B matrizes complexas n × n. Dizemos que B é unitariamente

equivalente a A se existe uma matriz unitária P n× n tal que

B = P−1AP = P?AP .

E dizemos que B é ortogonalmente equivalente a A se existe uma matriz

ortogonal P n× n, tal que

B = P−1AP = PtAP .

Observaç ão 3.8

Seja T : V −→ V um operador linear sobre um espaço vetorial V de

dimensão finita com produto interno, e sejam B e B ′ bases ortonormais

de V .

Então, [T ]B ′ e [T ]B são unitariamente equivalentes, e se V é real, [T ]B ′ e

[T ]B são ortogonalmente equivalentes, através de uma matriz ortogonal

real.
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4. Operadores Normais

Seja T : V −→ V um operador linear sobre um espaço V de di-

mensão finita e seja B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V , sendo

T(vi) = civi, i = 1, . . . , n.

Então,

[T ]B =

c1

. . .

cn

 e [T ?]B = ([T ]B)
?

=

c1

. . .

cn

 .

Se V é real, ci = ci, i = 1, . . . , n e [T ?]B = [T ]B, ou seja, T = T ?.

Então, T é auto-adjunto.

Se V é complexo, podemos apenas afirmar que [T ]B[T
?]B = [T ?]B[T ]B,

pois [T ]B e [T ?]B são matrizes diagonais. Logo, TT ? = T ?T .

Definiç ão 4.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e T um

operador linear sobre V . Dizemos que T é normal se TT ? = T ?T , ou seja,

se T e T ? comutam.

Observaç ão 4.1

• Todo operador auto-adjunto é normal.

• Todo operador unitário é normal

Observaç ão 4.2

Todo múltiplo de um operador normal é um operador normal, mas a soma

e o produto de operadores normais nem sempre são normais.

Proposiç ão 4.1

Seja V um espaço vetorial com produto interno e T um operador linear

auto-adjunto sobre V . Então todo autovalor de T é real.

Prova.

Seja c um autovalor de T e seja v não-nulo tal que T(v) = cv. Então,
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c〈v, v〉 = 〈cv, v〉 = 〈T(v), v〉
= 〈v, T ?(v)〉 = 〈v, T(v)〉
= 〈v, cv〉 = c 〈v, v〉 ,

ou seja, (c − c)〈v, v〉 = 0. Como 〈v, v〉 6= 0, temos que c = c. Logo, c é

real. �

Observaç ão 4.3

Se T é normal, então ‖T ?(v)‖ = ‖T(v)‖ para todo v ∈ V .

De fato

〈T ?T(v), v〉 = 〈T(v), (T ?)?(v)〉 = 〈T(v), T(v)〉 = ‖T(v)‖2 ,

e

〈TT ?(v), v〉 = 〈T ?(v), T ?(v)〉 = ‖T ?(v)‖2 .

Como TT ? = T ?T , temos que ‖T(v)‖ = ‖T ?(v)‖.

Observaç ão 4.4

Se T é normal, então T − λI é normal para todo λ ∈ K (R ou C).

De fato,

(T − λI)(T − λI)? = (T − λI)(T ? − λ I) = TT ? − λT ? − λ T + |λ|2I

= T ?T − λT ? − λ T + |λ|2I = (T ? − λ I)(T − λI)

= (T − λI)?(T − λI) .

Proposiç ão 4.2

Seja V um espaço vetorial com produto interno e seja T um operador

normal sobre V . Seja v ∈ V . Então v é um autovetor de T associado a um

autovalor c se, e só se, v é um autovalor de T ? associado ao autovalor c.

Prova.

Pela observação 4.4, T − cI é normal, e pela observação 4.3, temos que

0 = ‖(T − cI)(v)‖ = ‖(T − cI)?(v)‖ = ‖(T ? − cI)(v)‖ ,

ou seja, T ?(v) = cv. �

Proposiç ão 4.3

Seja V um espaço vetorial com produto interno e T um operador normal

sobre V . Então, autovetores associados a autovalores distintos são orto-

gonais.
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Prova.

Sejam λ e µ autovalores distintos de T , e v, w autovetores de T asso-

ciados aos autovalores λ e µ, respectivamente. Então,

λ〈v,w〉 = 〈λv, w〉 = 〈T(v), w〉 = 〈v, T ?(w)〉
= 〈v, µw〉 = µ〈v,w〉 .

Logo, (λ − µ)〈v,w〉 = 0. Como λ 6= µ, temos que 〈v,w〉 = 0. �

Proposiç ão 4.4

Seja V um espaço vetorial com produto interno e T um operador linear

sobre V . Seja W um subespaço de V invariante por T . Então, W⊥ é

invariante por T ?.

Prova.

Sejam w ∈ W⊥ e v ∈ W. Então,

〈v, T ?(w)〉 = 〈T(v), w〉 = 0 ,

pois T(v) ∈ W e w ∈ W⊥.

Como 〈v, T ?(w)〉 = 0 para todo v ∈ W, temos que T ?(w) ∈ W⊥. �

Proposiç ão 4.5

Seja V um espaço vetorial sobre K (R ou C) e seja T um operador auto-

adjunto sobre V . Então, T possui um autovetor não-nulo.

Prova.

Seja B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de V e seja A = [T ]B.

Como pc = det(xI − A) é um polinômio com coeficientes complexos, pc

possui uma raiz c ∈ C.

Então, det(cI − A) = 0, ou seja cI − A não é invertı́vel.

Logo, existe X ∈ Cn×1 − {0} tal que AX = cX.

Se V é um espaço vetorial real, temos que c ∈ R, pois, como A? = A, o

operador U : Cn×1 −→ Cn×1 dado por U(X) = AX é auto-adjunto com o

produto interno canônico e c é um autovalor de U.

Logo, como cI − A é uma matriz com entradas reais e det(cI − A) = 0,

existe X ∈ Rn×1 − {0} tal que AX = cX.
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Seja v =

n∑
j=1

xjvj, onde X =

x1
...

xn

 6= 0.

Então, v 6= 0 e

[T(v)]B = [T ]B[v]B = AX = cX = c[v]B .

Logo, T(v) = cv. �

Observaç ão 4.5

A hipótese de T ser um operador auto-adjunto só foi usada no caso real

para garantir que toda raiz do polinômio caracterı́stico de T é real. No

caso complexo, essa hipótese é desnecessária.

Observaç ão 4.6

O polinômio caracterı́stico de um operador auto-adjunto sobre um espaço

vetorial complexo ou real tem todos os coeficientes reais, pois todas as

suas raı́zes são reais.

Observaç ão 4.7

Um operador auto-adjunto sobre um espaço vetorial de dimensão infinita

com produto interno pode não ter autovetores não-nulos.

De fato, seja V = C0([0, 1],C) com o produto interno

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt ,

e seja T : V −→ V o operador linear definido por T(f)(t) = t f(t), para todo

t ∈ [0, 1].

Como

〈T(f), g〉 =

∫ 1

0

tf(t)g(t)dt =

∫ 1

0

f(t) tg(t)dt = 〈f, T(g)〉 , ∀ f, g ∈ V ,

temos que T ? = T , ou seja, T é auto-adjunto.

Suponha que existe c ∈ C e f ∈ V − {0} tal que T(f) = cf.

Então,

t f(t) = c f(t) , ∀ t ∈ [0, 1],

ou seja, (t − c) f(t) = 0 para todo t ∈ [0, 1].

Logo, f(t) = 0 para todo t ∈ [0, 1], o qual é uma contradição.
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Teorema 4.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno sobre

K (R ou C) e seja T um operador auto-adjunto sobre V .

Então, V possui uma base ortonormal de autovetores de T .

Prova.

Pela proposição 4.5, T possui um autovetor v não-nulo. Tome v1 =
v

‖v‖
,

que também é um autovetor de T de norma 1.

Se dim(V) = 1 o teorema fica provado.

Se dim(V) > 1, vamos proceder por indução sobre a dimensão de V para

provar o resultado.

Suponhamos que o teorema seja válido para espaços com produto interno

de dimensão menor que dim(V).

Seja W o subespaço gerado pelo vetor v1.

Como v1 é um autovetor de T , temos que T(W) ⊂ W, ou seja, W é invari-

ante por T . Pela proposição 4.4, W⊥ é invariante por T ? = T .

Seja U = T |W⊥. Como

〈U(v), w〉 = 〈T(v), w〉 = 〈v, T(w)〉 = 〈v,U(w)〉 , ∀v,w ∈ W⊥,

temos que U é um operador auto-adjunto sobre o espaço W⊥.

Como dim(W⊥) = dim(V) − 1 temos, pela hipótese de indução, que W⊥

possui uma base ortonormal {v2, . . . , vn} de autovetores de U.

Então, {v1, v2, . . . , vn} é uma base ortonormal de autovetores de T , já que

v2, . . . , vn também são autovetores de T e V = W ⊕W⊥. �

Corol ário 4.1

Seja A uma matriz n × n hermitiana (auto-adjunta). Então A é unitaria-

mente equivalente a uma matriz diagonal, ou seja, existe uma matriz P

unitária tal que P−1AP é diagonal.

Se A é uma matriz simétrica real (At = A), existe uma matriz ortogonal

real P tal que P−1AP é diagonal.

Prova.

Seja V o espaço Cn×1 com o produto interno canônico e seja T o ope-

J. Delgado - K. Frensel 311 Instituto de Matemática - UFF
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rador sobre V que é representado por A em relação à base canônica B0

de Cn×1, ou seja, T(X) = AX para todo X ∈ V .

Como A = A?, temos que T = T ?, ou seja, T é auto-adjunto.

Então, pelo teorema anterior, V possui uma base ortonormal B = {v1, . . . , vn}

de autovetores de T , ou seja, [T ]B é diagonal.

Seja P a matriz cujos vetores colunas são os vetores v1, . . . , vn. Então, P

é unitária e P = [I]B0B.

Logo, [T ]B = P−1AP, ou seja, A é unitariamente equivalente a uma matriz

diagonal.

Caso todas as entradas de A sejam reais, tomamos V = Rn×1 com o pro-

duto interno canônico e repetimos o argumento. Neste caso, a matriz P é

uma matriz unitária com entradas reais, ou seja, P é uma matriz ortogonal

real. �

Observaç ão 4.8

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita com produto interno e

seja T um operador linear sobre V .

Pelas observações feitas no inı́cio da seção e pelo teorema anterior, te-

mos que:

• Um operador T é auto-adjunto ⇐⇒ o espaço V possui uma base orto-

normal de autovetores de T .

• Equivalentemente, se A é uma matriz n× n com entradas reais, temos

que:

A é simétrica⇐⇒ existe uma matriz n×n P ortogonal real tal que PtAP =

P−1AP é uma matriz diagonal.

De fato, a implicação (=⇒) já foi provada no corolário acima. Para provar

a recı́proca, basta observar que se PtAP = D é uma matriz diagonal,

então

D = Dt = (PtAP)t = PtAtP ,

ou seja, PtAP = PtAtP. E como PtP = PPt = I, temos

A = PPtAPPt = PPtAtPPt = At ,

ou seja, A é uma matriz simétrica.
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Observaç ão 4.9

Seja V um espaço vetorial sobre K (R ou C) de dimensão finita com pro-

duto interno e seja T um operador auto-adjunto sobre V .

Se λ1, . . . , λk são os autovalores distintos de T , Wi o autoespaço associ-

ado ao autovalor λi e πi : V −→Wi a projeção de V sobre Wi, i = 1, . . . , k,

então:

• λi ∈ R, i = 1, . . . , k ;

• pc = (x − λ1)
d1 . . . (x − λk)

dk ;

• pm = (x − λ1) . . . (x − λk) ;

• Wi ⊥ Wj, i 6= j ;

• V = W1 ⊕ . . .⊕Wk (soma direta ortogonal) ;

• πi é a projeção ortogonal de V sobre Wi ;

• dim(Wi) = di, i = 1, . . . , k ;

• I = π1 + . . . + πk ;

• π2
i = πi, i = 1, . . . , k ;

• πiπj = O, se i 6= j ;

• T = λ1π1 + . . . + λkπk ;

• πi = pi(T), onde pi =

∏
j6=i

(x − λj)∏
j6=i

(λi − λj)
, i = 1, . . . , k.

Seja, agora, um espaço vetorial V de dimensão finita com produto

interno e T um operador sobre V .

Já provamos, no inı́cio da seção, que se V possui uma base ortonor-

mal de autovetores de T , então T é normal.

O teorema abaixo mostra que a recı́proca também é verdadeira para

espaços vetoriais complexos.

O teorema só é válido para espaços vetoriais complexos, pois um

operador normal sobre um espaço real pode não ter autovalores reais.

Isto é verdadeiro, por exemplo, para todas as rotações de R2, salvo duas.

De fato, o operador rotação

J. Delgado - K. Frensel 313 Instituto de Matemática - UFF
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Tθ : R2 −→ R2

X −→ AX
onde A =

(
cos θ − sen θ

sen θ cos θ

)

é normal, pois A?A = AtA = AAt = AA? = I, e o seu polinômio carac-

terı́stico é

pc = (x − cos θ)2 + sen2 θ.

Como eiθ e e−iθ são as raı́zes deste polinômio, que não são reais, se

θ 6= 0, π, temos que não existe uma base ortonormal de R2 formada por

autovetores de Tθ, se θ 6= 0, π.

Teorema 4.2

Seja V um espaço vetorial complexo de dimensão finita com produto in-

terno e seja T um operador normal sobre V . Então, V possui uma base

ortonormal de autovetores de T .

Prova.

Sejam λ1, . . . , λm os autovalores distintos de T , n = dim(V), e Wλi
o

autoespaço associado ao autovalor λi, i = 1, . . . ,m.

Já sabemos que Wλi
⊥ Wλj

, se i 6= j.

Vamos provar, por indução sobre n, que

V = Wλ1
⊕ . . .⊕Wλm .

Se n = dim(V) = 1, não há nada a provar. Suponhamos que o resul-

tado seja verdadeiro para operadores normais sobre um espaço vetorial

complexo de dimensão menor ou igual a n − 1.

Seja Wλ1
o autoespaço associado ao autovalor λ1.

Como T(Wλ1
) ⊂ Wλ1

, temos, pela proposição 4.4, que T ?(W⊥
λ1

) ⊂ W⊥
λ1

.

Além disso, como

T(T ?(v)) = T ?(T(v)) = λ1T
?(v) , ∀ v ∈ Wλ1

,

temos que T ?(Wλ1
) ⊂ Wλ1

.

Logo, pela proposição 4.4, T(W⊥
λ1

) ⊂ W⊥
λ1

.

Assim, T |W⊥
λ1

: W⊥
λ1

−→ W⊥
λ1

é um operador normal sobre W⊥
λ1

, pois

[T |W⊥
λ1

]? = [T ?|W⊥
λ1

], já que T ?(W⊥
λ1

) ⊂ W⊥
λ1

e 〈T(v), w〉 = 〈v, T ?(w)〉 para

quaisquer v,w ∈ W⊥
λ1

.
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Como dim(W⊥
λ1

) ≤ n − 1, temos, pela hipótese de indução, que

W⊥
λ1

= W ′
µ1
⊕ . . .⊕W ′

µk
,

onde µ1, . . . , µk são os autovalores distintos de T |W⊥
λ1

e W ′
µi

é o autoespaço

correspondente ao autovalor µi.

Como todo autovetor de T |W⊥
λ1

é um autovetor de T , temos que, para cada

i = 1, . . . , k, existe ji ∈ {1, . . . ,m}, tal que µi = λji.

Logo,

W ′
µi

= {v ∈ W⊥
λ1

| T(v) = µiv} = {v ∈ W⊥
λ1

| T(v) = λjiv} = W⊥
λ1
∩W ′

λji
.

Observe, também, que λji 6= λ1, para todo i = 1, . . . , k, pois se λji = λ1,

existiria v ∈ W⊥
λ1

− {0} tal que T(v) = λ1v, o que é um absurdo, já que

Wλ1
∩W⊥

λ1
= {0}.

Como Wλji
⊥ Wλ1

, para todo i = 1, . . . , k, temos que Wλji
⊂ W⊥

λ1
, para

todo i = 1, . . . , k.

Logo, W ′
µi

= W⊥
λ1
∩Wλji

= Wλji
, i = 1, . . . , k.

Então,

V = Wλ1
⊕W⊥

λ1
= Wλ1

⊕Wλj1
⊕ . . .⊕Wλjk

.

Basta, agora, mostrar que λ1, λj1 , . . . , λjk são todos os autovalores de T .

Seja λ um autovalor de T e seja v 6= 0 tal que T(v) = λv. Então, existem

v1 ∈ Wλ1
e wi ∈ Wλji

, i = 1, . . . , k, tais que v = v1 + w1 + . . . + wk.

Como

T(v) = λv = λ(v1 + w1 + . . . + wk) = T(v1) + T(w1) + . . . + T(wk)

= λ1v1 + λj1w1 + . . . + λjkwk ,

temos que (λ − λ1)v1 + (λ − λj1)w1 + . . . + (λ − λjk)wk = 0 .

Logo, (λ−λ1)v1 = 0 e (λ−λji)wi = 0, i = 1, . . . , k. Sendo v 6= 0, devemos

ter que, λ = λ1 ou λ = λji, para algum i = 1, . . . , k.

Provamos, assim, que V = Wλ1
⊕ . . . ⊕ Wλm , onde λ1, . . . , λm são os

autovalores distintos de T .

Então, se Bi é uma base ortonormal de Wλi
, i = 1, . . . ,m, B = B1∪. . .∪Bm

é uma base ortonormal de V formada por autovetores de T . �
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Operadores Normais

Corol ário 4.2

Seja A uma matriz n × n complexa normal (AA? = A?A). Então, existe

uma matriz n× n P unitária tal que P−1AP = P?AP é diagonal.

Forma canônica de Jordan Real de
um Operador Normal

Teorema 4.3

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita com produto interno e

seja T um operador normal sobre V .

Então, se pc = pd1
1 pd2

2 . . . pdk
k (x − λ1)

f1 . . . (x − λ`)
f` é o polinômio carac-

terı́stico de T , onde λ1, . . . , λ` são os autovalores reais distintos de T e

pi = (x − µj)(x − µj), µj = aje
iθj , θj ∈ (0, π), j = 1, . . . , k, temos que:

(1) pm = p1 . . . pk(x − λ1) . . . (x − λ`) é o polinômio minimal de T .

(2) V = Ker(p1(T))⊕. . .⊕Ker(pk(T))⊕Wλ1
⊕. . .⊕Wλ`

é uma decomposição

de V numa soma direta de subespaços invariantes ortogonais, onde:

• Wλi
= Ker(T − λiI), T |Wλi

= λiI, dim(Wλi
) = fi e x − λi é o polinômio

minimal de T |Wλi
, i = 1, . . . , `.

• dim(Ker(pj(T))) = 2dj e pj é o polinômio minimal de T |Ker(pj(T)),

j = 1, . . . , k.

(3) Existe uma base B = B1 ∪ . . . ∪ Bk ∪ Bk+1 ∪ . . . ∪ Bk+` ortonormal de V

tal que:

• Bi é uma base ortonormal de Ker(pi(T)) tal que

[T |Ker(pi(T))]Bi
= Ai =


Ri

1

Ri
2

. . .
Ri

di


2di×2di

,

onde Ri
j = ai

(
cos θi − sen θi

sen θi cos θi

)
, para todo j = 1, . . . , di e i = 1, . . . , k.

• Bk+j é uma base ortonormal de Wλj
tal que

[T |Wλj
]Bk+j

= Bj =

λj

. . .
λj


fj×fj

, j = 1, . . . , ` .
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Ou seja,

[T ]B =



A1

. . .
Ak

B1

. . .
B`


n×n

está na forma canônica de Jordan real.

Prova.

Seja V̂ = {(u, v) | u, v ∈ V} o complexificado do espaço V .

Afirmaç ão: 〈 · , · 〉C : V̂ × V̂ −→ C, definido por

〈(u, v), (u ′, v ′)〉C = 〈u, u ′〉+ 〈v, v ′〉− i〈u, v ′〉+ 〈v, u ′〉

é um produto interno sobre V̂ . De fato,

• 〈(a + ib)(u1, v1) + (u2, v2), (u
′, v ′)〉C

= 〈(au1 − bv1 + u2, bu1 + av1 + v2), (u
′, v ′)〉C

= 〈au1 − bv1 + u2, u
′〉+ 〈bu1 + av1 + v2, v

′〉

−i〈au1 − bv1 + u2, v
′〉+ i〈bu1 + av1 + v2, u

′〉

= a〈u1, u
′〉− b〈v1, u

′〉+ 〈u2, u
′〉+ b〈u1, v

′〉+ a〈v1, v
′〉+ 〈v2, v

′〉

−ia〈u1, v
′〉+ ib〈v1, v

′〉− i〈u2, v
′〉+ ib〈u1, u

′〉+ ia〈v1, u
′〉+ i〈v2, u

′〉

= a〈u1, u
′〉+ a〈v1, v

′〉+ ib〈v1, v
′〉+ ib〈u1, u

′〉

−ia〈u1, v
′〉+ ia〈v1, u

′〉+ b〈u1, v
′〉− b〈v1, u

′〉

+〈u2, u
′〉+ 〈v2, v

′〉− i〈u2, v
′〉+ i〈v2, u

′〉

= (a + ib)〈u1, u
′〉+ (a + ib)〈v1, v

′〉− i(a + ib)〈u1, v
′〉+ i(a + ib)〈v1, u

′〉

+〈(u2, v2), (u
′, v ′)〉C

= (a + ib) (〈u1, u
′〉+ 〈v1, v

′〉− i〈u1, v
′〉+ i〈v1, u

′〉) + 〈(u2, v2), (u
′, v ′)〉C

= (a + ib)〈(u1, v1), (u
′, v ′)〉C + 〈(u2, v2), (u

′, v ′)〉C .

• 〈(u ′, v ′), (u, v)〉C = 〈u ′, u〉+ 〈v ′, v〉− i〈u ′, v〉+ i〈v ′, u〉

= 〈u, u ′〉+ 〈v, v ′〉+ i〈u, v ′〉− i〈v, u ′〉 = 〈(u, v), (u ′, v ′)〉C .

• 〈(u, v), (u, v)〉C = 〈u, u〉+ 〈v, v〉− i〈u, v〉+ i〈v, u〉 = 〈u, u〉+ 〈v, v〉 ≥ 0 .

•〈(u, v), (u, v)〉C = ‖u‖2 + ‖v‖2 = 0⇐⇒ u = v = 0⇐⇒ (u, v) = (0, 0) . �
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Afirmaç ão: (L̂)? = (L?)̂.

De fato, como 〈L(u), v〉 = 〈u, L(v)〉, para quaisquer u, v ∈ V , temos:〈
L̂(u, v), (u ′, v ′)

〉
C

= 〈(L(u), L(v)), (u ′, v ′)〉C
= 〈L(u), u ′〉+ 〈L(v), v ′〉− i〈L(u), v ′〉+ i〈L(v), u ′〉
= 〈u, L?(u ′)〉+ 〈v, L?(v ′)〉− i〈u, L?(v ′)〉+ i〈v, L?(u ′)〉
= 〈(u, v), (L?(u ′), L?(v ′))〉C =

〈
(u, v), L̂?(u ′, v ′)

〉
C

.

Logo, (L̂)?(u ′, v ′) = L̂?(u ′, v ′) para todo (u ′, v ′) ∈ V̂ .

Afirmaç ão: L̂ é normal.

De fato, como LL? = L?L, temos que

L̂(L̂)? = L̂ L̂? = (LL?)̂ = (L?L)̂ = (L̂?)L̂ = (L̂)? L̂ .

• Como L̂ : V̂ −→ V̂ é um operador normal sobre o espaço complexo V̂ ,

temos, pelo teorema 4.2, que L̂ é diagonalizável. Então:→ pm = (x − µ1)(x − µ1) . . . (x − µk)(x − µk)(x − λ1) . . . (x − λ`)

é o polinômio minimal de L̂ (que é igual ao polinômio minimal de L).→ σ(W̃µr) = W̃µr , r = 1, . . . , k.→ dim(W̃µr) = dim(W̃µr) = dr , r = 1, . . . , k, onde

W̃µ = {(u, v) ∈ V̂ | T̂(u, v) = µ(u, v)} .→ (Ker(pr(T)))̂ = W̃µr ⊕ W̃µr , r = 1, . . . , k .→ Ker(T̂ − λjI) = Ŵλj
, dim(Wλj

) = dim(Ŵλj
) = fj , j = 1, . . . , ` .→ V̂ = W̃µ1

⊕ W̃µ1
⊕ . . .⊕ W̃µk

⊕ W̃µk
⊕ Ŵλ1

⊕ . . .⊕ Ŵλ`
,

soma direta de subespaços invariantes e ortogonais.

• Já vimos, também, que se Br = {(vr
1, w

r
1), . . . , (v

r
dr

, wr
dr

)} é uma base de

Ŵµr , então σ(Br) = Br = {(vr
1,−wr

1), . . . , (v
r
dr

,−wr
dr

)} é uma base de Ŵµr .

Afirmaç ão: Br ortonormal =⇒ Br ortonormal.

De fato, como〈
(vr

k, w
r
k), (v

r
j , w

r
j)
〉

C =
〈
vr

k, v
r
j

〉
+
〈
wr

k, w
r
j

〉
− i
〈
vr

k, w
r
j

〉
+ i
〈
wr

k, v
r
j

〉
=

{
0 , se k 6= j
1 , se k = j ,
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temos que〈
(vr

k,−wr
k), (v

r
j ,−wr

j)
〉

C =
〈
vr

k, v
r
j

〉
+
〈
wr

k, w
r
j

〉
+ i
〈
vr

k, w
r
j

〉
− i
〈
wr

k, v
r
j

〉
=

〈
(vr

k, w
r
k), (v

r
j , w

r
j)
〉

C

=

{
0 , se k 6= j
1 , se k = j ,

• Já sabemos também que

{v1 + w1, v1 − w1, . . . , vdr + wdr , vdr − wdr}

é uma base de Ker(pr(T)) tal que

T(vr
j + wr

j) = ar cos θr (vr
j + wr

j) + ar sen θr (vr
j − wr

j) ,

e

T(vr
j − wr

j) = −ar sen θr (vr
j + wr

j) + ar cos θr (vr
j − wr

j) ,

para j = 1, . . . , dr, onde µr = ar cos θr + iar sen θr.

Afirmaç ão:
〈
vr

j , v
r
j

〉
=
〈
wr

j , w
r
j

〉
=

1

2
e
〈
vr

j , w
r
j

〉
= 0 , j = 1, . . . , dr.

De fato,

1 =
〈
(vr

j , w
r
j), (v

r
j , w

r
j)
〉

C =
〈
vr

j , v
r
j

〉
+
〈
wr

j , w
r
j

〉
,

e

0 =
〈
(vr

j , w
r
j), (v

r
j ,−wr

j)
〉

C =
〈
vr

j , v
r
j

〉
−
〈
wr

j , w
r
j

〉
+ i
〈
vr

j , w
r
j

〉
+ i
〈
wr

j , v
r
j

〉
,

pois

(vr
j , w

r
j) ∈ W̃µr , (vr

j ,−wr
j) ∈ W̃µr e W̃µr ⊥ W̃µr .

Logo,
〈
vr

j , w
r
j

〉
= 0 e

〈
vr

j , v
r
j

〉
+
〈
wr

j , w
r
j

〉
= 1〈

vr
j , v

r
j

〉
−
〈
wr

j , w
r
j

〉
= 0 .

Então,
〈
vr

j , w
r
j

〉
= 0 e

〈
vr

j , v
r
j

〉
=
〈
wr

j , w
r
j

〉
=

1

2
, r = 1, . . . , dr .

Afirmaç ão: Br = {vr
1 + wr

1, v
r
1 − wr

1, . . . , v
r
dr

+ wr
dr

, vr
dr

− wr
dr

} é uma

base ortonormal de Ker(pr(T)) .

De fato,

•
〈
vr

j + wr
j , v

r
j + wr

j

〉
=
〈
vr

j , v
r
j

〉
+
〈
wr

j , w
r
j

〉
= 1

•
〈
vr

j − wr
j , v

r
j − wr

j

〉
=
〈
vr

j , v
r
j

〉
+
〈
wr

j , w
r
j

〉
= 1

•
〈
vr

j + wr
j , v

r
j − wr

j

〉
=
〈
vr

j , v
r
j

〉
−
〈
wr

j , w
r
j

〉
= 0
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Além disso, como os vetores (vr
j , w

r
j), (v

r
j ,−wr

j), (v
r
t, w

r
t) e (vr

t,−wr
t)

são dois a dois ortogonais, se t 6= j, temos que

• o vetor (vr
j , 0) =

1

2
(vr

j , w
r
j) +

1

2
(vr

j ,−wr
j) é ortogonal ao vetor (wr

t, 0) =

i

2
(vr

t,−wr
t) −

i

2
(vr

t, w
r
t), ou seja,〈
(vr

j , 0), (wr
t, 0)

〉
C =

〈
vr

j , w
r
t

〉
= 0 .

• o vetor (vr
j , 0) =

1

2
(vr

j , w
r
j) +

1

2
(vr

j ,−wr
j) é ortogonal ao vetor (vr

t, 0) =

1

2
(vr

t, w
r
t) +

1

2
(vr

t,−wr
t), ou seja,〈

(vr
j , 0), (vr

t, 0)
〉

C =
〈
vr

j , v
r
t

〉
= 0 .

• o vetor (wr
j , 0) =

i

2
(vr

j ,−wr
j) −

i

2
(vr

j , w
r
j) é ortogonal ao vetor (wr

t, 0) =

i

2
(vr

t,−wr
t) −

i

2
(vr

t, w
r
t), ou seja,〈
(wr

j , 0), (wr
t, 0)

〉
C =

〈
wr

j , w
r
t

〉
= 0 .

Logo,

•
〈
vr

j + wr
j , v

r
t + wr

t

〉
=
〈
vr

j , v
r
t

〉
+
〈
wr

j , w
r
t

〉
+
〈
wr

j , v
r
t

〉
+
〈
vr

j , w
r
t

〉
= 0 , se t 6= j.

•
〈
vr

j + wr
j , v

r
t − wr

t

〉
=
〈
vr

j , v
r
t

〉
−
〈
wr

j , w
r
t

〉
−
〈
vr

j , w
r
t

〉
+
〈
wr

j , v
r
t

〉
= 0 , se t 6= j.

• Seja Fr
j o subespaço de V gerado por Br

j = {vr
j +wr

j , v
r
j −wr

j } , j = 1, . . . , dr.

Então, Fr
j ⊥ Fr

t, se j 6= t, dim Fr
j = 2, Ker(pr(T)) = Fr

1 ⊕ . . .⊕ Fr
dr

e

[T |Fr
j
]Br

j
=

(
ar cos θr −ar sen θr

ar sen θr ar cos θr

)
2×2

Afirmaç ão: Ker(pr(T)) ⊥ Ker(ps(T)), se r 6= s.

De fato, se v ∈ Ker(pr(T)) e w ∈ Ker(ps(T)), então (v, 0) ∈ W̃µr⊕W̃µr

e (w, 0) ∈ W̃µs ⊕ W̃µs.

Como W̃µr ⊕ W̃µr ⊥ W̃µs ⊕ W̃µs , se s 6= r, temos que

〈v,w〉 = 〈(v, 0), (w, 0)〉C = 0.

Afirmaç ão: Ker(pr(T)) ⊥ Wλj
, r = 1, . . . , k, j = 1, . . . , `.

De fato, como

Ŵλj
= Ker(T̂ − λjI) , Ker(pr(T))̂ = W̃µr ⊕ W̃µr e Ŵλj

⊥ W̃µr ⊕ W̃µr ,
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temos que se v ∈ Wλj
e w ∈ Ker(pr(T)), então

(v, 0) ∈ Ŵλj
e (w, 0) ∈ W̃µr ⊕ W̃µr .

Logo,

〈v,w〉 = 〈(v, 0), (w, 0)〉C = 0 .

Sendo também Wλj
⊥ Wλt , se t 6= j, obtemos que

V = Ker(p1(T))⊕ . . .⊕ Ker(pk(T))⊕Wλ1
⊕ . . .⊕Wλ`

é uma decomposição em soma direta por subespaços invariantes dois a

dois ortogonais.

Como dim(Wλj
) = fj e T |Wλj

= λjI, existe uma base ortonormal Bk+j

de Wλj
tal que

[T |Wλj
]Bk+j

=

λj

. . .
λj


fj×fj

.

Logo, B = B1 ∪ . . .∪Bk ∪ Γ1 ∪ . . .∪ Γ` é uma base ortonormal de V tal

que [T ]B está na forma canônica de Jordan real.

Corol ário 4.3

Seja A uma matriz normal real.

Então, existe uma matriz ortogonal real P tal que P−1AP = PtAP está na

forma canônica de Jordan real.

Observaç ão 4.10

Se V é real e T : V −→ V é um operador normal, então T é semi-simples,

pois T̂ : V̂ −→ V̂ é normal, e, portanto, diagonalizável.

Proposiç ão 4.6

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre K (R ou C) com pro-

duto interno e seja T um operador normal sobre V .

Então:

(a) T é auto-adjunto⇐⇒ todas as raı́zes de pc são reais.

(b) T é unitário⇐⇒ todas as raı́zes de pc tem norma igual a 1.

Prova.
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(a) (=⇒) Se T é auto-adjunto, todos os autovalores de T são reais e

existe uma base ortonormal B de V tal que [T ]B é diagonal.

Logo, pc = (x − λ1)
d1 . . . (x − λk)

dk, onde λ1, . . . , λk são os autovalores

distintos de T . Então, todas as raı́zes de pc são reais.

(⇐=) Se T é normal e todas as raı́zes de pc são reais, existe, V possui

uma base ortonormal B de autovetores, pelo teorema 4.2 (K = C), e pelo

teorema 4.3 (K = R). Como

[T ]B =

λj

. . .

λn

 , onde λi ∈ R, i = 1, . . . , n,

temos que [T ?]B = [T ]?B = [T ]B, ou seja, T ? = T .

(b) (=⇒) Seja T um operador unitário e seja v um autovetor não-nulo tal

que T(v) = λv. Então,

|λ|2〈v, v〉 = λλ 〈v, v〉 = 〈λv, λv〉 = 〈T(v), T(v)〉 = 〈v, v〉 .

Como 〈v, v〉 6= 0, temos que |λ| = 1, ou seja, λ = eiθ, θ ∈ (0, π), se λ ∈ C e

λ = ±1, se λ ∈ R.

Caso K = C: Como todo operador unitário T é normal, V possui uma

base ortonormal B de autovetores de T . Logo, todas as raı́zes de pc têm

norma igual a 1.

Caso K = R: Seja B uma base ortonormal de V e seja A = [T ]B. Como

[T ?]B = [T ]?B = A?, temos que

AA? = [T ]B[T ]?B = [T ]B[T
?]B = [TT ?]B = I = [T ?T ]B = [T ]?B[T ]B = A?A .

Logo, o operador L : Cn×1 −→ Cn×1 definido por L(X) = AX é unitário

sobre o espaço complexo Cn×1. Como o polinômio caracterı́stico pc de T

é igual ao polinômio caracterı́stico de L, isto é, pc = det(xI − A), temos

que todas as raı́zes de pc têm norma igual a 1.

(⇐=) Caso K = C: Se T é normal e todas as raı́zes de pc têm norma

igual a 1, existe uma base ortonormal de autovetores B = {v1, . . . , vn} tais

que T(vi) = λivi, sendo |λi| = 1, i = 1, . . . , n.

Como B ′ = {T(v1), . . . , T(vn)} = {λ1v1, . . . , λnvn} é uma base ortonormal

de V , temos que T é um operador unitário, pois leva a base ortonormal B
na base ortonormal B ′.
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Caso K = R: Seja B uma base ortonormal de V e seja A = [T ]B. Como

AA? = A?A, pois T é normal, temos que o operador L : Cn×1 −→ Cn×1

definido por L(X) = AX é normal.

Como pc = pL
c = det(xI − A) têm, por hipótese, todas suas raı́zes de

norma 1, temos que L é unitário, ou seja, AA? = A?A = I.

Logo, T é unitário, pois

[T ?T ]B = [T ?]B[T ]B = [T ]?B[T ]B = I = [T ]B[T ]?B = [T ]B[T
?]B = [TT ?]B ,

ou seja, [T ?T ]B = [TT ?]B = I. Assim, T ?T = TT ? = I. �

Como consequência da proposição anterior e do teorema 4.3, obte-

mos o seguinte teorema sobre operadores unitários.

Teorema 4.4

Seja V um espaço vetorial sobre K (R ou C) de dimensão finita com pro-

duto interno e seja T um operador unitário sobre V . Então:

(1) Se K = C, V possui uma base ortonormal de autovetores de T com

autovalores de módulo 1.

(2) Se K = R,

• pc = pd1
1 . . . pdk

k (x−1)f1(x+1)f2 , onde pj = (x−eiθj)(x−e−iθj), θj ∈ (0, π),

j = 1, . . . , k.

• pm = p1 . . . pk(x − 1)(x + 1) .

• V = Ker(p1(T))⊕. . .⊕Ker(pk(T))⊕W1⊕W−1 é soma direta de subespaços

invariantes dois a dois ortogonais, onde W1 = Ker(T − I) e W−1 = Ker(T +

I), dim(Ker(pj(T))) = 2dj, j = 1, . . . , k, dim(W1) = f1 e dim(W−1) = f2.

• existe uma base ortonormal B = B1 ∪ . . . ∪ Bk ∪ γ1 ∪ γ−1 de V tal que:

◦ γ1 é uma base de W1 tal que

[T |W1
]γ1

=

1
. . .

1


f1×f1

= B1 .

◦ γ−1 é uma base de W−1 tal que

[T |W−1
]γ−1

=

−1
. . .

−1


f2×f2

= B−1 .
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◦ Bj é uma base de Ker(pj(T)) tal que

[T |Ker(pj(T))]Bj
=

R
j
1

. . .
R

j
dj


2dj×2dj

= Aj ,

sendo R
j
i =

(
cos θj − sen θj

sen θj cos θj

)
, i = 1, . . . , dj, j = 1, . . . , k .

Ou seja,

[T ]B =


A1

. . .
Ak

B1

B−1


está na forma canônica de Jordan real.

Veremos, agora, algumas propriedades importantes de um operador

normal.

Proposiç ão 4.7

Seja T um operador normal sobre um espaço vetorial V sobre K (R ou C)

com produto interno. Então, (T(V))⊥ = Ker(T).

Prova.

Suponhamos que w ∈ (T(V))⊥, ou seja, 〈w, T(v)〉 = 0 para todo v ∈ V .

Então, 〈T ?(w), v〉 = 0 para todo v ∈ V . Logo, T ?(w) = 0.

Como ‖T(w)‖ = ‖T ?(w)‖, temos que T(w) = 0, ou seja w ∈ Ker(T).

Suponhamos, agora, que w ∈ Ker(T), ou seja, T(w) = 0.

Então, T ?(w) = 0 e 〈T ?(w), v〉 = 〈w, T(v)〉 = 0 , para todo v ∈ V .

Logo, w ∈ (T(V))⊥. �

Proposiç ão 4.8

Se T é um operador normal e v um vetor tal que T 2(v) = 0, então T(v) = 0.

Prova.

Como T(T(v)) = 0, temos que T(v) ∈ T(V) ∩ Ker(T). Logo, T(v) ∈
T(V) ∩ (T(V))⊥ = {0}. Ou seja, T(v) = 0. �
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Proposiç ão 4.9

Seja T um operador normal e f um polinômio com coeficientes no corpo

de escalares. Então, f(T) é um operador normal.

Prova.

Seja f = a0 + a1x + . . . + anxn. Então, f(T) = a0I + a1T + . . . + anTn

e f(T)? = a0I + a1T
? + . . . + an(Tn)?.

Como T ?T = TT ?, segue que f(T) e f(T)? comutam. �

Proposiç ão 4.10

Seja T um operador normal sobre um espaço V de dimensão finita com

produto interno e sejam W1, . . . , Wk as componentes primárias de V sob

T . Se W é um subespaço de V invariante por T , então

W =

k⊕
i=1

Wi ∩W

Prova.

Obviamente,
k∑

i=1

(Wi ∩ W) ⊂ W. Seja v ∈ W e seja πj : V −→ Wj a

projeção ortogonal de V sobre Wj, j = 1, . . . , k.

Como cada πj é um polinômio em T e W é invariante por T , temos que

πj(v) ∈ W ∩Wj, j = 1, . . . , k. Além disso, como

I = π1 + . . . + πk,

temos que v = π1(v) + . . . + πk(v).

Logo, v ∈
n∑

j=1

Wj ∩W, ou seja, W ⊂
n∑

j=1

Wj ∩W.

Assim, W =

n∑
j=1

Wj ∩ W, ou melhor ainda, W =

k⊕
j=1

Wj ∩ W, pois os

subespaços Wj ∩W, j = 1, . . . , k, são linearmente independentes. �

Teorema 4.5

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita com produto interno e

seja T um operador normal sobre V .
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Se

p = (x − a)2 + b2, a, b ∈ R, b 6= 0,

é o polinômio minimal de T , então T é invertı́vel e T ? = (a2 + b2)T−1.

Prova.

Pelo teorema 4.3, temos que V = Ker(p(T)), pc = pr, onde 2r = dim(V) e

V possui uma base ortonormal B tal que

[T ]B =



a −b
b a

a −b
b a

. . .
a −b
b a


2r×2r

Então, det[T ]B = (a2 + b2)r 6= 0. Logo, T é invertı́vel.

Como

[T ?]B = [T ]?B =



a b

−b a

a b

−b a
. . .

a b

−b a


2r×2r

,

temos que

[TT ?]B =


a2 + b2

a2 + b2

. . .
a2 + b2


2r×2r

,

ou seja, TT ? = (a2 + b2)I. Logo, T ? = (a2 + b2)T−1. �

Teorema 4.6

Seja T um operador normal sobre um espaço V de dimensão finita com

produto interno.

Então, qualquer operador linear que comuta com T , também comuta com

T ?. Além disso, todo subespaço T−invariante é também T ?−invariante.

Prova.
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Suponhamos que U é um operador linear que comuta com T .

Seja V = W1 ⊕ . . .⊕Wk a decomposição primária de V com respeito a T ,

e seja πj : V −→Wj a projeção ortogonal de V sobre Wj, j = 1, . . . , k.

Como T comuta com U e πj é um polinômio em T , temos que πj e U

comutam, j = 1, . . . , k.

Assim, se v ∈ Wj,

U(v) = U(πj(v)) = πj(U(v)) ,

ou seja, U(v) ∈ Wj. Logo, Wj é invariante por U, j = 1, . . . , k.

Sejam Uj = U|Wj
e Tj = T |Wj

.

Se Wj = Ker(T − cjI), então Tj = cjI. Logo, Uj comuta com T ?
j = cjI.

Se V é real e Wj = Ker(pj(T)), onde pj = (x−aj)
2 +b2

j , bj > 0, temos que

pj é o polinômio minimal de Tj. Logo, pelo teorema anterior,

T ?
j = (a2

j + b2
j )T

−1
j .

Como TjUj = UjTj, temos que UjT
−1
j = T−1

j Uj. Então, Uj comuta com T ?
j .

Temos, também, que T ? comuta com πj, pois πj é um polinômio em T e

TT ? = T ?T . Logo, Wj é invariante por T ? e T ?
j = T ?|Wj

.

Assim, se v ∈ Wj,

UT ?(v) = UjT
?
j (v) = T ?

j Uj(v) = T ?
j (U(v)) = T ?U(v) ,

pois U(v) ∈ Wj .

Como V = W1 ⊕ . . . ⊕Wk, temos que UT ?(v) = T ?U(v) para todo v ∈ V ,

pois se v = v1 + . . . + vk, vj ∈ Wj, j = 1, . . . , k, então

UT ?(v) = UT ?(v1 + . . . + vk) = UT ?(v1) + . . . + UT ?(vk)

= T ?U(v1) + . . . + T ?U(vk) = T ?U(v1 + . . . + vk)

= T ?U(v) .

Logo, U comuta com T ?.

Seja, agora, W um subespaço de V invariante por T e seja Zj = W ∩Wj,

j = 1, . . . , k.

Pela proposição 4.10, W = Z1 ⊕ . . .⊕ Zk.

Como W e Wj são invariantes por T , temos que Zj = W ∩Wj é invariante

por T e, portanto, por Tj = T |Wj
.
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Vamos, agora, mostrar que Zj é também invariante por T ?
j .

Se Tj = cjI, temos que Zj é invariante por T ?
j , pois T ?

j = cjI.

Se não for o caso, sabemos que Tj é invertı́vel e Tj(Zj) ⊂ Zj.

Logo, Tj(Zj) = Zj. Então, T−1
j (Zj) = Zj.

Como T ?
j = (a2

j + b2
j )T

−1
j , temos que T ?

j (Zj) = Zj.

Se w ∈ W, existem wj ∈ Zj, j = 1, . . . , k, tais que w = w1 + . . .+wk. Logo,

T ?(w) = T ?(w1 + . . . + wk) = T ?(w1) + . . . + T ?(wk)

= T ?
1 (w1) + . . . + T ?(wk) ∈ Z1 ⊕ . . .⊕ Zk = W

.

Assim, T ?(W) ⊂ W. �

Observaç ão 4.11

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e T um

operador normal sobre V .

Já sabemos que se T(W) ⊂ W, então T ?(W) ⊂ W, pelo teorema anterior,

e T ?(W⊥) ⊂ W⊥, pela proposição 4.4. Logo, T(W⊥) ⊂ W⊥, pois T(W⊥) =

(T ?)?(W⊥) ⊂ W⊥, já que T ?(W⊥) ⊂ W⊥. Ou seja, se W é invariante por

T , então W é invariante por T ? e W⊥ é invariante por T e T ?.

Observaç ão 4.12

Se T : V −→ V é normal e T(W) ⊂ W, então (T |W)? = (T ?)|W e T |W é

normal.

De fato, como

〈v, T ?w〉 = 〈T(v), w〉 = 〈T |W(v), w〉 = 〈v, (T |W)?(w)〉 ,

para quaisquer v,w ∈ W, e T ?(w) ∈ W, temos que T ?(w) = (T |W)?(w), já

que

〈T ?(w) − (T |W)?(w), T ? − (T |W)?(w)〉 = 0 .

Logo, T ?|W = (T |W)? e (T |W)(T |W)? = (T |W)?(T |W) .

Com base nas observações acima, podemos demonstrar a seguinte

versão mais forte do teorema da decomposição cı́clica para operadores

normais.
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Teorema 4.7

Seja T um operador linear normal sobre um espaço V de dimensão finita

com produto interno. Então existem r vetores não-nulos v1, . . . , vr, com

respectivos T−anuladores p1, . . . , pr, tais que:

(a) V = Z(v1, T)⊕ . . .⊕ Z(vr, T).

(b) pk+1|pk, k = 1, . . . , r − 1.

(c) Z(vi, T) ⊥ Z(vj, T), se i 6= j.

Além do mais, o número r e os T−anuladores p1, . . . , pr são determinados

de modo único pelas condições (a) e (b) e pelo fato de que nenhum vk é

nulo.

Prova.

Vamos provar o resultado por indução sobre a dimensão do espaço V .

Se dim(V) = 1, V = Z(v, T), para todo v ∈ V − {0}.

Suponhamos que o teorema é válido para todo operador normal sobre um

espaço de dimensão menor ou igual a n − 1.

Seja V um espaço de dimensão n e T um operador normal sobre V .

Pelo Teorema da Decomposição Cı́clica, existem r vetores w1, . . . , wr não-

nulos tais que

V = Z(w1, T)⊕ . . .⊕ Z(wr, T) ,

tais que qj+1 divide qj, para todo j = 1, . . . , r − 1, onde qj é o T−anulador

de wj.

Seja W = Z(w1, T). Então, dim(W) ≥ 1, W é T−invariante, e q1 é o

polinômio minimal de T . Além disso, W⊥ é T−invariante e V = W ⊕W⊥.

Logo, T |W⊥ é normal e dim(W⊥) ≤ n − 1.

Pela hipótese de indução, existem s vetores não-nulos u1, . . . , us em W⊥

tais que

W⊥ = Z(u1, T |W)⊕ . . .⊕ Z(us, T |W) ,

tais que Z(ui, T |W) ⊥ Z(uj, T |W), se i 6= j e fi+1 divide fi, i = 1, . . . , s − 1,

onde fi é o T |W−anulador de ui.

Como Z(ui, T |W) = Z(ui, T), i = 1, . . . , s, temos que

W⊥ = Z(u1, T)⊕ . . .⊕ Z(us, T) .
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Além disso, como f1 é o polinômio minimal de T |W⊥, temos que f1 divide

p1.

Logo, V = W⊕W⊥ = Z(w1, T)⊕Z(u1, T)⊕. . .⊕Z(us, T) e p1

∣∣ f1

∣∣ f2

∣∣ . . .
∣∣ fs.

Ou seja

V = Z(w1, T)⊕ Z(u1, T)⊕ . . .⊕ Z(us, T) ,

é uma decomposição cı́clica ortogonal que satisfaz (b), w1 6= 0 e uj 6= 0,

j = 1, . . . , s.

Logo, s = r − 1. �

Observaç ão 4.13

Pode não existir uma base B ortonormal tal que [T ]B está na forma canônica

racional.

Com efeito, considere o operador T : R2 −→ R2 dado por T(X) = AX,

onde A =

(
1 0

0 2

)
.

Como At = A, T é auto-adjunto e, portanto, normal.

Além disso, pm = pc = (x − 1)(x − 2) = x2 − 3x + 2. Logo, T possui um

vetor cı́clico.

Tome v = e1 + e2 = (1, 1). Então, T(v) = e1 + 2e2 = (1, 2).

Logo, V = Z(v, T).

Suponha que existe uma base B ortonormal tal que

[T ]|B =

(
0 −2

1 3

)
.

Então, existe w ∈ V − {0} tal que B = {w, T(w)}.

Suponha que w = ae1 + be2, com a2 + b2 = 1.

Assim, T(w) = aT(e1) + bT(e2) = ae1 + 2be2, com a2 + 4b2 = 1, e

〈w, T(w)〉 = a2 + 2b2 = 0. Logo, a = b = 0, o que é uma contradição, já

que w 6= 0.

Definiç ão 4.2

Um operador T sobre um espaço vetorial V de dimensão finita com pro-

duto interno é dito:
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• não-negativo se T ? = T e 〈T(v), v〉 ≥ 0, para todo v ∈ V ;

• positivo se T ? = T e 〈T(v), v〉 > 0 para todo v ∈ V − {0}.

Proposiç ão 4.11

Seja T um operador normal sobre um espaço vetorial V de dimensão fi-

nita com produto interno sobre K (R ou C). Então T é não-negativo (ou

positivo) se, e somente se, todas as raı́zes do seu polinômio caracterı́stico

são números reais não-negativos (resp. positivos).

Prova.

Se T é não-negativo (ou positivo), todas as raı́zes de pc são reais pela

proposição 4.6, pois T é auto-adjunto. Assim, todas as raı́zes de pc são

autovalores de T .

Então, se λ é uma raiz de pc, existe v ∈ V − {0} tal que T(v) = λv. Logo,

λ〈v, v〉 = 〈T(v), v〉 ≥ 0 (ou > 0).

Como 〈v, v〉 > 0, temos que λ ≥ 0 (ou > 0).

Suponhamos, agora, que todas as raı́zes de pc são números reais não-

negativos (ou positivos). Então, pela proposição 4.6, T é auto-adjunto e,

portanto, diagonalizável. Seja B = {v1, . . . , vn} uma base ortonormal de

autovetores de T , com T(vi) = λivi, λi ≥ 0 (ou > 0), i = 1, . . . , n.

Seja v ∈ V − {0}. Então existem a1, . . . , an ∈ K não todos nulos, tais que

v = a1v1 + . . . + anvn.

Logo,

〈T(v), v〉 = 〈a1λ1v1 + . . . + anλnvn, a1v1 + . . . + anvn〉
= λ1a

2
1 + . . . + λna2

n ≥ 0 (ou > 0).

Assim, T é não-negativo (ou positivo). �

Já observamos antes que podemos fazer uma analogia entre a operação

de se tomar adjunto de um operador e a operação de se tomar o con-

jugado de um número complexo. Um número complexo z é real ou de

módulo 1 conforme z = z ou zz = 1. E um operador T é auto-adjunto ou

unitário conforme T = T ? ou TT ? = I.

Vamos, agora demonstrar dois teoremas que são os análogos para

operadores destas duas afirmações sobre números complexos:
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(a) Todo número não-negativo possui uma única raiz quadrada não-

negativa.

(b) Todo número complexo pode ser expresso sob a forma z = ru,

onde r é não-negativo e |u| = 1, ou seja, u = eiθ, para algum θ ∈ R, que é

a decomposição polar para números complexos.

Teorema 4.8

Seja T um operador não-negativo sobre um espaço vetorial V de dimensão

finita com produto interno. Então T possui uma única raiz quadrada não-

negativa, ou seja, existe um, e somente um, operador N não-negativo tal

que N2 = T .

Prova.

Exist ência: Sejam λ1, . . . , λk os autovalores distintos de T . Como T é

diagonalizável, pois T é auto-adjunto, temos que:

• V = Wλ1
⊕ . . .⊕Wλk

, onde Wλi
é o autoespaço de T correspondente ao

autovalor λi, i = 1, . . . , k.

• I = π1 + . . .+πk, onde πi : V −→Wλi
é a projeção ortogonal de V sobre

Wλi
, i = 1, . . . , k.

• π2 = πi, i = 1 . . . , k.

• πiπj = O, se i 6= j.

• T = λ1π1 + . . . λkπk (resolução espectral de T ).

Como λi ≥ 0, i = 1 . . . , k, podemos considerar o operador

N =
√

λ1π1 + . . . +
√

λkπk .

Como os escalares
√

λ1, . . . ,
√

λk são distintos e os operadores πi, i =

1, . . . , k, não-nulos, satisfazem as condições acima, temos que o operador

N é diagonalizável e
√

λ1, . . . ,
√

λk são os seus autovalores distintos.

Além disso, como π?
i = πi e

√
λi ≥ 0, i = 1, . . . , k, temos que N é auto-

adjunto com todos os autovalores não-negativos, ou seja N é um operador

não-negativo tal que

N2 = (
√

λ1π1 + . . . +
√

λkπk)(
√

λ1π1 + . . . +
√

λkπk)

= λ1π1 + . . . + λkπk = T ,

Unicidade: Seja U um operador não-negativo tal que U2 = T . Como
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U é auto-adjunto e todos os seus autovalores são não-negativos, U é

diagonalizável e

U = d1π̃1 + . . . + dsπ̃s ,

onde d1, . . . , ds são os autovalores distintos de U e π̃i : V −→ W̃di
é a

projeção ortogonal de V sobre W̃di
, autoespaço de U correspondente ao

autovalor di, i = 1, . . . , s.

Como T = U2 = d2
1π̃1 + . . . + d2

sπ̃s , d2
i 6= d2

j , para i 6= j, I = π̃1 + . . . + π̃s ,

π̃i π̃j = O, para i 6= j, π̃i
2

= I, i = 1, . . . , s, temos que d2
1, . . . , d

2
s são os

autovalores distintos de T e π̃i(V) = W̃di
é o autoespaço de T associado

a d2
i , i = 1, . . . , s.

Logo, s = k e, para cada j = 1, . . . , k, existe rj ∈ {1, . . . , k} tal que d2
j = λrj

e π̃j = πrj
.

Então, U =
√

λr1
πr1

+ . . . +
√

λrk
πrk

= N. �

Teorema da Decomposição Polar
Teorema 4.9

Seja V um espaço de dimensão finita com produto interno e seja T um

operador linear arbitrário sobre V . Então, existe um operador unitário U

sobre V e um operador não-negativo N sobre V tais que T = UN.

O operador não-negativo N é único.

Se T é invertı́vel, o operador unitário U também é único.

Prova.

Suponhamos que T = UN, onde U é unitário e N é não-negativo. Então,

T ? = N?U? = NU?.

Assim, T ?T = NU?UN = NI N = N2.

Como T ?T é não-negativo, pois (T ?T)? = T ?(T ?)? = T ?T e 〈T ?T(v), v〉 =

〈T(v), T(v)〉 ≥ 0, para todo v ∈ V , temos que N é determinado de modo

único como sendo a única raiz quadrada não-negativa de T ?T .

Então, para iniciarmos a demonstração da existência de U e N, tomamos

N como sendo a única raiz quadrada não negativa de T ?T .

Se T é invertı́vel, então N também o é, porque, nesse caso, N é positivo,

já que
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〈N(v),N(v)〉 =
〈
N2(v), v

〉
= 〈T ?T(v), v〉 = 〈T(v), T(v)〉 > 0 ,

para todo v ∈ V − {0}.

Seja U = TN−1. Então, U? = (N−1)?T ? = (N?)−1T ? = N−1T ?. Logo,

UU? = TN−1N−1T ? = T(N−1)2T ? = T(N2)−1T ?

= T(T ?T)−1T ? = TT−1(T ?)−1T ? = I ,

ou seja, U é unitário.

Suponhamos, agora, que T não é invertı́vel.

Definamos primeiro U sobre a imagem de N.

Seja v um vetor na imagem de N, digamos N(w) = v.

Definamos U(v) = T(w), porque queremos que UN(w) = T(w).

Precisamos verificar que U está bem definido sobre a imagem de N, ou

seja, se N(w) = N(w ′) então T(w) = T(w ′).

Verificamos acima que ‖N(u)‖ = ‖T(u)‖ para todo u ∈ V . Assim, fazendo

u = w−w ′, temos que ‖N(w−w ′)‖ = 0 se, e somente se, ‖T(w−w ′)‖ = 0.

Portanto U está bem definida sobre a imagem de N e é linear.

Vamos, agora, definir U sobre W⊥, onde W = N(V).

Como Ker(N) = Ker(T), temos que dim(N(V)) = dim(T(V)) e, portanto,

dim(N(V)⊥) = dim(T(V)⊥).

Logo, existe um isomorfismo U0 : W⊥ −→ T(V)⊥ que preserva produto

interno.

Como V = W ⊕ W⊥, todo vetor v pode ser escrito de modo único sob a

forma v = N(w) + u, onde N(w) ∈ W e u ∈ W⊥. Definamos

U(v) = T(w) + U0(u) .

Então, U está bem definida e é linear.

Além disso,

〈U(v), U(v)〉 = 〈T(w) + U0(u), T(w) + U0(u)〉
= 〈T(w), T(w)〉+ 〈U0(u), U0(u)〉 ,

pois T(w) ∈ T(V) e U0(u) ∈ T(V)⊥.

Logo,

〈U(v), U(v)〉 = 〈N(w),N(w)〉+ 〈u, u〉 = 〈N(w) + u,N(w) + u〉 = 〈v, v〉 ,
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pois N(w) ∈ W e u ∈ W⊥.

Então U é unitário e UN(w) = T(w), para todo w ∈ V . �

Observaç ão 4.14

Seja T = UN, onde U é unitário e N é não-negativo. Temos que U e N

comutam se, e somente se, N é normal.

De fato, se T = UN = NU, então

TT ? = (NU)(NU)? = NUU?N? = NUU?N = NI N = N2 = T ?T .

Reciprocamente, se TT ? = T ?T , temos que UN2U? = N2, pois

TT ? = UNN?U? = UN2U? ,

e

T ?T = N?U?UN = N2 .

Como UNU? é auto-adjunto e

〈UNU?(v), v〉 = 〈N(U?(v)), U?(v)〉 ≥ 0 ,

para todo v ∈ V , temos que UNU? é não-negativo e

(UNU?)2 = (UNU?)(UNU?) = UNU?UNU? = UN I NU? = UN2U? = N2 .

Pela unicidade da raiz quadrada de um operador não-negativo,

N = UNU? = UNU−1, ou seja, NU = UN.

Observaç ão 4.15

Todo operador T pode ser escrito na forma T = N1U1, onde N1 é não-

negativo e U1 é unitário.

De fato, pelo teorema anterior, T ? = UN, onde U é unitário e N é não-

negativo.

Logo,

T = (T ?)? = N?U? = NU? ,

onde N é não-negativo e U? é unitário.
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5. Diagonalizaç ão simult ânea de uma famı́lia

comutativa de operadores normais

Definiç ão 5.1

Seja F uma famı́lia de operadores lineares sobre um espaço V com pro-

duto interno sobre o corpo K (R ou C).

Uma função r : F −→ K é chamada uma raiz da famı́lia F se existir um

vetor v ∈ V − {0} tal que

T(v) = r(T)(v) ,

para todo T ∈ F .

Para uma função arbitrária r : F −→ K indicaremos

V(r) = {α ∈ V | T(α) = r(T)(α) , ∀ T ∈ F }

Observaç ão 5.1

• V(r) é um subespaço de V , pois 0 ∈ V(r) e se v,w ∈ V(r) e λ ∈ K,

então

T(λv + w) = λT(v) + T(w) = λr(T)(v) + r(T)(w)

= r(T)(λv + w) ,

para todo T ∈ F .

• V(r) 6= {0} se, e somente se, r é uma raiz de F .

• Todo vetor v não-nulo em V(r) é um autovetor para todo T ∈ F .

Teorema 5.1

Seja F uma famı́lia comutativa de operadores normais diagonalizáveis

sobre um espaço V de dimensão finita com produto interno. Então F
possui apenas um número finito de raı́zes. Se r1, . . . , rk são as raı́zes

distintas de F , então

(1) V(ri) ⊥ V(rj), se i 6= j .

(2) V = V(r1)⊕ . . .⊕ V(rk) .

Prova.

Suponhamos que r e s são raı́zes distintas de F . Então existe um opera-

dor T em F tal que r(T) 6= s(T).
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Sejam v ∈ V(r) − {0} e w ∈ V(s) − {0}.

Como T(v) = r(T)(v), T(w) = s(T)(w) e r(T) 6= s(T), temos que v e w são

autovetores de T associados a autovalores distintos. Logo, 〈v,w〉 = 0, ou

seja, V(r) ⊥ V(s).

Como V tem dimensão finita, V(r) ⊥ V(s), se r 6= s, e dim(V(r)) ≥ 1,

temos que F possui apenas um número finito r1, . . . , rk de raı́zes distintas.

Seja {T1, . . . , Tm} uma base do subespaço de L(V,V) gerado por F .

• Para cada i = 1, . . . ,m, sejam πi
1, . . . , π

i
ki

as projeções que determinam

a resolução espectral do operador identidade determinado por Ti, ou seja

◦ V = Wλi
1
⊕ . . .⊕Wλi

ki

, onde λi
j, j = 1, . . . , ki, são os autovalores distintos

de Ti e Wi
λj

é o autoespaço de Ti correspondente ao autovalor λi
j.

◦ πi
j : V −→Wλi

j
é a projeção ortogonal de V sobre Wλi

j
, j = 1, . . . , ki.

◦ I = πi
1 + . . . + πi

ki
.

◦ T = λi
1π

i
1 + . . . + λi

ki
πi

ki
.

◦ πi
j π

i
` = O, se j 6= ` .

◦ (πi
j)

2 = πi
j, j = 1, . . . , ki .

As projeções πi
j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ki, comutam entre si, pois πi

j é

um polinômio em Ti e os operadores T1, . . . , Tm comutam.

Como

I =

(
k1∑

j1=1

π1
j1

)
. . .

(
km∑

jm=1

πm
jm

)
,

temos que

v =
∑

j1,...,jm

π1
j1
· · ·πm

jm(v) , (I)

para todo v ∈ V .

Suponhamos que j1, . . . , jm são ı́ndices tais que w = π1
j1

. . . πm
jm

(v) 6= 0.

Seja wi =
∏
n6=i

πn
jn(v) .

Então, w = πi
ji
(wi), pois as projeções comutam.
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Diagonalizaç ão simult ânea de uma famı́lia comutativa de operadores normais

Logo, w é um autovetor de Ti associado ao autovalor λi
ji

, ou seja,

Ti(w) = λi
ji
w.

Seja T ∈ F . Então existem escalares b1, . . . , bm tais que T =

m∑
i=1

biTi .

Assim,

T(w) =

m∑
i=1

biTi(w) =

(
m∑

i=1

biλ
i
ji

)
(w) .

Logo, r : F −→ K, definida por

r(T) =

m∑
i=1

biλ
i
ji

,

é uma raiz de F .

Então, r = rt, para algum t ∈ {1, . . . , k}, e w ∈ V(rt) − {0}.

Provamos, assim, que todo termo não-nulo de (I) pertence a um dos

subespaços V(r1), . . . , V(rk). Logo, V = V(r1) ⊕ . . . ⊕ V(rk), pois os

subespaços são ortogonais, logo, LI. �

Observaç ão 5.2

Seja Pj : V −→ V(rj), j = 1, . . . , k, a projeção ortogonal sobre V(rj).

Então, PiPj = O, se i 6= j,

I = P1 + . . . + Pk ,

e todo T ∈ F pode ser escrito na forma

T =

k∑
j=1

rj(T)Pj . (??)

Definiç ão 5.2

A famı́lia de projeções ortogonais {P1, . . . , Pk} é denominada a resolução

espectral do operador identidade determinada por F e, (??) é a resolução

espectral de T em termos desta famı́lia.

Corol ário 5.1

Se F é uma famı́lia comutativa de operadores normais diagonalizáveis so-

bre um espaço V de dimensão finita, então V possui uma base ortonormal

B tal que [T ]B é diagonal para todo T ∈ F .
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Prova.

Seja Bi uma base ortonormal de V(ri), i = 1, . . . , k. Então B = B1∪. . .∪Bk

é uma base ortonormal de V de autovetores de T , para todo T ∈ F , pois

todos os vetores de V(ri), i = 1, . . . , k, são autovetores de T , para todo

T ∈ F . �

Definiç ão 5.3

Uma álgebra auto-adjunta de operadores sobre um espaço vetorial V com

produto interno é uma sub-álgebra de L(V,V) que contém o adjunto de

cada um de seus elementos.

Observaç ão 5.3

A interseção de uma coleção qualquer de álgebras auto-adjuntas é uma

álgebra auto-adjunta.

Definiç ão 5.4

Se F é uma famı́lia de operadores lineares sobre um espaço de dimensão

finita com produto interno, a álgebra auto-adjunta gerada por F é a menor

álgebra auto-adjunta que contém F .

Teorema 5.2

Seja F uma famı́lia comutativa de operadores normais diagonalizáveis

sobre um espaço V de dimensão finita com produto interno e seja A
a álgebra auto-adjunta gerada por F e I (o operador identidade). Seja

{P1, . . . , Pk} a resolução do operador identidade definida por F . Então A é

o conjunto de todos os operadores sobre V da forma

T =

k∑
j=1

cjPj , (I)

onde c1, . . . , ck são escalares arbitrários.

Prova.

Seja C o conjunto de todos os operadores sobre V da forma (I). Então

C contém o operador identidade e o adjunto

T ? =

k∑
j=1

cj Pj ,
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de cada um de seus elementos.

Se T =

k∑
j=1

cjPj e U =

k∑
j=1

djPj, então, para λ escalar,

λT + u =

k∑
j=1

(λcj + dj)Pj ,

e

T U =

k∑
i,j=1

cjdiPjPi =

k∑
j=1

cjdjPj = U T .

Assim, C é uma álgebra comutativa auto-adjunta que contém F e o ope-

rador identidade. Logo, A ⊂ C.

Sejam r1, . . . , rk as raı́zes distintas de F . Então, para cada par de ı́ndices

(i, n), com i 6= n, existe um operador Tin ∈ F tal que ri(Tin) 6= rn(Tin).

Sejam ain = ri(Tin) − rn(Tin) e bin = rn(Tin).

Então, o operador linear

Qi =
∏
n6=i

a−1
in (Tin − binI) ∈ A .

Vamos mostrar que Qi = Pi, i = 1, . . . , k.

Seja j 6= i e v ∈ V(rj). Então

Tij(v) = rj(Tij)(v) = bijv ,

ou seja, (Tij − bijI)(v) = 0. Como todos os fatores de Qi comutam, temos

que Qi(v) = 0.

Logo, Qi(v) = Pi(v), para todo v ∈ V(rj), j 6= i.

Seja, agora, v ∈ V(ri). Então, Tin(v) = ri(Tin)(v) e

a−1
in (Tin − binI)(v) = a−1

in (ri(Tin) − bin)(v)

= a−1
in (ri(Tin) − rn(Tin))(v) = v .

Assim, Qi(v) = v = Pi(v) para todo v ∈ V(ri). Logo, Qi = Pi, i = 1, . . . , k.

Então, C ⊂ A. �

Observaç ão 5.4

O teorema mostra que a álgebra A é comutativa e que cada elemento de

A é um operador normal diagonalizável.
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De fato, se Bi é uma base ortonormal de V(ri), i = 1, . . . , k, então B =

B1 ∪ . . . ∪ Bk é uma base ortonormal de V tal que [T ]B é diagonal para

todo T ∈ A, pois se T =

k∑
j=1

cjPj, então T(v) = cjv para todo v ∈ V(rj),

j = 1, . . . , k, já que Pi(v) = 0, se i 6= j, e Pj(v) = v.

6. Formas

Definiç ão 6.1

Uma forma (sesquilinear) sobre um espaço vetorial V sobre o corpo K (R

ou C) é uma função f : V × V −→ K tal que:

• f(λv + v ′, w) = λf(v,w) + f(v ′, w) ;

• f(v, λw + w ′) = λ f(v,w) + f(v,w ′) ;

quaisquer que sejam v,w, v ′, w ′ ∈ V e λ ∈ K.

Assim, f é uma função linear com respeito à primeira variável, e linear-

conjugada com respeito à segunda variável.

Observaç ão 6.1

• Se K = R, f é bilinear, ou seja, f é linear com respeito às duas variáveis.

• Se K = C, temos que f é bilinear se, e somente se, f = O. De fato, se

f é bilinear, f(v, iw) = −if(v,w) e f(v, iw) = if(v,w). Logo, 2if(v,w) = 0,

ou seja, f(v,w) = 0.

Observaç ão 6.2

O conjunto das formas sobre V é um subespaço vetorial do espaço de

todas as funções de V × V em K.

Teorema 6.1

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e f uma

forma sobre V . Então existe um único operador linear Tf sobre V tal que

f(v,w) = 〈Tf(v), w〉 ,

para todos v,w ∈ V . Além disso, a aplicação f 7−→ Tf é um isomorfismo

do espaço das formas em L(V,V).
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Prova.

Seja w ∈ V fixo. Como v 7−→ f(v,w) é um funcional linear sobre V ,

existe um único vetor w ′ ∈ V tal que f(v,w) = 〈v,w ′〉 para todo v ∈ V .

Definimos a função L : V −→ V , colocando L(w) = w ′.

O operador L é linear, pois se w1, w2 ∈ V e λ ∈ K,

〈v, L(λw1 + w2)〉 = f(v, λw1 + w2) = λ f(v,w1) + f(v,w2)

= λ 〈v, L(w1)〉+ 〈v, L(w2)〉
= 〈v, λ L(w1) + L(w2)〉

para todo v ∈ V .

Seja Tf = L?. Então,

f(v,w) = 〈v, L(w)〉 = 〈L?(v), w〉 = 〈Tf(v), w〉 ,

para todos v,w ∈ V .

Suponhamos que existe um outro operador T ′ tal que

f(v,w) = 〈T ′(v), w〉

para todos v,w ∈ V . Então,

〈Tf(v), w〉 = 〈T ′(v), w〉 ,

ou seja,

〈Tf(v) − T ′(v), w〉 = 0 ,

para todos v,w ∈ V . Logo, T ′(v) = Tf(v) para todo v ∈ V .

Vamos, agora, provar que a função f 7−→ Tf é um isomorfismo linear.

Sejam f e g formas sobre V e λ ∈ K.

Então,

(λf + g)(v,w) = 〈Tλf+g(v), w〉 ,

e

(λf + g)(v,w) = λf(v,w) + g(v,w) = λ〈Tf(v), w〉+ 〈Tg(v), w〉
= 〈λTf(v) + Tg(v), w〉 ,

para todos v,w ∈ V . Logo, Tλf+g = λTf + Tg .

Além disso, se T ∈ L(V,V),

f(v,w) = 〈T(v), w〉

é uma forma sobre V tal que Tf = T . Logo, a aplicação linear f 7−→ Tf é

sobrejetora.
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Temos, também, que f = O se, e somente se, 〈Tf(v), w〉 = 0, para todos

v,w ∈ V . Logo, f = O se, e somente se, Tf = O.

Assim, a aplicação f 7−→ Tf é um isomorfismo linear. �

Observaç ão 6.3

Sabemos que a função

Kn×n ×Kn×n −→ K
(A,B) 7−→ Tr (AB?)

define um produto interno sobreKn×n, e que, se B é uma base ortonormal

de V ,

L(V,V) −→ Kn×n

T 7−→ [T ]B

é um isomorfismo linear. Então,

〈T,U〉 = Tr ([T ]B [U]?B) = Tr ([T U?]B) ,

é um produto interno sobre L(V,V), que independe da base ortonormal

B, pois se B ′ é outra base ortonormal de V , existe P ∈ Kn×n unitária tal

que [T ]B ′ = P−1[T ]BP para todo T ∈ L(V,V). Logo,

Tr ([T U?]B ′) = Tr ([T ]B ′ [U]?B ′) = Tr (P−1 [T ]B P P? [U]?B (P−1)?)

= Tr (P−1 [T U?]B P) = Tr ([T U?]B) ,

já que P? = P−1.

Assim, como f 7−→ Tf é um isomorfismo do espaço das formas sobre

L(V,V), temos que

〈f, g〉 = Tr (TfT
?
g) ,

é um produto interno sobre o espaço das formas sobre V .

Além disso, se B é uma base ortonormal de V , então Aij = 〈Tf(vj), vi〉 e

Bij = 〈Tg(vj), vi〉, onde A = [Tf]B e B = [Tg]B.

Logo,

〈f, g〉 = Tr (TfT
?
g) = Tr (AB?) =

n∑
i,j=1

Aij Bij

=

n∑
i,j=1

〈Tf(vj), vi〉 〈Tg(vj), vi〉 =

n∑
i,j=1

f(vj, vi)g(vj, vi)
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Definiç ão 6.2

Sejam f uma forma sobre V e B uma base de V . A matriz A com entradas

Aij = f(vj, vi)

é denominada a matriz de f em relação à base ordenada B.

Observaç ão 6.4

Se B é uma base ortogonal, [Tf]B = A, mas para uma base qualquer, isso

nem sempre é verdade.

Observaç ão 6.5

Se A é a matriz de f em relação à base B = {v1, . . . , vn}, então

f(v,w) = f

(
n∑

k=1

xkvk,

n∑
j=1

yjvj

)
=

n∑
k,j=1

xkf(vk, vj)yj

=

n∑
j,k=1

yjAjkxk = Y?AX = 〈AX, Y〉C

onde X = [v]B, Y = [w]B e 〈 · , · 〉C é o produto interno canônico de Kn×1.

Observaç ão 6.6

Se B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n} é outra base de V e

v ′ =

n∑
i=1

Pijvi , i, j = 1, . . . , n .

então a matriz A ′ de f na base B ′ é dada por A ′ = P?AP .

De fato,

A ′
jk = f(v ′k, v

′
j) = f

(
n∑

k=1

Pskvs,

n∑
r=1

Prjvr

)

=

n∑
s,r=1

Psk Prj f(vs, vr) =

n∑
s,r=1

PrjArsPsk

= (P?AP)jk , j, k = 1, . . . , n .

Teorema 6.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial complexo V de di-

mensão finita com produto interno. Então V possui uma base ortonormal

B tal que [T ]B é triangular superior.
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Prova.

Vamos provar o resultado por indução sobre a dimensão n de V .

Se n = 1, não há nada a provar. Suponhamos que o resultado seja válido

para operadores sobre espaços de dimensão menor ou igual a n − 1.

Seja T : V −→ V um operador linear, onde dim(V) = n.

Como V é complexo, o operador T ? possui um autovetor v não-nulo. Seja

W o subespaço de dimensão 1 gerado por v. Como T ?(W) ⊂ W temos,

pela proposição 4.4, que T(W⊥) ⊂ W⊥, ou seja, W⊥ é T−invariante.

Então, pela hipótese de indução, dim(W⊥) = n − 1, W⊥ possui uma base

B ′ = {v2, . . . , vn} ortonormal tal que [T |W⊥]B ′ é triangular superior.

Logo, B = {v1, . . . , vn} é uma base ortonormal de V tal que [T ]B é triangular

superior, pois

[T ]B =

(
1 0

0 A

)
,

onde A = [T |W⊥]B ′ . �

Corol ário 6.1

Seja f uma forma sobre um espaço vetorial complexo V de dimensão finita

com produto interno. Então, V possui uma base ortonormal B tal que a

matriz de f em relação à base B é triangular superior.

Prova.

Seja T ∈ L(V,V) tal que f(v,w) = 〈T(v), w〉 para v,w ∈ V .

Pelo teorema anterior, existe uma base B ortonormal tal que [T ]B é trian-

gular superior. Mas, como B é ortonormal, [T ]B é a matriz A da forma f

em relação à base B.

Logo, A é triangular superior. �

Definiç ão 6.3

Seja V um espaço vetorial real ou complexo. Uma forma f sobre V é dita

hermitiana se

f(v,w) = f(w, v) ,

para todos v,w ∈ V .
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Observaç ão 6.7

Se T é um operador linear sobre um espaço vetorial V de dimensão finita

com produto interno e f é a forma

f(v,w) = 〈T(v), w〉 ,

então, f é hermitiana se, e somente se, T é auto-adjunto.

De fato,

f(v,w) = f(w, v)⇐⇒ 〈T(v), w〉 = 〈T(w), v〉 = 〈v, T(w)〉 ,

para todos v,w ∈ V . Logo, T ? = T .

Observaç ão 6.8

Se f é hermitiana, então f(v, v) ∈ R para todo v ∈ V .

Teorema 6.3

Seja V um espaço vetorial complexo e seja f uma forma sobre V tal que

f(v, v) ∈ R para todo v ∈ V . Então, f é hermitiana.

Prova.

Sejam v,w ∈ V . Como

f(v + w, v + w) = f(v, v) + f(v,w) + f(w, v) + f(w,w)

e

f(v + iw, v + iw) = f(v, v) + if(w, v) − if(v,w) + f(w,w) ,

temos que

f(v,w) + f(w, v) ∈ R e if(w, v) − if(v,w) ∈ R ,

pois f(v+w, v+w) , f(v, v) , f(w,w) e f(v+iw, v+iw) são, por hipótese,

números reais.

Então,

f(v,w) + f(w, v) = f(v,w) + f(w, v)

e

if(w, v) − if(v,w) = −i f(w, v) + i f(v,w) .

Multiplicando a segunda identidade por i, obtemos que

f(v,w) + f(w, v) = f(v,w) + f(w, v)

−f(w, v) + f(v,w) = f(w, v) − f(v,w) .

Logo, 2 f(v,w) = 2 f(w, v), ou seja, f(v,w) = f(w, v) . �
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Corol ário 6.2

Seja T um operador linear sobre um espaço vetorial complexo V de di-

mensão finita com produto interno.

Então, T é auto-adjunto se, e somente se, 〈T(v), v〉 ∈ R, para todo v ∈ V .

Teorema do Eixo Principal

Teorema 6.4

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e seja

f uma forma hermitiana sobre V . Então V possui uma base ortonormal B
em relação à qual f é representada por uma matriz diagonal com entradas

reais.

Prova.

Seja T o operador linear tal que f(v,w) = 〈T(v), w〉 para todos v,w ∈ V .

Como f é hermitiana, T é um operador auto-adjunto.

Então, pelo teorema 4.1, V possui uma base ortonormal B = {v1, . . . , vn}

formada por autovetores de T .

Seja T(vi) = civi, i = 1, . . . , n. Como T é auto-adjunto, seus autovalores

ci, i = 1, . . . , n, são todos reais.

Logo,

Aij = f(vj, vi) = 〈T(vj), vi〉 = cjδij ,

onde A é a matriz de f com respeito à base B.

Assim, A é diagonal com entradas reais. �

Observaç ão 6.9

Nas condições acima,

f(v,w) = Y?AX =

n∑
j,k=1

yk Akj xj =

n∑
j=1

cj xj yj ,

e

f(v, v) =

n∑
j=1

cj |xj|
2 ,

onde X = [v]B e Y = [w]B.
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7. Formas Positivas

Definiç ão 7.1

Uma forma f sobre um espaço vetorial V real ou complexo é dita

• não-negativa, se f é hermitiana e f(v, v) ≥ 0, para todo v ∈ V .

• positiva, se f é hermitiana e f(v, v) > 0, para todo v ∈ V − {0}.

Observaç ão 7.1

Uma forma positiva sobre V é um produto interno sobre V .

Observaç ão 7.2

Seja f uma forma sobre o espaço V de dimensão finita. Seja B = {v1, . . . , vn}

uma base de V e seja A a matriz de f em relação à base B, ou seja,

Ajk = f(vk, vj) .

Se v = x1v1 + . . . , xnvn, então

f(v, v) =

n∑
k,j=1

Akj xj xk = X?AX .

Assim, f é não-negativa se, e somente se, A = A? e
n∑

j,k=1

Akj xj xk ≥ 0,

para todo (x1, . . . , xn) ∈ Kn.

De fato, f é hermitiana se, e só se, f(v,w) = f(w, v) para todo v,w ∈ V , ou

seja, se, e só se, 〈AX, Y〉C = 〈AY, X〉C = 〈X,AY〉C, para todos X, Y ∈ Kn×1,

onde 〈 · , · 〉C é o produto interno canônico de Kn×1.

Logo, f é hermitiana se, e só se, A = A?.

E f é positiva se, e só se, A = A? e
n∑

j,k=1

Akj xj xk > 0 , ∀ (x1, . . . , xn) ∈ Kn − {0},

ou seja, se, e só se, g(X, Y) = Y?AX é um produto interno sobre Kn×1.

Mas, para K = C, temos que:

• f é não-negativa⇐⇒∑
j,k

Akj xj xk ≥ 0 para todo (x1, . . . , xn) ∈ Cn.
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• f é positiva⇐⇒∑
j,k

Akj xj xk > 0 para todo (x1, . . . , xn) ∈ Cn − {0}.

De fato, pelo teorema 6.3, se
∑
j,k

Akj xj xk ∈ R para todo (x1, . . . , xn) ∈ Cn,

então f é hermitiana.

Teorema 7.1

Seja A uma matriz n× n sobre K (R ou C). A função g definida por

g(X, Y) = Y?AX

é uma forma positiva sobre Kn×1 se, e só se, existe uma matriz P ∈ Kn×n

invertı́vel, tal que A = P?P.

Prova.

Suponhamos que A = P?P, sendo P invertı́vel.

Como A? = A, temos que g é hermitiana. Além disso,

g(X,X) = X?AX = X?P?PX = (PX)?PX > 0 ,

para todo X ∈ Kn×1 − {0}, já que PX = 0 se, e só se, X = 0.

Suponhamos, agora, que g é uma forma positiva sobre Kn×1, ou seja, g é

um produto interno sobre Kn×1.

Então, Kn×1 possui uma base {v1, . . . , vn} ortonormal em relação ao pro-

duto interno g.

Seja Q a matriz n × n cuja j−ésima coluna é vj. Como B é uma base

ortonormal, temos que

δjk = g(vj, vk) = v?
kAvj ,

ou seja, Q?AQ = I. Além disso, Q é invertı́vel, pois B é uma base de

Kn×1.

Fazendo P = Q−1, temos que A = (Q?)−1Q−1 = (Q−1)?Q−1 = P?P, sendo

P invertı́vel. �

Observaç ão 7.3

Se g é positiva, então det(A) > 0, pois

det(A) = det(P?P) = det(P?) det(P) = det(P) det(P) = | det(P)|2 > 0 .

A condição de que det(A) > 0 é necessária, mas não suficiente, como

veremos abaixo.
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Definiç ão 7.2

Seja A uma matriz n × n sobre o corpo K. Os menores principais de A

são os escalares

∆k(A) = det

A11 · · · A1k
...

. . .
...

Ak1 · · · Akk

 , k = 1, . . . , n .

Lema 7.1

Seja A uma matriz n × n invertı́vel sobre um corpo K. As seguintes

afirmações são equivalentes:

(a) Existe uma matriz triangular superior P, com Pkk = 1, 1 ≤ k ≤ n, tal

que a matriz B = AP é triangular inferior.

(b) Os menores principais de A são todos diferentes de zero.

Prova.

(b)=⇒(a) Seja P ∈ Kn×n e façamos B = AP. Então,

Bjk =

n∑
r=1

AjrPrk , j, k = 1, . . . , n.

Se P é triangular superior, ou seja, Prk = 0, se r > k, e Pkk = 1, para todo

k = 1, . . . , n, então
k−1∑
r=1

AjrPrk + Ajk = Bjk , se k ≥ 2.

Assim, B será triangular inferior se, e só se, Bjk = 0, j < k, ou seja, se, e

só se,
k−1∑
r=1

AjrPrk = −Ajk , 1 ≤ j ≤ k − 1 e 2 ≤ k ≤ n . (?)

Então, a afirmação (a) do lema é equivalente à afirmação de que existem

escalares Prk, 1 ≤ r ≤ k e 1 ≤ k ≤ n, que satisfazem (?) e Pkk = 1,

1 ≤ k ≤ n.

Para cada 2 ≤ k ≤ n, (?) é um sistema de k − 1 equações lineares nas

incógnitas P1,k, . . . , Pk−1 k. A matriz dos coeficientes do sistema é A11 · · · A1 k−1
...

. . .
...

Ak−1 1 · · · Ak−1 k−1

 ,
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cujo determinante é o menor principal ∆k−1(A).

Como ∆k−1(A) 6= 0, para todo 2 ≤ k ≤ n + 1, os sistemas possuem

soluções únicas. Mostramos, assim, que (b)=⇒(a) e que a matriz P é

única.

(a)=⇒(b) Suponhamos que B = AP, onde P é triangular superior, com

Pkk = 1, k = 1, . . . , n, e B é triangular inferior.

Afirmaç ão: ∆k(A) = ∆k(B) = B11 . . . Bkk, k = 1, . . . , n.

Sejam A1, . . . , An e B1, . . . , Bn as colunas de A e B, respectivamente.

Então, B1 = A1 e

Br =

r−1∑
j=1

PjrAj + Ar, 2 ≤ r ≤ n (I)

Seja k ∈ {1, . . . , n} fixo. Então, por (I), a r−ésima coluna da matrizB11 · · · B1k
...

. . .
...

Bk1 · · · Bkk


é obtida, adicionando-se à r−ésima coluna da matrizA11 · · · A1k

...
. . .

...
Ak1 · · · Akk


uma combinação linear de suas outras colunas. Então, ∆k(A) = ∆k(B).

Como A e P são invertı́veis, temos que B é invertı́vel e, portanto, ∆n(B) =

B11 . . . Bnn 6= 0.

Logo, ∆k(A) = ∆k(B) = B11 . . . Bkk 6= 0, k = 1, . . . , n. �

Teorema 7.2

Seja f uma forma sobre um espaço vetorial V de dimensão finita e seja A

a matriz de f em relação a uma base B de V .

Então, f é positiva se, e só se, A? = A e ∆k(A) > 0 para todo k = 1, . . . , n.

Prova.

• Suponhamos que A = A? e ∆k(A) > 0, k = 1, . . . , n. Pelo lema an-

terior, existe uma (única) matriz P, com Pkk = 1, k = 1, . . . , n, triangular

superior tal que B = AP é triangular inferior.
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Logo, P? é triangular inferior e, portanto, P?B = P?AP também é triangular

inferior.

Como A é auto-adjunta, a matriz D = P?AP é auto-adjunta.

Logo, D = P?B = P?AP é diagonal, pois D é triangular e auto-adjunta.

Além disso, ∆k(D) = ∆k(P
?B) = ∆k(B), k = 1, . . . , n.

De fato, se B1, . . . , Bn e D1, . . . , Dn são as linhas de B e D, respectiva-

mente, então D1 = B1 e

Dr =

r−1∑
j=1

P?
rjB

j + Br , r = 2, . . . , n .

Assim, a r−ésima linha da matrizD11 · · · D1k
...

. . .
...

Dk1 · · · Dkk


é obtida, adicionando-se à r−ésima linha da matrizB11 · · · B1k

...
. . .

...
Bk1 · · · Bkk


uma combinação linear de suas outras linhas.

Logo, ∆k(D) = ∆k(B), k = 1, . . . , n.

Como ∆k(B) = ∆k(A) > 0, k = 1, . . . , n e D é diagonal, temos que

∆k(D) = D11 . . . Dkk > 0 , ∀k = 1, . . . , n .

Logo, Dkk > 0, para todo k = 1, . . . , n.

Seja B = {v1, . . . , vn}.

Como A é a matriz de f com respeito à base B, então, D = P?AP é a

matriz de f com respeito à base B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n}, onde

v ′j =

n∑
i=1

Pijvi .

Logo,

f(v, v) = X?DX =

n∑
k=1

Dkk|xk|
2 > 0 ,

onde X = [v]B ′ ∈ Kn×1 − {0}. Ou seja, f é uma forma positiva.
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• Suponhamos, agora, que f é uma forma positiva.

Seja B = {v1, . . . , vn} uma base de V e seja A a matriz de f na base B. Já

sabemos que A? = A.

Para cada k = 1, . . . , n, seja Vk o subespaço de V gerado pelos vetores

v1, . . . , vk e seja fk a forma f|Vk×Vk
.

Como fk é positiva e, em relação à base {v1, . . . , vk} de Vk, fk é represen-

tada pela matriz

Ak =

A11 · · · A1k

...
. . .

...

Ak1 · · · Akk

 ,

temos que ∆k(A) = det(Ak) > 0, k = 1, . . . , n, pois já provamos, ante-

riormente, que se uma forma é positiva, o determinante de qualquer matriz

que a represente é positivo. �

Observaç ão 7.4

Seja f : V × V −→ K (R ou C) uma forma. Já provamos que:

• se K = C, f é positiva⇐⇒ A = A? e X?AX > 0 , ∀X ∈ Cn×1 − {0}⇐⇒
X?AX > 0 , ∀X ∈ Cn×1 − {0}.

• se K = R, f é positiva⇐⇒ A = At e XtAX > 0 , ∀X ∈ Rn×1 − {0}.

A hipótese de que A = At no caso real é necessária, pois uma matriz real

que satisfaz XtAX > 0 , ∀X ∈ Rn×1−{0} não é necessariamente simétrica.

Exemplo 7.1

Seja f : R2×1 −→ R2×1 a forma definida por f(X, Y) = 〈AX, Y〉 , onde

A =

(
1 2

−2 1

)
.

Então, para todo X =

(
x

y

)
∈ R2×1 − {0}, temos

f(X,X) = X?AX = (x, y)

(
1 2

−2 1

)(
x

y

)
= (x, y)

(
x + 2y

−2x + y

)
= x2 + 2yx − 2xy + y2 = x2 + y2 > 0 .

Mas At 6= A. �
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Observaç ão 7.5

Um fato verdadeiro é que, se A ∈ Rn×n, então:

A = At e XtAX > 0 , ∀X ∈ Rn×1 − {0}⇐⇒ X?AX > 0 , ∀X ∈ Cn×1 − {0}.

Com efeito:

• X?AX > 0 , ∀X ∈ Cn×1 − {0} =⇒ A = A? = At e

XtAX > 0 , ∀X ∈ Rn×1 − {0} .

• (X + iY)?A(X + iY) = (Xt − iYt)A(X + iY)

= XtAX + YtAY + iXtAY − iYtAX

= XtAX + YtAY + i(XtAY − YtAX)

= XtAX + YtAY > 0 , se X + iY 6= 0 , X, Y ∈ Rn×1 ,

pois YtAX = YtAtX = (XtAY)t = XtAY.

Logo, uma forma f : V×V −→ K (R ou C) é positiva se, e só se, X?AX > 0,

para todo X ∈ Cn×1 − {0}, onde A é a matriz de f com respeito a alguma

base de V .

Observaç ão 7.6

Seja f uma forma positiva sobre um espaço V de dimensão finita com pro-

duto interno e seja T o único operador sobre V tal que f(v,w) = 〈T(v), w〉
para todos v,w ∈ W.

Então, f é uma forma positiva se, e só se, T é um operador positivo, ou

seja, T = T ? e 〈T(v), v〉 > 0 para todo v ∈ V .

Existe, portanto, uma correspondência biunı́voca entre os operadores po-

sitivos e as formas positivas.

8. Resumo sobre matrizes positivas

• Se A ∈ Cn×n, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1)
n∑

j,k=1

Akj xj xk > 0 , ∀X ∈ Cn×1 − {0}.

(2) [X, Y] = Y?AX é um produto interno sobre Cn×1.
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(3) Em relação ao produto interno canônico 〈X, Y〉 = Y?X de Cn×1,

o operador X 7−→ AX sobre Cn×1 é positivo.

(4) Existe uma matriz P ∈ Cn×n invertı́vel tal que A = P?P.

(5) A = A? e os menores principais de A são positivos.

• Se A ∈ Rn×n, as afirmações acima também são equivalentes às seguin-

tes:

(6) A = At e XtAX > 0 , ∀X ∈ Rn×1 − {0}.

(7) (X, Y) = XtAY é um produto interno sobre Rn×1.

(8) Em relação ao produto interno canônico 〈X, Y〉 = YtX de Rn×1,

o operador X 7−→ AX sobre Rn×1 é positivo.

(9) Existe uma matriz P ∈ Rn×n invertı́vel tal que A = PtP.

Exemplo 8.1

A forma f : C3 × C3 −→ C definida por

f( (z1, z2, z3), (w1, w2, w3) ) = z1 w1 − iz2 w1 + iz1 w2 + 2z2 w2 + 2z3w3 ,

é positiva.

De fato, se B = {e1, e2, e3} é a base canônica de C3, a matriz A de f em

relação a B tem entradas:

A11 = f(e1, e1) = 1 ; A12 = f(e2, e1) = −i ; A13 = f(e3, e1) = 0 ;

A21 = f(e1, e2) = i ; A22 = f(e2, e2) = 2 ; A23 = f(e3, e2) = 0 ;

A31 = f(e1, e3) = 0 ; A32 = f(e2, e3) = 0 ; A33 = f(e3, e3) = 2 .

Assim,

A =

1 −i 0

i 2 0

0 0 2

 .

Então, A? = A , ∆1(A) = 1 , ∆2(A) = 2 − 1 = 1 > 0 e ∆3(A) = 2 > 0.

Logo, por (5), f é uma forma positiva. �
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9. Funç ões de operadores

De maneira análoga ao que foi feito para obter a raiz quadrada não-

negativa de um operador não-negativo, podemos também definir, sob cer-

tas condições, f(T), onde f é uma função definida sobre um subconjunto

do corpo K (R ou C) e T é um operador linear.

Definiç ão 9.1

Seja T um operador diagonalizável sobre um espaço V de dimensão finita.

O espectro de T é o conjunto S = {c1, . . . , ck}, cujos elementos são os

autovalores distintos de T .

Definiç ão 9.2

Seja T um operador normal diagonalizável sobre um espaço V de di-

mensão finita com produto interno e seja

T = c1π1 + . . . + ckπk ,

sua resolução espectral. Seja f uma função com valores no corpo dos

escalares, cujo domı́nio contém o espectro de T . Então o operador f(T) é

definido por:

f(T) = f(c1)π1 + . . . + f(ck)πk .

Teorema 9.1

Seja T um operador normal diagonalizável com espectro S sobre um espaço

V de dimensão finita com produto interno. Suponhamos que f seja uma

função com valores no corpo dos escalares, cujo domı́nio contém S. Então,

f(T) é um operador normal diagonalizável com espectro f(S). Se U é uma

aplicação unitária de V sobre V ′ e T ′ = UTU−1, então S é o espectro de

T ′ e

f(T ′) = Uf(T)U−1 .

Prova.

Seja T =

k∑
j=1

cjπj a resolução espectral de T e seja

f(T) =

k∑
j=1

f(cj)πj .
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Como

f(T)? =

k∑
j=1

f(cj)π
?
j =

k∑
j=1

f(cj)πj ,

já que πj é auto-adjunta, para j = 1, . . . , k, temos que

f(T)?f(T) = f(T)f(T)?,

pois cada πj é um polinômio em T . Logo, f(T) é um operador normal.

Afirmaç ão: f(S) é o espectro de f(T).

De fato, se v ∈ πj(V) − {0}, então f(T)(v) = f(cj)(v), ou seja, f(cj) é um

autovalor de f(T).

Reciprocamente, suponhamos que v 6= 0 e

f(T)(v) = bv .

Como v = π1(v) + . . . + πk(v), temos que

f(T)(v) =

k∑
j=1

f(T)πj(v) =

k∑
j=1

f(cj)πj(v) =

k∑
j=1

bπj(v) .

Logo,

0 =

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

(f(cj) − b)πj(v)

∥∥∥∥∥
2

=

k∑
j=1

|f(cj) − b|2‖πj(v)‖2 ,

já que πj(v) ⊥ πi(v), se i 6= j. Como v 6= 0, existe i ∈ {1, . . . , k} tal que

πi(v) 6= 0. Então, f(ci) = b, já que |f(cj) − b|2‖πj(v)‖2 = 0, j = 1, . . . , k.

Provamos, assim, que f(S) é o espectro de f(T).

Seja f(T) = {b1, . . . , br}, com bm 6= bn, se m 6= n. Seja Jm o conjunto dos

ı́ndices i ∈ {1, . . . , k}, tais que f(ci) = bm e seja

Pm =
∑
j∈Jm

πj , m = 1, . . . , r .

Então:

• P2
m = Pm, ou seja, Pm é uma projeção.

• PmPn = O, se m 6= n.

• I = P1 + . . . + Pr.

• f(T) =

r∑
m=1

bmPm, onde {b1, . . . , br} é o espectro de f(T).
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• Pm(V) é o autoespaço de f(T) associado ao autovalor bm.

• Pm(V) ⊥ Pn(V), se m 6= n.

• Pm é a projeção ortogonal de V sobre Pm(V).

• V = P1(V)⊕ . . .⊕ Pr(V).

Ou seja,

f(T) =

r∑
m=1

bmPm ,

é a resolução espectral do operador f(T).

Suponhamos, agora, que U é uma transformação unitária de V sobre V ′

e que T ′ = UTU−1.

Sendo T ′ = UTU−1 e π ′
j = UπjU

−1, j = 1, . . . , k, temos que

T ′ =

k∑
j=1

cjUπjU
−1 =

k∑
j=1

cjπ
′
j ,

é a resolução espectral de T ′, pois:

• c1, . . . , ck são escalares distintos.

• π ′
jπ

′
i = UπjU

−1UπiU
−1 = UπjπiU

−1 = O, se i 6= j.

• π ′
jπ

′
j = UπjU

−1UπjU
−1 = UπjπjU

−1 = πj, j = 1, . . . , k.

• π ′
j é um operador não-nulo, j = 1, . . . , k.

• π ′
1+. . .+π ′

k = Uπ1U
−1+. . .+UπkU

−1 = U(π1+. . .+πk)U
−1 = UIU−1 = I.

Logo, {c1, . . . , ck} é o espectro de T ′ e π ′
j(V

′) = UπjU
−1(V ′) = Uπj(V) é o

autoespaço de T ′ associado ao autovalor cj, j = 1, . . . , k.

Assim,

f(T ′) =

k∑
j=1

f(cj)π
′
j =

k∑
j=1

f(cj)UπjU
−1 = U

(
k∑

j=1

f(cj)πj

)
U−1 = Uf(T)U−1 .

�

Corol ário 9.1

Com as mesmas hipóteses do teorema 9.1, suponhamos que T seja re-

presentado, em relação à base ordenada B = {v1, . . . , vn}, pela matriz
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diagonal D com entradas Dii = di, i = 1, . . . , n na diagonal. Então, em

relação à base B, f(T) é representado pela matriz f(D) com entradas

f(d1), . . . , f(dn) na diagonal.

Além disso, se B ′ = {v ′1, . . . , v
′
n} é outra base de V e P é a matriz tal que

v ′j =

n∑
i=1

Pijvi ,

então P−1f(D)P é a matriz de f(T) em relação à base B ′.

Prova.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe um único j ∈ {1, . . . , k}, tal que vi ∈ πj(V)

e di = cj. Portanto, f(T)(vi) = f(di)(vi) para todo i = 1, . . . , n, e

f(T)(v ′j) =

n∑
i=1

Pijf(T)(vi) =

n∑
i=1

f(di)Pijvi =

n∑
i=1

(f(D)P)ijvi

=

n∑
i=1

(f(D)P)ij

n∑
k=1

P−1
ki v ′k =

n∑
k=1

n∑
i=1

P−1
ki (f(D)P)ijv

′
k

=

n∑
k=1

(P−1f(D)P)kjv
′
k .

Logo, [f(T)]B = f(D) e [f(T)]B ′ = P−1f(D)P . �

Observaç ão 9.1

Seja A uma matriz n×n sobre K (R ou C) normal e diagonalizável. Sejam

P e Q matrizes n × n invertı́veis tais que D = PAP−1 e D ′ = QAQ−1 são

matrizes diagonais.

Considere o espaço Kn×1 com o produto interno canônico e o operador

T : Kn×1 −→ Kn×1 definido por T(X) = AX.

Então, T é um operador normal diagonalizável, pois [T ]BC
= A e A?A =

AA?, e

• [T ]B = [I]BBC
[T ]BC

[I]BCB = PAP−1 = D ,

• [T ]B ′ = [I]B ′BC
[T ]BC

[I]BCB ′ = QAQ−1 = D ′ ,

onde BC é a base canônica de Kn×1, B é a base de Kn×1 formada pelos

vetores colunas de P−1 e B ′ é a base de Kn×1 formada pelos vetores

colunas de Q−1.
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Como as entradas d1, . . . , dn e d ′
1, . . . , d

′
n das matrizes diagonais de D e

D ′, respectivamente, são os autovalores de T , temos que {d1, . . . , dn} =

{d ′
1, . . . , d

′
n}.

Seja f uma função com valores no corpo K, cujo domı́nio contém o con-

junto S = {d1, . . . , dn}.

• Definimos f(A) = P−1f(D)P .

A matriz f(A) está bem definida, pois, pelo corolário anterior, temos

f(D) = [f(T)]B, f(D ′) = [f(T)]B ′ e

[f(T)]B ′ = [I]B ′B[f(T)]B[I]BB ′

= [I]B ′BC
[I]BCBf(D)[I]BBC

[I]BCB ′

= QP−1f(D)PQ−1 ,

ou seja, Q−1f(D ′)Q = P−1f(D)P.

Exemplo 9.1

Seja A uma matriz n×n complexa normal e seja P uma matriz unitária tal

que D = PAP? =

λ1
. . .

λn

 é uma matriz diagonal.

Então, eA = P?eDP = P?

eλ1

. . .
eλn

P.

No caso particular em que A = O é a matriz nula, eA = I, pois

O = P

0
. . .

0

P? e eA = P?

e0

. . .
e0

P = P?IP = I.

Seja B outra matriz normal complexa n× n que comuta com A.

Considere Cn×1 com o produto interno canônico e os operadores

TA : Cn×1 −→ Cn×1 e TB = Cn×1 −→ Cn×1 ,

definidos por

TA(X) = AX e TB(X) = BX .

Como A = [TA]BC
e B = [TB]BC

, onde BC é a base canônica de Cn×1,

temos que TA e TB são operadores normais que comutam.

Seja Cn×1 = W1 ⊕ . . . ⊕ Wk a decomposição primária de Cn×1 com res-
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peito ao operador TA, ou seja Wj, j = 1, . . . , k, são os autoespaços de TA

associados aos seus autovalores distintos.

Seja v ∈ Wj. Então,

TA(TB(v)) = AB(v) = BA(v) = TB(TA(v)) = TB(cjv) = cjTB(v) .

Logo, TB(Wj) ⊂ Wj.

Como TB|Wj
é um operador normal sobre um espaço complexo, Wj possui

uma base ortonormal Bj tal que [TB|Wj
]Bj

é diagonal.

Logo, B = {B1, . . . ,Bk} é uma base ortonormal de Cn×1, já que Wj ⊥ Wi,

j 6= i, tal que [TA]B e [TB]B são matrizes diagonais.

Então,

DA = [TA]B = PAP? =

λ1
. . .

λn

 e DB = [TB]B = PBP? =

µ1
. . .

µn


onde P? é a matriz cujas colunas são os vetores da base B.

Assim,

DA + DB = P(A + B)P? =

λ1 + µ1
. . .

λn + µn

 ,

eA = P?

eλ1

. . .
eλn

P e eB = P?

eµ1

. . .
eµn

P .

Logo,

• eA eB = P?

eλ1

. . .
eλn

P P?

eµ1

. . .
eµn

P

= P?

eλ1

. . .
eλn

eµ1

. . .
eµn

P

= P?

eλ1+µ1

. . .
eλn+µn

P

= eA+B .

• e−A = P?

e−λ1

. . .
e−λn

 .
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• eA e−A = eO = I .

No caso particular em que A? = −A, temos que A é uma matriz normal

cujos autovalores são imaginários puros.

De fato, se v 6= 0 e Av = λv, então A?v = λv. Logo, λv = −λv, ou seja,

λ + λ = 0.

Assim, D = PAP? =

iθ1
. . .

iθn

 , para alguma matriz n× n invertı́vel

P, onde iθ1, . . . , iθn, θj ∈ R, j = 1, . . . , n, são os autovalores de A.

Logo

eA = P?

eiθ1

. . .
eiθn

P .

Então,

• det(eA) = det

eiθ1

. . .
eiθn

 = eiθ1+...+iθn = eTr (A) .

• (eA)? = P?

e−iθ1

. . .
e−iθn

P = e−A .

• eA(eA)? = eA e−A = I, ou seja A é uma matriz unitária.

No caso geral, se C é uma matriz n×n complexa normal e P é uma matriz

unitária tal que

D = PCP? =

a1 + ib1
. . .

an + ibn

 ,

é uma matriz diagonal, onde aj, bj ∈ R, j = 1, . . . , n, temos que

C = P?DP = C1 + C2 ,

onde

C1 = P?

a1
. . .

an

P

é uma matriz auto-adjunta e

C2 = P?

ib1
. . .

ibn

P
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é uma matriz tal que C?
2 = −C2 que comuta com C1.

Logo,

eC = eC1+C2 = eC1 eC2 ,

onde

eC1 = P?

ea1

. . .
ean

P

é uma matriz positiva e

eC2 = P?

eb1

. . .
ebn

P

é uma matriz unitária. �
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