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Noc O0es Preliminares

1.

Corpos

Um corpo comutativo € um conjunto K, cujos elementos sao chama-

dos escalares, com um par de operacoes:

+ xeKeyeK=x+yek (adi¢éo)
xeKeye K= xy=x-y €K (multiplicacao)

gue satisfazem as seguintes propriedades:

1.

2.

3.

. A multiplicacdo é comutativa: x -y =y - x,

. A multiplicacdo é associativa: x- (y-z) = (x-y) - z,

A adicdo é comutativa: x+y =y +x, Vx,yekK.

A adicado é associativa: x+ (y+z)=(x+y)+z, Vx,y,zeK.

Existe um Unico elemento 0 € K (zero), talque x +0 =x, Vx € K.

. A cada x € K corresponde um unico elemento —x € K, tal que

x+ (—x) =0.
vx,y € K.
Vx,y,z € K.

Existe um Gnico elemento 1 € K—{0} (um), tal que x- 1 =x, Vx € K.

. A cada x € K — {0} (x ndo-nulo) corresponde um Gnico elemento x !

1
ou;em]K,talquex-x*1 =1.

. A multiplicacao é distributiva em relagdo a adicao:

x-(y+z)=x-y+x-z, ¥x,y,zeK.

Para saber mais ...

Da historia da Algebra Linear, con-
sulte as paginas:

http://www- history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
HistTopics/Matrices_and_
determinants.html

e
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/
HistTopics/Abstract_
linear_spaces.html
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Exemplos ...
Os corpos Zp = Z/(pZ) com p >
0 inteiro primo tém caracteristica

p.

Corpos

Definic do 1.1
Um subcorpo de K & um subconjunto F de K que &€ um corpo com as

operacoes de adicao e multiplicacéo de K.

Assim, dizer que F & um subcorpo do corpo K significa que 0 e 1
estdo em F e que se x e y sdo elementos de F, entdo, x +y, xy, —x € x
(caso x # 0) sdo também elementos de F.

Exemplo 1.1
O conjunto dos numeros complexos C = {a +1ib| a,b € R} & um corpo

com as operagdes de adicao e multiplicagado usuais.

Exemplo 1.2

O conjunto dos niameros reais R € um subcorpo de C.

Exemplo 1.3
O conjunto dos numeros racionais Q = {%I pE€Z,qc Z—{0}} €um

subcorpo de R e de C. Mais ainda, é facil verificar que todo subcorpo de
C deve conter Q.

Exemplo 1.4
O conjunto {x + yv2| x,y € Q} € um subcorpo de C. 0

Observag &0 1.1

Num corpo K pode ser possivel adicionar uma quantidade finita de parce-
las iguaisa 1 e obter 0, istoé, 1+ 1+1+---+1=0.

Quando esse fato acontece, o menor natural k, tal que a soma de k par-

celas 1 é igual a 0, € chamado a caracteristica de K. Quando tal nUmero
natural ndo existe, dizemos que o corpo tem caracteristica zero.

Em todo o seguinte, vamos considerar apenas corpos de caracteristica
zero.

J. Delgado - K. Frensel 2 Instituto de Matematica - UFF
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2. Sistemas de Equac Oes Lineares

Seja K um corpo (como sempre, de caracteristica zero) e seja o
sistema de m equacoes lineares a n incognitas

Anxi + Axz + 0+ AmXa = Ui
Axnxt + Axxz + -+ AXn Yz

Amlxl + Am.ZXZ + -+ Amnxn = Ym,

onde yi,...,yme€ Ay, 1 <i<mel <j<n,saoelementos de K.

Defini¢c o 2.1

e Uma n—upla (x1,%2,...,x,) € K" que satisfaz o sistema é chamada
uma solucao do sistema.

e Se (y,yz,...,ym) = (0,0,...,0), dizemos que o sistema &€ homogéneo.
esecyCy,...,cm € K, dizemos que

(1A + C2A0 + -+ A )Xy
+(c1A12+ A+ -+ CmAm2)X2
too A (G AmFQAm - F emAmn)Xn = CiurFCayat - F CmYm

€ uma combinacao linear das equacodes do sistema.
Note gue toda solucdo do sistema €, também, uma solucdo desta nova
equacao.

e Dizemos que dois sistemas de equacodes lineares sao equivalentes se
cada equacao de um dos sistemas € combinacao linear das equacgdes do
outro sistema.

Em particular, sistemas de equacdes lineares que sao equivalentes pos-
suem exatamente as mesmas solucoes.

J. Delgado - K. Frensel 3 Instituto de Matematica - UFF
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3. Operag Oes Elementares

Podemos escrever o sistema (%) na forma matricial

AX =Y,
onde
A A - Al
A A.z1 A.zz e A.Zn
Am] AmZ e Amn mxT
€ a matriz dos coeficientes do sistema,
X1 Y1
X2 Y2
P nx1 Ym mx1

Vamos considerar trés operacoes elementares sobre as linhas da
matriz A que correspondem a formar combinagdes lineares das equacodes
do sistema AX =Y

1. multiplicacdo de uma linha de A por um escalar ndo-nulo;

2. substituicdo da p—ésima linha de A pelo resultado da soma da linha
p—_ésima mais c vezes a linha q—ésima, sendoc € K—{0}e p # ¢
nameros entre 1 e m;

3. transposicao de duas linhas de A.

Uma operacao elementar sobre linhas & uma funcéo e que a cada
matriz A de tamanho m x n associa outra matriz e(A) de mesmo tamanho.
Para as trés operacoes elementares acima, temos:

1. e(A)i]' = Aij sei 7é P, e(A)pj = CA-pj.

2. e(A)i]- = Ai)' sei §£ P, e(A)p]— = A-p]' + CAq)'.

3. e(A)i]- = Aij sei 7$‘p, ei 7£ q, e(A)pj = qu e e(A)q]— = Apj.

J. Delgado - K. Frensel 4 Instituto de Matematica - UFF
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Teorema 3.1
Para cada operacdo elementar e existe uma operacao elementar e; do

mesmo tipo, tal que, e;(e(A)) =e(e1(A)) = A.

Prova.
De fato,

e Se e € a multiplicacdo da p—ésima linha por c (¢ # 0), entdo e; € a
multiplicacdo da p—ésima linha por ¢~ .

e Se e é a operacao que substitui a p—ésima linha de A pela p—ésima
linha mais c vezes a g—ésima linha, entao e; € a operacao que substitui a

p—eésima linha de A pela p—ésima linha de A mais —c vezes a q—ésima
linha de A.

e Se e € a operacgéo que transpde as linhasp e qde A, entdoe; =e. g

Defini¢ &0 3.1
Sejam A e B matrizes m x n sobre o corpo K. Dizemos que B € equiva-

lente por linhas a A se B pode ser obtida de A por uma seqiiéncia finita
de operacbes elementares sobre as linhas de A.

Observag @0 3.1
A equivaléncia por linhas no conjunto das matrizes m x n € uma relacéao

de equivaléncia.

Teorema 3.2
Se A e B sdo matrizes m x n equivalentes por linhas, entao os sistemas

homogéneos AX = 0 e BX = 0 tém exatamente as mesmas solugoes.

Prova.

Podemos passar de A para B por meio de uma sequéncia finita de operacdes

elementares sobre as linhas.
A:Ao—>A1 —)Az—)—)Ak:B

Basta entdo observar que uma operacao elementar sobre linhas nao al-
tera o conjunto de solucoes.

De fato. Sejam C e D matrizes m x n tais que e(C) = D.

Entdo, toda linha de D € uma combinacao linear das linhas de C. Como
C =e1(e(C)) = eq(D), todalinha de C &, também, uma combinacao linear

J. Delgado - K. Frensel 5 Instituto de Matematica - UFF
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das linhas de D. Logo, C e D sdo matrizes equivalentes e, portanto, 0s

sistemas homogéneos associados a tais matrizes possuem as mesmas
solugbes. g

Exemplo 3.1

Seja A amatriz 3 x 4

2 -1 3 2
A=|1 4 0o -1
2 6 -1 5

sobre o corpo Q.

Vamos efetuar uma seqiiéncia finita de operacdes elementares sobre as

linhas de A:
2 -1 3 2 TR 0 —9 3 4
A=[1 4 o -1 218 ope® WMy 4+ o 1|
2 6 -1 5 s = N ak 2 -1 7
0 —9 3 4 0 g oM B 0 0 15/2 —55/2
1 4 0 =1 |21 o TRt >, 3 | O
0 14000 2’ 0 L1 Sz o1 e, 72
oo i3 0 ol /3 0L G W 118
10 =2 13 |2 (1 ol 178 || 20 ol .
okl 17 %73 051 2w oWt 0. 353

Como as matrizes 3 x 4 A e B sao equivalentes por linhas, os sistemas
lineares homogéneos

2x1 — X2 4+ 3x3 + 2x4 = O
X1 4+ 4x, e =0
2x1 + 62 — x3 + 5x4 = O
e
X3 — %m =0
x1 + Yx4 =0
Xy — §x4 =0

tém as mesmas solucdes. Logo, toda solucao do sistema é da forma

17, 5. 11
(—F x4, 2x4, 5 Xa,%4) , x4 €R.

J. Delgado - K. Frensel 6 Instituto de Matematica - UFF
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Ou seja, toda solugéo & um mdltiplo da solugéo (—17,5,11,3).

Defini¢c do 3.2
Uma matriz R de tamanho m x n € dita linha-reduzida ou reduzida por
linhas se:

a. a primeira entrada nao-nula de cada linha ndo-nula de R é igual a 1;

b. toda coluna de R que contém a primeira entrada nao-nula de alguma
linha tem todos as suas outras entradas nulas;

Exemplo 3.2

A matriz B obtida no exemplo anterior € reduzida por linhas.

Exemplo 3.3

. . . = E |
A matriz identidade n x n I cujas entradas s&o: A ety Henidads & também cha-

mada matriz unidade, pois, como
veremos mais adiante, atua como

1 , Sé A — ] unidade multiplicativa para as ma-
Iij - 5ij - O, sed 7£ ] . trizes.

[
Exemplo 3.4
As matrizes

10 0 O 0 2 =

01 -1 0 e 1 0 -3

00 1 O 00 O

néo séo reduzidas por linhas.

Teorema 3.3
Toda matriz m x n com entradas sobre um corpo K é equivalente por

linhas a uma matriz reduzida por linhas.

Prova.

Seja A uma matriz m x n. Se toda entrada na primeira linha de A é
0, a condicao a. esta satisfeita no que diz respeito a primeira linha.

Se a primeira linha tem uma entrada nao-nula, seja k o menor inteiro
positivo j para o qual Ay; # 0. Multiplicando a linha 1 por Afj‘, a condicao

a. fica satisfeita em relacéo a linha 1.

J. Delgado - K. Frensel 7 Instituto de Matematica - UFF
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Para cada 1 > 2, somamos —A ;. vezes a linha 1 a linha i, para tornar as
outras entradas na k—ésima coluna iguais a zero.

Consideremos agora a matriz que resultou das operacdes acima. Se toda
entrada da linha 2 é nula, nada fazemos a essa linha. Mas se alguma
entrada da linha 2 é diferente de zero, multiplicamos essa linha por um
escalar de modo que a primeira entrada nao-nula seja 1.

No caso em que a linha 1 tenha uma primeira entrada nao-nula na coluna
k, a primeira entrada néo-nula na linha 2 aparece numa coluna k’, onde
k’ # k. Somando mdultiplos adequados da linha 2 as diversas linhas, po-
demos fazer com que todas as entradas da coluna k’, com excecao do 1
na linha 2, sejam nulas.

Observe que ao efetuarmos essas Ultimas operacdes, nao alteramos as
entradas da linha 1 nas colunas 1,...,k e nenhuma entrada da coluna
k. Além disso, se a linha 1 fosse nula, as operagdes com a linha 2 nédo
afetariam a linha 1.

Trabalhando com uma linha de cada vez da maneira acima, chegaremos
a uma matriz reduzida por linhas ap6s um namero finito de etapas. g

Defini¢c &0 3.3
Uma matriz R de tamanho m x n é dita linha-reduzida a forma em escada

ou reduzida por linhas a forma em escada, se:

a. R é reduzida por linhas;

b. toda linha de R cujas entradas sao todas nulas ocorre abaixo de
todas as linhas que possuem uma entrada nao-nula;

c. se as linhas 1,...,r sédo as linhas nao-nulas de R e se a primeira
entrada nao-nula da linha i ocorre na coluna ki, i = 1,...,r, entao
ki <ky<...<Kk.

Isto &, existe um inteiro positivo r, T < r < m e r inteiros positivos
ki, k2, ..., k.com 1 < k; < n, tais que:

a. Ry=0,parai>rel <j<n;

b. Ry=0,paraj<kiel <i<rm;

J. Delgado - K. Frensel 8 Instituto de Matematica - UFF
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C. Rikaéi,-,para1§i§re1 <j <,
d ki<...<k.

Exemplo 3.5
A matriz identidade n x n e a matriz nula m x n sao matrizes reduzidas

por linhas a forma em escada.

Exemplo 3.6

A matriz
01 -3 0 1/2
o0 0 1 2
o0 0 0 O

€ uma matriz reduzida por linhas a forma em escada.

Teorema 3.4
Toda matriz € equivalente por linhas a uma matriz reduzida por linhas a

forma em escada.

Prova.

Sabemos que toda matriz A é equivalente por linhas a uma matriz re-
duzida por linhas R. Efetuando um namero finito de transposicdes das
linhas de R, obtemos uma matriz equivalente por linhas a R, e portanto a

A, que € reduzida por linhas a forma em escada. g

Exemplo 3.7
A matriz A do exemplo 3.1 é equivalente por linhas a matriz B que esta

na forma reduzida por linhas. Essa matriz €, por sua vez, equivalente por
linhas a matriz

100 17/3
c=[o 10 =53
001 —11/3

que é a forma reduzida por linhas a forma em escada.

Seja R uma matriz m x n reduzida por linhas a forma em escada
e sejam 1,...,r as linhas ndo-nulas de R. Suponhamos que o primeiro
elemento nao-nulo da linha i, 1 <1 < r, ocorra na coluna k;.

J. Delgado - K. Frensel 9 Instituto de Matematica - UFF
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Entdo, o sistema RX = 0 consiste de r equagdes nao-triviais. Além

disso, a incognita x,, aparecera, com coeficiente ndo-nulo, apenas na
i—ésima equacao. Se indicarmos por u, ..., 1, . as n—rincognitas que
sao diferentes de xy,, ..., xx,, €ntdo as r equagdes nao triviais do sistema
séo da forma:

Xy, + ZCqu =0
=1
: 1)
X + Zeruj =0
j=1

Todas as solugdes do sistema RX = 0 sdo obtidas atribuindo valores ar-
bitrarios as incognitas u,,...u, , € calculando os valores corresponden-

tes de xy,, ..., Xk, por meio de (1).
Exemplo 3.8
Seja R a seguinte matriz 3 x 5 reduzida por linhas a forma em escada
0% T3 R0.81 @
R= | O™s@hgtl' ¥ 1F 9
GO B0 0

Neste caso, temosr=2,k; =2e k, =4.
As equacgoes nao-triviais do sistema RX = 0 séo

X2—3X3+%X5:0 — X2:3X3—%X5
X4+ 2x5 =0 & x4 =—2x5

Atribuindo valores arbitrarios x; = a, x3 = b e x5 = ¢, vemos que qualquer

solucéo do sistema RX = 0 é da forma (a,3b — Jc,b,—2¢,¢). 7

Observag @o 3.2
Seja R uma matriz m x n reduzida por linhas a forma em escada. Se o

namero r de linhas nao-nulas € menor que n, o sistema RX = 0 possui
solugdes néo-triviais, isto &, solugdes (x4, ...,x,) em que nem todo x; &
nulo.

Teorema 3.5
Se A é uma matriz mxn com m < n, entao o sistema homogéneo AX = 0

admite solugdes nao-triviais.

J. Delgado - K. Frensel 10 Instituto de Matematica - UFF
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Prova.

Seja R uma matriz m x n reduzida por linhas a forma em escada que
seja equivalente por linhas a matriz A. Entdo, os sistemas AX = 0 e
RX = 0 possuem as mesmas solucoes.

Se r € o numero de linhas ndo-nulas em R, entdo r < m. Como m < n,
temos r < n. Logo, pela observacdo acima, RX = 0 e, portanto, AX = 0

admite solugbes nao-triviais. pg

Teorema 3.6
Se A é uma matriz quadrada n x n, entdo, A € equivalente por linhas a

matriz identidade n xn se, e somente se, o0 sistema AX = 0 possui apenas
a solucao trivial.

Prova.
(=) Se A é equivalente por linhas a matriz identidade I, ent&o, os sis-

temas AX = 0 e IX = 0 possuem as mesmas solugdes. Logo, AX = 0
possui apenas a solucao trivial.

(&) Suponhamos agora que AX = 0 possua apenas a solucio trivial
X=0=(0,0,...,0).

Seja R uma matriz reduzida por linhas a forma em escada equivalente por
linhas a matriz A e seja r o numero de linhas nao-nulas de R.

Como RX = 0 possui apenas a solugdo trivial, temos que r > n. Mas
como R possui n linhas, temos que r = n.

Além disso, como k; < k; < ... < k, € R possui n colunas, temos que
ki=1iparacadal <i<n.

Logo, R € a matriz identidade. g

Consideremos agora o sistema ndo-homogéneo de equacdes linea-
res AX =Y.

A matriz completa A’ do sistema AX =Y € a matriz m x (n+1) cujas
n primeiras colunas sao as colunas de A e cuja Ultima coluna € Y. Isto é,

A{j:Aij, sej<n

Al

i(n+41

=Yi.

J. Delgado - K. Frensel 11 Instituto de Matematica - UFF
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Efetuando uma sequéncia finita de operacdes elementares sobre as

linhas de A, obtemos uma matriz R reduzida por linhas a forma em es-
cada. Efetuando a mesma sequiéncia de operacdes elementares sobre a
matriz completa A’, obteremos uma matriz R’ cujas primeiras n colunas
sao as colunas de R e cuja ultima coluna
Z1
z= |7

Zm

resulta de aplicar a mesma sequéncia de operacdes sobre as linhas da
matriz Y.

Da mesma forma que no caso homogéneo, podemos mostrar que
os sistemas AX = Y e RX = Z sao equivalentes e, portanto, admitem as
mesmas solugoes.

Se R possui r linhas ndo-nulas, com a primeira entrada ndo-nula da
linha i ocorrendo na coluna ki, 1 < 1i < r, entdo as r primeiras equacoes

de RX =Y exprimem xy,, ..., Xy, €m termos das (n —r) incognitas restan-
tes e dos escalares z;,...,z,. Além disso, as (m — r) Gltimas equacdes
sao:

0 = ziyq

0 = zp2

O = 2%

Portanto, a condicdo para o sistema ter uma solucéo é que z; = 0
parar <i<m.

Se tal condig¢ao é satisfeita, todas as solugdes do sistema sao obti-
das atribuindo-se valores arbitrarios as (n — r) incognitas x;, 1 < i < n,
i ¢ {kq,...,k,}, e calculando xy, a partir da i—ésima equacao.

Exemplo 3.9

Seja K o corpo dos nimeros racionais, e seja A a matriz

1 -2 1
A=(2 1 1
0 5 -1

J. Delgado - K. Frensel 12 Instituto de Matematica - UFF



4
Operag¢ 6es Elementares O%EL:'[O
INREAQAT

Y1
Para resolver o sistema AX =Y, para Y = |y, | dado, devemos apli-

Ys
car uma sequéncia de operacdes elementares sobre as linhas da matriz
completa A’ que torne A reduzida por linhas:

2 1 v 1 -2 1 " 1 -2 1 "
11w Zlo 5 =1 y—2us | 2o 5 =1 y,—2u,
5 —1 vys 0 5 -1 Y3 0 0 0 wys—uyz2+2u

" 1 =2 1 Yi o) 10 3/5 (yi+2y2)/5
— {0 1 =1/5 (y2—2y)/5 | — |0 1T =1/5 (y2—2u1)/5
0 0 0 ys—y2+2u; 0 0 0 ys—vy2+2y

A condicdo para que o sistema tenha uma solucao é y3; — 2y, + 2y; = 0.

Se os escalares y1, ys, € ys satisfazem essa condicao, todas as solucdes
sao obtidas atribuindo-se um valor c a x3 e depois calculando:

x1 = ¢+ iy +2y))
X2 = —i¢ + (uz—2u).
O
Observag @0 3.3
Suponhamos que as entradas da matriz A e os escalares y,...,Ym €S-

tejam num subcorpo F do corpo K.

Se o sistema AX = Y admite uma solucdo com xy, ..., x,, em K, ele admite
uma solucado com x1,...,x, em F.

De fato, a condicao para o sistema admitir uma solucao, sobre cada um
dos dois corpos, € que sejam validas certas relacées entre yi, ..., Yy, €m
F (a saber as relacdes z; = 0, para i > ).

Por exemplo, se AX = Y & um sistema de equacgdes lineares no qual
0s escalares y, e Ay S40 numeros reais e, se existe uma solu¢ao na
qual x1,...,x, SA0 numeros complexos, entao existe uma solucao com
X1,...,Xn, NOMeros reais.

J. Delgado - K. Frensel 13 Instituto de Matematica - UFF



7/
O%sg'za Multiplica¢ &o de Matrizes
(NREAQAT

4. Multiplica¢ ao de Matrizes

Defini¢c &0 4.1
Seja A uma matriz m x n sobre o corpo K e seja B uma matriz n x p sobre

o corpo K. O produto AB é a matriz C de tamanho m x p sobre o corpo
K, cujas entradas sao

Cij = Z Aik Bkj .
k=1

Observag a0 4.1
Se B4,...,Pn sa@o as linhas da matriz B e yq,...,ym S@0 as linhas da

matriz C, entao
Yi=Aul1+ApB2r+ -+ AinPn.

Isto €, as linhas de C sdo combinacdes lineares das linhas de B.

De fato,
Y = J[CGNaCn. N |
= (Z e Do Z AnbBi, 8., Z Aikka>
\k=1 k=1 k=1
= ZAik(BkthZ)---aka)
kT:11
= A B
k=1
Exemplo 4.1
5 il LA Sill Sy
0. 72 r 15 4 8 '
2x3 2x2 2x3
Neste caso:
Y1 = (5)_1>2) — 1(5)_1>2)+0(15>478)
Y2 = (0>7>2) = _3(5>_1)2)+1(15>4>8)
-2 —4 —1
b. - (z 4) .
6 12 3 1x2
2x2 2x1
Neste caso:
i = (=2,-4) = —1-(2,4)

J. Delgado - K. Frensel 14 Instituto de Matematica - UFF
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010 1 -5 2 2 3 4

C 000 2 3 4 =10 0 O
000/,5\7 =13/, 000/,
Neste caso:
Y1 = (2)3»4) 0(1>_5a2)+1(2>3>4)+O(9)_1>3)
Y2 = (O)O)O) = O(1>_5a2)+0(2>3>4)+0(9>_1>3)
Y3 = (O)O)O) = O(])_5)2)+O(2)3’4)+O(9)_])3)

O

Observag a0 4.2

e O produto de matrizes ndo é comutativo.

De fato, considere o seguinte exemplo:

Sejam A = ho eB= 21 .
21 11
Entao
AB = 24 = ‘o = BA.
5 3 s i

e Se [ é a matriz identidade m x m e A € uma matriz m x n, entdo IA = A.

e Se | € a matriz identidade n x n e A € uma matriz m x n, entdo Al = A.

e Se O™ & a matriz nula k x m, entdo, para toda matriz A m x n e
qualquer matriz B p x k, temos O*™A = O%™ e BO*™ = OP™,

Se B € uma matriz n x p, as colunas de B sdo as n x 1 matrizes
B1,...,B, dadas por:

A matriz B € a sucessao dessas p colunas:

B =(B1,B2,...,Bp)-

Seja A uma matriz m x n. Entdo A{3; & a j—ésima coluna da matriz
C = AB, pois como

J. Delgado - K. Frensel 15 Instituto de Matematica - UFF
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Cy = Z AwByj,
=1

entao

Z A1kBy

C1j kT:11

Cy; Z A By;

G = : = | = = AB;.

ij mx1 n .
D AmBig
k=1

Assim, AB = (AB1,AR,,... ,Aﬁp)mxp.

Teorema 4.1
Se A, B e C sao matrizes sobre o corpo K tais que os produtos BC e
A(BC) sao definidos, entdo estao definidos os produtos AB e (AB)C.

Além disso,
A(BC) = (AB)C.

Prova.
Suponhamos que B € uma matriz n x p, que A € uma matriz com m
linhas e que C & uma matriz com 1 colunas.

Como os produtos BC e A(BC) estao definidos, temos que C € uma matriz
p x le que A € uma matriz m x n, ja que BC € uma matriz n x L.

Assim, o produto AB existe e € uma matriz m x p, e o produto (AB)C
existe e € uma matriz m x 1.

Além disso, usando a definicao, temos:

n n P
[A (BC)l,; = SO (BC) F=HW, D JoNC .,

k=1 k=1 =3
P P n

> 0> 2h, C=>% (Z AikBkr) Cy
k=1 r=1 r=1 k=1
P

= Y (AB),
=1

= [(AB)C]; .

Como queriamos demonstrar. g
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e Devido a propriedade associativa da multiplicacdo de matrizes, se A

Observag a0 4.3

€ uma matriz quadrada, o produto A - A - ... - A, de k fatores iguais a
A, esta definido sem ambiguidade e indicaremos esse produto por A*,
convencionando A° = 1.

e Arelacédo A(BC) = (AB)C implica que combinagodes lineares de combi-

nacoes lineares das linhas de C séo, ainda, combinacoes lineares das
linhas de C.

Defini¢c &0 4.2
Uma matriz mxm & uma matriz elementar se ela pode ser obtida da matriz

identidade m x m por meio de uma Unica operacao elementar sobre as
linhas.

Exemplo 4.2

As matrizes elementares 2 x 2 sao:

01 1 ¢ 10 c O 10
(1 o); (o 1>; (c 1>; (o 1) § g (o c) P

U

Teorema 4.2
Seja e uma operacao elementar sobre linhas e seja E a matriz m x m
elementar E = e(I). Entdo, para toda matriz A m x n, temos:

e(A) =EA.

Prova.
Analisemos, separadamente as trés operacoes elementares.

a. Seja e a operacao “substituicdo da linha r por c vezes a linha r, com
c #0". Entao,
4 sei#r
Eik _ { ik »y %

cdy, sSei=r

Aij) Sei#T

) , isto &, EA =e(A).
CAT]' , Sei=r

Logo, (EA)y = Z EqAyy = {
k=1

b. Seja e a operacéo “transposicao das linhas r e s, r # s”. Entao,

J. Delgado - K. Frensel 17 Instituto de Matematica - UFF
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ik, Sei#rei#s
Ex =4 O, sei=s
ok, Sei=r.

m Ay, Sei#rej#s
Logo, (EA)y = Z ExAy =< A, Sei=s . isto &, EA =e(A).
k=1 Ag, sei=r

c. Seja e a operacao “substituicdo da linha r pela soma de c vezes a linha
s mais a linha r". Entao,

6ik> Sei%T
F—ik: .

Ok +¢cds, sSei=r.
Ai)', Sei%T

) , isto &, EA =¢e(A).
Arj—l_CAsj» Ssei1=r

Logo, (EA)y = Z EaAyy = {
k=1

Corol ario 4.1
Sejam A e B matrizes m x n sobre o corpo K. Entdo, B € equivalente por

linhas a A se, e somente se, B = PA, onde P € um produto de matrizes
elementares m x m.

Prova.
Suponhamos que B = PA, onde
P =jE. . - E>*Eq,

e as E; sdo matrizes elementares m x m. Entao,
e E1A é equivalente por linhas a matriz A;
e E;E1A = E,(E;A) € equivalente por linhas a matriz E;A, e portanto a A;

Continuando o raciocinio indutivamente, obtemos que (E; - ... - E;)A é
equivalente por linhas a matriz A.

Suponhamos agora que B é equivalente por linhas a matriz A. Sejam

ei,...,es operacoes elementares sobre linhas que aplicadas consecuti-
vamente sobre a matriz A dao como resultado B. Se E;,...,E; sao as
matrizes elementares correspondentes, entao

B=es(es 1(...(e1(A))...)) =(Es-Esq-... - E1) - A.

Como queriamos demonstrar. g
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5. Matrizes Invertiveis

Defini¢ 40 5.1

Seja A uma matriz quadrada, n x n, sobre o corpo K.

e uma matriz Bnxntal que BA = [ é ditaumainversa de A pela esquerda.
e Uma matriz B n x n tal que AB =1 € dita uma inversa de A pela direita.

e uma matriz B n x n tal que AB = BA = I é dita uma inversa de A. Neste
caso, dizemos que A € invertivel.

Lema5.1
Se A possui uma inversa B pela esquerda e uma inversa C pela direita,

entao B = C e A é invertivel.

Prova.
Suponhamos que BA =1e que AC = I. Entao,
B=BI=B(AC)=(BA)C=IC=C.

Como BA = AB =1, A é invertivel. g
Observe que Se A possui inversa pela direita e pela esquerda, entao
A é invertivel e a inversa (bilateral) é Gnica.

Se A é invertivel, designamos por A~' a Gnica matriz que é inversa
(bilateral) de A.

Teorema 5.1
Sejam A e B matrizes n x n sobre o corpo K.

1. Se A é invertivel, entdo A~' é invertivel e (A1)~ = A.

2. Se A e B sdo invertiveis, entdo AB é invertivel e (AB)~' =B 'A".

Prova.

e Como A'A = AA~" =1, temos que A" éinvertivel e (A1) = A.

e Como (AB)(B'TA™") = (B'A7")(AB) = I, temos que AB é invertivel e
(AB) T=B A" g

J. Delgado - K. Frensel 19 Instituto de Matematica - UFF
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Corol ario 5.1

Um produto A A, --- Ay, k € N, de matrizes invertiveis n x n &, também,

invertivel.

Teorema 5.2
As matrizes elementares sao invertiveis e suas inversas sao matrizes ele-

mentares do mesmo tipo.

Prova.

Seja E uma matriz elementar correspondente a operacao elementar
sobre linhas e. Se e; & a operacdo inversa de e, e E; € a sua matriz
elementar associada, entao

EE; = e(Ey) = e(e()) = I,
EiE = ei(E) = e(e(l)) = I,

de modo que E é invertivel e E; = E~1. m

Exemplo 5.1

As inversas das matrizes elementares 2 x 2 sao:

04T Ll PR 1_oht" 1 Bic)
10 L TG 0 1 R0 ST e

™o\ . 1

( o) . (1 o); (c o) y (1/0 0),(:7&0;
c 1 —c 1 0 1 O T

1 0\ oy

(O c) ) (O 1/(:) Ea

O

Teorema 5.3

Se A € uma matriz n x n, as seguintes afirmacoées sao equivalentes:

1. A éinvertivel;
2. A é equivalente por linhas a matriz identidade;

3. A é um produto de matrizes elementares.

J. Delgado - K. Frensel 20 Instituto de Matematica - UFF



Matrizes Invertiveis

Prova.
Seja R uma matriz reduzida por linhas a forma em escada que seja equi-
valente por linhas a matriz A.
Entado, existem matrizes elementares E;, ..., Ey, tais que,
R=E-...-E;-A.
Como cada E;, 1 <1 < k, € invertivel, temos que,
A=E"-...-E-R
Sendo o produto de matrizes invertiveis uma matriz invertivel, temos que
A € invertivel se, e somente se, R é invertivel.

Ja que R é uma matriz quadrada que é reduzida por linhas a forma em
escada, R é invertivel se, e somente se, cada linha de R contém uma
entrada nao-nula, isto &, se, e somente se, R = 1.

Assim, A € invertivel se, e somente se, R =1, isto €, se, e somente se, A
é equivalente por linhas & matriz identidade. Logo, as afirmacdes 1. e 2.
sao equivalentes.

SeR=1,temosque A =E;'-...-E_', isto & A & um produto de matrizes
elementares. E se A € um produto de matrizes elementares, entdo A é

invertivel, pois toda matriz elementar € invertivel. Logo, as afirmacoes 1.
e 3. séo equivalentes. g

Corol ario 5.2

Se A € uma matriz n x n invertivel e se uma sequéncia de operacoes

elementares sobre linhas reduz A a matriz identidade I, entdo a mesma
seqliéncia de operacdes sobre linhas, quando aplicada a matriz identi-

dade I, produz A",

Corol ario 5.3
Sejam A e B matrizes m x n. Entdo, B € equivalente por linhas a A se, e

somente se, B = PA, onde P & uma matriz invertivel m x m.

Teorema 5.4
Seja A uma matriz n x n. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

1. A éinvertivel.

2. O sistema homogéneo AX = 0 possui apenas a solucao trivial X = 0.
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3. O sistema de equacdes AX = Y possui uma Unica solucao X para
cada matriz Y n x 1.

Prova.
Pelo teorema 3.6, a afirmacdo 2. € equivalente a que a matriz A seja

equivalente por linhas a matriz identidade I. Entao, pelo teorema 5.3, as
afirmacdes 1. e 2. sdo equivalentes.

Se A é inversivel, a Gnica solugdo do sistema AX =Y éX =AY,

Suponhamos, agora, que AX = Y possui uma solucao para cada Y. Seja
R uma matriz reduzida por linhas a forma em escada que seja equivalente
por linhas a matriz A.

Para mostrar que R = I, basta mostrar que a Ultima linha de R nao € nula.

0
0

SejaE = | : | e seja P uma matriz n x n invertivel, tal que R = PA. Como,
0
1
por hipotese, o sistema AX = P~'E tem solugéo, o sistema RX = PAX =E
tem solugcdo. Logo, a Gltima linha de R ndo é nula. Isto €, R = 1.

Assim, pelo teorema 5.3, A € invertivel. g

Corol ario 5.4
Uma matriz quadrada com inversa a esquerda ou a direita € invertivel.

Prova.
Seja A uma matriz n x n. Suponhamos que A possui uma inversa a

esquerda, isto &€, uma matriz B tal que BA = 1. Entao, o sistema AX = 0
possui somente a solucao trivial, pois X = IX = (BA)X = B(AX) = B0 = 0.

Portanto, A & invertivel.

Suponhamos agora que A possui uma inversa a direita, isto €, uma matriz
C tal que AC = 1. Entao C possui uma inversa a esquerda e €, portanto,
invertivel, com inversa A = C~'. Logo, A & invertivel com inversa C. m

Corol ario 5.5
Seja A = AJA,--- Ay, onde Aq, ..., A, sdo matrizes n x n. Entao, A é

invertivel se, e somente se, cada A; é invertivel.
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Prova.

Ja provamos que o produto de duas matrizes invertiveis € invertivel. Entéo,
por inducéo, podemos provar que o produto de um namero finito de matri-
zes invertiveis é invertivel.

Suponhamos agora que A € invertivel e que X é uma solucdo do sistema
AX =0. Entdo, AX = (A1A2- - A 1)AX =0.

Como A é invertivel, temos que X = 0. Logo, o sistema A X = 0 possui
apenas a solucao trivial e Ay €, portanto, invertivel.

Como A - Ay = AA? é invertivel, temos, usando o argumento ante-
rior, que Ay_; € invertivel.

Assim, podemos provar por indugéo, que cada matriz A; € invertivel. g

Seja R uma matriz reduzida por linhas a forma em escada equiva-
lente por linhas a matriz A e seja P uma matriz invertivel tal que R = PA.
Entdo, X € uma solucdo do sistema AX = Y se, e somente se, X € uma
solucao do sistema RX = PY.

Seja A’ a matriz completa do sistema AX = Y com escalares ar-
bitrarios y1, . ..,ym na Gltima coluna.

Se efetuarmos sobre A’ uma sequéncia de operacdes elementares
sobre linhas que reduza A a R, torna-se-a evidente o que € a matriz P.

Em particular, se A € uma matriz quadrada, esse processo mostrara
se A é invertivel ou néo e, se for invertivel, qual é a inversa P.

Exemplo 5.2

. , e T : 2 —1
Seja K o corpo dos niimeros racionais e seja A = (1 . ) .

2 -1 vy ), 1 3 vy @, I =3 Y2
1T 3 yz 2 -1 y; Of —7y — 2P
ﬂ) 13 Y2 ﬂ) 1T 0 (Bui+v2)/7
0 1 (—u1+2y2)/7 0 1 (—yi+2y2)/7

, . . 7 1/7
Entdo, A é inversivele A~ = 3/ / 0
—-1/7 2/7

Entao,
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Como P = Ey-...- E; € 0 produto das matrizes elementares que
correspondem as operacdes elementares efetuadas sobre as linhas de A
para se obter R, podemos trabalhar com duas sequéncias de matrizes,
uma descrevendo a reducao de A a matriz R e a outra registrando o efeito

da mesma sequiéncia de operacdes sobre a matriz identidade para obter
a matriz P.

Exemplo 5.3

Determinemos a matriz P tal que R = PA é reduzida por linhas a forma

1 1/2 1/3
A=11/2 173 1/4].

em escada, onde

1/3 1/4 1/5

Aplicando operacdes elementares a matriz A e & matriz identidade simul-
taneamente, obtemos:

1 1/2 1/3 1 oMo
(1/2 1/3 1/4) (o 1 o)
1/3 1/4 1/5 00 1
l (2) + (2) &
1 1/2 1/3 T 0
(o 1/12 1/12) (1/2 1 o)
0 1/12 1/45 a3 Yol
l (2) l
1 12 1/3 1 il 0
(o 1/12 1/12) (1/2 1 o)
0 0 1/180 lio e |
! (1) + (1) b
1 1/2 1/3 i
(o 1 1) (6 12 o)
0 0 1 30 —180 180
1 (2) +(2) 1
11/2 0 FOWSs0 M _60
(o 1 o) (36 192 180)
0 0 1 Bo 1 1304130
l (2) l
100 9  —36 30
R = (o 1 o) =1 P= (36 192 180)
00 1 30 —180 180

Logo, A é invertivele P = A",
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Espacos Vetoriais

1. Espaco Vetorial - definic 0es e propriedades
basicas
Definic do 1.1

Um espaco vetorial sobre o corpo K € um conjunto E, cujos elementos

sao chamados vetores, e um par de operacoes:

ic30: Lembre que ...
adicao: + xet S k= K% ye E Os elementos do corpo K séo cha-
multiplicacdo por escalares: - A€K,x€E = A-x€E, mados escalares.

com as seguintes propriedades:

1. (x+y)+z=x+(y+2z), Vx,y,z € E (propriedade associativa da adi¢zo).
2. x+y=y+x, Vx,y € E (propriedade comutativa da adi¢ao).
3. Existe 0 € E, tal que x + 0 = x, Vx € E (0 é o vetor nulo).

4. Para cada x € E, existe (—x) € E, tal que, x + (—x) = 0 (o vetor (—x) é

0 simétrico ou inverso aditivo de x).
5 A+ u)x =Ax+ux, ¥x € E, VA, n € K.
6. A(x+y) =Ax+Ay, Vx,y € E, VA € K.
7. 1-x=x,Vx ekt
8. Au)x =A(ux),Vx € E, VA, n € K.

Observag do 1.1
1. O vetor nulo 0 é Unico, isto é,se 0’ e E étalque 0’ +x = x, Vx € E,

entdao 0’ = 0.

29
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Note que ...

0 representa o zero do corpo K,
enquanto 0 é o vetor nulo do
espaco vetorial E.

Espaco Vetorial - definic 6es e propriedades b asicas

De fato, 0’ =0'+0 =0.

2. A-0=0, paratodo A € K.

Com efeito,

A0 =A(0+0)=A0+ A0
— 0=A0+ (—A0) = (A0 + AO) + (—AO0) = A0 + (A0 + (—A0))
— 0=XN0+0=MO0.

3.0-x=0,¥Yx et
De fato,
0-x = (040)-x=0-x+0-x

— 0 0-x+(—0-x)=(0-x+0-%x)+ (—0-x)
= 0-x+(0-x+(—0-x))=0-x+0=0"-x.

4. Sejam A € K e x € E. Entdo, Ax = 0 se, e somente se, A = 0 ou
x = 0.

Para verificar essa afirmacao, suponha que Ax = 0, com A # 0.
Entéao,
O=A"A)=A"A\)x=1-x=x.

5. Para cada x € E existe um Unico vetory € E, tal que x +y = 0.

Defato,y =y+0 =y+(x+(—x)) = (y+x)+(—x) = 0+ (—x) = ~x.

6. (—1)x = —x, Vx € E.

Para verificar essa afirmacao, considere a seguinte cadeia de igual-
dades:
O=0x=(T4+(-1))x=Ix+(-x=x+(—1)x = (—1)x = —x.

Defini¢c do 1.2

Designamos por x — y o0 vetor x + (—y).

Exemplo 1.1
1. Seja K um corpo. O conjunto
K™ :{(X1)X2" .. )XTL) |X1)X2>' sy Xn € K}!

€ 0 espaco vetorial das n—Uplas sobre K, com as operacdes de
adicao e multiplicacao por escalares de K definidas por:
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)yn) = (Xl +y1a---)xn+yn)

+ X1>--'>Xn)+(y1a---
: JXn) = (AX1,..., A%n) .

A X1y.n.
Neste espaco, o vetor nulo € 0 = (0,...,0).
Se K =R, entdo K™ = R", se K = C, entdo K™ = C™ etc.
. O conjunto das matrizes m x n com entradas no corpo K:
Kmm ={A|A = (Ay)y; € uma matriz com Ay € K}
€ um espaco vetorial com as operagoes:
+ (A+B)y=Ay+By
. ()\ : A)ij = }\Ai]' .

. Seja S um conjunto ndo-vazio e K um corpo. O conjunto das funcoes
de S em K:
F(S,K)={f:S = K}

€ um espaco vetorial com as operacoes dadas por:
+ (f+g)p)=1fp)+glp), VP €S
A-f)(p)=A-f(p), VAEK, Vp €S.

Neste caso, o vetor nulo é a funcao zero: O(p) =0, Vp € S e, para
cada f € F(S,K), a funcdo —f € F(S,K) que a cada p € S faz
corresponder o escalar (—f)(p) = —(f(p)), € o inverso aditivo de f.

Observe que 0s espacgos vetoriais dos itens 1. e 2. sdo casos parti-
culares deste exemplo (item 3.). De fato,

e noitem 1. o conjunto S € {1,2,...,n};
enoitem2. oconjunto S € {(i,j)|1 <i<m,el<j<n}

. O conjunto das fun¢des polinomiais na indeterminada x com coefici-
entes sobre o corpo K

Kx] ={p(x) =co+cix+...cnx"|co,C1,...,cn € K, n € N},

€ um espaco vetorial com as operacdes definidas como no item 3.
. Se F €& um subcorpo de K, entdo K &, de maneira natural, um

espaco vetorial sobre . Em particular, todo corpo € um espaco
vetorial sobre si mesmo.

Por exemplo
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Note que ...
K'*™ se identifica com K™.

Em geral ...

Vocé pode verificar que se S é
um conjunto nao-vazio e E é
um espaco vetorial, entdo o con-
junto F(S,E) que consiste das
aplicacdes

f:S—E

€ um espago vetorial com
as operagcdes de adicdo e
multiplicacéo por escalares
herdadas das operagcbes corres-
pondentes que fazem de E um
espaco vetorial.

Atividade.

1. O conjunto Ky, [x] que consiste
das fun¢des polinomiais na inde-
terminada x, grau menor ou igual
a n e com coeficientes sobre o
corpo K & um espago vetorial?

2. O conjunto K[x,y] que con-
siste dos polindmios nas indeter-
minadas x e y com coeficientes no
corpo K é um espaco vetorial? O
qgue pode dizer sobre o caso em
gue o grau € menor ou igual a n?
3. Generalize as conclusées de
2. para o conjunto dos polindmios
com uma quantidade finita de in-
determinadas.

Justifique suas respostas.
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e C é um espaco vetorial sobre R,
e R € um espaco vetorial sobre Q,
e C é um espaco vetorial sobre Q,

e C € um espaco vetorial sobre C etc.

OJ

Observag &0 1.2
As propriedades associativa e comutativa da adicdo de vetores implicam

gue uma soma envolvendo um certo niumero de vetores independe da
maneira pela qual estes vetores estao combinados ou associados. Logo,
se vi,...,Vv, S0 vetores em E, a soma deles pode ser escrita, sem am-
biguidade, como

Vi+va+ -+ v

Defini¢c do 1.3
Um vetor 3 do espaco vetorial E € uma combinacao linear dos vetores

vi,V2,...,Vv, € E, se existem escalares cq,cy,...,c, € K, tais que
B'="cjv; Tens=- 0. T e gty

Observag a0 1.3
Usando as propriedades associativa e comutativa da adicao e as proprie-

dades distributivas da multiplicac@o por escalares, obtemos:
n n n
Z Civi + Z divi = Z(Ci = Ay,
i=1 i=1 i=1

n

n
c Z CiVi = Z(cci)vi .
i=1
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2. Subespaco Vetorial

Defini¢c o 2.1
Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto F C E é

um subespaco vetorial de E se F for um espaco vetorial sobre K com as
operacgOes de adicdo de vetores e multiplicacdo de vetores por escalares
gue fazem de E um espaco vetorial. Ou seja, F C E & um subespaco
vetorial de E se:

1. 0eF

2.veF=— —vekF

3. uecfFeveF=—u+vekF
4. NeKeveF=AveF

Proposi¢c ao 2.1
Um subconjunto ndo-vazio F ¢ E & um subespaco vetorial de E se, e
somente se, \v+w € F, Vv, w € F, VA € K.

Prova.

(=) é evidente.

(&) ComoF +# @, sejav e F. Logo, (~1)v+v=0¢cF.
Sejamw € Fe A € K. Entdo, A\w+0=Aw € F.

Em particular, —w = (—1)w € F.

Finalmente, se v,w € F, entdo 1v+w = v+w € F. Logo, F &€ um subespaco
vetorial de E. g

Exemplo 2.1

1. E & um subespaco de E.

2. F ={0} € um subespaco de E, denominado o subespaco nulo de E.

3. O espaco K[x] das fungdes polinomiais com coeficientes no corpo K
€ um subespaco do espaco de todas as fungdes de K em K.
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4. Uma matriz n x n A sobre o corpo K é dita simétrica se Ay = Aj;,
Vi, j e {1,...,n}.

As matrizes simétricas formam um subespaco do espaco vetorial
K™™ das matrizes n x n sobre o corpo K.

5. Uma matriz n x n A sobre o corpo C dos nameros complexos é her-

mitiana se A, = Ay, Vj, k € {1,...,n}. Se A & uma matriz hermiti-
ana, todas as entradas da diagonal A1, Az, ..., Ann, SA0 NUMeros
reais.

e O conjunto das matrizes hermitianas n x n ndo & um subespaco
do espaco das matrizes n x n sobre o corpo C, pois, por exemplo, a
matriz identidade I € hermitiana, mas il nao é.

e O conjunto das matrizes hermitianas n x n € um espaco vetorial
sobre o corpo R dos nimeros reais.

O

Lema 2.1
Se A € uma matriz m x n sobre K e B, C sdo matrizes n x p sobre K,

entao
A(AB+ C) =A(AB) + AC,

onde A € K é um escalar qualquer.

Prova.

n

[AMB+C)ly = ) AulAB+Chy
k=1

= Z AGE(NB Gl Cig)
k=1

n

= ZU\AikBkj + AuCyy)
k=1

= A Z AuBy; + Z A Cyy
K1 k=1

= A[ABly + [ACly.
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Seja A uma matriz m x n sobre K.

Exemplo 2.2

O subconjunto {X € K™'|AX = 0} & um subespaco de K™,

De fato:
eSe AX=AY=0,entao AAX+Y) =AAX+AY =0, VA € K.
e Se X =0, entdo AX =0.

Proposi¢ ao 2.2
A intersecdo de uma colecao arbitraria {F,}«c1 de subespacos de E € um

subespaco de E.

Prova.
Seja F = NyerFo. Como 0 € Fy, YV € 1, temos que O € F. Logo, F # @.

Sev,we F,entaov,w € F,, Vx € 1.

Logo, Av+w € Fy, Va € [, ouseja, v+ w e F,VYAcKeVv,weF. g

Defini¢ a0 2.2
Seja S C E um subconjunto. O subespaco de E gerado por S € a intersecéo
de todos os subespacos de E que contém S.

Isto €, o subespaco de E gerado por S € o menor subespaco de E que
contém S.

Observag a0 2.1
O subespaco gerado por S = @ € o subespaco nulo. O Unico vetor desse

subespaco € o vetor nulo, O.

Proposic¢ ao 2.3
Seja S C E um subconjunto nao-vazio. Entdo o subespaco F gerado por S

€ o conjunto de todas as combinacdes lineares de vetores em S.

Prova.

Seja W o conjunto de todas as combinacdes lineares de vetores de S.

Seja A € K e consideremos as combinacgdes lineares:
Vv=ovi+...t v, w=RBwi+ ...+ Pw e W,

ondev;e S, Vie{l,... . klew; €S,Vje{l,... L.
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Entéo, para A € K, temos
AVWHw=Ax;vi+...+ AV + PBwi+ ...+ Ppw €W,

pois Av +w & uma combinacdo linear de vetores em S.

ComoW #£ @, jaque S C WeS # g, temos que W é um subespaco de
E que contém S. Logo, FC W.

Sejav € W. Entao,

V=0x1V]+ ...+ XV,

ondev; € S,Vie{l,...,n}. Como S C Fe F & um subespaco de E, temos
quev e F. Logo, W C F. Assim,F=W. g

Exemplo 2.3
Seja E = K[x] o espaco vetorial das funcdes polinomiais de K em K e seja

S ={fn(x) =x™|n € N}. Entao, E & o subespago gerado por S.

Defini¢ &0 2.3
Sejam S4, ..., S¢ subconjuntos do espaco vetorial E. O conjunto formado

por todas as somas da forma
vi+va+...+v, vieS,i=1,...,k.

€ chamado a soma dos subconjuntos Sy, ..., Sy, € se designa por
S5 1 - .

Proposic ao 2.4
Se Wq, ..., W, sao subespacos do espaco vetorial E, entao W +...+ Wy

€ um subespaco de E.

Além disso, W, + ...+ W, é o subespaco gerado pelo conjunto
k
s=|Jw
=]

Prova.
Sejamv,w e W;+ ...+ W,.
Entao, existem vetores v;, w; € W;, 1 < 1i <k, tais que
v=vi+...4+Vvg € w=wi+...+Wwg.
Logo, o vetor
AV 4w =(Avi +wi) + ...+ (Avk + wy)
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pertence a Wi + ... + Wy, jaque Av; +w; € Wi, Vi = 1,... k. Além
disso, como Wi + ...+ Wy # &, jaque 0 € Wy + ... + W, temos que
Wi + ...+ Wy € um subespaco de E.
k
Seja W o subespago gerado pelo conjunto S = UWi. Entdo, W é o
i=1

conjunto de todas as combinacdes lineares de vetores em S.
Como
k
S:UWiCW1+...+Wk
i=1

e W; + ...+ Wy &€ um subespaco, temos que
WCW;+...+ W

Além disso, como todo vetor em W, + ... + Wy € uma combinacao linear
de vetores em S, temos que
Wi+ ...+ W CW.

Logo, W =W ;+...+ Wi g
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Verifique a afirmagéo! ——

Bases e Dimens &o

3. Bases e Dimens ao

Defini¢c do 3.1
Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Dizemos que um subcon-

junto S C E é linearmente dependente (LD) se existem vetores distintos
vi,...,vp €m S e escalares Ay, ..., A, € K, ndo todos nulos, tais que
Avi+ ...+ A v, =0.

Um conjunto S que néo é linearmente dependente é dito linearmente in-

dependente (LI). Isto &, S é LI se para toda colecao de vetores distintos

vi,...,vp €M S e escalares A, ..., A, em K, vale a implicagcao:
Avi+ ...+ A =0 = A =A=...=A,=0.

Observag a0 3.1

e Todo subconjunto S C E que contém o vetor nulo é LD, pois 1-0 =0.

e Todo conjunto que contém um conjunto LD é LD.

e Todo subconjunto de um conjunto LI & LI.

Defini¢ &0 3.2
Seja E um espaco vetorial. Uma base de E € um conjunto linearmente

independente de vetores em E que geram 0 espaco E.

Defini¢c do 3.3
Dizemos que um espaco vetorial tem dimensao finita se ele possui uma

base finita.

Observacg a0 3.2
Um subconjunto {v1,...,v,} C E € uma base de E se, e somente se, todo

vetor v € E se expressa, de modo Unico, como combinacgdo linear dos
vetores vy,...,Vv,, OU Seja, existem escalares Gnicos Aq,..., A, € E, tais
quev =Avi+...+ A .

Exemplo 3.1

Seja K um corpo e seja S o subconjunto de K™ formado pelos vetores
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er = (1,0,0,...,0,0)
e = (0,1,0,...,0,0)

en = (0,0,0,...,0,71).

Se x1,...,xn SA0 escalares em K, o vetor
x1€1+ ...+ xnen € 0 vetor (xq,...,%xn).

Assim, S gera K™. Como

x1e1+...xnen = (0,...,0)

se, e somente se, x; =x; = ... =x, = 0, S € LIL. Logo, S € uma base de
K™, conhecida como a base canonica de K™.

Exemplo 3.2
Seja K um corpo e K™™ o0 espaco das matrizes m x n com entradas no

corpo K.
Considere as matrizes AY que tem 1 na entrada i,j e zero nas demais.

Se B € K™ entao

Bi=") JB 7Nk
i)

Logo, o conjunto {AY|1 <i<mel<j<n}éLlegeraoespago K™,
]

Exemplo 3.3
Seja P uma matriz invertivel n x n sobre o corpo K. Entao, as colunas

Pq,..., P, formam uma base do espago das matrizes colunas K™,

De fato, se X € uma matriz coluna n x 1, entdo
PX =x1P1+ ... +xnPn.

Como PX = 0 admite apenas a solucao trivial X = 0, {Py,...,P.} € LI

SejaY ¢ K™ e seja X = P7'Y. Entao,

X1
Y=PX=x1P;+... +x,P,,0nde X = < : )

Xn
Assim, {P;,...,P.} gera o espaco K™,

Portanto, {Ps, ..., P,.} € uma base finita de K™, 0
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Verifique que ...

O conjunto S & um subespacgo
de K"*! conhecido como o
espaco solucdo ou espaco das
solugbes do sistema linear ho-
mogéneo AX = 0.

Bases e Dimens ao

Exemplo 3.4
Seja A uma matriz n x n com entradas no corpo K e seja
S={Xe K™ AX =0},
0 conjunto de todas as solucdes do sistema linear homogéneo AX = 0.
Seja R uma matriz reduzida por linhas a forma em escada que seja equi-

valente por linhas a matriz A. Entao,
S ={X & K™!|RX = 0}.

Seja r 0 numero de linhas nao-nulas da matriz R, e suponhamos que
as primeiras entradas nao-nulas das linhas ndo-nulas de R ocorram nas
colunas k; < ... < k,.

Seja] ={1,...,n}—{kq,...,kn} 0 conjunto dos n — r indices distintos de
ST
Entao, o sistema RX = 0 tem a forma

Xk1—|—ZC1ij =0

i€l

Xir + Z CriX; = O,

j€]
onde cy € K.
Todas as solugbes sé@o obtidas atribuindo valores arbitrarios aos x; com
j € J e calculando os valores correspondentes de xyq, . . . , Xir-
Para cada j € ], seja E; a solucao obtida colocando x; = 1 e x; = 0 para
todoie ] —{j.
Afirmac ao: os vetores Ej, j € J, formam uma base de S.

Como a matriz coluna E; possui um 1 na linha j e zero nas outras linhas
indexadas por elementos de J, temos que {E;|j € J} € um conjunto LI, ja
que

> xE;=0se, e somente se,x; =0Vj €.

je]

t
SejaT = ( . ) uma matriz coluna que esta no espaco solucao S. Entao,

N=) g,

je]
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também est4 no espaco solucdo e é uma solucédo tal que t; ocupa a
j—eésima linha, para todo j € J.

Como so existe uma solucdo tal que x; = t; para todo j € J, temos que
T=N.
Logo, {E;|j € J} gera S.

Com isso provamos que {E;|j € J} € uma base de S e que esse espaco
tem dimensao finita.

Defini¢ ao 3.4
Seja E um espaco vetorial de dimensao finita e seja {vy,...,v,} uma base

de E. Entao, por definicao, a dimensao de E, designada por dim(E), é
dimE € n.
Demonstremos que o0 niUmero dim E esta bem definido, isto é, todas
as bases de E possuem a mesma quantidade de vetores.

Lema 3.1

Seja {uq,...,u¢} um conjunto LI de vetores do espaco vetorial E tal que
todo u; € combinacao linear dos vetores wy, ..., w,, de E. Entdo, { < m.
Prova.

Vamos provar o lema usando indugao em m.

1. Se m = 1, existem Aq,..., A, € K, tais que u; = Ayw;, para todo
1<i<Ut
Como u; # 0 para todo 1, pois {uy,...,u} € LI, temos que A; # 0 para

todoie{1,... 1.

Suponhamos, por absurdo, que ¢ > 1.

Entao,
1 1
—uw+ [ —— ) u+0us+...+0ug =wi+ (—w;q) =0,
A A2

0 que é um absurdo, ja que {uq,...,u,} € L.

2. Suponhamos que o lema vale para m — 1 e vamos provar que vale,
também, para m.

Cada vetor u; do conjunto linearmente independente {u, ..., u,} € combinacao
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linear dos vetores wy,..., Wy, isto &, existem ?\?) ekK 1T <1< m,

1 <j < {, tais que

u = 7\2”W1 +...+ Aﬂ)wm
u, = )\gz]w1 +...+ )\%]wm
U = ?\2%\)1 +...+ Agﬁ)wm
Se ?\% = 0 paratodoj = 1,...,{, temos que todo u;, i = 1,...,¢, é

combinacdo linear dos vetores w», ..., w,,. Logo, pela hipbtese de inducéo,
(<m-—1<m.

Podemos supor entdo, sem perda de generalidade, que Al # 0.

. 1
Sejama=—-¢€
A
1

Vj zuj—a?\j]uhj:Z,...,ﬂ.
Entdo, v; = pVwa+...+pYwy, onde B e K, i=2,... mej=2,...,L
Isto é, cada v; € uma combinacdo linear de wy, ..., wWy,.

Se provarmos que {v,,...,Vv,} € LI teremos, pela hipotese de inducao,
(—1T<m-T=£0{<m.

Sejam w,, ..., u € K tais que
Uovy 4+ ...+ ueve =0.

Entao,
0=pmuy+...+ wu,— a(uﬂ\ﬁz) +...+ ug)\ga)m i
Como {uy,...,u,} € LI, temos que u, = ... =, = 0.

Logo, {vy, ... ,\)g} é Ll ]
Como consequéncia do lema anterior, temos o seguinte lema.

Lema 3.2
Sejam {w, ..., w,,} um conjunto gerador e {uy,...,uy um conjunto LI do

espaco vetorial E. Entao £ < m.

Teorema 3.1
Sejam {vq,...,v.} e {wy,...,w,} bases de um espaco vetorial E. Entao,

m=nmn.

J. Delgado - K. Frensel 42 Instituto de Matematica - UFF



Bases e Dimens ao

Prova.
Como {vq,...,v,} € um conjunto LI de vetores de E e {wq,...,w,,} € um
conjunto gerador de E, temos n < m.

Analogamente, como {v1, ..., v,} € um conjunto geradorde E e {wq,...,wy.}
€ um conjunto LI de vetores de E, temos n > m.

Portanto, n = m. g

Exemplo 3.5
1. O espaco vetorial K™ sobre o corpo K tem dimenséo n: dimK™ = n.

Em particular, o espago C" sobre o corpo C tem dimensédo n e o
espaco R™ sobre o corpo R tem dimensao n.

2. O espaco vetorial K™ ™ das matrizes m x n com entradas no corpo
K tem dimensao mn.

3. Se A é uma matriz m x n, entdo o espaco solucao do sistema ho-
mogéneo AX = 0 tem dimensao n — r, onde r € o nimero de linhas
nao-nulas de uma matriz linha reduzida a forma em escada e equi-
valente por linhas a A.

O

Exemplo 3.6
Seja S um conjunto qualquer e F (S, K) o conjunto de todas as funcoes de

SemK.

Sabemos, pelo item 3. do exemplo 1.1, que F(S,K) &€ um espaco vetorial
sobre o corpo K.

Afirmac ao: F(S,K) tem dimensao finita se, e somente se, S € um con-
junto finito. Nesse caso, dim F(S,K) = #S, onde #S & o nUmero de ele-

mentos de S.

De fato,

(&) Suponhamos que S = {p,...,Ppn} € um conjunto finito.
Sejam f;: S - K,i=1,...,n, as funcbes definidas por:

fi(pi):61j> j=1,...,n.
Se f € F(S,K), entao,
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f=1f(py)fi+...+f(pn)fn.

Esef=Mf+...+A.fn entao
flpi) =AMfi(pi) + ... +F Anfu(pi) = Aifilpi) = Ay

paratodoi=1i,...,n.
Logo, todo f € F(S, K) se escreve de modo nico como combinacao linear
das fungdes fq,..., .
Assim, {f;,...,f.} € uma base de F(S,K) e dimF(S,K) =n = #S.
(=) Se F(S,K) tem dimenso finita, todo subconjunto LI de F(S,K)
tem um namero finito de elementos.
Suponhamos, por absurdo, que S tem uma infinidade de elementos.
Consideremos o conjunto
T={fp:S=K[fy(p) =1ef,(q) =0,VqeS—{pj.
O conjunto T € LI, pois, se py,...,pn € S sd0 elementos distintos em S e
A1,...,An sao escalares em K tais que Af,, + ...+ Ayf,, =0, entao
Nifiay (pa) + 9. LA Tpui— O
parai=1,...,n. Como
Mo D)t TG oD:) — 200 (B ) e
temos que A; =0, paratodoi=1,...,n.
Assim, T € infinito e LI, que contradiz o fato de F(S, K) ter dimensao finita.
L]

Exemplo 3.7
Seja K um subcorpo do corpo dos numeros complexos C, e seja E o
espaco vetorial das funcdes polinomiais sobre K. Isto €, E € o conjunto
das fungdes f : K — K da forma

f(x) =co+cix+...4+cnx™,
ondeneNecy,...,cn € K.

Observe que E & um subespaco vetorial do espaco F(K, K) de todas as
funcdes de K em K.

Considere as fungdes polinomiais fi(x) = x*, k € N. O conjunto infinito
{fo,f1,..., Tk, ...} €uma base de E.

De fato, dado f(x) =co+cix+ ...+ cax™ em E, temos que
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f= Cofo—l-C]f] ‘|‘...—|-Cnfn.
Entdo, o conjunto {f, |k € N} gera o espaco E.
Além disso, conjunto {fy |k € N} & LI, pois se cofyg + ¢c1f1 + ...+ cnfn =0,

ou seja,
cotecix+...+cx"=0, ¥x € K,

temos que co = ¢; = ... = ¢, = 0, ja que um polindmio de grau n com
coeficientes complexos tem no maximo n raizes.

Observamos que o espac¢o E ndao tem uma base finita, pois se tivesse,
todo conjunto LI de vetores de E teria uma quantidade finita de elementos.

Assim, E tem dimensao infinita.

Observag @0 3.3

Convencionamos que o espaco nulo {0} (gerado pelo conjunto vazio) tem

dimensao zero.

Lema 3.3
Seja{wy,...,w,} C Eum conjunto LI e sejaw € E.
Entao, {w,ws,...,w,} € LI se, e somente se, w ndo € combinacao linear
dos vetores wq, ..., wy.
Prova.
(=) Suponhamos que w & uma combinagcéo linear de wy, . .., w,,. Entéo,
existem Ay, ..., A, € Ktais que w = Aywq + ...+ AyWp, OU Seja,
T-w+ (=M)wi+...+ (A )wn =0,

Como o coeficiente 1 de w é diferente de zero, o conjunto {w, wq, ..., Wy}
é LD.
(&) Suponhamos que o conjunto {w, wy,..., W} € LD. Entdo, existem
escalares A\, Aq,..., A, nao todos nulos, tais que

WA W+ ..+ AW, =0.
Se A =0, entdao Aywq + ... + A,zw, = 0, onde os coeficientes A, ..., A
nao sao todos nulos, o que € um absurdo, ja que {wq,...,w} €Ll
Logo, A #0e

A A
w:<—7]>w1+...—|—<—?m>wm,
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isto €, w € uma combinacéo linear dos vetores wy, ..., wm. @

Teorema 3.2

Seja E um espaco vetorial nao-nulo e seja {uy,...,u,} um conjunto de
geradores de E. Entdo {u4,...,u,} contém uma base de E.

Prova.

Vamos provar que existe {u;,,...,u;,} C {uy,...,uy}tal que:

l. {ui] yooo ,uie} é Ll

. {LLj,LLi] e ,uu} nao é LI, Vj € {1,... ,TL}.

Sejai; € {1,...n} tal que u;, # 0. Entéo {uy, } é LI
Se {uy, } satisfaz Il. o processo termina.
Se {uy, } ndo satisfaz Il., entdo existe i, € {1,...,n} tal que {u;,,u;,} é LL

Como esse processo € finito, com no maximo n etapas, podemos obter

{ui,, ..., uy, ) C{uw,...,u,) que satisfaz I. e Il..
Vamos provar agora que {uy,,...,u;} € uma base de E.
Como {uj, uy,,...,u;,} NAo é LI, existem escalares 7\2”, -4 ,7\3) tais que
U; :)\gj)ui1 +-~-+7\§)uu ,paratodoj=1,...,n.
Sejav € E. Como {u,,...,u,}geraoespaco E, existem escalares Ay, ..., A,
tais que

v=AMu;+...+ A Un.
Logo,

n {/

n 4 n
. L ) 3)
v=) Aw=) A) Aduw =) | AN,
=1 5=1 sl k=1 \j=I
isto &, v & uma combinagé&o linear dos vetores uy, ..., u;,.

Logo, {uy,,...,u;,} € umabase de E. g

Teorema 3.3
Seja E um espaco vetorial de dimensao finita n e seja {wy,...,w,} C E
um subconjunto LI. Entdo {wy,...,w,,} esta contido numa base de E:

{W],...,Wm,Wm+],.-.,Wm+k}-
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Prova.

Vamos provar que existe um conjunto de vetores {wq, ..., W, Wini1, -+, Winik)
tal que:

|. € linearmente independente;
I {w1, ..., Wi, Wity -+ ., Wimgk, W) N30 € LI, Yw € E.

e Se o conjunto LI {ws,...,w} ndo satisfaz Il., existe w,,,,; € E tal que
w1, ..., Wi, Wiy} € LL

Se {wq,...,Wn, w1} ndo satisfaz Il., entdo existe w,,,, € E tal que
w1, ..., Wi, Wing1, W2} € LI

Este processo € finito, com no maximo n — m etapas, pois todo subcon-
junto LI de E tem no maximo n = dim E elementos.

e Como {wy,..., W, Wni1,..., Wnik Satisfaz I. e Il., temos que este con-
junto é LI e {v,w,..., W} ndo é Ll Vv e E.

Assim, todo v € E € uma combinacao linear dos vetores wi, ..., Wy k.

Logo, {w1,..., W, Wmi1,..., Wikt € uma base de E que contém o con-
junto LI {w1,...,wn}. m

Corol ario 3.1
Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K.

e Se {vj,...,va} € um conjunto de vetores LI e E tem dimensao finita,
entdo n < dimE.

e Se {vy,...,vn}geraoespaco E, entdo E tem dimensao finitaen > dimE.

Corol ario 3.2
Seja E um espaco vetorial de dimensao finita n.

Se {v1,...,vn} € um conjunto de vetores LI ou um conjunto gerador de E,
entdo € uma base de E.

Prova.
e Suponhamos que {v1,...,v,} € um conjunto LI. Se {vq,...,v,} ndo gera
E, existe w € E tal que {w,vq,...,v,} € LI Entdo, n +1 < dimE =n, 0

gue é um absurdo.

e Se {vy,..., v} gerao espaco E, entdo existe um subconjunto {vy,,..., vy }
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de {vq,...,v.} que € uma base de E. Como dimE = n = k, temos que

{vi,...,vn}@€umabase de E. g

Teorema 3.4
Seja F um subespaco vetorial de um espaco E de dimensao finita. Entao,

F tem dimensao finita e dimF < dimE.

Além disso, dimF = dim E se, e somente se, F = E.

Prova.
Podemos supor que F # {0}.

Vamos provar que existem vetores v; € F,i=1,...,k tais que:
l. {\)],...,Vk}é LI
Il. {v,v1,...,vi} ndo é LI, Vv € F.

Como F # &, existe vi 20 em F.

Entdo o conjunto {v;} € LI. Se {v;} ndo satisfaz Il., existe v, € F tal que
{V1,V2} é LI

Como todo conjunto LI de E tem no maximo dimE = n elementos, o
processo para em algum k < n.

Logo {vy,...,vi} € uma base de Fe dimF =k < dimE.

SedimF=dimE =ne{vy,...,v,} &€umabase de F, temos que {vy,...,vn}
éumabasedeE. LogoE=F. g

Teorema 3.5
Sejam F; e F, subespacos vetoriais de dimenséo finita de um espaco ve-

torial E. Entdo F; + F, € um subespaco vetorial de dimensao finita de E,

e
Prova.

Como F; N F, € um subespaco dos espacgos F; e F,, F; N F, tem dimensao
finita.

Se {v1,...,vi} € uma base de F; N F,, existem wy,...,w,, em F;, tais que
vi,...,vi,w1,...,w} € uma base de F; e existem uy,...,u, tais que
{vi,...,vi,u1,...,u,} € uma base de F,.
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Afirmac ao: {vq,...,vi, W1,..., W, us,..., U € uma base de F; + F,.

E claro que o conjunto acima gera o espaco F; +F,. Basta, entdo, verificar
gue o conjunto é LI.

Sejam Aq, ..., Ay, U1, .-+, bm, 01, - . ., O¢ €SCalares tais que

k m 4
Z )\i\)i + Z Hywj + Z 6sus =0 (1)
i=1 j=1 s=1

Como
£ k m
Z 65115 = — (Z Aivi + Z LLjo) ek N Fz,
s=1 i=1 j=1
existem escalares pq, ..., px tais que,
14 k k 14
Z dsug = Z Pivi, Ou Seja Z Pivi — Z o.u, = 0.
s=1 i=1 i=1 s=1
Entao, pr=...=pr=01=...=08,=0, jélque{V1,...,\)k,u1,...,ug}é

uma base de F,.

Como &y =... =8, =0, temos, por (1), que
k m
Z}\i\)i—f—zujw]' =0.
i=1 j=1
Logo, A1 =...=Ack=u; =... :}\m:0,jé.que{\)1,...,\)k,W1,...,Wm}é

uma base de F;.

Provamos, assim, que {vi,..., Vi, W1,..., W, Us,..., U € uma base de
Fi + Fa.
Entao,
dm(Fi+F)=k+m+L=(k+m)+ (k+{) —k,
ou seja,
dim(F; + F;) =dimF; +dimF, —dim(F; N F,) .
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Note que...

Na definicdo ao lado, a palavra
seqgliéncia é crucial, pois o seu sig-
nificado implica numa relacdo de
precedéncia entre os vetores da
base. Isto €, ha o primeiro vetor, o
segundo, e assim sucessivamente
e sem ambiguidade.

Coordenadas

4. Coordenadas

Defini¢c 80 4.1
Se E é um espaco vetorial de dimensao finita, uma base ordenada de E é

uma sequéncia finita de vetores LI que geram E.

Se a segiliéncia vy, ...,v, € uma base ordenada de E, entdo o con-

junto {vq,...,v,} € uma base de E.

Notacao. B ={vy,...,vn}.

Dado um vetor v € E, existem escalares (nicos Aq,...,A, € K, denomina-

dos as coordenadas de v em relacao a base ordenada 13, tais que
v=AVvVi+...+A V.

e Designamos por [v]z a matriz n x 1 cujas entradas sao as coordenadas

de v em relagdo a base ordenada B. Isto €,

A

Vig=1:

An

Seja agora B’ = {v1,...,Vv/} uma outra base ordenada de E. Ent&o,

paracadaj=1,...,n, existem escalares A;; € K, tais que

n
- § /
Vj - - Aijvi -
i=1

Sejam Aj,..., A/ as coordenadas de um vetor v em relacédo a base

ordenada B/, isto €&,
U —A VR A

Entao,
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Pela unicidade das coordenadas de um vetor em relacdo a uma
base, temos que

Al = Z)T;] AyA;, paratodo 1 <i<n.
Logo,
s = ADMs,
onde A = (Ay)i<ij<n € @ matriz cuja j—ésima coluna é A; = [vjlz/. A
matriz A € chamada matriz de mudanca da base BB para a base B’.
Afirmac ao. A matriz A € invertivel.
Com efeito,

e basta mostrar que o sistema homogéneo AX = 0 possui somente a
solucao trivial.

X1
Se AX=0,sejav=x1vi+...+xvy,0nde X = | : |. Entao,
Xn
[V]B’ = A[V]B =AX=0.
Logo, v = x1vi + ... + xpvy = 0. Como {vy,...,v,} € LI, temos que

x1=...=x,=0,0useja, X=0.

Observag a0 4.1
Como A é invertivel, temos que:

Vg =AMl .

Logo, [v{lz = A~'[v{ls: = A~ "e; = j—ésima coluna da matriz A"

Isto &, A~' & a matriz de mudanca da base B’ para a base B.

Teorema 4.1
Sejam B uma matriz n x n invertivel sobre o corpo K, E um espaco vetorial

sobre o corpo K e B ={vy,...,v,} uma base ordenada de E.

Ent&o, existe uma Unica base ordenada B’ = {v1,...,v;} de E tal que
vlg = Bvlz, ¥veE.

Prova.
Caso exista B’, teremos que
vl = B[v{ls: = B; = j—ésima coluna de B.
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Ou segja,
n
[
V]- = Z Bi)'vi .
i=1
Afirmac ao. {vy,...,v,} € uma base de E.
De fato, como dim E = n, basta mostrar que vj,...,v; sao LI.

Se 0 =xvi + ...+ xyVv), entao,

0 = ZXjV]{:iniBﬁvi

n
= 0 = Z 4%, Vi=1,...n
j=1
X1
— BX = 0, ondeX=]":
Xn,
Como B é invertivel, temos que X =0, ou seja, x; = ... =x, =0. g
Exemplo 4.1
Seja K um corpo e seja x = (x1,...,xn) um vetor de K". Se B é a base
canonicade K", B ={ey, ..., e.}, a matriz das coordenadas do vetor x em

relacédo a base B é dada por

Xlg =1 :
Xn
O
Exemplo 4.2

Para cada nUmero real 8 € R, a matriz

cos® —seno
seno cos 0

€ invertivel e

cosO seno
—sen® coso

Pl =

Consideremos os vetores
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v; = (cos0,senb) e v, = (—senB,cos0),
e a base canbnica B ={e; = (1,0),e, = (0,1)}.
Como [vi]z = P; (i—ésima coluna de P), i =1, 2, temos que B’ = {vy,v,} é
uma base ordenada de R? tal que
Vg =Pllg, YveR.
Logo,
Mg =P 'Ms, YveR?.

Entao, se v = (x,y) = xe; + ye,, temos que

x/ cosO seno X
Mg ={",| =P 'z= ;
y —senB coso y

ou seja,
x’ = cosOx+sendy
y’ = —senOx+cosby.
L]
Exemplo 4.3

A. Verifiguemos que os vetores v; = (—1,0,0), v» = (4,2,0) e v3 =
(5,—3,8) formam uma base de R3.

Para isso, basta mostrar que a matriz

-1 4 5
A= |8 23
0 0 8

cuja j—ésima coluna é A; = [v;]z, onde B = {e;, ez, e3} € a base candnica
de R3, € invertivel.
De fato, vamos efetuar operacdes elementares na matriz A, e na matriz

identidade, para tentar transforma-la numa matriz reduzida por linhas a
forma em escada.

-1 4 5 1 70™9
0 2 3 — 010
0 0 8 0 0 1
1
1 -4 -5 -1 0 0
0 1 =3/2| «— 0 1/2 0
0 0 1 o 0 1/8
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l l
10 —11 1 2 0
01 =32 « [0 12 o0
00 1 0o 0 1/8
1
100 12 118
010 — | o 1/2 3/16
00 1 o 0 1/8

Como a matriz A é equivalente por linhas a matriz identidade, temos que
A é invertivel e

1 2 11/8
A= o0 1/2 3/16
0o 0 1/8

B. Determinemos, agora, as coordenadas x;, x5, x5 do vetor v = (xy, x2, x3)
em relacdo a base B’ = {vq,v,,v3}.

Como [vlg = Avlg/, temos

1§ TR X1
Vg =ATvz=] 0 1/2 3/16 |
i s 7 X3

ou seja,
E 11
WG = _X1+2X2+§X3
1 3
o= FX2t 3g%3
p 1
X3 = g Xg .

Em particular, v = (1,2,16) = 25v; + 5v, + 2vs.
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5. Equival éncia por Linhas — resumo

Defini¢ 80 5.1
Seja A uma matriz m x n sobre o corpo K. O espaco-linha de A é o

subespaco de K™ gerado pelos vetores-linhas de A, e o posto-linha de A
€ a dimensao do espaco-linha de A.

Seja A uma matriz como na definicao e seja P uma matriz k x m so-
bre K. Entao, o produto B = PA & uma matriz k x n cujas linhas By, ..., By
sdo combinacgdes lineares dos vetores-linhas de A:

Bi =Py + ...+ Pim&im

Logo, o espaco-linha de B € um subespaco do espaco-linha de A.

Se a matriz P € uma matriz invertivel (nesse caso m = k), ou seja,
B e A séao linha-equivalentes, entdo o espago-linha de A coincide com o
espaco-linha de B.

Teorema 5.1
Seja R uma matriz ndo-nula m x n reduzida por linhas a forma em escada.

Entao os vetores-linhas nao-nulos de R formam uma base do espaco-linha
de R.

Prova.
Como os vetores-linhas nao-nulos de R, p; = (Riy1,...,Rin), 1 =1,...,1,
geram o espaco-linha de R, basta mostrar que eles sao LlI.

Sejam k; < ... < k, tais que:

1. Rij =0, Sej < ky;

2. le; == 61)'.

Seja = (by,...,b,) um vetor do espaco-linha de R.

Entdo, B =cip1+ ...+ crpr
T T

Como bkj = Z CiRikﬁ = Z Ciéij = Cj, temos que B = bk] P1+ ...+ bkr Pr
i=1 i=1

Em particular, se cip1+ ...+ cpr = 0, entdo c; é a by, coordenada do

vetor nulo. Logo, ¢; =0, paratodoj =1,...r. Assim, py,...,pxS80 LI g
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Teorema 5.2

Sejam m e n inteiros positivos e K um corpo.

Seja W um subespaco de K™ com dimW < m. Entdo existe exatamente
uma matriz m x n sobre K, reduzida por linhas a forma em escada, cujo
espaco-linha é W.

Prova.

Exist éncia. Como dimW < m, podemos tomar m vetores «y,..., Xm
em W, que geram W. Seja A a matriz m x n que tem esses vetores como
vetores-linhas.

Seja R uma matriz reduzida por linhas a forma em escada equivalente por
linhas a matriz A.

Entao, o espaco-linhade Ré W.

Unicidade. Seja R uma matriz m x n arbitraria reduzida por linhas a forma

em escada cujo espaco-linha &€ W. Sejam p;, ..., p, 0s vetores-linhas nao-
nulos de R e suponhamos que o primeiro elemento nao-nulo de p; ocorra
nacolunak,i=1,...,r.
Na demonstracdao do teorema anterior, vimos que se 3 = (by,...,b,) €
W, entao

B=2{brpi
Assim, todo vetor 3 € W esta determinado quando as suas coordenadas
by, j=1,...,7, sdo conhecidas.

Entdo, p; € o Gnico vetor em W cuja k;—ésima coordenada € 1 e cuja
k;—ésima coordenada € nula para j # i.

Suponhamos que 3 # 0. Como 3 = Zbkipi, temos que existe s €
i=1

{1,...,r} tal que
P=y) buji, com b 0.

Como Ry =0sei>sej<kgtemos que
(0,...,0,byx,,...,bn), Dby, #0

Provamos, assim, que r e k; < ... < k, sao determinados apenas pe-
los vetores de W, pois {kq,...,k,} € 0 conjunto dos inteiros positivos t,

J. Delgado - K. Frensel 56 Instituto de Matematica - UFF



Equival éncia por Linhas — resumo

1 <t < n, tais que existe algum 3 # 0 em W, cuja primeira coordenada
ndo-nula ocorre na coluna t.

Além disso, para cada j = 1,...,r, existe apenas um vetor em W com
primeira coordenada ndo-nula igual a 1 na coluna k; e k;—ésima coluna
nulaseie{1,...,r},1#j. Logo, os vetores ndo-nulos py,..., p, de R sdo
determinados de modo Unico. g

Corol ario 5.1
Cada matriz m x n A € equivalente por linhas a exatamente uma matriz

reduzida por linhas a forma em escada.

Prova.

Sejam R e R’ matrizes reduzidas por linhas a forma em escada que sejam
equivalentes por linhas a matriz A. Entdo, R e R’ sdo equivalentes por
linhas e tém, portanto, 0 mesmo espago-linha. Logo, R=R'". g

Corol ario 5.2
Sejam A e B matrizes m x n sobre o corpo K. Entdo, A e B sdo equiva-

lentes por linha se, e somente se, possuem 0 mesmo espaco-linha.

Prova.
Ja sabemos que se A e B sao equivalentes por linhas, entao, possuem o
mesmo espaco-linha.

Suponhamos que A e B possuem o mesmo espaco-linha. Seja R a matriz
reduzida por linhas a forma em escada que é equivalente por linhasa A, e
seja R’ a matriz reduzida por linhas a forma em escada que € equivalente
por linhas a B. Como o espago-linha de A é igual ao espacgo-linha de R e
0 espaco-linha de B € igual ao espaco-linha de R’ e 0 espaco-linha de A
€ igual ao espaco-linha de B, temos que o0 espaco-linha de R é igual ao
espago-linha de R’. Logo, R =R’ e A é equivalente por linhas a B. g

Exemplo 5.1
Seja W o subespaco de R* gerado pelos vetores:
X1 = (1 ) 2) 2) 1 )

Xy = (0,2,0,])
X3 = (_2>O>_4>3)
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a. Demonstrar que {x;, «,, &3} € uma base de W.

Seja A a matriz com vetores-linha «;, ., 3. Entao,

12 2 1 1020
A=|o0o 2 0 1] —m rR=|0100
20 —4 3 0001
10 0 6 —6 0

1—|o 1 0 —>Q:%—25—1
00 1 4 —4 2

onde R & a matriz reduzida por linhas a forma em escada equivalente por
linhas a A e Q é a matriz invertivel tal que R = QA.

Como o espaco-linha de A € igual ao espaco-linha de R e o posto de R é
3, temos que o posto de A é 3 e, portanto, {«;, «,, &3} € uma base de W.

b. Seja f = (by, by, b3, by) um vetor de W. Determine as coordenadas de
B em relacdo a base ordenada {«;, «;, x3}.

Seja, {p1, p2, p3} a base de W formada pelos vetores-linha de R. E facil
ver que o espaco gerado por p;, p2 € p3 € formado pelos vetores 3 para
0S quais bz = 2b;. Para um tal (3, temos:
B = bip1+bapz+ baps
= (b1, bz,bs)R
= (Bib>,b4) QA
= X101 + X2 + X3X3,

onde (x1,x2,x3) = (b1, bz, b4)Q, OU seja,

1 2
X1 = b] = gbz + §b4
5 2
L = - 1
X2 b1 =5 6b2 3b4 ( )
I3 — = 1b + lb
S — 6 2 3 4.
c. Sejam
« = (1,0,2,0)

«; = (0,2,0,1)
o, = (0,0,0,3).

Mostrar que o}, &}, a5 formam uma base de W.

J. Delgado - K. Frensel 58 Instituto de Matematica - UFF



4
A . Eg"l(l
Equival éncia por Linhas — resumo s,
INREAQAT

Como os vetores o, o, o} s&o todos da forma (y1,yz2,Ys,ya), COM yz =

2y1, temos que eles pertencem a W. E facil verificar que esses vetores
sao LI e, portanto, formam uma base de W.

d. Determinar a matriz P de mudanca da base B’ = {«], «;, «}} para a
base B ={a7, a2, a3}

Usando (1), temos que

v = 1 - %(0) + %(0) —
2 = ~1 4 2(0) — 3(0) = -1
x5 = - 40 + 500 = 0,

sao as coordenadas de «f = (b, by, b3, bs) = (1,0,2,0) na base B, ou
seja, oy = log — Taa.
Analogamente, obtemos o) = «; € & = 20y — 2a, + «3. Logo, como

P; = [«jls € a j—esima coluna da matriz de mudanca de base P, temos
que

I Oull
P=|[-11 22
o g™

e Vamos agora resolver o mesmo exemplo usando a matriz B com vetores
coluna «q, oz € a3:

— O N O
(@)

Para isto, determinemos Y = (y1,yY2,Y3,y4) de modo que o sistema

BX=Y
tenha solucao.
Como
1 0 =2 yy 10 =2 Y1
2 2 O U2 . 0 2 4 y2—2y1
2 0 —4 Us 00 0 y3—2y1
T'1 3 wya 01 5 wys—wus
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—2 Y1

1T —1/6(y2—2y4)
5 Ys— WU

0 Y3z — 2yq

—2 Y1

—6 Yz —2y4
5 Ysi—Wi
0 ys—2y;

o O o =
o = O O
o o o =
o = O O

y1—1/3y2+2/3ya4
—yY1+5/6Yy2—2/3y4
1/6(2y4 —y2)
Y3 — 2y;

o o o =
o o = O
o = O O

Logo, a condicao para que o sistema BX = Y admita solucao € y; = 2y;.
Entao, = (b, by, b3, by) € W se, e somente se, b; = 2b;.

Seja

o —=0OO

~

I
coo—
co—o

4x3

a matriz reduzida por linhas a forma em escada equivalente por linhas a
B e seja

10 1 /300
p_ [ 1F 56 00
= | omee¥le S0 6 ’
2 o e

4x4
a matriz invertivel tal que R = PB.
Sejam 3 = (by, by, b3, by) € W e xq, x2, X3 @S coordenadas de 3 na base

{o1, oz, a3}, isto &,

B =x700 + X200 + X303 .

b

X1
Logo, BX =Y, onde X = (xz) eyY= gz
X3 3
by
Como RX = PBX = PY, temos que
1 .
X1 = br — 3by + 3bs
5 2
Xy = —b] + gbz — §b4
1 2
X3 = — gbz + gb4.

0
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Transformac¢ Oes Lineares

1. Transformag¢ &o Linear - no¢ 6es b asicas

Defini¢ a0 1.1
Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma transformacao
linear de V.em W é uma fungdo T : V — W tal que:

Tv+w) = TV)+T(w), Yv,weV,
T(Av) = AT(v), YweV,AeK.

Observag do 1.1

a. TAwvi+ ...+ Awn) = MT(vi) + ...+ AnT(vn), Wq,...,vq € V €
Ay ..o A €K

b. T(0) = 0 (com efeito, T(0) =T(0+0) =T(0) + T(0) = T(0) = 0).

Exemplo 1.1

Seja A uma matriz m x n sobre o corpo K. Entao,

T: Kn><1 ; Kmxl T: K™ K"
e ~
X — AX X — XA =(AXYHYY, NotagZo ... ‘
A matriz transposta da matriz A,
y y . designada At, é a matriz cujas li-
sao transformagoes lineares 0 nhas sé@o as respectivas colunas

de A.

Observag @0 1.2

Toda transformacéo linear T : K™! — K™= & da forma acima.

De fato, sejam {e;, ..., en} a base candnica de K™, {e7,...,en a base
candnicade K™'e A € K,i=1,...m,j=1,...n, tais que
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Verifique ...

Que o conjunto C([a,bl;R) das
funcdes continuas do intervalo
[a,b] em R & um subespaco do
espaco vetorial real F([a,b],R)
gue consiste de todas as fungdes
do intervalo [a, b] sobre R.

Transformac¢ &o Linear - no¢ des b asicas

T(e]’) = Z Ai]-e_i .
i=1

X1
T(X) = T( : ) =T(x1e1+ ...+ Xnen)
Xn

= ij T(e]') = Z ZXinje_i — Z <Z Ai]-xj) 2
j=1 d

i=1 i=1 i=1 \j=1

= AX.
Exemplo 1.2
SejaV = C([a, b];R) o espaco vetorial real das fungcdes continuas de [a, b]

em R. Entao, a transformacédo T : V — V definida por:

T:- V. — V o[ Tf: [a,b] — R y

f — T =T - Tf(x):J f(s) ds,
éIinear.D
Exemplo 1.3

Seja V o espaco vetorial dos polindmios com coeficientes no corpo K.
Entao, a transformacao derivacao T : V — V definida por f — Df:
(Df)x),=cl b cox N . L ey

onde f(x) = co+cix+...cnx™, € linear. o

Teorema 1.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja

{v1,...,va} uma base de V. Seja W um espaco vetorial sobre K e sejam
wy,...,w, vetores em W. Entdo, existe uma Unica transformacao linear
L:V— W, talque L(v{) =w;, paratodoi=1,...,n.

Prova.

Unicidade.

Sejam L, T: V — W transformacdes lineares tais que L(v;) = T(vi) = wy,
paratodoi=1,...,n.

Seja v € V um vetor arbitrario. Como {vy,...,v,} € uma base de V, exis-
tem escalares Unicos Aq,..., A, € K, tais que v = Avq, ..., A vn.

J. Delgado - K. Frensel 62 Instituto de Matematica - UFF



7/
. - L Eg'ra
Transformag do Linear - no¢ Ges b asicas 7,
nrneEat

Logo, usando a linearidade de T e L, obtemos
T(V) =T (Z )\ﬂh) = Z?:] AiT(Vi) = Z?:] )\iL(Vi) =L (Z 7\1\)1) = L(\)) .
i=1 i=1

Exist éncia.

Sejav = x1vi+...+x,vn € V um vetor arbitrario. Definimos a transformacao
L:V— W por

Liv) =xwq + ...+ XnWh, .
Afirmacao: L é linear.
Sejamv=xvi+...+xpvp €W =y1vi+...+ynvy vetoresde Ve A € K.
Entdao, \Av+w = (Ax;+yi)vi+...+ Axn+yn)vn € Ve

L(}\V + W) = ()\X] + U1)W1 +...+ (}\Xn + yn)wn
= AXW1+Yiwi + ...+ AxX Wi + YnWn
= AMxwi+...+xwn) + (Yywr + ...+ ynwa)
= AL(v) + L(w).
ou seja, L € linear.

Além disso, L(v;) = w; pela propria definicéo de L. g

Defini¢c do 1.2
Seja L: V — W uma transformacao linear.
eL(V)={weW|dveV;L(v) =w}échamado imagem de L.

e L71(0) ={v e V|L(v) =0} & chamado nlcleo de L.

Observag @0 1.3

e L(V) &€ um subespaco de W.

Sejam A e Ke wy,w, € L(V) C W.

Entao, existem vq,v, € V tais que L(vq) = w; e L(vy) = ws.

Logo,
L(Avi +Vv2) = AL(vq) + L(v2) = Aw; +wy,

ou seja, Awy +w; € L(V).

e L '(0) &€ um subespaco de V.
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Lembre que ...

e Em geral, uma funcéo é dita in-
jetiva se transforma elementos dis-

tintos em elementos distintos.

e Os termos injetora, injetiva e mo-

nomorfismo sao sinénimos.

Transformac¢ &o Linear - no¢ des b asicas

Sejam A € K e vy, v, € L71(0).

Entéo, L(vy) = L(v2) = 0 e L(Avy + v2) = AL(vq) + L(v2) = 0, ou seja,
Avi+vy € I_fl(O).

Proposi¢c ao 1.1
Uma transformacéo linear L : V — W é injetora se, e somente se,

L-1(0) = {0).

Prova.
(=) Suponhamos L injetora.

Sejav € V. Entdo, v € L7'(0) se, e somente se, L(v) =0 = L(0) se, e
somente se, v =0. Logo, L~'(0) = {0}.
(<) Suponhamos que L~'(0) = {0}.

Se L(v) = L(w), temos L(v—w) = L(v) —L(w) =0, ou seja, v—w €
L~'(0) ={0}. Logo, v—w =0, ou seja, v=w. g

Defini¢c do 1.3
Seja L : V — W uma transformacao linear. Se V tem dimensao finita,

dimL(V) é o posto de L, e dimL='{0} & a nulidade de L.

Teorema 1.2
Seja L : V — W uma transformacéo linear. Se V € um espaco vetorial

de dimensao finita, entdo L(V) é de dimensao finita e
dimV = dim(L='(0)) + dim(L(V)).

Prova.
Casol. L7'(0) ={0.

Seja {v1,...,v,} base de V. Vamos mostrar que {L(v1),...,L(v.)} € uma
base de L(V).

1. {L(v1),...,L(vy)} € LI

Com efeito, temos
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MLvi)+...+ALvh) = O
— LA v+ ...+ Awn) 0
- AMvi+ ...+ AV 0
= M=...=A 0.

2. {L(v1),...,L(va)} gera L(V).

SejamvelL(V)eu=Avi+...+Awv, € Vtal que L(u) =v. Entao,
v=Lu =LAwvi+...+Awvn) =ML(vi) 4+ ...+ A L(vn).

Caso Il. L7'(0) # {0}.

e Seja{vy,...,vhyumabase de Ve sejaw € L(V).

Entdo existe v = Ajvi 4+ ...+ A, € V tal que L(v) = w, ou sejaw =

AML(vi) + ...+ AL(vn).

Logo, {L(v1),...,L(v,)} gera o espaco L(V), que tem, portanto, dimensao
finita.

e Sejam {u,,...,u} base de L7'(0) e {w; = L(vy),..., W = L(vy)} base
de L(V).

Afirmac ao. {us,...,ux,v1,...,vm} € uma base de V.

1. Vejamos primeiro que o conjunto € LlI.

Sejam Aq, ..., A, W1, ..., Lm € K tais que
My 4. N+ v+ . v = 0.
Entao,
LAu 4+ ..o+ A+ v + ..o+ Vi) 0

- ?\1L(u1)+...+7\kL(uk)+u1L(v1)—I—...—I—umL(vm) =0
— AMO+ ...+ A0+ Wi+ ...+ W, = 0
— M=...=Hm = 0
== AT | B\ Al )
- A=... =\, = (0L

2. Vejamos agora que o conjunto gera V.

Sejav € V. Como L(v) € L(V), existem uq,...,u, € K tais que

Lv) = w4+ .o 4 Wi -
Logo,
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<V—Zu]v]>—L Z”J (vj) =L(v Zu)w]—O

ouseja,v— Y wv; € L7'(0). Entdo, existem Ay,..., A, € K tais que
j=1

m k
v — E HjVj = E A,
=1 i

isto é,
V=Mu 4. AU+ Vv Vi
Portanto, {u1,...,ux,vi,...,vin) € umabase de Ve
dimV =k+m =dimL7(0) +dimL(V).

Como queriamos demonstrar. g

Teorema 1.3
Seja A uma matriz m x n com entradas no corpo K. Entao,

posto-linha(A) =posto-coluna(A).

Prova.
Seja a transformacao linear

T: Knxl I, Kmx1
X — AX.

X1
Como para todo X = ( :

) e K™ vale AX = x1A1 + ...+ x,A,, onde
Xn

Ai,...,A, sao as colunas de A, temos que o espago-coluna de A € a
imagem da transformacao T. Portanto, posto-coluna(A) =posto(T).

Como X € T7'(0) se, e somente se, T(X) = AX =0, temos que T~'(0) é
0 espaco solucao S do sistema homogéneo AX = 0.
Pelo teorema anterior, temos que

dim S + posto-coluna(A) =n. (1)
Ja provamos também que se r é a dimensao do espaco-linha de A, entao
n —r & a dimensao do espaco solugédo S.

Logo,
dim S + posto-linha(A) =n. (2)
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De (1) e (2), obtemos que

posto-linha(A) =posto-coluna(A).

Definic do 1.4
Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K, T e L transformacdes

lineares de V.em W e ¢ € K. Definimos as transformacdes L + T e cL de
V em W, da seguinte maneira:

(L+T)(v) = L(v)+T(v),
(cb)(v) = cL(v),

Proposi¢ ao 1.2

As transformacoes L + T e cL séo lineares.

Prova.
Sejam u,v € Ve A € K. Entao:

e (L+T)Au+v) = LAu+v)+T(Au+v)
= AL(u) + L(v) + AT(u) + T(v)
= ML(uw) 4+ T(uw) +L(v) + T(v)
= AML+T)(uw) + (L+T)(v)

. (c)(Au+v) = c(L(Au+v))
= c(AL(u) + L(v))
= cAL(u) 4+ cL(v)
= AlcL(u)) + cL(v)
= AlcL)(u) + (cL)(v).

Como queriamos demonstrar. g

Definic ao 1.5
Se V e W séo espacos vetoriais, designamos por £(V, W) o conjunto cujos

elementos séo todas as transformacoes lineares de V. em W:
L(V,W)={L:V — W]L é transformacao linear}.
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Teorema 1.4

Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. O conjunto £(V, W) com

as operacdes de adicdo e multiplicacao por escalares definidas acima é
um espaco vetorial sobre K.

Prova.
Atividade. g
Teorema 1.5

Sejam V um espaco vetorial de dimensdao n sobre o corpo K e W um

espaco vetorial de dimensao m sobre o corpo K. Entéo, o espaco L(V, W)
tem dimensao finita igual a mn.

Prova.
Sejam B = {vy,...,vn} € B’ ={wq,...,w,,} bases ordenadas de V e W,
respectivamente.
Paracadai=1,...,mej=1,...,n,sejaly e L(V,W) tal que
Ly(v;) = wy
I—i' A% = J; Wi .
{Iﬁwu = 0 seki, L0 L "
Vamos mostrar que {L;|i=1,...mej=1,...,n} é€umabase de L(V,W).

Seja L : V — W uma transformacao linear e sejam A;; € K tais que,
m
Lvy)=) Aywi, 1<j<n
i=1

n m
o Verifiquemos que L = Z Z AyLs.

j=1 i=1

Seja u= i i Aijl_ij. Entéo,

j=1 i=1

Li(vg) = ZZAijLij(Vk)
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Logo, U =L e, portanto, {L;;|i=1,...,mej=1,...,n}gera L(V,W).

e Vejamos agora que {L;;|i=1,...,mej=1,...,n}éLL

n m

= —Aolado ..,

Se Z Z AijLij - O! entao EstamosO addoesignando O a
transformacao linear nula, ou
seja, O : V — W é dada por

n o m Ov)=0, VYveV.

ZZAﬁLﬁ(Vk) =0 Vke{],,n}

j=1 i=1

=1 i=1

m n

- ZZAijLij(Vk) = ZE1AU<W1:0 Vk€{1,,n}

i=1 j=1

- Ax = 0 VkE{1,...,n}eVi€{1,...,m}.

Mostrando o desejado. g

Proposi¢ ao 1.3

Sejam V, W, Z espacgos vetoriais sobre o corpo K, eL : V — W, T :

W — Z transformacdes lineares. Notago ...
A composta T o L de duas

Entéio, a fungéo composta To L : V — Z & linear, onde ot e osuma

To L(\)) _ T(L(\))) ) Vv e V. notacéo de justaposicao TL.

Prova.
Sejamv,w € V e A € K. Entao,

(ToL)(Av+w) = T(L(Av+w))
= T(AL(v) + L(w))
= AT(L(v)) + T(L(w))
= AMToL)(v)+ (ToL)(w).

Logo, T o L & uma transformacéo linear. g

Exemplo 1.4
Sejam A uma matriz m x n com entradas no corpo K e B uma matrizp xm
com entradas em K.
Consideremos as transformacdes lineares T : K™ — K™ e
U : K™ — Kr*! dadas por T(X) = AX e U(Y) = BY,
Entdo, Uo T : K™ — KP*'! & dada por

(UWo T)(X) = U(T(X)) = U(AX) = BAX.

Logo, U o T & a multiplicagé@o a esquerda pela matriz produto BA.
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Definic 4o 1.6
Se V & um espaco vetorial sobre o corpo K, um operador linear sobre V

€ uma transformacao linear de V.em V.

Observag éo0 1.4

eSelU,TeL(V,V)entaoUoT € L(V,V). Assim, 0 espaco possui uma
multiplicacéo definida sobre si por meio da composicao.

eSeTe L(V,V),usaremos anotaggdo T =1e T =To...o T (n vezes),
paran=123, ...

e A operagao de composi¢cao nao € comutativa, isto €, nem sempre LoT =
TolL.

Exemplo 1.5

Seja V o espaco dos polindmios com coeficientes em K e sejam D e M
0Ss operadores:

D:V—>YV

p(x) =cotecix+...+eax™— D(p)(x) =c1 + 2cox +... Fncx™

e

M:V—YV

P(x) =cotcix+...+cnx™— M(p)(x) = xp(x) = cox + c1x24... + cx™T.

Entao,
(DM)(p)(x) = D(M(p))(x) = D(q(x)),
onde q(x) = cox + c1x*>+ ...+ cox™.
Logo,
(DM)(p)(x) =co+2c1x+ ...+ (n+ T)cx™,
De modo analogo, obtemos
(MD)(p)(x) = M(D(p))(x) = c1x + 2c2x% + ... + ncax™.
Logo, DM —MD =1# 0.

Proposic ao 1.4

Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K, U, T; e T, operadores line-
ares sobre V e A € K. Entao,

a. lu=ul=1u,

b. WTy +T,) =UT, + UT,; (T, + TH))U =TU+ TLU;
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C. C(UT]) = (CU)T] = U(CT]) .

Prova.
Atividade. g

Seja L : V — W uma transformacao linear bijetora, isto &, L &
injetora e sobrejetora. Entdo existe L' : W — Vtalque LL7' = Iy e
L'l =1y.

Proposi¢c ao 1.5

Se L:V — W é uma transformacao linear bijetora, entdo L' & linear.

Prova.
Sejam wy,w, € We A € K. Sejamv; = L '(w;) e v, = L' (w,). Entéo,
L(vi) =wy, L(va) =wz e

L(Avy +v3) = AL(vq) + L(v2) = Aw; +wy,

isto &, L' ()\W] + Wz) =Av;+Vv; = AL™! (W1) + L71(W2). [

Observag do 1.5
SelamL:V — WeT: W — Z transformacdes lineares invertiveis.

Entdo, ToL:V — Z éinvertivele (ToL) '=L"oT.

Definic do 1.7
Dizemos que a transformacao linear T : V — W €& nao-singular se T é

injetora.

Proposic ao 1.6
A transformacao linear T : V — W €& nao-singular se, e somente se,

transforma subconjuntos linearmente independentes de V em subconjun-
tos linearmente independentes de W.

Prova.
(=) Seja S um subconjunto LI de V e sejam v, ..., v, € S.

Entao, os vetores T(vq),...,T(v,) sao LI, pois se
MT(vi)+ ...+ AT (vn) =0,

temos
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Lembre que ...

Uma transformacéo linear L :
V — W é sobrejetora, ou sobre-
jetiva, se a sua imagem é todo W,
istoé, L(V) =W.
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T()\]V] + ...+ Anvn) =0
- AMvi+...+Awn = 0 (Ténzo-singular)
= AM=...=A, = 0.

(&) Sejav # 0 em V. Como o subconjunto S = {v} & LI, temos que
T(S) ={T(v)} &€ LI. Em particular T(v) # 0, isto &, T & ndo-singular. g

Observag @o 1.6
A existéncia de uma inversa a esquerda (ou a direita) ndao implica que a

transformacao seja invertivel (veja o seguinte exemplo).

Exemplo 1.6

Considere as transformacdes lineares:
T:R? — R 4 L:R — R?
(x,y) — x e (x, 0) .

Entdo, ToL(x) =x=1I(x) e Lo T(x,y) = (x,0).
Logo,
e L é injetora, ndo é sobrejetora, tem inversa a esquerda e nao é invertivel.

e T € sobrejetora, ndo € injetora, tem inversa a direita e nao é invertivel.

O

Teorema 1.6
Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo K tais

que dimV =dimW.

Se T:V — W é uma transformacdo linear, as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

1. T é invertivel;
2. T é injetora;
3. T é sobrejetora;

4. Se {vy,...,vn} € uma base qualquer de V, entao {T(vy),...,T(vn)} €
uma base de W.

5. Existe uma base {v1,...,v,}de V tal que {T(vq),..., T(va)} € uma base
de W.
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Prova.
1—2: Segue da definicao.

2—3: Seja {vq,...,v,} uma base de V. Como {vq,...,v,}é Ll eTEé
injetora, temos que {T(vq),...,T(vy)} € LI. Como dimV = dimW = n, tal
conjunto € uma base de W.

Dado w € W arbitrario e Ay, ..., A, € K tais que
w=MT(Vvi)+ ...+ A T(vn).

Entdao, w = T(Aqvi + ...+ A, vy, OU Seja, T € sobrejetora.
3=—4: Seja{vy,...,v,} uma base de V.

Como T(V) = W, para todo w € W existe v € V tal que T(v) = w. Sejam
AM,..., Ap € Ktaisquev =Avi+...+ Avn.

Entdo, w =T(v) =AM T(vi) + ... + AxT(vn).

Logo, {T(vq),...,T(vs)} gera o espaco W. Como W tem dimensao n,
{T(v1),...,T(vy)} € uma base.
4—5: E 6bvio.

5—1: Seja {vy,...,v,} uma base de V tal que {T(vq),...,T(v,)} € uma
base de W.

Sejaw € W. Entao, existem Aq,..., A, € K tais que
w=MTvi)+ ...+ AT (v) = T(AVv1 + ...+ Avn),

ou seja, existe v =Avi + ...+ A v, tal que T(v) = w.

Logo, T é sobrejetora.

Sejaagorav = Avy + ...+ A v, tal que T(v) = 0. Entao,
MTVv)+... 4 A Tv)=0= A =...=A,=0=v=0.

Ou seja, T é injetora.

Como T é injetora e sobrejetora, T & invertivel. g

Definic do 1.8
Se V e W sao espacos vetoriais sobre o corpo K, uma transformacao

linear bijetora (i.e. injetora e sobrejetora) T : V — W é denominada um
iIsomorfismo de V.em W.

Se existe um isomorfismo de V em W dizemos que V é isomorfo a W.
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Nota ... B

Em virtude da observacéo ao lado,
se V é isomorfo a_ W costuma-se
dizer que V e W séo isomorfos.

Transformac¢ &o Linear - no¢ des b asicas

Observag @0 1.7

O isomorfismo &€ uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos espacos
vetoriais.

De fato,

e V é isomorfo a V, pois a transformacao identidade I: V— V,v+— v é
bijetora e linear.

eSeT:V — W éum isomorfismo, entdo T-' : W — V & um isomor-
fismo. Ou seja, se V é isomorfo a W, entdo W é isomorfo a V.

eSeT:V—Wel:W — Zsaoisomorfismos, entdo, LoT:V — Z &
um isomorfismo. Ou seja, se V é isomorfo a W e W é isomorfo a Z, entao
V é isomorfo a Z.

Teorema 1.7
Todo espaco vetorial V de dimensao n sobre o corpo K é isomorfo a K™.

Prova.

SejaB ={vy,...,v,Jumabasede VesejaB’ ={ey,...,e,.} base canbnica
de K™

SejaT:V — K"talque L(vi{) =e;,1=1,...,n. Entéo,

T(x1vi+ oo+ XnVn) = (X1,..., Xn)-

Como T transforma a base B na base B’ de K" e dmV = n = dimK",
temos que T & um isomorfismo. g

Observac a0 1.8
Espacos vetoriais de dimensao finita sao isomorfos se, e somente se,

tem a mesma dimensao.

Defini¢c &0 1.9

Seja V um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K e seja W um
espaco vetorial de dimensao m sobre K. Sejam 5 = {v4,...,v,} uma base
deVeB ={wi,...,wy umabase de W.

Seja L: V — W uma transformacao linear e sejam Ay € K tais que

L(v;) = ZAijWi, vje{l,...,nk.
i=1
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A matriz de L em relagdo as bases ordenadas B e B’ € a matriz m x n:

An A - Amnm

Axn Axn - Ap
U—]B’B—(Au) 1<i<m — . . . .
1<ji<n . . . .

Am] AmZ et Amn

Proposic ao 1.7
SejaL: V — W uma transformacao linear como acima. Entao, para todo

v € V, temos
[L(V)]p = [Llgsvls.

Prova.
A
Sejav=Avi+...+ A, isto &, Vg = | :
An
Entao,
Liv)=L (Z 7\jvi> =D AL =) A ) Agwi=) (Z Aii}‘i) wi,
j=1 j=1 j=1 i=1 i=1 =i

n
ou seja, Z A4;A; é a i—ésima coordenada de L(v) na base ordenada B'.
j=1

Logo, [L(V)]s = [LIs V5. m

Observag @0 1.9

[T(v;)lz- € a j—ésima coluna da matriz [L]z/z.

Casos particulares:

o Vg = [I(V)]pr = Ulpsvls.

ou

o Vg = [I(V)lg = [llzp/ V5.

Reciprocamente , dada uma matriz A m x n, existe uma transformacéao
linear AB'B: vV — W tal que [AB'B]z5 = A.

De fato, sejav = Ajvy + ...+ A v, Definimos AB'Z . V — W da seguinte
maneira;
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AB/B(V) = i <i Ai]?\j) Wj.

i=1 \j=I

Proposi¢ ao 1.8
A aplicagdo M : L(V,W) — K™ que a cada transformacao linear

L:V — W associa a matriz [L]zz € um isomorfismo.

Prova.
SejamL:V — W, T:V — W transformacdes lineares e A € K.

Sejam [L]B’B = A = [A],. .. ,An] e [T]B’B = B = [B],... ,Bn], onde
A; = [L(v;)]p e B; = [T(v;)]5 s@o as j—ésimas colunas de A e B.

Entao,
[(AL+T)(vs)lzr = [AL(v;) + T(v;)ls
= AlL(W)ls + [T(v;)]5
LSy, IS
isto &,

AL+ Tlgg =AA+B.
Logo, a aplicacdo que leva L em [L]5/5 € linear.
como ([Llg5)®% = L e [AB'Blzs = A, temos que a aplicagdo linear
K™ £(V,W) que leva a matriz A na transformacéo linear A28 é

a inversa da aplicagao linear M : L(V,W) — K™ ™" que leva L em [L]z:5.
Logo, M & um isomorfismo. g

Exemplo 1.7

Sejam A uma matriz m x n sobre o corpo K e L : K™ — K™ a
transformacao linear que leva X em AX.

Sejam B ={e;,...,en} € B’ = {e1,...,em} as bases candnicas de K™™' e
K™ respectivamente.

Entdo, L(e;) = Ae; = A; é a j—ésima coluna da matriz A.

Como A; = Y Aye;, temos que A = [Lgs. [

i=1
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Proposic ao 1.9

Sejam V, W e Z espacos vetoriais sobre o corpo K de dimensdes n, m e
p, respectivamente.

SejamT:V — We U: W — Ztransformacdes lineares. Entéo,

[Uo Tlgng = [UlgrpTlg s,

onde B ={vy,...,vim}, B ={wy,...,wyje B" ={z,...,z,} sGo bases de
V, W e Z respectivamente.

Prova.
Se]am A= [T]B/B, B = [u]B”B’ eC= [UT]B”B-

Entao,

(UoT)(v;) = UW(T(vy))=U (Z Aijwi> =2 i AyU(wy)
i1

U P P m

— Z Ay Z Byizy = Z (Z BkiAi,) Zx
o1 ke k=1 \i=1

= Z(BA)ijk .
k=1

Logo, Cy; = (BA)y, Vk=1,...,peVj=1,...,n.
Ouseja, C=BA. g

Proposi¢ ao 1.10
Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. A transformacéo linear

L:V — W éum isomorfismo (ou seja, € invertivel) se, e somente se,
[Lls/5 € uma matriz invertivel, quaisquer que sejam as bases B de V e B’

de W. Além disso, se [L]s/s € invertivel, entdo [L])s = [L "]ss:.

Prova.
(=) SejaT:W — VtalqueToL=IyeLoT=1Iy,istoé, T=1L".

Entao,
Mgee Lss=I[Ivisg=1 e [LlgglTlss =Iwlsgs =1,

ou seja, [L]g5 € invertivel e [Tlzg = [L~']z5 € a sua inversa.

(&) Sejam A = [Llzze B =A"T. SejaT: W — V a transformacéo

linear BBZ', ou seja, [T]gs = B.
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Note que ...
A matriz [Iw |3/ 5, € s matrizes de

mudanca de base da base 3, para
abase B; de W. Analogamente, a
matriz e [IV]B1 B muda a base B]’

para a base B; de V.

Transformac¢ &o Linear - no¢ des b asicas

Entao,

Logo, (ToL)(v;) =v;,Vj=1,...,n,0nde B ={vy,...

Ouseja, ToL =1y.

[Tollgs = [Tlgs [Llgrg =BA =1

De modo analogo, temos que
[LoTlgpr = [Lps[Tlgsr = AB = L.

Logo, (LoT)(wi) =wy, Vi=1,...,m,onde B’ ={wy,...

Ouseja, Lo T = Iy.

Obtemos, assim, que L é invertivel. g

Proposi¢c ao 1.11

) Vnl.

y Win.

Sejam B; e B bases de V e B, e B} basesde W, eL:V — W uma

transformacao linear. Entao,

[Lls;5; = Uwlsys, [Lls,5, [1vls, 5 -

Ou seja, 0 seguinte diagrama é comutativo:

Prova.

Como [Iwlgys, [Ls,5, = [lw o Lls;s, = [Lls;s5,, temos

L
2
[L]BzB]

L
= @Wp:
s 5

[Iwls;s, [Lls,5, [IVls,5; = (L5, [IVls,5; = [L o Ivlsss; = [Lsys; -

Observag @0 1.10

As matrizes [I\y/] B}B, © [Ivlg, Bi sao invertiveis.

Notag ao

SelL:V — V éum operador sobre V e B € uma base de V,

escrevemos

J. Delgado - K. Frensel
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Em particular: se B e B’ sdo basesde Ve lL:V — V & um operador
sobre V, entao,
[Lg = s slsllss -
Como, além disso, [Ilz/z = ([I]BB/W, temos que
[Lg =P '[L]gP,
onde P = [I]zs/, ou seja, se B’ = {v],...,v,}, entdo P; = [v/]s € a j—€ésima

coluna de P.

Defini¢c &0 1.10

Sejam A e B matrizes n x n sobre o corpo K.

Dizemos que B é semelhante a A sobre K se existe uma matriz n x n
invertivel P com entradas no corpo K, tal que

B=P'AP.
Observag a0 1.11

Sejam B e B’ bases de um espaco vetorial V sobre KeL:V — V um

operador linear. Entao [L]z € semelhante a [L]3.

Sejam, agora, A e B matrizes semelhantes n x n sobre o corpo K.

Sejam V um espaco vetorial de dimensaon e B = {vy,...,v,} uma
base de V.

Consideremos o operador linear L : V — V tal que [L]z = A. Se
B = P~'AP, definimos os vetores

n

, :

vj:E Py Vil =0 i
i=1

Afirmac ao: B’ ={vj,...,v/} € uma base de V.
De fato:
Seja U :V — V o operador linear tal que U(v;) =vj,j=1,...,n.

Como [U]zs = P e P é invertivel, temos que U é invertivel. Logo, B’
€ uma base de V.

Além disso, [I]zz = P. Logo,
[Ug = [Wpsllsllss =P '[LIzP =P 'AP =B.

Isto €, se A e B sdo semelhantes, existem bases B e B’ do espaco
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V, tais que [L]z = A e [L]z, = B.

Exemplo 1.8
Seja T o operador linear sobre R? definido por
T(x1,%2,%3) = (3%7 4+ x3, =2%71 + X2, —X1 + 2x2 + 4x3) .

a. Determinar a matriz de T em relacédo a base canbnica B = {ey, e;, e3}
de R3.
Solucao: Como

T(e;) = T(1,0,0) = (3,-2,-1)

T(e) = T(0,1,0) = (0,1,2)

T(e3) = T(0,0,1) = (1,0,4),
temos que,

3 01
Mp=]-2 10
= A

b. Determinar a matriz de T em relacao a base ordenada B’ = {wy, w,, w3},

onde w; = (1,0,1),w, = (—1,2,1) ew3 = (2,1,1).

1T -1 2
Solucao: Seja P = [I]zgg = ((]) % })

Entao,
[FEP=R S TSP
Determinemos P,
1 -1 2 o0
Oy 1 — QF 16
e ) U 8™
t L,
1T -1 2 h Qmo
Oom2 3 1 — o= 1.#0
0o 2 -1 -1 0 1
1 l
1 -1 2 0 0
0o 2 1 — o 1 0
0o 0 -2 -1 =1 1
1 1
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1 l
1 -1 2 1 0 0
o 1 1/2 — 0 1/2 0
0 0 1 1/2 1/2 —1/2
1 l
1 0 5/2 1 1/2 0
01 1/2 — 0 1/2 0
0 0 1 1/2 1/2 —-1/2
1 l
100 -1/4 —-3/4 5/4
010 — —1/4 1/4 1/4
0 0 1 1/2  1/2 —1/2
Isto é,
—-1/4 —-3/4 5/4 1 1 3 -5
P1=|-1/4 1/4 1/4 = 23 T -1 -1
1/2 12 —1/2 =) e )
Logo,
] 1 3 -5 2 O | e
Mp = —2 1 %) W) O
— 20 =) 8 = 14 1 .
] 1 G Y 2N
=~z e N = -2 4 =3
2 2 3 _Eo. v
] — 17358 "%
2 14 0
Ou seja,
17 3 2
T(W1) = Y 1 — sz = ng
35 15 14
T(Wz) = ZW] + sz — ZWg
22 6
T(ws) = ZW1 — ZWZ

J. Delgado - K. Frensel 81 Instituto de Matematica - UFF



4
55'1(1 - - L
T Transformag &o Linear - no¢ Ges b asicas
INREAT

c. Verificar que o operador T € invertivel e determinar T~.

Solucao: Como sabemos que T é invertivel se, e somente se, [T]z € uma
matriz invertivel, vamos verificar que [T]z € invertivel e determinar sua

inversa:
3 01 100
Tl = -2 10 — 010
-1 2 4 0 01
1 1
1 0 1/3 1/3 0 0
-2 1 0 — 0 10
-1 2 4 0 01
1 1
10 1/3 1/3 0 0
01 2/3 — 2/3 10
0 2 13/3 1/3 0 1
1 1
10 1/3 1/38 OF0
01 2/3 — 2/37 'R0
OO -1 =21
. L
1 0 1/3 3/9 0 0
0 JI® 245 — 0/2 W97% KO
00 1 -1/3 -2/3 1/3
1 i
100 4/9 2/9 —1/9
010 — 8/9 13/9 -2/9
0 0 1 -1/3 -2/3 1/3
"
TN 2 =
% ol 3N D = (M) .
-3 —6 3

Logo, [Tz = ([Tlz) ' e T : R3 — R3 & dada por:
T (x1,%2,%3) = % (4x1 + 2x2 — x3, 8%1 + 13x2 — 2x3, —3%1 — 6%2 + 3x3) .

OJ
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2. Funcionais Lineares

Defini¢ a0 2.1
Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Um funcional linear sobre V

€ uma transformacao linear f : V — K.

Exemplo 2.1

Seja f : K* — K um funcional linear. Entao,

flxt,...,xn) = o (i Xiei> = i xif(ei),
i=1 i=1

onde {ej,..., e} € a base candnica de K". Todo funcional linear sobre K™
é da forma:

f(x1,...,%n) = a1X1 + ...+ QnXn,
ondea; e K,i=1,...,n,el[ay,...,a,] € amatrizde f em relacao a base

canonica de K™ e a base {1} de K.

Exemplo 2.2
Seja A uma matriz n x n sobre o corpo K. O traco de A € o escalar
TTA=An+Axp+...+ A
A funcao traco
T: K™ — K
A — TrA,

€ um funcional linear, pois

Tr()\A—l—B):iO\A—I-B)u:?\iAﬁ-I-iBﬁ:ATrA—I—TrB.

i=1 i=1 =l
U
Exemplo 2.3
Seja C([a,b],R) o espaco das func¢des continuas definidas no intervalo
[a, b] com valores reais. Entao,

Z: C(la,b],R) — R

€ um funcional linear.
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Ao lado ... )

Estamos designando O o fun-
cional linear zero definido por:
Ov)=0,Vve V.

Funcionais Lineares

Defini¢c a0 2.2
O espaco L(V,K) de todos os funcionais lineares sobre V &€ chamado de

espaco dual de V e se designa por V*.

Sabemos que se V tem dimensao finita, entdo V* também &, e temos

dmV*=dimV.
Teorema 2.1
Seja V um espaco vetorial sobre K e seja B = {vq,...,v,} umabase de V.
Entdo, existe uma Unica base B* = {f;,...,f,} de V* tal que fi(v;) = by,
Vi,j=1,...,n.

Para cada funcional linear f € V*, temos
f=) flv)f,
i=1

e para todo v € V, temos

Prova.
Dada a base B = {vq,...,v,}, sejam f; : V — K, i1 = 1,...,n, os fun-
cionais lineares que satisfazem

Tulv;) = 7 =" , . gl

Para mostrar que B* = {f;,...,f.} € uma base de V*, basta mostrar que
os funcionais fq,...,f,, sao LI.

De fato, suponhamos que

Entao,
OZZCifi(Vj):Zciéijzcjy V]:],,Tl
i=1 i=1

Logo, B* ={fy,...,f.} € uma base de V*.

Seja, agora, f € V*. Entao, existem cq,...,c, € K, tais que
n
f= Z Cifi .
i=1
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Como f(vj) = Y cifi(vj) =¢;, Vj=1,...,n, temos que

i=1

n

f=> flvi)fi.

i=1

mn
Sejav € V. Entdo, existem A, ..., A, € K, tais que v = Z Aivi.

i=1

Como fi(v) = A;, temos que v =Y f;(v)vi. g

i=1

Defini¢ &0 2.3
A base B* ={fy,...,f.} de V* é dita dual da base B = {vq,...,v,} de V.

Exemplo 2.4
Seja V o espaco das fung¢des polinomiais de R em R de grau < 2. Sejam
ty, ty, t3 trés nimeros reais distintos e L;, L,, L3 os funcionais lineares
sobre V definidos por Li(p) = p(ti), Vp € V.
Esses funcionais sao LI, pois se
C1I_1 + Csz + C3L3 = O,
temos que ciL;(p) + c2la(p) + c3Ls(p) =0, Vpe V.
Fazendop =1, p =x e p =x?, temos que:

Cq +cC2 +C3 =40
city +eoty Hcestz; =0 (1)
C1t% ‘I‘Czt% +C3t§ = 0.

Como
11 1 17 1 L] 1
ty t t3] — |0 to—t t3—t7 ] — |0 1 %
2— 4
t2 t t3 0 t3—t3 t3—1t3 2
0 b+t £
t—t —(t3—t1) t,—13
L T 10 2= 100
3t t3—t
— o 1 b — [0 1 bb — 101 0],
22 _ _ 0 0 1
0 t2+1t S 0 0 Geulb-t)
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1T 1 1
temos que a matriz | t1 t2 t3 ] & invertivel.
t? ot t3

Logo, o sistema (1) possui somente a solucao trivial c; = c; =c3 =0.
Como dimV* =dimV = 3 o conjunto LI {L;, L, L3} € uma base de V*.
Qual é a base {p1,p2, p3} de V cuja base dual é {L;, L, L3}?

Tal base deve satisfazer
Li(p;) = p;(ti) = 8y, Vi,j=1,...,n.

Essas funcdes polinomiais sao dadas por:
(x —t2)(x — t3)

_ (
Pl = (Eﬂ - tz%h - tsi)
o x—1t1)(x—13
palx) = (t2 —t1)(t2 — t3)
e (x —t1)(x —t2)

(3Rt (T3t
Assim, para todo p € V, temos que

p=Li(p)p1+ La(p) p2 + Ls(p) p3,
ou seja,

p=p(t1)p1 +p(ta) p2 + p(t3) p3.

Portanto, se cy, ¢, c3 saAo nimeros reais arbitrarios, existe uma Unica
funcdo polinomial p sobre R, de grau < 2, tal que p(t;) = ci, 1 = 1,2,3.
Essa funcao polinomial &

P = C1P1 T C2p2 + C3P3 -

Seja V um espaco vetorial de dimensdo n e seja f : V — K um
funcional linear ndo-nulo. Entdo, o nicleo de f tem dimensao n — 1, pois
o posto de f é 1.

Defini¢ 8o 2.4
Todo subespaco de dimensao n — 1 de um espaco vetorial de dimenséao

n & chamado um hiperplano ou um subespaco de codimensao 1.

Observag &0 2.1
Todo subespaco W de codimensdo 1 de um espaco vetorial V de di-

mensao n é o nudcleo de um funcional linear nao-nulo.
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De fato, seja {vq,...,vn_1} base de W e v,, € V tal que {vq,...,Vvn_1,Vn}
seja uma base de V.

Seja f: V — K o funcional linear dado por

{O, sei#n

f(vi) = .
1,sei=n.

Entao, f € um funcional linear ndo-nulo e v =Avi + ... + Aq_1Vn_1 + Anvn
pertence ao ndcleo de f se, e somente se,
f(v) =A,=0.

Ou seja, v pertence ao nicleo de f se, e s6se,v=Avi+...+ A v, € W,

Defini¢c a0 2.5

Seja S C V um subconjunto do espaco vetorial V.

O anulador de S & o conjunto S° de todos os funcionais lineares f ¢ V*
tais que f(v) =0, Vv € S.

Ou seja,
S ={feV*|f(v)=0, Vv eS.

Observag @0 2.2

e S° & um subespaco vetorial de V (verifique!).
eSeS={0},entdo S° = V.

e Se S =V, entdo S° = {0}, onde O : V — K € o funcional linear nulo.

Teorema 2.2
Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita e seja W um subespaco de

V. Entao,
dmWwW +dimw? =dimV.

Prova.
Seja {vq,...,v¢} uma base de W e sejam vy,1,...,v, vetores em V tais
que B ={vy,...,Vk,Vis1,...,Vn) S€Ja uma base de V.

Seja {fy,...,f.} a base de V* dual da base B.
Vamos mostrar que {fi,1,...,fn} € uma base de W°,

Como fj(v) =0,j > k+1, paratodo v € W, temos que f; € W, Vj > k+1.
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Sendo que os funcionais lineares fy.1,...,f, sdo LI, basta mostrar que
{fret, ..., o) gera WO,

Seja f € V*. Entéo,

Logo, se f € W°, temos que f(v;) =0, parai=1,...,k. Portanto,
f= > flvfi.
i=k+1

Como queriamos demonstrar. g

Corol ario 2.1
Todo subepaco vetorial W de dimenséao k de um espaco vetorial V de

dimensao n € a intersecdo de n — k hiperplanos de V.

Prova.
n
Sejam fy,4,...,f, 0s funcionais lineares acima. Entdao W C ﬂ Ny,
j=k+1
onde N, = f;(0) & o nicleo de f;.
n
Seve ﬂ Ny, temos que fj(v) =0, paratodoj =k +1,...,n, isto &, se

j=k+1

v=AVvi+...+ A, entdo A; =0, paraj=k+1,...,n.
Logo, v =Avi+ ...+ A € WL

Assim, W= (] Ng ={veV;fj(v)=0,Vij=k+1,...,n}. g

j=kA1

Corol ario 2.2
Sejam W;, W, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V de dimensao
finita.

Entdo W; = W, se, e somente se, W = WY,

Prova.
(=) 6bvio.
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(&=)Suponhamos que existe v € W; tal que v & W,. Seja {v1,..., v

uma base de W,.
Como v ¢ W,, temos que {vy,..., v, v} é LL

Seja v =V, € sejam vy,q,...,v, € Vtais que {vi,..., Vi, Vi1, ..., Vn} €
uma base de V.

Seja f : V — K um funcional linear, tal que f(v) = f(vx1) =1 e f(v) =0,
parai#k+ 1.

Entdo, f € W9 e f ¢ WY, ou seja, WY ZW). g

Pergunta:

Toda base de V* é a base dual de alguma base de V?

, : ~ e -
Seja v € V. Consideremos a fungao L, : V* — K definida por A fungdo L, definida ao lado &

chamada a avaliacdo em v e, se-
I—v(f) = f(\)), Ve Vv gundo a afirmacao, resulta ser um

funcional linear sobre o espaco
Afirmag do. L, € linear. dual V.

De fato, para quaisquer f,g € V* e A € K, temos
Ly(Af +g) = (Af + g)(v) = AMf(v) + g(v) = AL,(f) + Lu(g) .
Entao, L, € (V*)*~.

Designaremos (V*)* apenas por V**. Esse espaco € chamado o
duplo dual ou bidual de V.

Teorema 2.3
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K. Entao,

L.V — V&
v — L(v)=L,,

€@ um isomorfismo linear de V em V**.

Prova.
e L é linear.

Com efeito, dados v,w € V, A € K e f € V* arbitrarios. Temos que

LAV +w)(f) = Lww(f) =f(Av+w) = Af(v) + f(w)
= AL(f) + Lu(f) = AL(V)(f) + L(w)(f)
(AL(V) + L(w))(f).

Portanto, L(Av +w) = AL(v) + L(w), isto &, L é linear.
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e L € injetora.

Sejav € V —{0}. Vamos mostrar que L(v) = L, # O, ou seja, que existe
f € V*, tal que L,(f) = f(v) # 0.

Como v # 0, existem v,,...,vy, € V, onde n = dimV, tais que
{v=vy,v,,...,v,} €uma base de V.

Seja f: V — K o funcional linear definido por :

f(m:{ 1 sei=1

0 seie{2,...,n}.
Entao, f(v) = L,(f) =1 #0.
Provamos assim que a aplicagdo £ : V — V** é linear e injetora.

Como V é de dimensao finita, temos
dmV =dimV* =dim(V*)* =dimV**.

Logo, £ é uma transformacao linear invertivel, ou seja, € um isomorfismo
deVemV*™. g

Corol ario 2.3
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K. Toda base

de V* é a base dual de alguma base de V.

Prova.
Seja B* = {fy,...,f,} uma base de V*. e seja B** = {L;,...,L,,} a base de
V** dual da base B*, isto &,
I (650 =105 o=, . ., .

Pelo teorema anterior, para cada i = 1,...,n, existe v; € V, tal que
L, = L,,. Como a aplicagdo v — L, é um isomorfismo linear de V em
V**, temos que B = {v1,...,v,} € uma base de V. Além disso, temos

by =) = Lalr; )'sgf; (Vi) , Vi, ) 3, . , n,

ou seja, B* € a base dual da base B. g

Observag @0 2.3
e Devido ao teorema anterior, geralmente identificamos v com L, e dize-

mos que V € o espaco dual de V* ou que 0s espagos V e V* sdo duais
um do outro de uma maneira natural.
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e Seja B C V*. Entéo BP &, por definicdo, um subespaco de V** formado
por todos os funcionais lineares L € V** é tal que L(f) =0, Vf € B.

Mas como todo L € V** é da forma L, para algum v € V, podemos definir
B° como sendo o conjunto:
BC={veV|f(v)=0, VfecB.

e Assim, B° € a intersecéo de todos os niicleos dos funcionais f € B.

e Ja vimos, também, que se W & um subespaco de V, entao
W={veV|f(v)]=0, VfeW".

Logo, (W°)° =W.

Teorema 2.4

Se S & um subconjunto qualquer de um espago vetorial V de dimensé&o O duplo anulador de um subcon-

.. ~ 0~ junto S, designado S°°, & por

finita, entdo (S°)° & o subespaco gerado por S. definigdo (S°)°. Analogamente,
WO — (WO)P,

Prova.

Seja W o subespaco gerado por S. Entdo, S° = W°.

Logo, (S°)° = (W?°)° = W é o subespaco gerado por S.

Outra demonstracao:

Como dimW + dimW° = dimV e dim W° + dim(W?®)° = dimV* = dimV,
temos que dim(W?°)° = dim w.

Além disso, como W c (W?)°, concluimos que W = (W°)°. g

Defini¢c o 2.6

Seja V um espaco vetorial. Um subconjunto N de V & um hiperplano de
V se:

1. N &€ um subespaco proprio de V, isto €, N # V.

2. Se W é um subespaco de V que contém N, entdo W =Nou W = V.

Em suma: N C V é um hiperplano de V se N & um subespaco
proprio maximal de V.

Teorema 2.5
Se f & um funcional linear ndo-nulo sobre o espaco vetorial V, entdo o

ndcleo de f € um hiperplano de V.
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Reciprocamente, todo hiperplano de V é o nlcleo de um funcional linear
nao nulo sobre V.

Prova.
Seja f : V — K um funcional linear ndo-nulo sobre V e N o seu nlcleo.

Sejav € V tal que f(v) # 0.

. f ~ .
SelamweVec= f((?)v)) Entao, o vetor u = w — cv pertence a Ny, pois

f(u) = f(w—-cv) = f(w) —cf(v) =0.
Isto &, todo vetor w € V pertence ao subespaco gerado por N¢ e v.
Provamos, assim, que se v ¢ N¢, 0 espaco gerado por N¢ e v € 0 espacgo
V. Logo, N € um subespaco proprio maximal.

Seja agora N um hiperplano em V e seja v um vetor que néo pertence
a N. Como N & um hiperplano, o subespaco gerado por N e v é todo o
espaco V.

Logo, todo vetor w em V se escreve na forma
w=u+cv,comceK e ueN.

O vetor u € N e 0 escalar ¢ € K sao determinados de modo Unico por w.
De fato, se também tivéssemos
w=u'+cv,comc' eKeu €N,

entdo, u —u’ = (¢’ — c)v. Se ¢ # ¢’ obteriamos que v € N, 0 que nao é
possivel pela propria escolha de v. Portanto,c =c’ e u =u'.

A aplicagéo f: V — K que a cada w = u -+ cv faz corresponder o escalar
c é linear e Ny = N (verifique!). g

Lema 2.1
Se f e g sao funcionais lineares sobre um espaco vetorial V, entdo g é

multiplo de f se, e somente se, N¢ C N.

Prova.

(=) 6bvio.
(&)Se f =0, entdo g = O. Logo, g & mlltiplo de f.

Se f # O, o nlcleo de f, N¢, € um hiperplano de V.
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Sejav € Vtal que f(v) #0, e sejac = M.

f(v)
O funcional h = g — cf &€ nulo em Ny, pois, como N¢ C Ng, tanto f como
g sao nulos em N¢ e h(v) = g(v) — cf(v) = 0. Logo, h € nulo no espacgo
gerado por N¢ e v, que é todo o espaco V. Logo, h = O.

Isto &, g = cf, ou seja, g &€ mlltiplo de f. g

Teorema 2.6

Sejam g, fq,..., f, funcionais lineares sobre um espaco vetorial V e sejam

N, Ny,..., N, seus respectivos ndcleos.

Entdo g € uma combinacgdo linear de f4,..., . se, e somente se,
N;N...N N, CN.

Prova.
Seg=cfi+...+c,frefyv)=0paracadai=1,...,r, entéo, g(v) =0.
Portanto, N;n...N N, C N.

Vamos provar a reciproca usando indugao sobre o nimero .

(1) A propriedade vale para r = 1 em virtude do lema anterior.

(2) Suponhamos o resultado valido parar =k — 1.

Sejam g, f1, ..., fix funcionais lineares tais que Ny N ... N Ny C N,
Sejam ¢’,f},...,f,_, as restricdes de g, fy,. .., fr_; a0 subespaco Ny.
Seve Ngefi(v)=0,Vi=1,... k—1,entdov € NiN...NN_1NNy C N
Logo, g(v) =0.

Pela hipbtese de inducao, existem escalares cy, ..., ci_; tais que,
g/ = C]ﬂ SR Ck_]f{<71 .

k—1
Sejah = g — ) cifi. Entdo, h & um funcional linear sobre V tal que
i=1

h(v) =0, paratodo v € Ny.

Pelo lema anterior, existe ¢y € K, tal que h = ¢ fy, ou seja,

k
g= Z cifi.
i=1
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Defini¢c o 2.7

A transposta de uma transformacao linear T : V — W € a aplicacao

T W — V¥
g — TYg)=goT.

Observag @0 2.4

A transposta Tt : W* — V* da transformacéo linear T : V — W é uma
transformacao linear.

De fato, se g1,g2 € W* e A € K, temos

T'Ag1+92) = (Agr+g2)oT
AlgioT)+gz0T
= ATY(g1) +T%(g2).

Proposic ao 2.1
Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo KesejaT:V — W uma

transformacao linear. O nlcleo de T*: W* — V* & o0 anulador da imagem
T(V)deT.

Além disso, se V e W tém dimensao finita, entao:

1. posto (T') = posto (T);

2. Aimagem de T* é o anulador do niicleo de T: TH{W*) = (N)°.
Prova.

Se g € W* pertence ao nlcleo de Tt entdo T'(g) = go T = O, ou
seja, g(T(v)) =0,VveV,

Logo, N1t = (T(V))°.

Suponhamos agora, que V e W tém dimensao finita, sendo dimV =n e
dmW =m.

Seja r = posto (T) = dimT(V). Entdo dimT(V)® = m — r. Pela primeira
afirmacao do teorema, temos que a nulidade de T*é m — .

Entao, posto (T') = m — (m — 1) = r, ou seja, posto (T*) = posto (T).

Seja agora N = Nt onlcleode T e sejaf = T'g) = go T um funcional
na imagem de T*.

Sev € N, temos que f(v) = (goT)(v) = ¢g(T(v)) = g(0) = 0, ou seja,
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f=T!g) e N°.

Como TH{W*) c NCe
dimN° =n — dim N = posto (T) = posto (T!),

obtemos que T{W*) =N°. g

Defini¢c o 2.8
Se A € uma matriz m x n com entradas no corpo K, a transposta de A é

a matrizn x m A, definida por Aj; = Aj;.

Proposic ao 2.2

Sejam V e W espacos vetoriais de dimenséo finita sobre o corpo K.

Seja B uma base de V com base dual B*, e seja Q uma base de W com
~ Lembre que, se
base dual Q*. Entao, Ve — wo

Mg = ([Tlag)". 7 Thwg Ve

Prova.
Sejamamatrizm xn A = [T]gg e amatrizn x m B = [TYz-q-.

Sejam

B - {V],...,Vn}, Q = {W1)"'>Wm})
B* = {f1>"')fn}) O = {91)"'>gm}'

Por definicao, temos

T(v;) = ZAijWi, =
T'g;) = ZBi)'fi, T= I
i=1

Por outro lado,

Tt(gj)(vi) = 0 (T(vi)) = =0 (Z Akﬂ""k)

Sabemos que para todo funcional f € V*,
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Logo,
THgy) =) T'gi(vifi=) Ajfs
i i
ouseja, By = Aji. m

Teorema 2.7
Seja A uma matriz m x n sobre o corpo K.

Entao, o posto-linha de A é igual ao posto-coluna de A.

Prova.
Seja T: K™™' — K™ a transformacao linear dada por T(X) = AX.

Sejam B e Q as bases canodnicas de K™™' e K™*! respectivamente.
Entéo, A= [T]BQ.

O posto-coluna de A é o posto da transformacao T, pois a imagem de T
consiste de todas as m—Uplas que sédo combinagoes lineares dos vetores-
colunas de A.

Em relacdo as bases duais Q* e B*, a aplicagao transposta T* € represen-
tada pela matriz A*. Como os vetores-colunas de A' sdo os vetores-linhas
de A, temos que o posto-coluna de A' é igual ao posto-linha de A.

Além disso, como a transformacéo linear L : (K™')* — K™ que leva f
em [f]z- € um isomorfismo e
LT'W*)) = L{xaTHg1) +... + xm T (gm) [ X1, ., xm € K})
- {X1B1 S i +Xm‘3m|x1>---)xm€ K}
€ o0 subespaco gerado pelos vetores-colunas f3;,j = 1,..., m, da matriz

A', temos que

posto (TY) = dimT{W*

) = posto-coluna (A')
posto-linha (A) .

Mas, pelo teorema anterior, posto (T) = posto (TY).

Logo, posto-coluna(A) = posto (T) = posto (T*) = posto-linha (A). g
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Polin Omios

1. Algebras - generalidades

Defini¢c 80 1.1
Uma algebra linear sobre o corpo K &€ um espaco vetorial A sobre K com

uma operacgao adicional, chamada multiplicacao de vetores, que a cada
par de vetores «, 3 € A associa um vetor de A, designado « -  ou «f3,
satisfazendo as seguintes propriedades:

1. associatividade:

- (B-y)=(cc-B)-v.

2. distributividade em relacdo a adicao:
x-(B+yv)=a-BF+a-v,
(c+B)-y)=o-v+B-v.

3. Para cadac € K,

cla-B)=(ca)-p=a-(cp).
Além disso, dizemos que

e A €& uma algebra com elemento unidade se existir um vetor 1 € A tal
qguel - ax=«a-1=«a, Ve A

e A &€ uma algebra comutativase - =p -,V p € A
Exemplo 1.1
a. Um corpo K & uma algebra linear comutativa com elemento unidade.

b. O conjunto K™™ das matrizes n x n sobre o corpo K &€ uma algebra
linear com elemento unidade (a matriz identidade) e que é nao-comutativa
sen > 2.
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c. O conjunto £(V, V) dos operadores lineares sobre o espaco vetorial V
com a composicao de operadores como sendo o produto, € uma algebra
linear com elemento unidade que € nao-comutativa se dimV > 2.

d. Seja K um corpo e F(N,K) o espaco vetorial de todas as funcdes
de N em K. Denotamos esse espaco vetorial por K® e seus vetores
f € F(N,K) sado escritos como sequéncias infinitas f = (fo,f1,...,fn,...),
onde f; = f(i), paratodo i € N.

Se f = (fo,f1,...,fn,...) €9 = (go,91,...,9n,...) SA0 vetores de K= e
A € K, ja sabemos que
A+ g = (AMfog+ go,Af1+g1,...,Afn+0gn,...).

Vamos agora definir um produto de vetores em K.

Dados f = (fo,f1,...,fn,...), 9 = (90,91,..-.,9n,...) € K>, definimos o
vetor produto f - g por:

:ifignwﬂ n e N.
i=0

Assim,
f-g = (fogo, fog1 + f190, fog2 + f191 + 290, .. .) .

e Como

: ifign—i = i gifn—i = (9 ; f)n, VneN,
i=0 i=0

temos que a multiplicacdo em K> é comutativa.
e A multiplicacédo &, também, distributiva.

De fato, se h = (hg, hy,..., hy,...) € K®, entao

(f- (gh))n = Zf Ty = Zf foR. +h. )

= Z fignti o Z Tl
i=0 i=0

= (fg)n+(fh)n) VTIGN,

ouseja, f-(g+h)=f-g+f-h
De modo analogo, podemos provar que (f +g)-h=f-h+g-h.
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e A multiplicacao satisfaz a propriedade:
c(f-g)=(cf)-g=TFf-(cg), VceK, Vf,geK=>.

De fato:
(c(f-g))n = cff- gn—chlgn i=) (cfi)gni=((cf)-g)n
i=0
e

(c(f-g)n = clf-gln=c) figni=) filcgn i) =(f-(cg)ln,
i=0 i=0

paratodon € N, ou sejac(f-g) = (cf)-g="F-(cg). 7k
e A multiplicacdo é associativa. n /
De fato:
((f-9) - h)n Z(f g)ihn_s = Z (Z fjgl_) i :
i=0 i=0 \j=0 2
Como (ver diagrama ao lado) ;

{Gi)iefo,...,ntejefo,....i}} ={{,)j€{o,...,nteiefj...,n}}, O 1 2 =77

temos que
((f-9) Z (Z 59 > hni = Z fj (Z Qi—jhn—i> i
=0 \i=j j=0 i=j

Fazendo k =1i—j, temos que k varia de 0 an —j quando i varia de j a n,
en—i=n—(k+j)=Mn—j) —k.

Logo, para todo n € N, temos

((f-g)-h)n = Z f; (Z gi—jhn—i) = Z 15 ey

j=0 i=j j=0 k=0
e Zf)(g'h)nﬂ_(f (g h))n
j=0

Ouseja, (f-g)-h=Ff-(g-h).

e Ovetor1=(1,0,0,...) € o elemento unidade da multiplicacao.

De fato,
(1-Fn =2 MilAni=1fno+0fn1+0fuat...=fr, VREN,
i=0
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ouseja,l-f=f-1=H.

Portanto , K* com as operacdes definidas acima &€ uma algebra linear
comutativa com elemento unidade sobre o corpo K.

Notacao: Seja x = (0,1,0,...) € K*®. O produto de x por si mesmo n
vezes sera indicado por x™ e convencionamos que x° =1 = (1,0,0,...).

Entao, observe que
x?=(0,0,1,0,0,...), x> =(0,0,0,1,0,...),

e, em geral, paratodo n € N, temos

1 sek=n .
(x™) = ,Vk e N. Ou seja, (x")x = 6k, Yk € N.
0 sek#n
De fato,
n 1, sen=2
L (X X)n - Z(X)i(x)nfl == (X)1(X)n71 —
i=0 0, sen#2,

ou seja, x* = (0,0,1,0,0,...).

e Suponhamos, por indugdo, que (x¥), =0,sen #ke (x*), = 1.

Entao,

Ty 0, sen <Kk;
(Xk+] )n —= (Xk ¥ X)n = Z(Xk)i(x)nfi =

i=0 (%) e (0 nx =20 W _sedlt™ k.

Mas, como (x)n.x = 1se,esose,n=k+1le(x)pxr=0sen=%ke
n > k + 2, temos que

0, senz#k

1, sen=k+1.

OJ

Observag do 1.1

Como o conjunto {1,x,x%,x3,...} & LI, K* ndo tem dimens&o finita.

Defini¢ &0 1.2
Seja K[x] o subespaco de K> gerado pelos vetores 1,x,x?,...,x™,.... Os

vetores de K[x] sdo denominados polindmios em K (ou, com coeficientes
em K).
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Se f = (fo,f1,...,Tn,...) € K[x] &€ um polinbmio nao-nulo, existe
n>0talquef,#A0ef,=0,Vk >n.

Esse inteiro n, que € Gnico para cada f € K[x], € denominado o grau
de f.

Entao, se f &€ um polindmio nao-nulo de grau n,

f = (fo,f1,...,1n,0,0,...)
fox® 4 f1x + fox2 + ... + fx™
= fol +fix +fax2+ ...+ f x™.

e Os escalares fy, f1, ..., f, sdo denominados os coeficientes de f.

e Os polindmios da forma cx°, ou seja c1, sdo chamados polindmios cons-
tantes. Frequentemente, escreveremos apenas c em vez de cx° e/ou cl.

e Um polindbmio ndo-nulo f de grau n, tal que f,, = 1 & dito um polindmio
unitario.
Observag @0 1.2

Ao polindmio nulo ndo sera atribuido grau algum.

Teorema 1.1
O conjunto dos polinémios sobre um corpo K é uma algebra linear comu-

tativa com elemento unidade sobre K.

Lema1l.1
Sejam f, g polinbmios nao-nulos sobre K. Entao,

a. f- g € um polindémio nao-nulo e grau(f - g) = grau(f) + grau(g).
b. f- g € um polinbmio unitario se f e g sdo polindmios unitarios.
c. - g & um polinbmio constante se, e somente se, f e g sdo constantes.

d. Se f+ g # 0, entdo grau(f 4+ g) < max{grau(f), grau(g)}.

Prova.
Suponhamos que grau(f) = m e grau(g) = n e seja k € N. Entao,
m-+n-+k
(f Iminix = Z figminik—i-
i=0

Para que figminiki # 0 € necessarioquei <mem+n+k—1i < n.
Logo, é necessario que m+k <i<m,oqueimplicaquek=0ei=m.
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Assim,

(f'g)ern = fmgn

(f- g)m+n+k = 0,sek>0.
Logo, - g € um polinbmio de grau m + n.
Além disto, se f,, =gn =1, (f- g)min = 1, OU SEja, Se f e g S0 unitarios,
entdo, também, f - g € unitario.
Do anterior, temos que
grau(f) = grau(g) = 0 < grau(f) + grau(g) = 0 & grau(f-g) =0,

ou seja, f e g sdo polinbmios constantes se, e somente se, f - g € um
polindmio constante.

Suponhamos agora que f + g # 0 e seja k = max{grau(f), grau(g)}.

Entao,
(f+g)e=fi+ge=0, VIz=k.

Logo, grau(f + g) < k. g

Corol ario 1.1
Sejam f,g,h € K[x]. Sef#£A#0ef-g=1f-h,entdo g =h.

Prova.
Comof-g=1f-h,temosf-(g—h) =0, ecomof # 0, segue de a.
do lema anterior, que g —h =0. Ousejag=h. g

Suponhamos que f = ) fix'eg=) gy
i=0 =0

Entéo, pela definicdo da multiplicacéo de polinémios, temos que:
m+n S
9= (3 ) v
s=0 =0

No caso particular em que f =cx™e g = dx™, com c,d € K, temos
f-g=cdxm™m, (1)

Dessa relacao e das propriedades distributivas de K[x], segue que

f-g= i ifigjxixj = Z fig;x .
i,

i=0 j=0
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Seja A uma algebra linear com elemento unidade sobre o corpo K. Indi-

Defini¢c do 1.3

caremos o elemento unidade de A por 1 e faremos a convengédo «° = 1,
n

para todo « € A. Entdo, a cada polinbmio f = Z f;x' sobre K e a cada
i=0

x € A, associamos o elemento f(x) € A, denominado a avaliacao de f
em «, segundo a regra:

Exemplo 1.2
SejaK = C e sejaf = x?>+x + 2 € C[x]. Entao,

eSeAd=Cea=2cA fla) =22+2+2=38.

eSe A=C*?2ex= <1 1),temos

21

=) 1) )2l 1)=G 3G 3)-(8)
ese A=L(C?*C? ex=T:C?>— C?éooperador linear
T(z1,22) = (221 + 325,425),
entdo, f(«x) = T>+ T + 21 € A € o operador linear
(M) (z1,22) = T(T(z1,22)) + T(z1,22) + 2I(z1, 22)
= T(2z1+4 32z,,425) + (221 + 323,42;5) + (224, 22;)
= (2(2z1 4 3z3) + 3(42,),4(422)) + (421 + 325, 625)
= (4z7 + 18z,,1625) + (421 + 3z;,625)
= (8z1+ 212,,222,5).
]

Teorema 1.2
Seja A uma algebra linear com elemento unidade sobre K, e sejam « € A,
c € K, f e g polinbmios sobre K. Entao,

a. (ef + g)(a) = cf(x) + g(x),
b. (f-g)(e) =f(e)gled).
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Prova.

n m
Suponhamos que f = ) fix'eg=) g
i=0 =0

Suponhamos, também, que n > m. Entéo,

n

cf+g= Z(cfi—l—gi)xi, onde g; =0sej > m.

i=0
Logo,
(cf+9)la) = ) (cfitglai=c) fix'+) g’
i=0 i=0 i=0
= c) fid+) gt
i=0 i=0

= cf(a) 4+ g(a).
Como f-g = Zfigjxiﬂ' (ver pag. 100), por (1) temos que f - g(x) =
i
Zfig]-(xiﬂ. LOgO

ij

f-gla) = (Zﬂoﬁ> <Z 9500) = f(x) g(«).
=0

i=0 j=

2. Interpola¢c ao de Lagrange

Seja V o subespaco de K[x] gerado pelos polindmios 1,x,x?,...,x™,
ou seja, V € o subespaco de K[x] formado por todos os polindmios de
grau < n, junto com o polinémio nulo. Entao, dmV =n + 1.

Sejam ty, tq,...,tq € K, n + 1 escalares distintos, e L;: V — K as
aplicacoes definidas por L;(f) = f(t;),1=0,1,...,n.

Pelo item a. do teorema anterior, temos que cada L; € um funcional
linear, ou seja, L; € V*.

Vamos mostrar que {Lo, Ly, ..., L.} € uma base do espaco vetorial V*
dual de V.
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Para isso, basta mostrar que existe uma base {po, p1,...,pn} de V
tal que {Lo, Ly, ..., L.} seja a sua base dual, ou seja, Li(p;) = 0y = Pj(t1),
parai,j=0,1,...,n.

Consideremos os polinémios

n
x — ti .
pj = r[h_é>3:°wa“-

i=1

177
Entdo, ja que cada p; € V € um polindmio de grau n, e p;(tx) = dj,
pelo item b. do teorema anterior.

Afirmac ao: Os polindmios po, p1,...,pn Sao LI.
n n
De fato, se ) c¢;p; = 0, temos que ) c;p;(t;) = 0, para todo i =

j=0 j=0

0,1,...n.
Como p;(ti) = 8, temos que ¢; =0, paratodoi=0,1,...n.

Sendo dmV = n + 1, temos que {po, p1,...,Pn} € uma base de V
dual da base {Ly, L1,..., L.}

Entao, se f € V, temos a chamada formula de interpolacao de La-
grange:

Tomando f = xJ, obtemos,
n
Xj = Z t:_'pl o
i=0

Entdo, a matriz de mudanca de base da base {1,x,x?,...,x"} para a
base {p0>p1a s )pn}) é

1Tty t§5 -+ t¥

Tt t2 -t}
2

Tty t2 - 0

conhecida como a matriz de Vandermonde. Essa matriz €, portanto, in-
vertivel.
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Seja, agora f um polinbmio sobre K, e seja f:K-—>Ka funcao
polinomial que leva t em f(t).

Observag @0 2.1

Pode acontecer que f= g para dois polinémios f e g tais que f # g.

De fato, seja K = Z, e sejam f = x? +1 e g = x> + 1 polindmios em Z,[x].

Como f(0) = g(0) =1e f(1) = g(1) =0, temos que f = g, mas f # g.

Veremos que isso nao ocorre quando K & um corpo com um namero infi-
nito de elementos.

Para descrever de maneira precisa a relagao entre os polinémios e
as funcdes polinomiais, devemos definir o produto de duas fungdes poli-
nomiais.

Defini¢c &0 2.1
Sejam f e g polindmios sobre K. O produto das funcées polinomiais fe g,
associadas a f e g, respectivamente, € a funcao polinomial f g:K— K
dada por:

(f-g)(t) =f(t)-g(t), Vtek

Pela parte b. do teorema 1.2, temos que (f - g)(t) = f(t) g(t). Logo,
(f-o)(t) = (f-g)(t) = f(t)g(t) = (1) - 3(t), VteK.
Assim,
fg=F-g.
Com a multiplicacao definida acima, o espaco vetorial das funcdes

polinomiais sobre K & uma algebra linear comutativa com elemento uni-
dade.

De fato,
fo(g-R)=flg-h)=f (g-h)=(fg) h=(fg) -h=(fg) - h.
Defini¢ a0 2.2

Duas algebras lineares A e A sobre o corpo K sdo ditas isomorfas se

existe uma aplicacdo « — & de A em A, tal que:
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(cx+p) = c&+g,
(aB) = &B,

Va,p e A, VecekK.

Exemplo 2.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K e seja B uma
base ordenada de V.
Sejam T,L € L(V, V) operadores lineares sobre V e ¢ € K.
Como [cT + L]z =c[Tlg+ [LIg e [T o LIz = [T]g[L]5, temos que a aplicagao
L(V,V) — K
T — [Tlg

€ um isomorfismo da algebra dos operadores lineares sobre V na algebra
das matrizes n x n com entradas em K.

SejalU € L(V,V)esejaf= E cix" um polinémio de grau n com coefici-
i=0
entes em K. Entao,

f(U) = Z ciut,
i=0
e como T — [T]z € uma aplicagao linear, temos

[f(Wls =) cilUis.
i=0

Além disso, como [T o L]z = [T]z[L]ls para quaisquer L, T € £(V, V), temos
que

1=0
ou seja,
[(f(W)]g = f([Ulg)
O
Teorema 2.1

Seja K um corpo com um namero infinito de elementos.

Entao, a aplicacao f — f & um isomorfismo da algebra dos polindémios
sobre K na algebra das funcdes polinomiais sobre K.
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Prova.
Como ja sabemos que a aplicacao é sobrejetora, e que

(cf+g) = cf+g
basta mostrar que a aplicacao € injetora. Para tanto é suficiente, pela

linearidade, demonstrar que f=0 implica f = 0.

Seja f um polinémio de grau < n tal que f=0,e sejam to, ty,...,tn
elementos distintos de K.

Pela formula de interpolacao de Lagrange, temos que
f= Z f(t)pi.
i=0

Como f = O, temos f(ty) =0, paratodoi=0,1,...,n. Logo, f =0. g

3. lIdeais de Polin 6mios

Lema 3.1
Sejam f e d polinémios nao-nulos sobre o corpo K tais que

grau(d) < grau(f).
Entao existe um polindémio g sobre K, tal que

f—gd=0 ou grau(f—gd) < grau(f).

Prova.
Suponhamos que

m m—1
i m it
T E ax'=anx™+ E ax', am#0
i=0 i=0

e
n n—1
d = Zb,x :bnx“—l—Zb,xl,, b, #0
j=0 j=0

Tome g = %—mxm*“, que faz sentido, pois m > n. Entao,

n

f—gd=1~— %—mxm*“d =0 ou grau(f — gd) < grau(f).

n
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Teorema 3.1
Sejam f e d polinémios sobre um corpo K, sendo d um polinémio nao-

nulo. Entao existem polindmios g e r tais que:

1) f=qd+r,

(2) r =0o0u grau(r) < grau(d).

Os polindmios q e r que satisfazem (1) e (2) sao Unicos.

Prova.

Exist éncia: Se f =0 ou grau(f) < grau(d), bastatomarq =0e r =f.

Suponhamos, entao, que f # 0 e grau(f) > grau(d).

Entao, pelo lema anterior, existe um polinémio g € K[x] tal que f —dg =0

ou grau(f — dg) < grau(f).

Se f—dg#0 e grau(f —dg) > grau(d), existe h € K[x] tal que
f—dg—dh =0 ou grau(f—d(g+h)) < grau(f — dg) < grau(f).

Apbs um numero finito de passos, no maximo grau(f) — grau(d) + 1 no
caso em que d nao &€ um polindmio constante, chegamos a um polinémio
g € K[x] e a um polindmio r € K[x], tais que

f—dq=r, com r=0 ou grau(r) < grau(d).

No caso em que d € um polindmio constante, basta tomar

q:%-fET:O.

Unicidade: Suponhamos que existem outros polinémios q1, 7 € K[x] tais
que f = gqid+ 17, onde r; =0 ou grau(r;) < grau(d).
Como f=qd+r=qiyd+ 7, temosque d(q—q;)=1;—T.
Se q—q:1#0 entdo, d(qg—q;) #0 e

grau(d(q — q1)) = grau(d) + grau(q — 1) > grau(d) .
Mas, como grau(d(q — q7)) = grau(r; —r) < grau(d), chegamos a uma
contradicdo (grau(d) < grau(d)).

Logo, q—q1=0e ry—r=0, ouseja, g1=q € I=T. g

Defini¢ &0 3.1
Seja d um polindmio nao-nulo sobre K e f € K[x]. Se existe q € K[x]

tal que f = qd, dizemos que d divide f, que f é divisivel por d, ou que f
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€ multiplo de d, e denominamos q o quociente de f por d. Escrevemos,

também, q = g.

Proposic ao 3.1
Seja f € K[x] e seja c € K. Entdo, f € divisivel por x — ¢ se, e somente se,
f(c) =0.

Prova.
Pelo teorema anterior, existe q € K[x] e um polinbmio constante r, tais
que

f=(x—c)g+r.

Logo, f(c) = 0 se, e somente se, v = 0. g

Defini¢ &0 3.2
Um escalar ¢ € K € uma raiz ou um zero de um polinémio f € K[x], se
f(c) =0.

Corol ario 3.1
Um polinébmio f ndo-nulo de grau n sobre um corpo K tem no maximo n

raizes em K.

Prova.

O resultado é 6bvio quando f tem grau O ou 1.

Suponhamos que grau(f) > 1.

Vamos proceder por inducao sobre o grau n de f.

Suponhamos que o resultado vale para polinémios de grau n — 1.

Seja ¢ € K uma raiz de f. Entao, existe q € K|[x] de grau n — 1 tal que
f = (x — c¢)gq. Como, por hip6tese de inducao, q possui no maximo n — 1
raizes, temos que f possui N0 maximo n raizes. g

A derivada do polinémio f = co+cix+cox?+. .. +cax™ € 0 polindmio
Df=f =ci+2cox+... +nc,x™ .
A derivacéo é linear, isto &€, D € um operador linear sobre K[x]. Exis-

tem também as derivadas formais de ordem dois D2f = f”, de ordem trés
D3f = " etc.
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Teorema 3.2

Se f € um polindmio sobre K de grau < n, entao

Formula de Taylor

f—

n
Dkf(C) 1%
k=0
onde c &€ um escalar em K.

Prova.
Pela formula do binbmio de Newton, temos que

XM= (c+(x—c))™= Z (m) c™ R(x — )k,

k
k=0
my m! - mm—=T)(m—-2)...(m—k+1) ~
onde <k>_k!(m—k)!_ 123k - Entao,
D*x™(c) K
XM = T (x—e)f,
k=0

que € a formula de Taylor para f = x™.

Sef=) amx™,temos que D*f(c) = » anD*(x™)(c), ja que a deri-

m=0 m=0

vada de ordem k € linear.

Logo,
D*f =«  Dx™
Z k'(C)(X_C)k i ZZ a (1')(C)(X_C)k
k=0 k=0 m=0
n n Dk' m
N Z amZ (1')(0)(X_C)k
m=0 k=0
= Z Qe e f
m=0
[ |
Observag @0 3.1
e Os polinbmios 1, (x —c),...,(x —c)™ sao LI.

De fato: Procedemos com a demonstracao usando indugcao sobre n.
1. {1} éLl, jaquel#0.

2. Suponhamos que {1, (x —c),...,(x —c)™ '} é Ll e que
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an(x —c)"+anq(x—c)" T+ ...+ a(x—c)+ay=0.

Logo,

an(x —c)" = —(ang(x —c)" '+ ...+ aj(x—c)+ap).
Entado, a, = 0, pois se a, # 0, teriamos que a,,(x—c)™ seria um polinémio
de grau n, enquanto a, 1(x —¢)™ ' + ... + ap € um polindmio de grau
<n-1.
Como a,, =0, temos

ang(x—c)" T+ ...+ ai(x—c)+a,=0,

Logo,a, 1=...=a;=a9=0.
e A formula de Taylor nos fornece, entdo, o Unico modo de escrever um
polinémio f como combinacgéo linear dos polinémios (x — ¢)*, 0 < k < n.

Defini¢ &0 3.3
Se ¢ for uma raiz do polindmio f, a multiplicidade de ¢ como raiz de f € 0

maior inteiro positivo r tal que (x — ¢)" divide f.

Teorema 3.3
Seja f um polindmio sobre K de grau n. Entdo o escalar ¢ € K € uma raiz
de f de multiplicidade f se, e s0 se,

(DX)(c)w= 0,8 QG<Tk <L’

(D™f)(c) NG

Prova.
Suponhamos que f tem multiplicidade r. Entdo existe g € K[x] tal que

f = (x—c)"g, com g(c) # 0, pois se g(c) = 0, f seria divisivel por (x—c)™*1.

Pela formula de Taylor aplicada a g, temos que

m—T .
g= Z D g|(C) (X—C)k.

k!
k=0

Logo,

Como existe apenas uma maneira de escrever f como combinacéo linear
dos polindmios (x — c)¥, 0 < k < n, temos que
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D™ f(c) 0, se0<m<r—1
mb ) D™ Tg(c)
(m—r)!

ser<m<n

Logo, D™f(c) =0se0<m<r—1eD"f(c) =r!g(c) #0.

Suponhamos agora que D*f(c) = 0,0 < k < r—1e D"f(c) # 0. Entéo,
pela formula de Taylor,

Ou seja, existe g =

Observe que g(c) = 21 £ 0.
Suponhamos que r ndo é o maior inteiro positivo tal que (x — ¢)" divide f.

Entdo, existe h € K[x], tal que f = (x —c¢)™'h. Sendo f = (x —¢)'g =
(x —c¢)™h, temos que (x —c)"(g — (x —c)h) =0.

Mas, como x — ¢ # 0, temos que g — (x —c)h = 0, ou seja, g = (x — c)h.
Assim, g(c) = 0, 0 que & uma contradi¢éo. g

Defini¢ ao 3.4
Seja K um corpo. Um ideal em K[x] & um subespaco I de K[x] tal que

fg € T paratodo f € K[x] e todo g € I.

Exemplo 3.1
Seja d € K[x]. Entdo I = d - K[x], o conjunto de todos os multiplos de d é

um ideal.

De fato, I € ndo vazio, pois contétm d = d - 1.
eSef,geKlxJeceK,entdoc(d-f)+d-g=d-(cf+g) el.

Logo, I € um subespaco de K[x].

eSeheK[x]ed-fel,entdo (d-f)-h=d-(f-h) €. LogoIé um ideal.

Oideal I = d - K[x] & chamado o ideal principal gerado por d.

Exemplo 3.2

Sejam d;,...,d, € K[x]. Entdo a soma I dos subespacos d; - K[x],
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i=1,...,n, €um subespaco e, também, um ideal.

De fato, se p € I, existem fy,...,f, € K[x] taisquep = d;-f1+...+d - fn.

Se g € K[x], temos que
p-g=(di-fi+...+dn-fn)-g=di-(f1-g)+...+dn-(fr-g),

ouseja, p-g €. Dizezmosquel = d;-K[x]+...+ d, K[x] & o ideal

gerado pelos polindbmios dy, ..., dn. O

Exemplo 3.3
Seja K um subcorpo dos nimeros complexos e consideremos o ideal
I=(x+2)Kx + (x*+ 8x +16)K[x],
Entao, I = K[x]. De fato, como
(x2+8 +16) —x(x +2) =6x+16 €1,

temos que (6x + 16) — 6 - (x +2) =4 € 1. Assim, o polindmio constante 1
pertence a I, bem como todos os seus multiplos.

Teorema 3.4
Seja I um ideal ndo-nulo de K[x]. Entdo existe um Unico polindmio unitario

d e K[x] tal que I = d - K[x].

Prova.
Exist éncia. Como I & nao-vazio, existe em I um polindbmio d de grau
minimo e unitario. Vamos mostrar que I = d - K[x].

Seja f € I. Entao existem q,r € K[x] taisque f = q-d+ r, onde r =0 ou
grau(r) < grau(d).
Comod el temosqued-q € le, portanto,r=f—q-d € I. Sendo d

um polindmio em I de grau minimo, ndo podemos ter grau(r) < grau(d).
Logo,r=0ef=4d-q.

Assim, I = d - K[x].
Unicidade. Sejam d, d; € K[x] polindmios unitarios tais que
I=d- -K[x] =dK[x].

Entao, existem q,q; € K[x] taisque d = d; - q; e dy = d-q. Logo,
d=d-q-q;e, portanto,
grau(d) = grau(d) + grau(q) + grau(qy) .
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Assim, grau(q) = grau(q;) = 0. Ou seja, q e q; sao polindmios constan-
tes. Como d e d; séo unitarios, q =q; =1,istoé,d =d;. g

Corol ario 3.2
Sejam py,...,pn € K[x] polinbmios nao todos nulos. Entdo, existe um

anico polindmio unitario d tal que:

(a) d pertence ao ideal gerado por p1,...,pn;

(b) d divide p;,i=1,...,n.

Além disso, todo polinémio d que satisfaz (a) e (b), satisfaz também:

(c) d é divisivel por todo polindmio que divide cada um dos polinémios
P1y.--»Pn-

Prova.
Seja d € KIx] o polindmio unitario tal que d-K[x] = p1-K[x]+...+p. - Kx].

Entdo, d pertence ao ideal gerado por py,...,pn€cadap;, i =1,...,n,
pertence ao ideal d - KI[x].

Logo, d divide cada um dos polindmios p;.

Suponhamos agora que f seja um polinémio que divide cada um dos po-
linbmios py,...,pn. ENtdo, existem polinbmios h,,..., h,, tais que
pi=h-f,i=1,...,n

Além disso, como d € p; - K[x] + ... + pn - K[x], existem polindmios

qi,...,qn, tais que
d=p1-di+...+Pndn

Logo, d=f-(hy-g1+...+Pn-qn), OU S€ja, d € divisivel por f.
Seja d’ um polindmio unitario que satisfaz (a) e (b).
Por (a),
d' e d- K =pi-Kx+-+pn-Kx],
ou seja, existe q € K[x], talque d’ =d - q.
Como d’ satisfaz (b) e d satisfaz (c), d é divisivel por d’, ou seja, existe

h € K[x] talque d = d’-h. Logo, d =d-q-he, portanto, g = h = 1.
Assim, d'=d. g
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Defini¢c o 3.5

Sejam py,...,pn polindbmios em K[x] ndo todos nulos. Entdo, o (nico
polindmio unitario d € K[x] tal que
d-Kx] =p1-Kx]+...+pn- Kx],

€ chamado o maximo divisor comum (m.d.c.) de ps,...,pn, € € indicado
por (p1,...,Pn).

Se (p1,...,pn) = 1, 0useja, p1-Kx] + ...+ pn-Klx] =1 -K[x] = K[x],
dizemos que py,...,pn SA0 pPrimos entre si ou relativamente primos.
Exemplo 3.4

No exemplo anterior, vimos que

Kx] = (x +2) - K[x] + (x* + 8x + 16) - K[x] .

Logo, (x +2,x* +8x +16) = 1.

Exemplo 3.5
Verifiguemos que ((x —2)? - (x +1),(x =2) - (x2+ 1)) = (x — 2) - (x + 1),
onde K é o corpo dos nUmeros complexos.
De fato, o ideal
((x=2)%- (x+1)) - K] + ((x = 2) - (x> + 1)) - K[x]
contém
(x—2)2- (x+1)—(x=2)- (x*+1)=(x+2)- (x+1) - (i—2).
Logo, contém o polinémio (x — 2) - (x + 1), que € unitario e divide
(x—2)% (x+1) e (x—2)-(x*+1).
Como o polindmio (x — 2) - (x + i) satisfaz (a) e (b) do corolario anterior,
temos que (x —2)(x +1) = ((x —2)%(x + 1), (x —2) (x> +1)). 0
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4. Decomposi¢ ao de um polin dmio em fatores
primos

Defini¢ a0 4.1

Dizemos que um polinémio f € KIx] & redutivel sobre K[x|] se existem
polinbmios g,h € K[x], de grau > 1, tais que f = g - h. Caso contrario,
dizemos que o polindmio f & irredutivel. Se f € K[x] é irredutivel e ndo-
constante, f € dito um polinémio primo sobre K.

Exemplo 4.1
O polinémio x% + 1 é redutivel sobre o corpo C dos niimeros complexos,
pois
x2+1=(x+1)(x—1).
Por outro lado, x>+ 1 & irredutivel sobre o corpo R dos nimeros reais, pois

se
x?+1=(ax+Db)-(a'x+b’),
coma,b,a’,b’ € R, entdo
aa’=1,ab’'+a’b=0e bb' =1.
a? 4 b?
ab
temos que a = b = 0, 0 que € uma contradicdo, ja que aa’ =1 e bb’ = 1.
[

Logo, 0 = a%+]ab — , ou seja, a>+ b2 = 0. Como a,b € R,

Teorema 4.1
Sejam f, g e p polindbmios sobre o corpo K. Se p & um polinbmio primo

gue divide o produto fg, entao p divide f ou p divide g.

Prova.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que p € unitario. Como p
€ primo, os Unicos divisores unitarios de p sao 1 e p.

Sejadom.d.cdepef. Entdo,d =1oud = p.
Se d = p, entédo p divide f.

Se d =1, isto &, p e f sdo primos entre si, existem polindmios h, { € K[x],
taisque 1 =h-f+{-p.
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Multiplicando essa igualdade por g, obtemosque g =h-f-g+{-p - g.

Como p divide f- g, temos que p divide h-f-g. Além disso, p divide £-p - g.
Logo, p divide g. g

Corol ario 4.1

Se p € um polinébmio primo que divide o produto f; - ... - f,, entdo p divide
um dos polinémios f4, ..., f,.
Prova.

Faremos a demonstracao por inducao sobre n.
Pelo teorema anterior, o resultado é valido paran = 2.

Suponhamos que o resultado seja valido paran = k e que p divide f;-...-

it

Como p divide f; - ... fy - fi.,; temos, pelo teorema anterior, que p divide
fr41 Oou p divide f; -... - fy.

Isto &, p divide f,;; ou, pela hipotese de inducéo, p divide f;, para algum
i=1,...,k.

Assim, em qualquer caso, f divide algum f;,j =1,..., k+1. g

Teorema 4.2

Todo polindmio f € K[x] unitario e ndo-constante pode ser decomposto

como um produto de polinémios primos em K|[x] de uma Unica maneira, a
menos da ordem dos fatores.

Prova.
Provaremos o resultado por inducéo sobre o grau de f.
Se grau(f) = 1, entdo f € irredutivel e, portanto, primo.

Suponhamos que o teorema seja valido para polindomios de grau < n e
quegrauf =n-+1.

Se f € primo, entdo nada temos a provar.
Se f ndo é primo, isto &, f é redutivel, existem polindmios g,h € K[x]
nao-constantes e unitarios, tais que f = g - h.

Como grau(g) < negrau(h) < n, temos, por hipotese de inducéo, que g e
h podem ser decompostos como produtos de polindmios primos unitarios
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em K[x]. Logo, f também pode ser decomposto como um produto de
polindmios primos.
Suponhamos agora, que

f=p1r-..-Pm=d1-... dn,
onde p1,...,Pm, 41, .-, dn € K[x] sdo polinbmios primos unitarios.
Sem=1loun=1,entitom=n=1.
Suponhamos entaoque m > len > 1.
Como p; divide q; - ... - gn, temos que p; divide algum g5, j = 1,...,n.
Sendo p; e g; primos unitarios, temos que p; = g;.
Reordenando os polindbmios q;, caso seja necessario, podemos supor que
P1=q.
Logo,

PPz Pm=P1-d2-... qn,

e, portanto, p2 - ... pPm =02 ...  Qn-

O teorema se segue agora pela hipotese de inducao, pois esse polindbmio
tem grau menor que grau(f). g

Observag @0 4.1
Na decomposicdo de um polinémio unitario nao-constante em produto

de fatores primos unitarios, alguns fatores podem repetir-se. Assim, se

p1,...,Pr SA0 0s fatores primos unitarios distintos que ocorrem na de-
composicao de um polindbmio unitario nao-constante f, entao
n T
f:p11 '..."pTT:L,

sendo o expoente n; 0 nUmero de vezes que o fator primo p; ocorre nessa
decomposicdo. Essa decomposicdo de f em produto de poténcias de
fatores primos € Gnica, a menos da ordem dos fatores, e se denomina a
decomposicao primaria de f.
Assim, todo divisor unitario de f & da forma

Py Y
onde0 <vi<ny, Vi=1,...,r.

Em particular, o m.d.c de uma colecéo finita de polindmios ndo-constantes

z

e unitarios fy,...,f €
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Py P
onde pq, ..., px Sao 0s polindmios primos que aparecem nas decomposi¢coes
de todos os polinémios fq,...,f, e, paracadai = 1,...,k, 0 expo-
ente s; € 0 menor dos expoentes com que o polindmio p; aparece nas
decomposic¢des dos polindmios fq,...,f,.

Se os polinébmios f4, ..., f, ndo possuem fatores primos em comum, eles
sao primos entre si.

Exemplo 4.2
Sejam a,b,c € K escalares distintos. Entdo, x —a, x —b € x —c sao

polindmios primos unitarios distintos em K[x].

Logo,
(x=b)" (x—c)%, (x —a)™: (x —c)**") = (x — ¢)®,
e
(x=Db)"- (x—¢),(x—a)™: (x—c)5(x—Db)*"(x—a)™) =1.
0
Teorema 4.3

Seja f um polinbmio unitario nao-constante sobre o corpo K e seja
=3 Ll
a decomposicao de f em (produto de poténcias de) fatores primos.

Para cadaj, 1 <j <k, seja
f :
fs el P
P50 N

Entao, fi, ..., f, S0 primos entre si.

Teorema 4.4
Seja f um polinbmio sobre o corpo K com derivada f’. Entdo, f & um

produto de polinémios primos distintos se, e somente se, f e f’ sdo primos
entre si.

Prova.
(<) Suponhamos que na decomposicdo de f em fatores primos algum

polinémio primo p esteja repetido, ou seja, f = p2-h, para algum h € K[x].
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Entdo, f' = 2p -p’ - h + p? - h'. Logo, p também divide f’, ndo sendo,
portanto, f e f’ primos entre si.

(=) Suponhamos que f = p; - ... py, onde py,...,px SA0 polindmios
primos unitarios e distintos.

Seja
f
fi=—=]]pe
P;

Entao,

Seja p um polindmio primo que divide f e f’. Entdo, p = p; para algum

i=1,...,k. Como p; divide f;, paraj # i, e p; divide f’, temos que p = p;

divide p! - f;.

Ent&o, p divide p;{ ou p divide f;.

Como p = p; hao aparece na decomposicao Hpj, temos que p; nao
jA

divide f;.

Também p; ndo divide p!, pois grau(p;) > grau(p!).

Com isso verificamos que nenhum polinémio primo divide f e f’ simulta-
neamente. Ou seja f e f s&o primos entre si. g

Defini¢c a0 4.2
O corpo K é dito algebricamente fechado se todo polinbmio primo sobre

K tem grau 1, isto &, se todo polinémio primo unitario sobre K é da forma
X — C.

Maneiras equivalentes para definir um corpo algebricamente fechado:

e Um corpo K é algebricamente fechado se todo polinGmio unitario néo-
constante f € K[x] se expressa na forma:

f=Mx—ci)V ... - (x—cy ),
onde cq,...,c € K sao escalares distintos e vy, ..., vy S@0 inteiros positi-
VOS.

e Um corpo K é algebricamente fechado se todo polinbmio nao-constante
f € K[x] possui uma raiz em K. Ou seja, existe c € K tal que f(c) = 0.
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Lembre que um conjunto G € um
grupo em relagédo a uma operacgao
*: G x G — G se aoperagao e
associativa, possui elemento neu-
tro e todo elemento de G pos-
sui inverso em relagcdo a operagao.
Além disso, quando a operacéo é
comutativa, o grupo é dito comuta-
tivo ou Abeliano.

Determinantes

Exemplo 4.3

O corpo C dos nimeros complexos € algebricamente fechado (Teorema

fundamental da Algebra).

Exemplo 4.4
Se f € um polindmio unitario com coeficientes reais e ¢ € uma raiz com-

plexa de f, entdo ¢ € também uma raiz de f.

Portanto, o conjunto das raizes de f &€ da forma:

{t],...,tS,C],...,Cr,C_],...,C_»r},
onde ty,...,ts€Recq,...,c, € C.

Logo, f se decompde em C[x] sob a forma:
f=x—-t) ...-(x—ts) - (x—ci)- (x—=C1)-...- (x—¢r) - (x =),
ou seja, f se decompdes em R[x] sob a forma:
f=x—t1)...-(x—ts) P1-... Pr,
onde p; = (x — ¢i) - (x —T;) = x> — (ci + T1) x + |ci/*> € um polindmio primo
degrau2emR[x],i=1,...,r.

Assim, todo polinbmio primo em R[x] tem grau 1 ou grau 2.

5. Determinantes

Defini¢ 80 5.1
Um anel € um conjunto F, munido de duas operagoes:
(x,y) — x+y (adicao)
© (x,y) — x-y=xy (multiplicacao),

gue satisfazem as seguintes propriedades:
1. F € um grupo comutativo em relacao a adicao;

2. A multiplicacao é associativa:
(xy)z =x(yz), ¥x,y,z € F;
3. A multiplicacéao é distributiva em relacao a adicao:

x(y+z) = xy+xz

VX,U,ZEF.
(x+y)z = xz+yz,
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Se xy = yx para todos x,y € F, dizemos que o anel F &€ comutativo.

Se existe um elemento 1 € F tal que 1x = x1 = x Vx € F, dizemos que F
€ um anel com elemento unidade (o elemento 1).

Observag a0 5.1
Um corpo € um anel comutativo com elemento unidade diferente de zero

gue satisfaz a propriedade adicional de que a cada x nao-nulo corres-
ponde um elemento x~' tal que x 'x = 1.

Exemplo 5.1
O conjunto dos numeros inteiros, com as operacdes usuais de adicéo e

multiplicacdo, & um anel comutativo com elemento unidade, mas nao é
um corpo.

Exemplo 5.2
O conjunto dos polinémios sobre um corpo, com a adicao e multiplicacao

gue definimos para polinémios, € um anel comutativo com elemento uni-
dade.

Exemplo 5.3
Se F & um anel comutativo com elemento unidade, entdo o conjunto

das matrizes m x n com entradas em F, que denotamos F™™, com as
operacoes

(ot B)y % 2, MGH
(CD);; &= Zcikaj-
e

€ um anel comutativo com elemento unidade. 0

Defini¢ &0 5.2
Seja F um anel comutativo com elemento unidade. Uma fun¢cédo D

F~>™ — F é n—linear se paracadai=1,...,n, D € uma fungao linear
da i—ésima linha, quando as outras n — 1 linhas sdo mantidas fixas.

Se D : F™" — F & uma funcado e se «s,...,x, S0 as linhas da
matriz A, escrevemos D(A) = D(«q,...,«,). Dizer que D é n—linear
significa que, paratodoi=1,...,n,
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Ao lado, A(1i,j) designa a entrada
Ay da matriz A.

Determinantes

Do,y 069, C060 + &4, ity e v, &n) = cD(aq, .00, i1, 0, Ky e .y 0
+ D((X],...,OCi_],OC{,OCi+1,...,(Xn),

Exemplo 5.4

Sejam kq,...,k, inteiros positivos, 1 < k; < n, e seja a € F. Para cada

matriz A n x n sobre F, definimos
D(A) =adA(1,kq)-...-A(n, k)

Entdo, a funcdo D é n—linear. De fato, considerando D como uma funcéo

da i—ésima linha de A, com as outras linhas fixas, podemos escrever
D(oi) = A(i, ki)b,

onde b € um elemento fixo de F. Seja « = (Af;,...,Al,).

Entao,
D(co + «f) = (cA(i, ki) + A'(i,ki))b = cD(oi) + D(«{).

Logo, D é uma funcédo n—linear.

Caso particular: o produto dos elementos da diagonal D(A) = Aq1-...-Ann
é uma fungéo n—linear sobre F™™.

Exemplo 5.5
Seja D uma fungao bilinear (2—linear) sobre as matrizes 2 x 2 com entra-
das em F.
Fazendo e; = (1,0) e e, = (0, 1), temos
D(A) = D(Amner+ Agnez Aner + Axpes)
= AnDl(er,Aner + Axnez) + A1zD(ez2, Azier + Axey)
= AnAzD(er, e1) + An1AD(er, e2)
+A12A1D(e2,e1) + A12AD (€2, €2) .

O

Lema5.1
Uma combinacéo linear de fungdes n—lineares sobre F™*™ é n—linear.

Prova.
Basta mostrar que uma combinacéao linear de duas funcdes n—lineares

é n—linear.
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Sejam D e E func¢des n—lineares, e sejam a,b € F.

A combinacéo linear aD + bE é definida por
(aD + bE)(A) = aD(A) + bE(A).

Entéo, fixando todas as linhas exceto a linha i, temos
(aD +bE)(cas + &) = aD(coy+ o) + bE(coy + «f)
= acD(a) + aD(«{) + bcE(o) + bE( )
= c(aD + bE)(«i) + (aD + bE) ().

Como queriamos demonstrar. g

Exemplo 5.6
Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja D a funcao defi-

nida sobre as matrizes 2 x 2 com entradas em F por
D(A) = AnAn — ApAa.

Como D = Dq + Dy, onde D](A) = A1An € Dz(A) = —A12A,, temos,
pelo lema anterior, que D & uma funcao bilinear.

Vejamos algumas propriedades dessa fungao:
e Se I &€ a matriz identidade 2 x 2, entdo D(I) = 1, isto &, D(eq, e;) = 1.

e Se as duas linhas de A sao iguais, entao
D(A) =AnAn—ApAn =AnA—ApRA;LH =0.

e Se A’ & a matriz obtida de uma matriz A € F?*? permutando suas linhas,
entao

D(A") = ApAR—ApRAY
= AnAn—ApAn =-=D(A).
0]
Defini¢ 40 5.3

Uma funcdo n—linear D é dita alternada, se as seguintes condicdes sao

satisfeitas:

(a) D(A) = 0 sempre que duas linhas de A sao iguais.

(b) Se A’ é a matriz obtida permutando duas linhas de A, entao
D(A’) = —-D(A).
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Observacg 80 5.2

Demonstraremos abaixo que toda funcdo n—linear que satisfaz (a) também
satisfaz (b).

Por outro lado, se D satisfaz a condicao (b) e A € uma matriz com duas
linhas iguais, entdo D(A) = —D(A), ou seja, D(A)+D(A) = 0. Podemos,

entdo, concluir que D satisfaz a condicdo (a) se, por exemplo, F &€ um
corpo onde 1 + 1 # 0, mas em geral (a) ndo € uma consequéncia de (b).

Defini¢c 80 5.4
Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja n um inteiro

positivo. Suponhamos que D seja uma funcao de F™*™ em F. Dizemos
gue D é uma funcao determinante se D & n—linear, alternada e D(I) = 1.

A existéncia e a unicidade da fun¢ao determinante € evidente para
matrizes 1 x 1, A = [a], sobre F. Basta tomar D(A) = a.

Pelo exemplo 5.5, sabemos que toda funcéao bilinear sobre as matri-

zes 2 x 2 sobre F é da forma
D(A) = AnAzD(er, er) + AntAnD(er, e2)
+ AnA2D(ez e1) + A2AD(ez,e2) .
Se D é alternada, temos que
D(ej,e1) =D(ez,e2) =0 e D(eze1) =—D(er,ez).
Logo, D(A) = (A11A22 — A12A21)D ey, €2).
Se, além disso, D(I) = D(ej, e;) = 1, temos que
D(A) = An1Az — ApAn,

€ a Unica funcao determinante das matrizes 2 x 2 com entradas no anel FF.

Antes de provarmos a existéncia e a unicidade da funcao determi-
nante das matrizes n x n com entradas no anel F, precisamos provar
alguns resultados preliminares.

Lema 5.2
Seja D uma fungdo n—linear sobre as matrizes n x n com entradas no

anel F. Suponhamos que D(A) = 0 sempre que duas linhas adjacentes
na matriz A sejam iguais. Entdo D é alternada.

Prova.
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e Primeiro vamos provar que D(A’) = —D(A) sendo A’ obtida transpondo-
se duas linhas adjacentes da matriz A.

Sejam «4,..., &, as linhas de A e suponhamos que

/
A= (01,00, 01, i, Oy Xig2, - - oy On)

7

isto €, A’ é obtida transpondo-se as linhas «; e «;,; da matriz A.

Entao,
D(otq, ..y &1, 0+ g, O + X, ®Xig2, - -+ Oy
— D(OC],...,OCi_],O(i,O('l,OCi+2,...,OCn)
+D(O€],...,(Xi,],(Xi,(XU],(XH_Z,...,(Xn)
+D (o1, ..oy &, 0T, Oy Kig2, . ey Oy)
= D(OC1,...,O(i,],O(pr],OCpr],Oéprz,...,Ocn).
Por hipotese,
D(O(],...,0(171,061,061,06114&,...,0(“) = O
Do, ..., X1, 01, K10 2,0 -gh) —R0
D(ot,. ..y i1, 04+ 01, & + Xig1, Kig2y ..., &) = 0.
Logo,
D((X],...,OCi_],O(i+],O(i,OCi+2,...,(Xn):—D(OC],...,OCi_],OCi,OCi+],OCi+2,...,OCTL),

ou seja, D(A’) = —D(A).

e Seja agora B a matriz obtida transpondo-se as linhas i e j da matriz A,
sendo i < j.

Podemos obter B a partir de A por uma sucessao de transposicoes de
pares de linhas adjacentes.

Primeiro transpomos as linhas i e i + 1 e continuamos até que as linhas
estejam na ordem

Ky oeey K1y K1y oo vy &Gy Ky Kjg1y o ooy Ky s
Para isso, foram necessarias k = j —1 transposicdes de linhas adjacentes.
Agora, temos que deslocar «; para a i—ésima posicao, realizandoj — 1 —
i =k — 1 transposicoes de linhas adjacentes.

Dessa forma, obtemos B a partir de A por meiode k+k —1 = 2k — 1
transposicdes de linhas adjacentes.

Assim,
D(B) = (—1)**'D(A) = —D(A).
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e Seja agora A uma matriz com duas linhas iguais, digamos o; = «;, com

1<j.
Sej=1+1,D(A) =0, pois A tem duas linhas adjacentes iguais.
Sej > i+ 1, a matriz B, obtida transpondo as linhas j e i + 1 da matriz A,

tem duas linhas adjacentes iguais e, portanto, D(B) = 0. Mas, como,
D(A) =-D(B),

temos que D(A) =0. g

Defini¢ a0 5.5

Sen > 1e A €& uma matriz n x n com entradas no anel IF, indicamos por
A(i]j) amatriz (n—1) x (n— 1) obtida de A, retirando-se a sua i—ésima
linha e a sua j—ésima coluna.

Se D é uma fungé@o (n — 1)—linear e A € uma matriz n x n, escrevemos
Dy =D(A(ilj)).

Teorema 5.1

Sejan > 1 eseja D uma funcdo (n—1)—linear alternada sobre as matrizes
(n—1) x (n—1) com entradas no anel F.

Para cada j, 1 <j <mn, afuncao E; definida por

E;(A)= Z(—1 )P A;Dy(A)

i=1
€ uma funcao n—linear alternada sobre as n x n matrizes A.

Se D é uma funcdo determinante, entdo cada E; também o é.

Prova.

Como D é (n — 1)-linear e Dy(A) independe da i—ésima linha, temos
que Dy € uma funcéo linear de todas as linhas, exceto a i—ésima. Mas,
como a funcdo A — Ay € linear com respeito apenas a i—ésima linha
de A, temos que A;Dy; € uma fungéo n—linear de A.

Logo, E; € n—linear, pois uma combinagéo linear de fun¢cdes n—lineares
é n—linear.

Para mostrar que E; é alternada, basta mostrar, pelo lema anterior, que
E;(A) = 0 sempre que A tiver duas linhas adjacentes iguais.
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Suponhamos que o, = 1. Sei#Akei#k+1,amatriz A(i|j) tem
duas linhas iguais e, portanto, Dy;(A) = 0.

Logo,
Ei(A) = (—1)*TAGDG(A) + (1) IA 1)D )i (A)

Como oy = a1, teMos que
Ay =Aunqsy €  Alklj) = Alk+11j).

Entao, E;(A) = 0.

Suponhamos, agora, que D seja uma funcdo determinante, ou seja D(I"') =

1, onde estamos designando I™~' a matriz identidade (n — 1) x (n —1).

Se I & a matriz identidade n x n, temos que I"(j|j) ="', 1<j<n, e
[[=0,sei#].
Logo,

E(I™) =D(I(j|j)) =D(I*") =1,

ou seja, E; € uma fungdo determinante. g

Corol ario 5.1
Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja n um inteiro

positivo. Entao existe uma funcao determinante sobre F™*™,

Prova.

Ja provamos a existéncia da funcao determinante paran =1en =2. O
corolario segue por inducao, pois o teorema anterior nos diz como cons-
truir uma funcdo determinante sobre matrizes nxn, a partir de uma funcéao
determinante sobre matrizes (n —1) x (n—1).

O nosso objetivo agora € mostrar a unicidade da funcao determinante.

Suponhamos que D seja uma funcéo n—linear alternada sobre as ma-
trizes n x n sobre F. Seja A uma matriz n x n com entradas em F que
tem por linhas «;, ..., «,, € sejamey,..., e, aslinhas da matriz identidade

n X n.

Como
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temos que

D(A) = D(iA(],j)ej,ocz,...,ocn>

=1
n

= Z A(])])D(e)v K2y oeny o‘n) .
j=1
Se, agora, substituirmos o por ) A(2,k)es, temos que
k=1

n

D(eivab- ) (XH) = ZA(2>k)D(ejaeka .. ->(xn)

k=1
Assim,
D(A) =) A(1,j)A(2,X)D(ej, e, &3,..., %)
K,j
Ou seja, se substituirmos cada linha «; por ZA(i,k)ek, i=1,...,n,

k=1
obteremos que

n

Como D é alternada, D (e, , ex,,- - -, €k, ) = 0 sempre que dois dos indices
ki sdo iguais. g

Defini¢ 80 5.6
Uma sequéncia (kq,...,k,) de inteiros positivos menores ou iguais a n,
com a propriedade de nao existirem dois k; iguais, € denominada uma

permutacao de grau n.

Uma permutacao de grau n pode ser definida como uma fungao bijetora o
do conjunto {1,2,...,n}em si mesmo. Tal fungdo o corresponde a n—upla
(01,02,...,0,) € & simplesmente uma regra para ordenar 1,2,...,n de
outra maneira.

Assim,
D(A) =) A(1,01)...A(n,04)D(eq,,. .., €q,),

onde a soma € estendida a todas as permutacdes o distintas de grau n.
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Como a sequiéncia (o4, ..., 0,) pode ser obtida da seqiiéncia (1,...,n)

ap6s um namero finito m, 0 < m < n, de transposi¢des de pares de ele-
mentos, e D é alternada, temos que
D(eg,-.-,€0,) = (—=1)"D(ey,...,en).

Em particular, se D & uma funcao determinante,
D(eG] y ey edm) - (_1)1111
onde m depende somente de o e ndo de D.

Com isto, podemos provar um fato basico sobre permutacgdes.

Proposi¢c a0 5.1
O nimero de transposicoes de pares de elementos usadas para passar
da sequéncia (1,2,...,n) para a sequéncia (o,...,0,) € sempre par ou

sempre impar.

Prova.
Seja D uma fungado determinante sobre as matrizes n x n sobre F, cuja
existéncia ja foi provada.

Seja 0 uma permutacdo de grau n e suponhamos que passamos de

(1,2,...,n) a (o1,...,0,) por meio de m transposi¢cdes de pares (i,j),
i#]j. Entao, D(eg,...,€q,) = (—1)™.
Se D(eg,,...,€s,) =1, m tem que ser par, e se D(eg,,...,€5,) =—1, m

tem que ser impar. g

Defini¢c 40 5.7

Se o nimero de transposicoes de pares usadas para passar da sequéncia
(1,...,n) a seqiéncia (o4,...,0,) € sempre par (impar) dizemos que a
permutacdo é par (impar).

Define-se, também, o sinal de uma permutacao por

, 1, se o é par
sinal 0 =
—1, seoéimpar.

Teorema 5.2
Seja F um anel comutativo com elemento unidade e sejan um inteiro posi-

tivo. Entao existe exatamente uma funcao determinante sobre o conjunto
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das matrizes n x n com entradas em F, que designamos det e & dada por

det(A) = ) (sinal o)A(1,04)...A(n, o),

o

sendo a soma estendida a todas as permutacoes distintas o de grau n.

Se D é uma funcdo n—linear alternada arbitraria sobre F™*™, entdo

D(A) = det(A) - D(I)

para toda matriz A € F™™,

Prova.
Ja verificamos que se D €& uma funcdo n—linear alternada sobre F™ ™,
entao

D(A) =) A(1,01)...A(n,04)Dleq,, ..., €q,),

sendo a soma estendida a todas as permutacoes distintas o de grau n.
Logo, como D(eg,,...,€es, ) = sinal o, temos

D(A) = ) (sinal 0)A(1,01)...A(n,0,) D(I), (1)

o
Provamos, assim, que

D(A) = ) (sinal 0)A(1,07)...A(n, oy)

(e}
€ a Unica funcao determinante sobre F™™, que denotaremos por det(A).

Se D é uma funcao n—linear alternada sobre F™*™, entao, por (I),
D(A) =det(A) - D(I).

Observag @0 5.3
Existem exatamente n! = 1-2-... .- n permutagdes de grau n, pois se
o € uma tal permutacdo, existem n escolhas possiveis para o7; n — 1
possibilidades para o,; n — 2 possibilidades para o3, e assim por diante.
A formula

det(A) = ) (sinal 0)A(1,07)...A(n, oy)

o

fornece det(A) como uma soma de n! termos, um para cada permutacao
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o de grau n. Um termo genérico & um produto A(1,01)...A(n,o0,) den
entradas da matriz A, uma entrada de cada linha e uma de cada coluna,
acompanhado de um sinal 4+ ou —, conforme a permutacao o seja par ou
impar.

Teorema 5.3
Seja F um anel comutativo com elemento unidade e sejam A e B matrizes

n x n com entradas em F. Entao,
det(AB) = det(A) - det(B).

Prova.
Definimos a funcdo D(A) = det(AB). Indicando por «;,..., &, as linhas
de A, temos que

D(oy,...,xn) =det(oB, ..., x,B).

Como (coi+ «{)B = c(oiB) + («{B) e a funcéo det & n—linear, concluimos
gue D é n—linear.
Se «; = «;, entdo o B = «;B, e ja que det é alternada, temos
D((XT)"')(XTL) :O)
ou seja, D é alternada.
Sendo D uma fungao n—linear alternada, do teorema anterior segue que
D(A) =det(A) - D(I).
Mas D(I) = det(IB) = det(B). Portanto,
det(AB) = D(A) = det(A) - det(B).

Como queriamos demonstrar. g

Observag &80 5.4
1. Como as permutagdes sao func¢des bijetoras do conjunto {1,...,n}
sobre si mesmo, podemos definir o produto das permutacoes o e T como
sendo a fungdo composta

ocot(i) =o(T(i)), i=1,...,n.

Se £ indica a permutacao idéntica (ou identidade), E(i) =i, entdo cada o

possui uma inversa o' talque coo ' =0 oo =¢.
Entdo, o conjunto das permutacdes de grau n, com o produto dado pela

composicao, € um grupo, denominado grupo simétrico de grau n.
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2. Sejam o e T permutacdes de grau n, e sejam ey,..., e, as linhas da
matriz identidade n x n.

Seja A amatrizdelinhase.,,...,e; esejaBamatrizdelinhase,,,...,eq

A i—ésima linha da matriz A tem exatamente um elemento nao-nulo, a sa-
ber o 1 na coluna ;.

Assim, a i—ésima linha da matriz AB é e, B = e4(,), POiS e, B € a 1,—ésima
linha da matriz B. Logo, AB = (egr,, - - ., €0, )-

Como det(A) = sinal T, det(B) = sinal o e det(AB) = sinal (oT), temos,

pelo teorema anterior, que
sinal (o o T) = (sinal T) - (sinal o).

Entdo, o o T € uma permutacao par se o e T sao ambas pares ou ambas
impares, enquanto o o T € impar se uma das permutacdes € par e a outra
é impar.

6. Propriedades dos Determinantes

(1)| det(At) = det(A)

De fato, sendo

det(AY) = > (sinal 0)A'(1,07)...A'(n, on)

o

= Z(Sin&' (T)A(O'],]) > -A(O-n)n) )

e A(oy,1) = A(j,07j), para o(i) = oy = j, temos
det(At) = ) (sinal 0)A(1,07'(1))...A(n,07'(n).

Além disso, como ¢ - o' & a permutacio idéntica, temos que
(sinal o)(sinal o7 ') =1,
ou seja, sinal o' = sinal o.
Logo,
det(A') = Z(Sinal o HA(1,07'(1))...A(n, 0 "(n)) = det(A),

o
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pois quando o percorre todas as permutaces de grau n, o' também o
faz.

Como consequéncia da igualdade det(A') = det(A), temos que a
funcdo det(A) &, também, uma funcdo n—linear alternada das colunas da
matriz A.

(2) Se a matriz B € obtida da matriz A somando-se um mdltiplo de uma
linha (coluna) a outra linha (coluna), entdo det(B) = det(A).

De fato, sejam «, ..., «, as linhas de A e seja B a matriz obtida de
A somando-se cx; a x4, onde i < j.

Como det € uma funcao linear da i—ésima linha, temos
det(B) = det(A) + cdet(o, ..., xi1, &, Xit1, ..., &)y ..., ) = det(A).

(3) Seja (é E) uma matriz n x n na forma de blocos, onde A € uma

matrizr x r, Céumamatrizs x s (comr+s =mn), Béumamatrizr x s e
O indica a matriz nula s x r. Entao

det (A B) =det(A) - det(C)
Q) e

De fato, definamos a funcao

D(A,B, C) = det o e :
O C

Se fixarmos A e B, entdo D é alternada e s—linear como uma funcao
das linhas de C. Assim, pelo teorema 5.2,

D(A,B,C) =det(C) - D(A,B,I),

onde I & a matriz identidade s x s. Subtraindo das linhas de B multiplos
das linhas de I, obtemos, pela propriedade anterior, que
D(A,B,I) =D(A,0O,]).

Como D(A, O, 1) é alternada e r—linear como uma funcéao das linhas
de A, temos, pelo teorema 5.2, que
D(A,O,I) =det(A)-D(I,0O,I).

Mas D(I, 0, 1) = det (g IO> — det(I") = 1.
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Logo,

D(A,B,C) = det(C)-D(A,B,I) =det(C)-D(A,O,I)
= det(C)-det(A)-D(I,0,I) =det(A) - det(C).

Por um raciocinio analogo, ou tomando transpostas, verificamos que

det (A O) =det(A) det(C).
B C

Exemplo 6.1

Seja A € Q*** a matriz

1 -1 2 3
2 2 0 2
A=14 1 o1 o
1 2 3 0

Subtraindo das linhas 2, 3 e 4 multiplos convenientes da primeira linha,
obtemos a matriz

I I 20885
0 4 —4 4
0 5 =9 —13|’
Ok DN, 3

gue tem, pela propriedade (2), 0 mesmo determinante que a matriz A.

Subtraindo da linha 3, Z da linha 2 e subtraindo da linha 4, % da linha 2,

obtemos a matriz

1 il
0 Al g

Sty | -
D O Auilll

cujo determinante € igual ao da matriz A. Como B € uma matriz em forma
de blocos, temos que

1 —1 —4 -8
det(/l\)_det(B)_det<O 4)~det<4 O>_4><32_128.

No teorema 5.1, provamos que se n > 1 e se D € uma fungéo deter-
minante sobre as matrizes (n — 1) x (n— 1), entao
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Ej(A) =) (-1)"A;Dy(A)

i=1
€ uma funcéo determinante sobre as matrizes nxn, paratodoj =1,...,n.

Pela unicidade da funcao determinante, temos, paracadaj=1,...,n,

n

det(A) = ) (~1)"Aydet(A(il})).

i=1
O escalar
Cy = (=) det(A(ilj))
€ chamado o cofator i,j da matriz A.
A formula acima para det(A) &€ denominada o desenvolvimento de

det(A) pelos cofatores da j—ésima coluna, ou o desenvolvimento pelos
menores da j—ésima coluna.

Assim, a formula acima nos diz que, paracadaj=1,...,n,
det(A) = Z AﬁCi]- ] (l)
i=1

onde o cofator Cy; € (—1)*" vezes o determinante da matriz (n—1) x (n—1)
obtida de A retirando-se a i—ésima linha e a j—ésima coluna de A.

Sej # k, entao,
Z AikCi,- = O . (“)
i=1

De fato, seja B a matriz obtida de A substituindo a sua j—ésima
coluna pela k—ésima coluna. Como B tem duas colunas iguais e B(i|j) =
A(i]j), temos que

0=det(B) = i(—n”jBﬁdet(B(ili))

i=1
n

= ) (-1)"PAudet(A(i]5))

i=1
n

= E AuCy .
i=1

Entao, por (1) e (Il), temos que

i AikCi]- = 6]'k det(A) . (”l)

i=1
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A matriz transposta da matriz de cofatores de A € chamada a matriz
adjunta de A e se designa por Adj A, ou seja,

(Adj A)y; = Cji = (—T1)"P det(A([1)).

Por (lll), temos que

n

> (Adj A)jiAy = . det(A),

i=1
ou seja,
(Adj A)-A =det(A)-I. (V)

Vamos provar, agora, que A - (Adj A) =det(A) - L.
Como A'(i|j) = A(j|1)T, temos
(=1 det(AY(ilj)) = (=1)"det( A(j 1)),
isto €, o cofator 1,j da matriz A* € o cofator j,i da matriz A. Logo,
Adj(AY) = (Adj A)t.
Assim, por (IV), temos que
Adj(AY) - At =det(AY) - I =det(A) -1,

e transpondo,
A - (Adj(AY)t =det(A) - T,

ou seja,
A - (Adj A) =det(A) - I,

pois (Adj (AY))t = Adj A.
Resumindo, temos

A-(AdjA) = (Adj A)- A = det(A) - I

Da mesma forma que para matrizes sobre um corpo, definimos as
matrizes invertiveis com entradas num anel comutativo com elemento uni-
dade.

Defini¢c 80 6.1
Seja F um anel comutativo com elemento unidade, uma matriz A € F™"

é dita invertivel sobre [F se existe uma matriz B € F™<", dita inversa de A,
talque AB=BA =1

J. Delgado - K. Frensel 138 Instituto de Matematica - UFF



4
Propriedades dos Determinantes G%Eﬁm
nrneEat

Se a matriz A € F™™ possui uma matriz inversa, entdo ela € Unica e se

Observag 80 6.1

designa A",

De fato,se BA = A C =1, entao
C=IC=(BA)C=B(AC)=BI=B.

Como
A-(AdjA)=(AdjA)-A=det(A)- I,
temos que se det(A) € invertivel em [, entdo A € uma matriz invertivel
sobre F e
A~ = (det(A))"'-Adj A.
Reciprocamente, se A é invertivel sobre F, det(A) € um elemento

invertivel do anel FF, pois se B A =1, temos:
1 =det(I) = det(B) - det(A).

Teorema 6.1
Seja F um anel comutativo com elemento unidade e seja A € F™*™. Entao

A é invertivel sobre F se, e somente se, det(A) € F & um elemento in-
vertivel. Nesse caso, temos

A~ = (det(A)) - Adj A

Em particular, uma matriz n x n com entradas num corpo € invertivel
se, e somente se, seu determinante é diferente de zero.

Exemplo 6.2
Seja F o anel dos inteiros e seja A = (; i)

Entdo, det(A) = —2 & Adj A = ( A _12).

Assim, como det(A) # +1, A nao é invertivel sobre o anel dos inteiros,

mas € invertivel como uma matriz sobre o corpo dos nimeros racionais,
sendo, nesse caso,

A—]:iAolez—1 e I N
-2 2\-3 1 3/2 —1/2
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Observacg a0 6.2

Se F & um anel comutativo com elemento unidade e A € F™™ possui uma

inversa a esquerda ou a direita, entao é invertivel.

De fato, suponhamos que A possui uma inversa B a direita. Como AB =1,

temos que det(A)-det(B) = 1, ou seja, det(A) possui um elemento inverso

em F. Logo, pelo teorema acima, A é invertivel e
B=A"T=(det(A))'-Adj A.

Observag &0 6.3
Se K & um corpo, os Unicos elementos do anel de polindmios K[x] que

sao invertiveis sédo os polindmios constantes nao-nulos.
De fato, se f,g € K[x] e fg = 1, temos que grau(f) + grau(g) = 0.

Assim, grau(f) = grau(g) = 0, ou seja f e g sdo polinbmios constantes
nao-nulos.

Portanto, uma matriz n x n com entradas em K[x] & invertivel sobre K[x]
se, e somente se, seu determinante € um polinémio constante nao-nulo.

Exemplo 6.3

Consideremos as matrizes A, B € (R[x])?*? dadas por:
2 248
P Xt X x| £ B o SN e _
x—1 1 x% — 23 Nl

det(A) = (x>+x)-1=9x+1)(x—1)=x+T,
det(B) = (x> —x)x— (x+2)(x* —2x —3) = —6.

Assim, A nao é invertivel sobre R[x] e B € invertivel sobre R[x].

Mais ainda, como

—X — —x —2
AdiA=| ! . e AdjB= x x ,
—x+1 x2+x —x24+2x—3 x*—1

temos que (Adj A)A = (x+ 1)l e (Adj B)B = —6I, ou seja,

Bl _ X —x—2
6\ X2+ 2x—3 x2—-1)°

—_—

OJ
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Observacg a0 6.4
Matrizes semelhantes tem o0 mesmo determinante. Isto &, se P & invertivel
e B =P 'AP, entéo

detB = det(P'AP) = det(P~') - det(A) - det(P) = det(A),

pois, como P~'P =1, det(P) - det(P~') = det(I) = 1.

Defini¢ 80 6.2
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimenséo finita.

Definimos o determinante de T como sendo o determinante de [T]z, onde
B &€ uma base ordenada de V.

O determinante de T esta bem definido, pois se B’ & outra base
ordenada de V, entao [T]z e [T]z: sdo semelhantes, e possuem, portanto,
0 mesmo determinante.

Observag @0 6.5 Reg

de s

Seja K um corpo e seja A € K™™. Consideremos o0 sistema de equacdes
lineares AX =Y parauman—uplaY = (y1,...,yn) dada.
Entao,
(Adj A)AX = (Adj A)Y,
ou seja,
det(A)X = (Adj A)Y.

Assim, se X = (x1,...,Xn), temos

n n

det(A)x; = Z(Adj A )siy= Z(—1 )Py det( A(ilj)) = det(B;),

i=1 il
onde B; € a matriz n x n obtida substituindo a j—ésima coluna de A porY.

Se det(A) # 0, temos que o sistema AX = Y possui uma Unica solugao
para X, dada por:

e det(B))
I~ det(A)

=N

Ou ainda

X = (det(B1)y>det(Bn))

det(A)
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1. Formas Can oOnicas Elementares

Defini¢ a0 1.1
Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K e seja T um operador linear

sobre V. Um autovalor de T € um escalar A € K tal que existe um vetor
v € V ndo-nulo tal que T(v) = Av.

Se A € um autovalor de T, entao

e todo vetor w € V tal que T(w) = Aw é chamado um autovetor de T
associado ao autovalor A.

e a colecao de todos os autovetores associados a um autovalor A de T é
denominado o autoespaco de T associado a A.

O autoespaco de T associado a um autovalor A € de fato um subespaco
de V, pois
veV|Tv=Aa}={ve V[(T—AI)v=0} =nlcleo (T — AI).

Assim, A € K &€ um autovalor de T se, e somente se, T — Al ndo é
injetora, ou seja, o subespaco {v € V|(T —AI)v = 0} ndo é o subespaco
nulo.

Lemal.1
Seja L um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita.

Entao, L é invertivel se, e somente se, det(L) # 0.
Prova.

139

As terminologias valor carac-
teristico,  valor proprio raiz

caracteristica e autovalor sé&o
equivalentes.

As terminologias vetor carac-
teristico, vetor proprio e autovetor
séo equivalentes.

Também, as terminologias espaco
caracteristico e autoespaco sao
equivalentes.
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Seja B uma base ordenada do espaco vetorial V. Como L é invertivel

se, e somente se, [L]z € invertivel, temos que L é invertivel se, e somente
se, det([L]z) # 0, ou seja, se, e sO se, det(L) # 0. g

Teorema 1.1
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita

e seja A um escalar. Entdo, as seguintes afirmacoes sao equivalentes.
(a) A € um autovalor de T.
(b) T — Al nao € invertivel.

(c) det(T — AI) =0.

Prova.

Basta observar que sendo T — Al um operador sobre um espago ve-
torial de dimensao finita, temos que T —AI néo é injetiva se, e s6 se, T—AI
n&o € invertivel. g

Defini¢c o 1.2
Seja K um corpo e seja A € K™, Um autovalor de A em K & um escalar

A € K tal que a matriz A — Al nao € invertivel.

Entdo, A € um autovalor de A se, e s0 se,
det(A — AI) = det(AI—A) = 0.
Defini¢c do 1.3
O polindmio p.(x) = det(xI — A), onde xI — A € uma matriz com entradas

em K[x], € denominado o polinémio caracteristico da matriz A.

Observag¢ @0 1.1
Os autovalores de A em K sao as raizes do polinbmio caracteristico da

matriz A.

Observag @0 1.2
O polindmio caracteristico p. de uma matriz n x n € um polindmio unitario

de grau n.

De fato, pela formula do determinante de uma matriz em funcéo de suas
entradas
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det(B) = » (sinal 0)B(1,07)...B(n, on),

o
temos que

det(xI — A) = (x — An)...(x — Ana) + Y _ (sinal 0)qq(x),
o£Aid

onde g,(x) sao polindbmios de grau < n — 1.

Lema 1.2
Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Prova.
Se B =P AP, entdo

det(xI —B) = det(xI — P 'AP)
— det(P'(xI — A)P)
= det(P~") det(xI — A) det(P)
det(xI — A),

pois det(P~') - det(P) = det(P~'P) =det(l) = 1. g

Defini¢c 8o 1.4
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimenséao finita e

seja B um a base ordenada de V. O polinomio caracteristico do operador
T &, por definicdo, o polindmio caracteristico da matriz [T]z.

Observag @0 1.3
Os autovalores do operador T séo as raizes do polinbmio caracteristico

de T.

De fato, A & autovalor de T se, e sO se, T — Al nao é invertivel. Ou seja,
se, e sO se, [T — Allz = [T]g — Al ndo é invertivel. Logo, A € autovalor de T
se, e somente se, pc(A) = det(Al — [Tlgz) =0.

Observac @0 1.4
Como o polindmio caracteristico tem grau n, T possui no maximo n auto-

valores diferentes. Mas, T pode nao ter nenhum autovalor.

J. Delgado - K. Frensel 141 Instituto de Matematica - UFF

7’
a%sgva
ineQt

Observe que, em virtude do lema,
o polinémio caracteristico de um
operador depende apenas do ope-
rador e ndo da matriz represen-
tante de T utilizada para deter-
mina-lo. Isto &, qualquer que
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Exemplo 1.1

Seja T o operador linear sobre R? que é representado, em relacdo a base

A:(? —01>.

O polindmio caracteristico de T (ou de A) é

candnica, pela matriz

pc(x) = det(xI — A) = det <_X1 l) =x*+1.

Como esse polinbmio ndo possui raizes reais, T ndo possui autovalores.

Mas se U é o operador linear sobre C? que é representado pela matriz A
em relagédo a base canonica, entdo U possui dois autovalores: i e —i.

Assim, ao discutirmos os autovalores de uma matriz A, precisamos
tomar o cuidado de estipular o corpo envolvido.

Exemplo 1.2

Seja A a matriz 3 x 3 real

O polindmio caracteristico de A &

x—3 =1 1
det(xI—A)=det| —2 x—2 1| =%x>—5x>+8x — 4= (x=1)(x+F2)?.
—2 -2 X

Logo, 1 e 2 sao os autovalores de A.

Seja T o operador linear sobre R3 representado por A em relagéo a base
canonica.

Determinemos os autovetores de T associados aos autovalores 1 e 2.

Como
21 -1
A—1I=A-1=1[21 -1},
2 2 -1

tem posto dois, temos que o nicleo de T — I tem dimensao 1, ou seja, 0
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espaco dos autovetores associados ao autovalor 1 tem dimenséao 1.
Sendo (T —1)(1,0,2) = (0,0,0), temos que v; = (1,0, 2) gera o nlcleo de
T —I. Logo,

veR3ITv=v)={kv |k € R.

Consideremos agora a matriz

Como o posto de A — 21 tem dimensao dois, 0 espac¢o dos autovetores de
T associados ao autovalor 2 tem dimensao 1.

Sendo (T — 2I)(1,1,2) = (0,0,0), temos que
{v|Tv=2v} ={kv, |k € R},

onde v, = (1,1,2). O

Defini¢c ao 1.5
Seja T um operador linear sobre o espaco V de dimensao finita. Dizemos

gue T é diagonalizavel se existe uma base de V formada por autovetores
deT.

Ou seja, T é diagonalizavel se seus autovetores geram o espacgo V.

Se B={«y,...,xn} € uma base de autovetores de V e T(ay) = ci«,
i=1,...n, entdo

C1 0 0

0 C2 0
[T]B E . ]

0 0 Cn

€ uma matriz diagonal.

Exemplo 1.3
O operador linear T sobre R? do exemplo 1.1 ndo é diagonalizavel, pois T

nao possui autovalores em R.

Exemplo 1.4

O operador linear T sobre R3 do exemplo 1.2 apesar de possuir dois au-
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tovalores 1 e 2 no corpo R, ndo é diagonalizavel, pois os espacos dos

autovetores associados a esses autovalores tém dimensao 1. Portanto,

nao ha possibilidade de formar uma base de R? constituida de autoveto-
resdeT.

Suponhamos que o operador T : V — V seja diagonalizavel e que
c1,...,Ck SA0 0s autovalores distintos de T. Seja B uma base ordenada
de V formada por autovetores de T. Entdo [T]z € uma matriz diagonal,
cujos elementos da diagonal sédo os escalares c;, cada um repetido um
determinado nimero de vezes. Se c; esta repetido d; vezes, podemos,

reordenando a base B, caso necessario, fazer com que a matriz do ope-
rador tenha a forma em blocos:

C1I] @) @)
@) CzIz @)
M5 = : 3 .. d ’
@) O 9,00 Cka

onde [; € a matriz unidade d; x d;.

Nesse caso, 0 polindmio caracteristico de T € o produto de fatores
lineares:
Pe(x)i= (x5 cl (% e, i
Portanto, se o corpo K nao for algebricamente fechado, estaremos
observando uma propriedade especial de T, ao dizermos que seu po-
linbmio caracteristico tem uma tal fatoracao.

Também podemos observar que a multiplicidade d; do autovalor c;
como raiz do polinémio caracteristico € igual a dimensao do espaco de
autovetores associado ao autovalor c;.

De fato, como [T — c¢;llz € uma matriz diagonal com d; zeros na
diagonal, temos que a dimensao do nlcleo de T — ¢;I € igual a d;.

A relacao entre a dimensao do autoespaco e a multiplicidade do au-
tovalor como uma raiz do polinémio caracteristico nos fornecera uma ma-
neira simples de verificar se um operador dado é ou nao diagonalizavel.

Lema 1.3
Suponhamos que Tx = cx. Se f € um polinémio arbitrario, entao

f(T)(x) =f(c)ex.
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Sejaf=ax"+...4+ ajx + ao. Entao,

f(M(x) = (anT+...+a1T+ apl)(x)
= apI™a)+ ...+ a;T(x) + apl(x)
= apc"o+ ...+ ajcoe+ apx
= (anc™+...+ajc+agp)x
f(c) .

Lemal4
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita.

Sejam cy,...,c, 0S autovalores distintos de T e seja Wi, i = 1,...,k, 0
espaco dos autovetores associado ao autovalor c;. Se W = Wi +...+ Wy

e B; € uma base ordenada de W;, entdao B = B; U ... U Bx € uma base
ordenada de W. Em particular, dimW = dimW; + ... + dim W,.

Prova.
Sejavi+...+vi=0,0onde v € W;,1=1,...,k, e seja f um polinbmio
arbitrario.

Como T(v;) = cyvy, temos, pelo lema anterior, que
0=A(T)(0) =f(T)vi+ ...+ f(T)vik =f(c1)vi + ...+ f(ci)vxk.

Sejam fy,..., fi polinbmios tais que

Entao,
k
0 = fl(T)(O) — Z fl(C])\)) = Z 61_]\)] — Vi
j=1

Como W = W, + ...+ Wy é 0 espaco gerado por todos os autovetores
de T, temos que B = By U...U By gera W, onde B; € uma base de W;,
i=1,... k.

Seja By ={vi,...,vi, },i=1,... k, e seja
avi+...+al vy, Faivit o taivh 4. Favi 4 Fak vl =0,

uma combinagao linear nula dos vetores de 5.
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Fazendo v; = ajvi + ...+ a} v, € W;, temos que v; + ...+ v, = 0. Pelo

provado acima, vi =0 paracadai=1,...,k.
Logo, ajvi+...+a} v, =0paratodoi=1,... k. Como{vi,...,vi }=B;
€ um conjunto LI, temos que a} = ... = a}, =0 paratodoi=1,... k.

Provando, assim, que B € um conjunto LI de vetores de V.

Como B é LI e gera W, temos que B = B; U ... U By € uma base de W e,
portanto,
dmWwW =dimW; + ... +dimW,.

Teorema 1.2
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita.

Sejamcy, ..., cy 0S autovalores distintos de T e seja W; o nUcleo de T—c;l.
As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
(a) T é diagonalizavel.

(b) O polinbmio caracteristicode T é

P = (x —OMGRE I EE ey
onde dy = dim W,.
(c)dimV =dimW; + ... +dimW,.
Prova.
Ja provamos (a)=—(b).
(b)==(c) Suponhamos que pc = (x —c1)¥ ... (x — cy)%.
Entado, grau(pc) =dimV =d; + ...+ dy =dimW; + ...+ dimW,.
Pelo lema anterior, dim(W; + ... + Wy) =dim V.
Logo, V=W;+...+ W,.
(c)==(a) Suponhamos, agora, que dimV =dimW; + ...+ dimW,.

Como dimW =dimW; + ... +dimWy, onde W = W; + ... + W4, temos
que dimW =dimYV.

Entao, V = W, ou seja, os autovetores de T geram V. g

O analogo do teorema acima para matrizes pode ser formulado da
seguinte maneira:
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Teorema 1.3
Seja A uma matriz n x n com entradas no corpo K e sejam cy,...,cx

os autovalores distintos de A em K. Para cada i, seja W; o espaco dos
vetores colunas em K™ tais que

(A—c )X =0,
e seja B; uma base ordenada de W;.

Os vetores das bases By, ..., B, podem ser reunidos para formar as colu-
nas Pq,..., P, de uma matriz P.

Entdo, a matriz A é semelhante sobre K a uma matriz diagonal se, e s6
se, { =n, ou seja, se, e sO se, P € uma matriz quadrada.

Nesse caso, P € invertivel e P~TAP é diagonal.

Exemplo 1.5
Seja T o operador linear sobre R3 representado em relagéo a base canonica
pela matriz
5 —6 —6
A=]-1 4 2
3 —6 —4

Vamos calcular o polindmio caracteristico de A por meio de operacoes
elementares sobre linhas e colunas da matriz xI — A € (R[x])3*3:

x—5 6 6 x—5 0 6
det(xI — A) = det 1 x—4 =2 | =det 1 x—2 =2
-3 6 x+4 e B e
x—5 0 6 x—5 0 6
= (x — 2) det 1 1 -2 | =(x—2)det 1 [ ==
-3 -1 x+4 -2 0 x+2
x—5 6
= (x — 2) det =(x—2 -5 2)+12) .
(x—2) 5 X+2> (x = 2) ((x =5)(x +2) + 12)

=(x—2)(x2=3x+2)=(x—2)*(x—1).

Entao, 1 e 2 sdo os autovaloresde T, e

4 —6 —6 3 —6 —6
A-I=|-1 3 2 e A=-2l=|-1 2 2
3 —6 -5 3 —6 —6
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Como A—1nao é invertivel e posto (A—1) > 2, pois (4,—6,—6) e (—1,3,2)
sao LI, temos que posto (A — 1) = 2.

Além disso, é claro que posto (A — 2I) = 1.

Sejam W, e W, os espacos dos autovetores associados aos autovalores
1 e 2, respectivamente.

Como dmW; =3—-2=1edmW, =3 —1 = 2, temos, pelo teorema
anterior, que T é diagonalizavel, pois dimW; + dimW, =1 + 2 = dimR3,

E facil ver que o nlcleo de T — I & gerado pelo vetor o, = (3,—1,3), e
assim, {«;} € uma base de W;.

O ndcleo de T—21, isto €, 0 espaco W,, & formado pelos vetores (x1, x2, X3)
tais que x; = 2x; + 2x3. Logo, por exemplo, os vetores
“2:(2)1)0): e 063:(2,0,1),

formam uma base de W,.

Entdo, B = {a, ®y, a3} € uma base de R3 e [T]z &€ a matriz diagonal

1 OO0
=" {82 0
AL

Assim, D = P 'AP, onde

B
Pl 1™ 10 ],
g +0 J

é a matriz de mudanca de base da base B para a base canonica.
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2. Polin dmios Anuladores

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo KesejaT:V — V um
operador sobre V.

Entao, o conjunto
I={pecK[Kx|p(T) =0},
€ um ideal da algebra K[x] dos polindmios com coeficientes em K.

De fato, sejam p, q € K[x] e seja A € K. Como
(Ap + q)(T) = Ap(T) + q(T),

(pa)(T) =p(T)q(T),
temosqueAp+qelsep,gqellepqelsep el

O ideal T pode ser o ideal nulo, isto €, o ideal formado apenas pelo
polinbmio nulo. Mas veremos agora que isto ndo ocorre quando o0 espago
vetorial V & de dimensao finita.

De fato, se dimV = n, temos que dim £(V,V) = n’. Logo, os n? + 1

operadores I, T, ... , T  sdo LD. Isto &, existem escalares c, ci,...,Cp2
em K nao todos nulos tais que

coH—c1T+...+cnzT“2 =0.
Entao, o polinbmio
P :co+c1x+...+cnzx“2
€ um polindmio n&o-nulo de grau < n? que pertence ao ideal I.
Como I é um ideal ndo-nulo, existe um Gnico polinémio unitario
p € K[x] tal que T = p K[x].

Ou seja, se f € Klx], temos: f(T) = O se, e somente se, existe
g € K[x]talque f =pgq.

Defini¢c &0 2.1
Seja V um espaco vetorial de dimenséao finita sobre o corpo K e seja

T:V — V um operador linear. O polindmio minimal de T, designado p,,
€ o0 Unico gerador unitario do ideal dos polindmios com coeficientes em K
que anulam T.
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Observag a0 2.1

Nenhum polinémio sobre K que anule T tem grau menor que o de p,.

Defini¢c &0 2.2
Se A é uma matriz n x n com entradas no corpo K, definimos o polinémio

minimal de A como sendo o Gnico gerador unitario do ideal formado pelos
polinémios de K[x] que anulam A.

Observacg a0 2.2
Se o operador T é representado, em relacdo a alguma base ordenada B
de V, pela matriz A = [T]z, entdo T e A tém o mesmo polindmio minimal.

De fato, se f € K[x], temos que
f(T) =0 < [f(T)lg =0 < f([Tlg) =0 < f(A) = O.

Observag a0 2.3
Seja F um subcorpo do corpo K e suponhamos que A seja uma matriz

n x n com entradas no corpo F. Entdo, o polinémio minimal de A, quando
considerada como uma matriz de F™*", é igual ao polindmio minimal de
A, quando considerada como uma matriz de K™*™,

Seja p. € F[x] o polindmio minimal de A, considerada como uma matriz
de F™™m,
Como p., € K[x] € pm(A) = O, temos que o polinémio minimal p,, € K[x]
de A considerada como uma matriz de K™™, tem grau < grau(p ).
Seja pm = x4+ a1 x¥ T+ ...+ ayx + ao. Entéo,
A¥+ a AR T+ + 1A+ al =0.

Ou seja, o vetor (ay_1,...,a0) € K* & solugdo de um sistema de n?
equacoes lineares de k incognitas da forma BX = Y, onde B € Fxk
eY e,
Entao, pelo que foi provado anteriormente, o sistema BX = Y possui uma
solugdo (by_1,...,by) € F*. Ou seja, o polindmio

q= xk + bk_]inl +...+bix+ by € Fx]

anula a matriz A. Logo, grau(q) = grau(p) > grau(pm) -

Entao, grau(p.,) = grau(pm).
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Além disso, como p,, € K[x] & o gerador unitario do ideal de K[x] dos
polindmios que anulam A, p., € K[x], pm(A) = O € p,, € unitario, temos
que pm = Pm-

Teorema 2.1
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensdo n

(ou, seja A uma matriz n x n). Os polindmios caracteristico e minimal
de T (respectivamente, de A) possuem as mesmas raizes, a menos de
multiplicidade.

Prova.
e Seja p,, 0 polinbmio minimal de T e seja ¢ € K tal que pn(c) = 0.
Entao, existe q € K[x] tal que p,, = (x — ¢)q.

Como grau(q) < grau(pm), temos, pela definicdo de polindmio minimal,
que q(T) # O. Existe, portanto, v € V tal que q(T)(v) # 0.
Sejaw = q(T)(v). Entao,

0 =pm(T)(v) = (T—cD)q(T)(v) = (T —cD)(w).
Ou seja, c é autovalor de T.
e Suponhamos, agora, que ¢ €& um autovalor de T e que
T(v) =cv,veV-—{0}
Entao, pelo lema 1.3,

Pm(T)(V) = pm(c)v.

Como p(T) =0 ev #0, temos que pn(c) =0. g

Observag @0 2.4
Seja T um operador linear diagonalizavel e sejam cy, ... ., c; 0s autovalores
distintos de T. Entao
p=(x—ci)...(x—ci)
€ o polinbmio minimal de T.
De fato, se v € um autovetor de T, entdo, algum dos operadores

T—cI,...,T—cllevavem 0. Portanto,
p(T) = (T—ciD)...(T—=cD)(v) =0,

para todo autovetor v. Como V possui uma base formada por autovetores,
temos que p(T) = O.
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Além disso, pelo teorema anterior, cq,...,c, S80 as raizes do polinémio

minimal. Logo, p = (x —¢1) ... (x — cx) € 0 polinémio minimal do operador
diagonalizavel T.

Provamos, assim, que se T € um operador linear diagonalizavel, o

polindmio minimal de T € um produto de fatores lineares distintos. Como
veremos mais tarde, essa propriedade caracteriza os operadores diago-

nalizaveis.
Exemplo 2.1
Seja T o operador linear sobre R3 representado em relagéo a base canonica,
pela matriz
5 —6 —6
A=|-1 4 2
3 —6 —4

No exemplo 1.5 vimos que o operador T & diagonalizavel e que o seu
polindmio caracteristico & (x —2)?(x — 1). Logo, pela observagao anterior,
Pm = (x —2)(x — 1) & 0 polinbmio minimal de T.

Exemplo 2.2
Seja T o operador linear sobre R3 representado, em relacdo a base canonica,
pela matriz
31 -1
A =2y 2 g—1
2 &0

Vimos, no exemplo 1.2, que o operador T ndo & diagonalizavel e que
(x — 1)(x — 2)? & o seu polindmio caracteristico.

Sabemos, pelo teorema anterior, que 1 e 2 sao as raizes do polinbmio
minimal p,, de T. Entdo, p = (x — 1)¥(x — 2)¢, paraalguns k > 1e { > 1.

Como
21 —1 I L= 2 0 —1
A-DA-2)=(2 1T -1 20 —1]=1(20 -1 ()
2 2 -1 2 2 -2 4 0 -2
nao é a matriz nula, temos que (x — 1)(x — 2) nao é o polinémio minimal
deT.

Assim, obtemos que o grau do polindmio minimal de T &, pelo menos, trés
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e, entdo, os possiveis candidatos a serem o polindmio minimal de T sao
(x—1)%(x—2)e (x—1)(x—2)%

Por (1), temos

20 =1\ /11 -1 00 0
A-T)(A-202=(20 1|20 —1]=(00 0
40 —2) \2 2 =2 00 0

Logo, o polindmio minimal de T € o seu polinémio caracteristico.

Exemplo 2.3

Seja T o operador linear sobre R? representado, em relacio a base candnica,

A:(? —O1>.

Como vimos no exemplo 1.1, o polindmio caracteristico de T & x* + 1, que
NAo possui raizes reais.

pela matriz

Considerando A como uma matriz 2 x 2 complexa, temos que (x+1)(x—1)
€ o seu polindmio caracteristico, com raizes i e —i.

Logo, i e —i s@o, também, raizes do polinémio minimal de A, considerada
tanto como uma matriz real quanto como uma matriz complexa.

Sendo
0 —1 0 —1 T -1 0 1E K¢ 00
2 _ = 5
A+I—(1 o>(1 o>+(o 1)—(0 —1)*(0 1)‘(0 o>’
temos que x? + 1 & o polindmio minimal de A, considerada como uma

matriz real.

Portanto, x*> + 1 € o polinémio minimal do operador T. 0

Teorema 2.2
Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita n sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V.
Se p. € K[x] € o polindbmio caracteristico de T, entédo p.(T) = O.
Em outras palavras, o polindmio minimal divide o polindmio caracteristico

deT.

Prova.
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Sejal ={q(T)|q € K[x]}.

Pelo visto nas secdes anteriores, L € uma algebra linear comutativa com
elemento unidade sobre o corpo K. Em particular, L € um anel comutativo
com elemento unidade.

Seja B = {vy,...,v,} uma base de V e seja A a matriz que representa T
em relacdo a base B. Entao,
T(Vi):ZAjiVj> 1§1§n
j=1

Essas equacdes podem ser escritas como
Z(éijT—AjiI)V]‘:O, 1§1§T'L
j=1

Seja B a matriz n x n sobre L com entradas

Bi)' —] 6ijT — A]'iI &

. T —8A 1 L= ]
. T avE.w

Quando n = 2, temos

e
det(B) = (T—AnD(T—Axl) —A AN
= T?— (A1 + AT+ (A11An — ApAy)l
= pc(T) y
onde

Pe =x%>— (Tr A)x +det(A)
€ o polinémio caracteristico de T.
Para n > 2, temos também que
det(B) = p.(T),

pois o polindbmio caracteristico de T, p., € o determinante da matriz xI—A,
cujas entradas sao os polinémios
(XI — A)ij = 61)')( —_— Ai]' .

Como det(xI — A) = det ((xI — A)'), temos, também, que p. & o determi-
nante da matriz xI — A', cujas entradas sao os polindbmios
(XI — At)ﬁ = 61]'7( — Aﬁ.
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Pela definicao de B, temos que

ZBijVj:O; 1§1§n (|)
j=1

Seja B = Adj B. Entao, por (1), temos que

ngiBijVj:Oa 1§1,k§n
j=1

Somando em relagéo a i, temos

n n n

Z Z gkiBijVj =0= Z (i EkiBij> v = 0. (ll)
i=1

i=1 j=1 =1

Como BB = det(B) I, temos que
> BuiBy = 8 det(B).
i=1

Logo, por (1), temos

Z 6kj det(B)V]' =0= det(B)Vk =0, ® <"k <"
=1

Assim, provamos que p.(T) = det(B) = 0, ou seja, que o polinbmio carac-
teristicode T anula T. g

Observag @0 2.5
Como o polinémio minimal p,, divide o polindmio caracteristico p. € 0s

dois polindbmios possuem as mesmas raizes, temos que, se p. se fatora
como
Pe = (Xucs) e
onde cy,...,cx S80 as raizes distintas e d; > 1 para todo j, entao
Pm=(x—c1)"...(6—c)™,

coml <7 <dparatodoj=1,... k.
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3. Subespacos Invariantes

Defini¢c &0 3.1
Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K e T um operador linear sobre

V. Dizemos que um subespaco W de V € invariante por T, se para todo
vetor v € W, o vetor T(v) pertence, também, a W.

Ou seja, W & um subespaco invariante por T se T(W) Cc W.

Exemplo 3.1

Seja T:V — V um operador linear. Entao, os seguintes subespacos de
V séo invariantes por T:

W=V,

e W ={0};

e W=T(V)=Im(T) (aimagem de T);

e W =T7"(0) =Ker(T) (o nGcleo de T).

Exemplo 3.2
Seja K um corpo e seja D o operador derivacao sobre o espaco K[x] dos

polinbmios com coeficientes em K.

Seja n um inteiro positivo e seja W o subespaco de K[x] formado pelos
polinémios de grau < n.

Entédo W é invariante por D.

Exemplo 3.3

Sejam T,U : V — V operadores lineares sobre V que comutam, isto é
TU=UurT.

Entdo, W = U(V), aimagem de U, e N = U~'(0), o nucleo de U, sdo

subespacos invariantes por T.

De fato, se v € W, existe w € V tal que U(w) = v. Logo,
T(v) =T(U(w)) =U(T(w)) € W.

Analogamente, se v € N, U(v) = 0. Logo,
U(T(v)) =T(U(v)) =T(0) =0,

ou seja, T(v) € N.
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Um tipo particular de operador que comuta com T &€ um operador
U = g(T), onde g & um polindmio.

Por exemplo, U =T — cI, onde c &€ um autovalor de T.
Nesse caso, o nucleo de U, que é o espaco dos autovetores associ-

ados ao autovalor c, € invariante por T

Exemplo 3.4

Seja T o operador linear sobre R? que é representado em relagéo a base

A:(f —01>.

Entdo, os (inicos subespacos de R? que sdo invariantes por T sdo R? e 0
subespaco nulo.

canénica pela matriz

De fato, qualquer outro subespaco invariante W teria dimenséo 1, ou seja,
W seria gerado por um vetor v nao-nulo.

Sendo W invariante por T, teriamos T(v) = Av, ou seja T teria um autova-

lor em R, o0 que € um absurdo, pois ja verificamos, no exemplo 1.1, que T
n&o possui autovalores reais.

Observag a0 3.1
Quando o subespagco W é invariante por T, T induz um operador linear Ty,

sobre o espaco W, definido por Ty (v) = T(v), paratodo v € W.

Suponhamos que V tem dimenséo finita e que B = {vq,...,v,} € uma
base ordenada de V tal que B’ = {v;,...,Vv,} Seja uma base ordenada de
W, sendo r =dimW.,

Seja A = [T]z. Entao,

Tvi) =) Ayvi, 1<j<n.

i=1

Como W é invariante por T, temos que Ay = 0, paratodos 1 <j <re

i>r+1. Assim,
A B C ,
O D

onde B = [Twlg/, €umamatrizr xr, Céumamatrizrx (n—r)e D é uma
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matriz (n —r) x (n—r).

Lema 3.1
Seja W um subespaco invariante por T. Entdo, o polinbmio caracteristico

do operador Ty, divide o polindmio caracteristico de T, e o polindmio mini-
mal de Ty, divide o polindmio minimal de T.

Prova.

Seja A = (g g) onde A = [Tlz e B = [Twlz'.

Por causa da forma em blocos da matriz A, temos
det(xI — A) = det(xI — B)det(xI — D).
Ou seja, o polindmio caracteristico det(xI — B) de Ty divide o polinémio

caracteristico det(xI — A) de T.

Como a k—ésima poténcia da matriz A tem a forma em blocos

N4 B* Cy
FoWe™

onde Cy € uma matriz r x (n—r), temos que qualquer polindmio que anula
A, também anula B.

Assim, o polindmio minimal de B divide o polindmio minimal de A. g

Observag @o 3.2
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita

n. Sejam cq,...,c, 0S autovalores distintos de T e sejaW;,i=1,...,ko0
espaco dos autovetores associados ao autovalor c;.

SejaW = W, +...+ W,y 0 subespaco gerado por todos os autovetores de
T.
Se Bi,i = 1,...,k € uma base ordenada de W;, ja sabemos, pelo lema
1.4, que B’ = By U...U By € uma base ordenada de W e que dimW =
dimW; + ... +dim W,.
Entao, se B’ ={vy,..., v}, onde r = dim W, temos que

T(\)i) = tivi, i= 1,. R
onde (tq,...,t;) = (¢1,...,€1,...,Cy,...,Cx) COM cada c; repetido dim W;
vezes.
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O subespaco W € invariante por T, pois todo v € W pode ser escrito na
forma
V=AVi+ ...+ AV,

logo,
T(V) = }\1t1\)] ;}— Lot )\rtrv-r .

Sejam v,1,...,v, vetores de V tais que B = {vi,..., Vs, Vii1,...,Vn} SEjA
uma base de V.

A matriz de T em relagdo a base B é da forma em blocos

_(Owlsr C
[Tlg = ( 0 D) ,

onde
t; 0 0
0 t 0
MTwls = :
0 0 t,

€ uma matriz r x r diagonal.
Assim, g = (x —c1)Y ... (x — cx)%, com {; = dim W;, & o polindmio carac-
teristico de Ty,.

Como g divide o polinémio caracteristico p. de T, temos que a multiplici-
dade de ¢; como raiz de p. € no minimo dim W;.

Defini¢ &0 3.2
Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K.

Seja W um subespaco de V invariante pelo operador T: V — V e seja v
um vetor do espacgo V.

O T-—condutor de v em W & o conjunto S¢(v; W) formado de todos os
polinémios g € K[x] tais que g(T)(v) € W.

Em particular, se W = {0}, o T—condutor de v &€ denominado o T—anulador
de v.

Observag a0 3.3

Como o operador T permanecera fixo durante a maioria das discussoes,

abandonaremos o indice T e escreveremos S(v; W) em vez de St(v; W), e
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tal conjunto sera denominado apenas condutor de vem W.

Lema 3.2
Se W é um subespaco invariante por T, entdo W € invariante por qualquer

polinbmio em T.

Assim, para todo v € V, o condutor S(v; W) & um ideal na algebra dos
polinémios K[x].

Prova.

Sew € W, entdo T(w) € W. Como THw) = T(T™'(w)), podemos
provar, por inducao, que T"(w) € W, para todon € N.
Assim, agw + a; T(w) +...+ a, T™(w) € W quaisquer que sejam 0S esca-
lares ao, aj,...,a, € K, ou sejap(T)(w) € W para todo p € KI[x].
O condutor S(v; W) & um subespaco de K[x], pois se p(T)(v) € W e
g(T)(w) € W, entéo

(ep +g)(T)(v) = ep(T)(v) + g(T)(v) € W.
Como W é invariante por T, temos que se g € um polindbmio em S(v; W),
isto €, se g(T)(v) € We se f e K[x] €um polindmio arbitrario, entao
(fg)(T)(v) = (f(T) o g(T))(v) = f(T)(g(T)(v)) € W,

pois W € invariante por qualquer polinomioem T. g

Observag a0 3.4

O Unico gerador unitario do ideal S(v; W) é também denominado T—condutor
de vem W (ou T—anulador de v, no caso em que W = {0}).

O T—condutor de v em W é o polindmio unitario g de menor grau tal que
g(T)(v) e W.

Observe que o polindmio minimal pertence ao ideal S(v; W). Logo, todo
T—condutor (ou T—anulador) divide o polinémio minimal.

Defini¢c do 3.3
Um operador linear T sobre um espaco vetorial de dimensao finita é tri-

angulavel se existe uma base ordenada B de V tal que a matriz [T]z €
triangular.
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Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K. Seja T um

operador linear sobre V tal que o polindmio minimal de T seja um produto
de fatores lineares

Pm=(x—cy)"...(x—c)™, c¢;eK.
Seja W um subespaco proprio de V (i.e. W # V) invariante por T. Entao
existe um vetor vem V tal que:
(@)veWw;

(b) (T —cI)(v) € W, para algum autovalor ¢ do operador T.

Prova.
Seja w um vetor arbitrario de V que nao pertence a W e seja g o T—condutor
de wemW.

Como w nao esta em W, o polinbmio g ndao é constante e divide o po-
linbmio minimal p,,. Entao,

g=(x—c1)...(x—c)%,

onde pelo menos um dos inteiros sy, . .., sy € positivo.
Seja j tal que s; > 0. Entéo (x — c;) divide g:

g =fee— ¢
Pela definicdo de g, o vetor v = h(T)(w) ndo pertence a W, pois grau(h) <
grau(g).
Mas,

(T—¢Dv) =(T—¢gD(R(T)(wW)) = (T — ¢I) h(T))(w) = g(T)(w)

pertencea W. g

Teorema 3.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V. Entdo T é triangulavel se, e somente se, 0
polinémio minimal de T € um produto de polinémios lineares sobre K.

Prova.
Suponhamos que o polinémio minimal de T € um produto de fatores li-
neares:

Pm=(x—c))"...(x —c ).
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Aplicaremos o lema anterior, para obter uma base B = {vy,...,v,} de V
tal que
T(v]-):a1]-v1—|—...+ajjvj, 1<j<n,

ou seja T(v;) pertence ao subespaco gerado por vy, ..., V;.
Assim,
apr a2 a3 - Qin
0 ax a3 -+ azpm
Tlg = 0 0 asz -+ asn
O 0 0 " am

€ uma matriz triangular superior.

Comecamos aplicando o lema anterior ao subespaco W; = {0}. Entéo,
existe vi 20 e ay; € Ktal que (T —aq11)(vq) € W4, ou seja, T(vq) = ajvs.

Seja W, o subespaco gerado por v,. Esse subespaco € invariante por T,
pOiS T(V]) =anvy; € Wa.

Pelo lema anterior, existe v, € W; e ay; € K, tais que (T — axl)(v2) € W,
ou seja, existe a; € K, tal que T(v2) = aipvi + axpvs.

Seja, agora, W5 0 subespaco gerado por v; e v, que € invariante por T,
pois T(vy) = ayvi € W3 e T(vz) = aiavy + axnv, € W3, Pelo lema anterior,
existe v3 € Wj e az3 € K, tais que (T — as3l)(v3) € W3, ou seja, existem
a3, a3 € K tais que
T(v3) = a13vi + azvz + azzvs.
Prosseguindo desta maneira, obtemos vetores vy, ...,v,, em V tais que
T Fagvas ... a5, =M. n.

Observe, também, que {vs,...,v,} € um conjunto LI, e portanto, uma base

de V, pois, em cada passo j, 0 vetor v; ndo pertence ao espaco gerado
por vi,...,vj_.

Suponhamos, agora, que T é triangulavel, ou seja, que existe uma base
B de V tal que
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ann a2z -0 Qin

0 az ... aon
[Tl =

0 0O -+ ann

Entdo, xI — [T]z & também uma matriz triangular, cujo determinante, o
polindmio caracteristico p., € o produto das entradas da diagonal, ou seja,
Pe=(x—an)(x—az)...(x —ann).

Os elementos da diagonal a;,..., a,, S&0 0s autovalores c; e aparecem

repetidos d; vezes, ou seja
Pe=(x—c1)¥ ... (x—cp)%.

Como o polinémio minimal p,,, divide p., temos que p,,, € da forma
Pm=(x—cy)" ... (x —c)™,

onde1 <r;<d;paratodoj=1,....k. g

Corol ario 3.1
Seja K um corpo algebricamente fechado. Entéo, toda matriz n x n sobre

K é semelhante sobre K a uma matriz triangular.

Prova.
Seja T o operador sobre K™ representado em relacdo a base canb6nica
B por uma matriz A.

Como o corpo K é algebricamente fechado, o polinbmio minimal de T é
um produto de polindmios lineares sobre K. Entéo, pelo teorema anterior,
existe uma base B’ de K™ tal que [T]p- € triangular.

Como A = [T]B e [T]z sdo semelhantes, temos que A é semelhante a
uma matriz triangular. g

Teorema 3.2
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V. Entao, T é diagonalizavel se, e somente se,
o polinémio minimal de T tem a forma
Pm=(x—c1)...(x—ci),

onde cq,...,cx S0 elementos distintos de K.
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Prova.
Ja provamos que se T é diagonalizavel entdo o polindbmio minimal de T
€ um produto de fatores lineares distintos.

Para demonstrar a reciproca, suponhamos que o subespaco W de V,
formado por todos os autovetores de T, seja proprio, isto €, W #£ V.

Pelo lema anterior, existe um vetor v ¢ W e um autovalor c; de T tais que
0 vetor
w=(T—¢gl)(v) e W.

Como w € W, existem autovetores wy, ..., w tais que

wW=wi+ ...+ Wy,
onde T(w;) = ciwy, 1 <i< k.
Portanto,

h(T)(w) =h(ci)wi + ...+ h{ck)wyx € W,

para todo polinémio h € K[x].
Sendo p,, = (x —¢;)q e (g — q(c;))(c;) = 0, existe um polindmio h € K[x]
tal que

q—d(c;) = (x—cj)h.
Temos
(a(T) —ale;)D(v) = a(T)(v) — ale;)(v) = R(THT — ¢I)(v) = h(T)(w) € W.
Como

0 =pw(T)(v) = (T —¢cI)q(T)(v),

temos que q(T)(v) € um autovetor de T e, portanto, q(T)(v) € W.

Assim,

q(c;)(v) = q(T)(v) —h(T)(w) € W.
Como v ¢ W, temos que q(c;) = 0, que & uma contradi¢cdo, pois, por
hipotese, todas as raizes de p., ttm multiplicidade igual a 1. g

Observag @o 3.5
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimenséo finita.
Se seu polindmio caracteristico

Pe=(x—c)¥ ... (x—c )%,

pode ser decomposto como um produto de polinémios lineares, temos
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dois métodos para determinar se T & ou nao diagonalizavel. Um método
consiste em verificar se existem, para cada i, d; autovetores independen-
tes associados ao autovalor c;. O outro método consiste em verificar se
(T —c1I) - (T — ciI) € ou ndo o operador nulo.

Observag o 3.6

Seja A uma matriz triangular

ann apz a3z - Qin

0 ax axp -+ axm

A = 0 0 azz --- 0a3n
0 0 0O - ann

Entdo, o polindmio caracteristico de A é dado por:

X—ann  —an2 —ai3 o T

0 x— dzp F—drl - =dr

pe = det(xI — A) = det 0 0 S 0 N
0 0 0 .. o

ouseja, pc=(x—ay)...(x—ann) .

Como,

j
Aej = E axj€x ,
k=1

temos que
Pc(A)(e5) = (A —anl)(A —azl)... (A — annl)(e;) =0,

paratodoj=1,...n.

De fato, como (A — aj;I)(e;) = 0, temos que p.(A)(e;) = 0, pois as
matrizes (A — ayl), i =1,...,n, comutam entre si.

Supondo que (A — anI)(A — axl)...(A — a;l)(ei) = 0 para todo i =
1,...,j, temos que

(A — anI)(A — azzl) v (A — aﬁI)(A — a(j+1)(j+1)1)(ei) = 0,
paratodoi=1,...,j+ 1.

De fato:
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J (A —anl)...(A—a;D(A = agingenDied)
= (A—agnnD ((A—anD)...(A—a;l)(e))
= (A—a(j+1)[j+1)1)(0) =0, paratodoi:1,...,j.

J (A—anD)...(A—a;D(A —agengenD(eja) =0

j
pois (A —agingnDlen) =) arjex e
k=1
(A—anl)...(A—aj;l)(ex) =0, paratodok=1,...,j.

Provamos, assim, que
Pc(A)(e) =(A—anl)...(A—anwl)(e) =0,

paratodoj =1,...,n, ouseja, p.(A) =0.

Observag @o 3.7
Como todo operador linear T sobre um espaco vetorial V de dimensao

finita sobre um corpo K algebricamente fechado possui uma base B tal
gue [T]z € triangular, temos que p.(T) = O, onde p. € 0 polindmio carac-
teristico de T.

Assim, obtemos uma outra demonstracéo do Teorema de Cayley-Hamilton
para operadores sobre um espaco vetorial sobre um corpo algebrica-
mente fechado.

Mas, como todo corpo K & um subcorpo de um corpo algebricamente
fechado K’, temos que se A € uma matriz n x n sobre K, entdo A é
semelhante em K’ a uma matriz triangular A’. Além disso, ja provamos
gue matrizes semelhantes possuem o mesmo polinbmio caracteristico e
gue uma matriz triangular anula o seu polindmio caracteristico.

Logo, como A = B~'A’B, para alguma matriz B invertivel, e f(A) = f(A’)
para todo polinémio f, temos que
pc(A) = pc(A/) =¥

onde p. € o polinémio caracteristico de A.

Provamos, assim, que se A € uma matriz n x n sobre um corpo
arbitrario, entdo p.(A) = O, onde p. € o polindmio caracteristico de A. Ou
seja, se T & um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao
finita sobre um corpo K arbitrario, entdo p.(T) = O, onde p. € o polindmio
caracteristico de T.
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Acabamos de apresentar, portanto, uma outra demonstracao do Te-
orema de Cayley-Hamilton, mas, para isso, usamos o fato que todo corpo
€ um subcorpo de um corpo algebricamente fechado.

4. Triangulac ao Simult anea e Diagonaliza¢ ao
Simult anea

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja F uma familia
de operadores lineares sobre V.

Um subespaco S é invariante por F se W € invariante por cada ope-
rador em F.

Lema 4.1l
Seja F uma familia comutativa de operadores lineares triangulaveis. Seja

W um subespaco proprio de V, invariante por F. Entdo existe um vetor
v € V tal que:

@vegw,

(b) para cada T em F, o vetor T(v) esta no subespaco gerado porve W.

Prova.
Seja {Ty, ..., T,} um subconjunto linearmente independente maximal de

F, isto é, uma base do subespaco gerado por . Se v € um vetor que
satisfaz (b) paracada T;, i = 1,...,r, entdo (b) & verdadeiro para todo
operador que seja uma combinacao linear de Ty,...,T..

Pelo lema 3.3, existe vi ¢ W e existe ¢; € K, tal que (T — cqI)(vq) €
W, pois, como T; é triangulavel, seu polindmio minimal &€ um produto de
polindmios lineares.

SejaV; ={veV|(Ti—clI)(v) e W) ComoW C Viev; € Vi, vi € W,
temos que W € um subespaco proprio de V;.

Além disso, V; € invariante por F. De fato,se T € F e v € V;, entao
(Th —ciD(T(W)) = T(Ty — 1D (v) e W,

pois (T; — c1I)(v) € W e W € invariante por T.

Logo, T(v) € V;, paratodov € V; e paratodo T € F.
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Seja U; o operador linear sobre V; obtido pela restricdo de T, ao subespaco
Vi.

Como o polindmio minimal de T, & um produto de fatores lineares e o
polinbmio minimal de U, divide o polinbmio minimal de T,, temos que o
polinbmio minimal de U, é também um produto de fatores lineares.

Aplicando o lema 3.3 ao operador U, e ao subespaco proprio W de V;
invariante por U,, obtemos um vetor v, € V4, tal que v, ¢ W, e um escalar
Co € K, tal que (U2 — CzI)(Vz) = (Tz — Czl)(\/’z) cWw.

Logo, v, € W, (Ty — ciI)(v2) € We (T, —c,l)(v2) € W, ou seja, v, ¢ W,
mas T;(v;) e T2(v,) pertencem ao subespaco gerado por v, e W.

Seja V, = {V eV ‘ (Tz — CzI)(V) € W} ComoW C Voevy € Vo, vs € W,
temos que W € um subespaco proprio de V.

SeTe FeveV,,temos que
(T, = c2)(T(V)) =T(T, — col)(v) e W,

pois (T, — cyI)(v) € W e W & invariante por T.
Logo, T(v) € V, paratodov € V, e paratodo T € F.

Seja U; a restricdo de T; ao subespaco V,. Como T; € triangulavel, seu
polinbmio minimal € um produto de fatores lineares. Assim, o polinbmio
minimal de U3, que divide o polindmio minimal de T; €, também, um pro-
duto de fatores lineares.

Aplicando o lema 3.3 ao operador U; e ao subespaco W de V; invariante
por Us, obtemos um vetor v; € V,, tal que v; ¢ W, e um escalar c; € K, tal
que (Us —c3l)(v3) = (T3 —c3l)(v3) € W. Logo, vz ¢ W, (Tr —c11)(v3) € W,
pois vz € V, C V4, (T2 — c2l)(v3) € W, pois v; € Vy,e (T3 — c3l)(v3) € WL

Prosseguindo desta maneira, chegaremos a um vetor v = v, ¢ W tal que
(T; — ;1) (v) €e W, paratodo j =1,...,r. Ou seja, v ¢ W e T;(v) pertence
ao subespaco gerado porve W, paratodoj =1,...,7. g

Teorema 4.1

Seja V um espaco vetorial de dimenséao finita sobre o corpo K. Seja
F uma familia comutativa de operadores lineares triangulaveis sobre V.
Entdo, existe uma base ordenada B de V tal que [T]z € uma matriz trian-
gular superior para todo operador T € F.
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Devido ao lema anterior, a demonstracao deste teorema € igual a demonstracao
do teorema 3.1, colocando F no lugarde T. g

Corol ario 4.1
Seja F uma familia comutatica de matrizes n x n sobre um corpo K alge-

bricamente fechado. Entdo, existe uma matriz P invertivel, com entradas
em K, tal que P~'AP é triangular superior para toda matriz A € F.

Observag a0 4.1
A condicao da familia F ser comutatica & apenas suficiente, mas nao ne-

cessaria para a existéncia de uma base B tal que [T]5 € triangular superior

paratodo T € F, pois dois operadores triangulaveis, ou duas matrizes tri-
angulares superiores, nem sempre comutam.

Teorema 4.2
Seja F uma familia comutativa de operadores lineares diagonalizaveis

sobre o0 espaco vetorial V de dimensao finita. Entdo existe uma base
ordenada B de V tal que [T]5 € diagonal para todo operador T € F.

Prova.
Provaremos o teorema por indug¢éao sobre a dimensao de V.

Se dimV =1, nada ha por demonstrar. Suponhamos que o teorema seja
valido para espagos vetoriais de dimensdao menor que n e suponhamos
que dmV =n.

Seja T € F um operador que nao seja multiplo do operador identidade.
Sejam cy,...,cx 0S autovalores distintos de T, e seja W;, i = 1,...,k, 0
nacleo de (T — ¢;1).

Para todo operador U que comuta com T, W; € invariante por U, pois
TU(v) = UT(v) = U(cyv) = ciU(v),
para todov € W;,.

Seja F; a familia de operadores lineares sobre W;, obtida pela restricao
dos operadores em F ao subespaco invariante W;.

Cada operador em F; € diagonalizavel, pois seu polinémio minimal divide
o polinémio minimal do operador correspondente em F, sendo, portanto,
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um produto de fatores lineares distintos.

Como dimW; < dimV, os operadores em F; podem ser diagonalizados
simultaneamente, ou seja, W; possui uma base B; formada por vetores
gue sao autovetores de todos os operadores de F;.

Como T é diagonalizavel, temos que B = B; U ... U By, € uma base de
V formada por autovetores de todos os operadores de F, ou seja, [L]|z €
diagonal para todo operador L € F g

Observacg a0 4.2
No teorema anterior, a comutatividade da familia & &€ uma condi¢do nao

so sufiente mas também necessaria para a diagonalizacao simultanea dos
operadores em F, pois duas matrizes diagonais sempre comutam.

5. Decomposic ao em Soma Direta

Definic &0 5.1
Seja V um espaco vetorial. Os subespag¢os Wy, ..., W, de V sédo chama-

dos independentes, se
V1 ‘|‘...+Vk:0,

comv; € Wy, implicaquev; =0, paratodoi=1,... k.
Se W =W; + ...+ W,, entao todo vetor v € W pode ser expresso

como
V=vi+...+v, v;eEW;.

Se, além disso, W4, ..., Wy sao independentes, todo vetor v € W pode
ser expresso de modo Unico como uma tal soma.

De fato, se v se escreve, também, comov = wj + ... +wy, w; € W;,
temos que

v—v=(Wvi—wi)+...+ (vik—wy) =0,
comv;—w; € Wi, i=1,...,k. Logo, vi = w; paratodoi=1,..., Kk, pois
Wi, ..., W, sao independentes.
Defini¢ 80 5.2

Sejam Wy, ..., Wy subespacos de um espaco vetorial V.
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Dizemos que o subespaco W é a soma direta de Wy, ..., Wy e escreve-
mos
W=W;,o...0 Wy

se as seguintes condicdes sao satisfeitas
e W=W;+...+ W,

e Wy, ..., W, sao independentes.

Teorema 5.1

Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita e sejam Ws, ..., Wy subespacos

de V.

Se W =W, +...+ W,, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:
QW=W,aW,d...HW;
bYyW;Nn(Wi+...+W;4)={0},2<j<m;

(c) Se B; € uma base ordenada de Wi, 1 <i<k,entdo B=ByU...U By
€ uma base de W.

k
(d) dimW =) dimW,.

i=1

Prova.
(@)=(b) Sev e W;n (W; +...+ W,_;), existem vetores vy,...,vj_1,
vie W,i=1...,j—1, tais que
vV=vi+...+Vj.
Como W4, ..., W, sdo independentes e
wi+...+v9+(v)]+0+...4+0=0,

temosque Vi =V2=...=Vjq —v=0.

(b)==(c) Como W = W;+...+Wy,eB;éumabasede W;,i=1,... k, te-
mos que B = B;U...UBy gera o subespaco W. Também, toda combinagao
linear nula de vetores de B tem a forma
vi+...+vw =0,
onde cada v; € uma combinacéo linear de vetores da base B;,i =1, ..., k.
Seja j o maior inteiro dentre 1,2,. ..k, tal que v; # 0. Entao
O=vi+...+vj,comv; #0.

Logo, v = —v;—...—V;_1 €um vetor ndo nuloem W;N (W +...+ W),
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Ao lado estamos designando #8;
0 nlmero de elementos do con-
junto B, isto €, a cardinalidade do
conjunto B;.

A identidade ao lado diz que
toda matriz se expressa de forma
Gnica como a soma de uma ma-
triz simétrica com uma matriz an-
tisimétrica.

Decomposi¢c @0 em Soma Direta

0 que contradiz (b).

Assim,v; =0 paratodoi=1,... k.

Como cada v; € uma combinacao linear de vetores da base B;, temos que
essa combinacao linear s6 pode ser a trivial. Logo, B € uma base de W.
(c)==(d) é 6bvio.

(d)=(a) Seja B; uma base de W;,i=1,...,k. Como B =B;U...UBy

k k
gera o subespaco W = W; + ...+ Wy e dmW = Z dimw,; = Z#Bi’
i=1 i=1
temos que B = B, U...U By € uma base de W.
Entdo, se vi + ... + v = 0, com v; € W;, temos que existem escalares
NeK,j=1,...,k,i=1,...,dimW,; = n,, tais que
AVIHAW 4+ A v AR AR Ve =0,

n
onde By ={vj,...,vp } e vi= ZA}V}-

=1
Como B = B; U...U B, € uma base de W, temos que ?\1:0, para todo
j=1,...,ketodoi=1,...,n5,ousejav; =0, paratodoj =1,... k.
Logo, W4, ..., W; séo independentes, ou seja, W =W; ® ... © Wi. g

Exemplo 5.1

Sejan um inteiro positivo e seja K™*™ 0 espaco vetorial das matrizes n xn
sobre um subcorpo K do corpo dos nUmeros complexos.

Seja W; o subespaco das matrizes simétricas, isto €, as matrizes A tais
que At =A.

Seja W, o subespaco das matrizes antisimétricas, isto €, matrizes A tais
que A' = —A. Entao,

Kwxn — W] D WZ

De fato, se A € K™™, temos
A=A1+Az,

onde A; :%(A—I-At) eW,; eAZZ%(A—At) e W,.

Se A = B; + B,, onde B; € W; e B, € W,, temos que
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At=B! 4 B =B, — B,.
Logo, A + At =2B;, ousejaB; = % (A+AY) =A e
B, =A —B; :A—%(AJrAt) zé(A—At) = A,
provando, assim, a unicidade da decomposi¢éo.

Observag @0 5.1

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimenséo finita.

Sejam c¢y,...,c, 0SS autovalores distintos de T e seja W,
i=1,...,k, 0 espaco dos autovetores associado ao autovalor c;.

Ja provamos que Wy,..., Wy sdo LI. Logo, W =W; & ... W,.

Como consequéncia desse fato e do teorema 1.2, obtemos o se-
guinte resultado:

O operador T : V — V é diagonalizavel <= V =W ; ® ... d Wy

Corol ario 5.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e sejam W4, ..., Wy subespacos

de V. Entao:

(&)VZW]@...@Wk<:>V:W1+...+Wkerﬂ(W1+...+W5,]):
{0}, viji=2,...,k.

k
) V=W®...0 W= V=W+...+Weedim(V) =) dim(W,).
=l

k
©) V=Wd... oW, & dim(V) =) dim(W;) e WiN(Wi+.. + W) =
i=1
{0}, Vi=2,... k.
Prova.
k
Pelo lema anterior, s6 falta provar que se dim(V) = Zdim(Wi) e
i=1

W)ﬂ(W1++W],1):{O},2§]§k, entéOV:W1@...@Wk.

De fato, ao demonstrarmos que (b)=—(c) no teorema 5.1, provamos que
se WsN(Wi+...+W;_;) ={0}, 2 <j <k, entdo ByU...UBy € um conjunto
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de vetores LI, onde B; € uma base de W;. Tal conjunto &€ uma base de V,
k

pois possui Z dim(W;) = dim(V) vetores.
i=1

Logo, V=W;+...+ W, e, portanto, V=W ;@ ... & Wi. g

Proposi¢c a0 5.1
Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. Entdo, o conjunto
VxW={v,w)|veVewe W}com as operacdes

(v,w)+ (Vv ,w)=Hv+v,w+w)

Alv,w) = (Av, Aw)

€ um espaco vetorial.

Prova.
Exercicio.g

Proposi¢ a0 5.2
SedmV =nedmW =m, entdo dim(V x W) = m + n.

Prova.
Sejam {vy,...,v,} uma base de V e {wy,...,w,,} uma base de W. Entao,
0 conjunto

B :{(V],O),. 5.0 p) (Vn,O),(O,W‘|),. ey (O)Wm)})

€ uma base de V x W.

De fato, se (v,w) € V x W, existem escalares Aq,...,A,01,...,0 € K
tais que
v=Avi+...+AVvn € w=0wi+...+0Wn.

Logo,

(v,iw) = A (v1,0) + ... + An(vn, 0) + 81(0,w1) + ... + 6 (0, Win)
ou seja, 0 conjunto B gera o espago V x W.
Além disso, B € um conjunto LI, pois se

}\1(\)1,0) + ...+ }\n(\)n,O) + 51(0,W]) + ...+ 6m(0,Wm) = (0,0) ,

temos que
(Avi 4+ A, Wi+ Swi) = (0,0).
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Entdo, Ajvi + ... + Awvn = Wi + ... + 0w = 0, 0 que implica
M=...=MA=01=...=0n=0. g

Proposic ao 5.3
Sejam W; e W, subespacos de um espaco vetorial de dimensao finita.

Seja B : W; x W, — V definida por B(v,w) = v +w. Entao B é linear, e
B € um isomorfismo se, e s6 se, V = W; & W,.

Prova.
Sejam (v, wq), (v2,w>) € Wy x W, e A € K. Entao,

B(A(vi,w1) + (v2,w2)) = B(Avi + vz, Aw; +w3)
= A +Vva+Aw+w,
= Avi+wi)+ (v2 +wy)
AB(vi,wq) + B(vz,wa),

ou seja B é linear.

Provaremos, agora, que B € um isomorfismo se, e s6 se, V= W; & W,.
(=) Temos que dim(V) = dim(W; x W,) = dim(W;) + dim(W,). Além
disso, se v e W; N W,, entao, (v,—v) € W; x W5 e B(v,—v) = 0. Como B

€ injetora, temos que v = 0. Logo, W; N W, = {0}. Entao, pelo item (c) do
corolario 5.1, concluimos V = W; & W,.

(&) Se V = W; & W,, temos que B é sobrejetora, pois B(W; x W;) =
W; + W, = V. Além disso, como

temos que B & um isomorfismo. g

Defini¢ &0 5.3
Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um operador linear E sobre V é
uma projecéo se E2 = E.

Seja E : V — V uma projecao, e sejam E(V) a imagem de E e
Ker(E) o nlcleo de E. Valem as seguintes afirmativas:
(1)veE(V) << E(v) =v.

De fato, se E(v) = v entao, claramente, v € E(V). Verifiquemos a
suficiéncia da condigao.
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Sejaw € E(V). Entdo existe v € V tal que E(v) = w.

Logo, E(w) = E(E(v)) = E(v) =w.
(2) V=E(V)a®Ker(E).

Com efeito, sejav € V, entdov = E(v) +v—E(v). Como E(v) € E(V)
e E(v—E(V)) = E(v) — E*(v) = 0, ou sejav — E(v) € Ker(E), temos que
V =E(V) + Ker(E).

Além disso, se v € E(V) N Ker(E), entdo E(v) =v e E(v) =0, isto &,
v =0. Logo, E(V) nKer(E) = {0} e, portanto, V = E(V) & Ker(E).

Observacg 80 5.2
SejaV = W; oW, esejakt :V — Vdefinida por E(v) = v,, onde
v=v;+vycomv; € Wiev, e W),

Entdo E & um operador linear e € uma projecdo, chamada a projecao
sobre W, segundo W;.

De fato, se v =vy; + v, € w = w; + w», onde vi,w; € Wj e vy,w, € Wy,
entao
E(Av+w) = E((Avi +wq) + (Ava +w3)) = Avy +wyr = AE(v) + E(w).

Além disso, E(E(v)) = E(E(vi +Vv;3)) =E(v2) =v, =E(v),ousejaE’=Ee
E(V) = W,.

Observag 80 5.3

Toda projecdo E : V — V é diagonalizavel.

De fato, como V = E(V) + Ker(E), temos que B = {vy,..., Vs, Vig1, ..., Vn}
€ uma base de V, onde {vq,...,v,} € uma base de E(V) e {v,,1,...,v.} €
uma base de Ker(E). Logo,
IT‘XT )
Elg = 1
(5 9)
pois E(vi) =vy, parai=1,...,7,e E(vj) =0,paraj=r+1,...,n.

Observag &0 5.4
Suponhamos que V =W; & ... & W,. Paracadaj = 1,...,k, podemos

definir a aplicagdo E; : V.— V por E;(v) = v;, onde v = vy + ... + vy,
ViEWi,:L:]...,k.
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E facil verificar que cada E; & linear, que E;(V) = W; e que Ef =E;.

O nicleo de E; € Wy + ...+ W + Wjq + ... + Wy, pois a afirmagéo

de que E;(v) = O significa que v & uma soma de vetores dos espacos

Wi, oo, Wis, Wi, ..o, Wa

Como Ej(v) =v;,j=1,...,k,onde v =v; + ...+ v, temos que
v=E;(v)+...+ Ex(v),

para todo vetorv € V. Logo, = E; + ... + E.

Note também que se i # j, entdo E;E; = O (operador nulo), pois aimagem

W; de E; esta contida no ndcleo de E;.

Teorema 5.2
SeV =W,;&...4 W, entado existem k operadores E;, ..., E, sobre V tais
que:

(@) Ej2 = E; (E; € uma projecdo), paraj =1,...,k.

(b) EiE; = O, para i #j.

c)I=E+...+E

d) E(V)=W;,j=1,...,k

Reciprocamente, se Eq,...,Ex sao k operadores lineares sobre V que

satisfazem as condicbes (a), (b) e (c), entdo V = W; & ... & W,, onde
W; =E(V),paraj=1,... k.

Prova.
Precisamos provar apenas a reciproca. Sejam E; ..., E, operadores line-
ares sobre V que satisfazem as condicoes (a), (b) e (c), e seja W; = E;(V),
j=1,..., k. Entao,

V=W;+...+ W,
pois, por (c), temos que v = E4(v) + ...+ Ex(v), paratodov € V.

Essa expressao € Unica, poisse v =v; + ...+ v, comv; € W; = Ei(V),
v; = Ei(wy), temos, por (a) e (b), que

k k
Ei(v) = ) Ejvi) = ) EE(wi) = Ef(wy) = E;(w)) = v;.
i=1

i=1

Logo, V=W ;d...0Wy. g
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6. Somas Diretas Invariantes

SejaV = W; & ... ® Wy, onde cada subespaco W; € invariante
por um operador linear T dado. Seja T, = T|w,, i = 1,...,k. Entao, se
Vv=vi+...+v,comv;e W;,i=1,... Kk,

Tw)=Ti(vi) + ...+ Te(vi) -

Dizemos, nesse caso, que T € a soma direta dos operadores Ty, .. ., Ty.

Seja B = B;U...UBy, uma base ordenada de V, onde B; € uma base
ordenada de W;, i =1...,k. Entdo, se A; = [Tilz,, temos que

O A, - O
Tls = : Do, : !
O 0 .- Ay

em que A; € uma matriz d; x d;, di = dim(W;), e os simbolos O sao blocos
retangulares de varios tamanhos com entradas nulas.

Teorema 6.1
Seja T um operador linear sobre o espaco V e sejam W; e E;,i=1... Kk,

como no Teorema 5.2. Entdo, cada W; é invariante por T se, e somente
se, T comuta com cada uma das proje¢cdes E;, i=1,...,k.

Prova.
(&) Suponhamos que T comuta com cada E;. Sejav € W;. Entao,

Ei(lv)=ve

Ou seja, T(v) € W;. Logo, cada W; € invariante por T.

(=) Suponhamos, agora, que cada W; € invariante por T. Sejav € V.

Entao,
v=E(v)+... + E(v) = T(v) = T(E4(v)) +... + T(Ex(v)) .

Como Ei(v) € W; e esse subespaco é invariante por T, devemos ter
T(Ei(v)) = Ei(wy), para algum w; € W;.
Assim,

0, sej #1i;

Ej(Wj), sej=i.
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Logo,
Como isso vale paratodov € V, temos que E5T =TE;,j =1,..., k. g
Teorema 6.2

Seja T um operador linear sobre um espaco V de dimenséo finita. Se

T é diagonalizavel e cq,...,cy sdo os autovalores distintos de T, entado
existem operadores lineares Eq, ..., Ey sobre V tais que:

(a)T:c1E1 + ...+ ckEk.

(b)) I=E;+...+Exk.

() BiE5 =0, sei#]j.

(d) Ef = E; (i.e. E; & uma projecao).

(e) Aimagem de E; é o autoespaco de T associado a c;.

Reciprocamente, se existem k escalares distintos c;,...cx € k operado-
res lineares nao-nulos E4, ..., E, satisfazendo as condicdes (a), (b) e (c),
entdo T é diagonalizavel, ¢, ..., c, Sao os autovalores distintos de T e as
condicdes (d) e (e) sdo, também, satisfeitas.

Prova.

Suponha que T seja diagonalizavel, com autovalores distintos cy, ..., Cy.
Seja W; o autoespaco associado ao autovalor c;. Entao, pelo Teorema
5.2, (b), (c), (d) e (e) sao satisfeitas. Basta, entdo, verificar que (a) é
satisfeita.

Sejav e V.

Entao,
v=E;(v)+...+ Ex(v).

T(v) =T(E1(v)) +... + T(Ex(V)) = c1E4(v) + ... + cEx(v),
ouseja, T=ciE;+...+ ckEx.

Suponhamos, agora, que sejam dados um operador linear T, escalares
distintos cq, ..., cx € operadores ndo-nulos Eq, ..., Ey satisfazendo (a), (b)
e (c).

Como EiE; = O, para i # j, temos, multiplicando ambos os membros
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de I = E; + ...+ Ey por E;, que E; = EZ. E, multiplicando a identidade

T =ciEq +... + ciEy por Ey, resulta que TE; = ¢;EZ = ¢;E;, 0 que mostra
gue todo vetor na imagem de E; esta no nlGcleo de T — ¢;1.

Como E; # O, existe um vetor ndo-nulo no ndcleo de T — ¢;1, ou seja c; €
um autovalor de T. Além disso, os escalares ci, i1 =1, ...,k sdo os Unicos
autovalores de T. De fato, se ¢ &€ um escalar arbitrario, temos
T—cl=(ci—c)E1+...4+ (cx —¢)Ex.

Logo, se (T — cI)(v) = 0, devemos ter (c; — c)Ei(v) =0,1=1,..., k, pois
V=E((V)®...&E(V),jaque EiE; = 0,1 #], E).2 =Fel=E+...+E
Se v nao é o vetor nulo, existe i tal que Ei(v) # 0, de modo que ci —c =0
para tal i.

O operador T é diagonalizavel, pois todo vetor ndo-nulo na imagem de E;
€ um autovetor e todo vetor v se escreve na forma
v — Eyl) 4+ .+ B ]S

ou seja, 0s autovetores de T geram V.

Resta provar que Ei(V) = Ker(T — ¢;1).

Sev e Ker(T — ¢;), isto €, se T(v) = c;v, entao
> (e —ci)E;(v) =0.
j=1

Logo, (c; — ci)Ej(v) =0 paratodoj =1,..., k.

Assim, Ej(v) = 0 para j # 1, ou seja, v = Ei(v), mostrando que
Ker(T —c;iI) C Ei(V).

Como ja provamos que E;(V) C Ker(T — ¢;I), temos que Ker(T — ¢;I) =
Ei(V),paratodoi=1,... k. g

Observag a0 6.1
Seg=ao+ax+...+ a,x™ €& um polinébmio em K[x], entdo
g(T) =glc1)Ey + ... + glcw) Ex,

ou seja,

k k
g(T) = anZC?Ei+...+aoZEi.
i=1 i=1
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k
_ m
=3 ks,
i=1

De fato, basta provar que

para todo inteiro positivo m.

Faremos a demonstracao desse fato usando inducao sobre m.

k
Sem=1,temosque T =) ciEs.

i=1

k
Suponhamos o resultado valido para o inteiro m: T™ = c[Es.

i=1

Entao,

k k
T = TnT=() B [ D oF
i=1 j=1
k

= Z Z C{HC)'EiE]' = Z C?H—]Ei,
i=1

i=1 j=1

~
=~

pois E;E; = O, sei#j,e B = E;, paratodoi=1,... k.

Observag 80 6.2
Se p; sdo os polindbmios de Lagrange correspondentes aos escalares

Ciy,...,Cx, €.

X —Ci
e LI
C)'—C;L

i

temos que
k
p;(T) = ij(ci)Ei = ki,
i=1
pois p;(ci) = d3. Logo, as projecdes E; sdo polindmios em T.

Observag a0 6.3

Daremos agora uma outra demonstracao do seguinte resultado:

T é diagonalizavel se, e somente se, 0 seu polinbmio minimal tem a forma
Pm=(x—c1)...(x—ci),

onde cq,...,cx € K sdo escalares distintos.
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Se T é diagonalizavel, T = ¢1E; + ... + ckEy, entao,
g(T) =glc1)Ey + ... + glcw) Ex,

para todo polinémio g € K[x].
Logo, g(T) = O se, e somente se, g(c;) =0, paratodoi=1... k.

Assim,

Pm=(x—c1)...(x—ci),
€ o polinbmio minimal de T.

Suponhamos agora que T seja um operador linear sobre V com polinémio

minimal
pm=(x—c1)...(x—c),

onde cy,...,cx € K sdo escalares distintos.
Sejam

ool X —Ci

S H C e
i#j

os polindmios de Lagrange correspondentes aos escalares cy, ..., Cy.

Ent&o, pj(ci) = 6y €
g =g(ci)pr +...+ glc)px,

para todo polindmio g de grau < k — 1.

Tomando os polindmios g = 1 e g = x, obtemos que
1" = piEE. + p¥ 0
X = cip1+...+CxPxk-

Observe que a segunda igualdade s6 é validase k > 1. Mas,sek =1, T
€ um multiplo do operador identidade, sendo, portanto, diagonalizavel.

Seja E; = p;(T). De (I), temos que

T=cpi(T)+...+cpr(T) =c1E1 + ... + ciEx.

Observe que, se i # j, entdo pip; € divisivel pelo polinémio minimal p.,,
pois pip; contém x — ¢, como fator, paratodo{ =1,... k.

Assim,
EiEj = pi(T)p;(T) = pip;(T) = O, sei#j.
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Além disso, E; # O, 1 =1... k, pois E; = pi(T) e p; € um polinbmio de
grau menor que o polinémio minimal p ..

ComoT=ciE1+...+ckE, I=E1 + ...+ Ey, EiEj :O,'L;A], El% O,
i=1,...,k, ecy,...,c sao distintos, temos, pelo Teorema 6.2, que T &
diagonalizavel.

7. O Teorema da Decomposi¢c ao Prim aria

Ao estudar um operador T usando seus autovalores, iremos nos con-
frontar com dois problemas. Primeiro, T podera nao ter nenhum valor
caracteristico, que € uma deficiéncia do corpo dos escalares, a saber, 0
corpo nao é algebricamente fechado. Segundo, mesmo que o polinémio
caracteristico se decomponha num produto de polinébmios de grau 1, po-
dem nao existir autovetores suficientes para gerar o espaco V, que €,
evidentemente, uma deficiéncia do operador T.

Por exemplo, seja T o operador sobre K3 representado, em relagéo
a base canobnica, pela matriz
28 00
A= []%2 80
0 0 —1

O polindmio caracteristico de T € (x — 2)%(x + 1).

Como
00 O 300
A-2I=1|1 0 O e A+I=|1 3 0],
0 0 -3 0 00
temos que
OO0
(A=2DDA+D)=(3 0 0] #0.
0 0 0

Logo, pm = (x — 2)%(x + 1) € o0 polindmio minimal de T.

Como posto (A — 2I) = posto (A + 1) = 2, temos que
dim(Ker(T — 2I)) =dim(Ker(T+1)) =1,

ou seja,
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Ker(T — 21) @ Ker(T — 1) # K3.

Mas,
Ker((T —21)?) @ Ker(T + 1) = K3,

pois e; € Ker(T +1) e e, e; € Ker((T — 21)?), uma vez que

00 0 00 0 000
(A=2[)2=(1 0 0 10 0|=1000
0 0 =3 0 0 =3 009

Mostraremos, no caso geral, que se
Pm=(x—cy)"...(x —cy)™
€ o polinémio minimal de T, onde ¢y, ..., cy sdo escalares distintos, entao
V=Ker((T—ci)")&...aKer((T—cy)™).

Teorema 7.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V.

Seja pm = p}'...py 0 polindbmio minimal de T, onde os p; € K[x] séo
polinémios primos unitarios distintos e os r; sdo inteiros positivos.

Seja W; = Ker(pi'(T)),i=1,...,k.

Entéo,

@V=W:o...0 W.

b)) TW) cW;,i=1,...,k.

(c) Se T; = Tlw,, entdo o polinémio minimal de T; & p}'.

Prova.
Para cada i, seja

i#A
Como py,...,px Sao polinémios primos distintos, os polinémios fy, ..., fy
sao primos entre si.
Assim, existem polinémios gy, ..., gy tais que

k
Z figi=1.
i=1

Note, também, que se i # j, entéo f;f; & divisivel pelo polindmio p.,, pois
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fif; contém p’» como fator,n =1,... k.

n

Seja h; = figi e seja By = hy(T) = fi(T)gi(T).

Como hy + ...+ hy =1 e p,, divide f;f;, para i # j, temos que
Ei+...+Ec =1,
EE5=0,sei#j.

Assim, E4, ..., E, sdo projecdes que correspondem a alguma decomposicao
do espaco V em soma direta.

Vamos mostrar que Ei(V) =W, i=1,...,k.
Sejav € Ei(V), entdo E;(v) =ve

pi (M) =p{ (MM gi(T)(v) = pm(T)gi(T)(v) = 0.
Ouseja, Ei(V) Cc W, i=1,... k.
Seja, agora, v € W; = Ker(p;*(T)).
Se j # i, f;g; é divisivel por p* e, entdo, f;(T)g;(T)(v) = 0, ou seja,
Ej(v) =0, sej #1. Logo, v =Ei(v), isto &, v € Ei(V).
Pelo Teorema 5.2, temos que

V=W;d...0W.

E obvio que cada W; é invariante por T, pois se v € W; = Ker(pi'(T)),
entdo py (T(v)) = T(p}*(T)(v)) = 0.
Se Ty = Tlw,, entdo pi*(T;) = O, pois, por definicdo, p;*(T) se anula no
subespaco W;. Logo, o polindmio minimal de T; divide p;'.
Seja g um polinémio arbitrario tal que g(T;) = O.
Entao, g(T)fiy(T) = 0, pois g(T)(v) = 0, paratodov € W; e fi(T)(v) =0,
paratodov € Wj, j # i.
Assim, o polinémio minimal p,,, de T divide gf;, ou seja, p, = p;'f; divide
gfi. Logo, p;* divide g, pois f; ndo possui em sua decomposicéo o fator
primo p;.

Portanto, o polindmio minimal de T; é p;*. g

Corol ario 7.1
Se ki, ..., Ex sdo as projecdes associadas a decomposicao primariade T,

entdo cada E; € um polinbmio em T e, consequentemente, se um opera-

J. Delgado - K. Frensel 185 Instituto de Matematica - UFF



7/
O%sg'za O Teorema da Decomposi¢ &o Prim aria
(NREAQAT

dor U comuta com T, entdo comuta com cada um dos E;, ou seja, cada
subespaco W; é invariante por U.

Observag a0 7.1
Seja T um opeardor linear sobre V com polinémio minimal
Pm=(x—c1)" ... (x—ci )™,

ou seja, 0s polinémios primos p; sdo da forma x — c;.
SejaW; =Ker((T—c¢;I)™) =E4(V),i=1,...,k, e seja o operador

D=cEi+...+ckEk.
Entao, pelo Teorema 6.2, D € um operador diagonalizavel, que denomina-
mos a parte diagonalizavel de T, sendo cy, ..., cy 0S autovalores distintos
de D e W; = Ker((T — ¢;I)™) o autoespaco de D associado ao autovalor
Ci-
Consideremos o operador N =T — D. Como

T=TE;+...+ TEx
D ="c & . . S=anE 4

temos que
N=(T—ciDE;+...+ (T —cI)Ex.
Logo,
N2 = (T —c1I)?E; + ... + (T — ciI)?Ey,
e, de modo geral,
NTE (T CIIE] 3. 39T cJ0) B

Quando r > r;, para todo i, temos que N" = O, pois 0 operador (T —
ci)"Ei = O, jaque Ey(V) =Ker((T —¢;I)™).

Definic 4o 7.1
Seja N um operador linear sobre o espaco vetorial V de dimensao finita

sobre o corpo K. Dizemos que N € nilpotente se existe um inteiro positivo
k tal que N* = (0. O menor inteiro positivo r tal que N™ = O & denominado
a ordem de N ou o indice de nilpoténcia de N.

Teorema 7.2
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja T

um operador linear sobre V.
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Suponhamos que o polinébmio minimal de T se decomponha em K como
um produto de fatores lineares. Entao, existe um operador diagonalizavel
D sobre V e um operador nilpotente N sobre V tais que

(a T=D+N.

(b) DN =ND.

O operador diagonalizavel D e o operador nilpotente N sao determinados
de modo Unico por (a) e (b), e cada um deles & um polindmio em T.

Prova.

Ja provamos que podemos escrever T = D+N,onde D = c1E;+. . .+ciEx
é diagonalizavel e N = T — D é nilpotente.

Como cada E; € um polindmio em T, temos que D e N sao polinbmios em
T e, portanto, comutam entre si.

Suponhamos, agora, que T = D’ + N’, onde D’ é diagonalizavel, N’ é
nilpotente e D'N’ = N'D’.

Como D’ e N’ comutam entre sie T = D’ + N/, temos que D’ e N’
comutam com T. Sendo D e N polinémios em T, temos que D’ e N’

comutam com D e N. Logo, os quatro operadores D, N, D’ e N’ comutam
entre si.

Temos
D+N=T=D'+N" = D-D'=N’'—N.

Como D e D’ sao operadores diagonalizaveis que comutam, eles sao
simultaneamente diagonalizaveis e, portanto, D — D’ & diagonalizavel.

Como N e N’ sdo operadores nilpotentes que comutam, N’ — N & nilpo-
tente. De fato, como NN’ = N’N, temos que

r T . ]
(N =N =Y () (N)™ (=N,
j=o \J
0 que pode ser provado usando um argumento indutivo sobre r junto com
a formula do bindbmio de Newton.
Seja r’ = max{ry, 2}, onde (N')" =0 e N2 = Q.

Entao,
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Observe a analogia entre o ope-
rador inverso de I + N ao lado e
a série de poténcias (1 —x)~! =

o0
> .
j=0

O Teorema da Decomposi¢ &o Prim aria

poissej > 1/, (—N) =0, esej < 1/, temos 2r'—j >/, logo (N/)¥'7 = O.
Como D — D’ =N’—N, temos que D — D’ & um operador diagonalizavel

e nilpotente. Entdo, D — D’ = O, ou seja D = D’, e, portanto, N = N’ (ver
observagao abaixo). g

Observag @0 7.2
De fato, podemos provar que o Gnico operador L que é simultaneamente

diagonalizavel e nilpotente € o operador nulo de, pelo menos, duas ma-
neiras:

e Suponha que L™ = O e que A € um autovalor de L. Entao, existe v # 0
tal que L(v) = Av. Logo, L"(v) =A™ = 0. Como v # 0, devemos ter A = 0.
Assim, 0 espaco V € gerado pelos autovetores associados ao autovalor 0,
ouseja, L =0.

e Sendo L nilpotente, seu polindmio minimal é da forma x*, para algum
s > 1. Mas como L é também diagonalizavel, seu polindmio minimal € um

produto de fatores lineares distintos. Logo, x € o polinbmio minimal de L,
ousejal =0.

Corol ario 7.2
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo algebrica-

mente fechado K.

Entao, todo operador linear T sobre V se escreve como uma soma de um
operador diagonalizavel D com um operador nilpotente N, que comutam.
Esses operadores D e B séo Unicos e séao polindbmios em T.

Lema 7.1
Se N é um operador nilpotente, entdo I + N & um isomorfismo.

Prova.

SejaL =) (—1)NJ, onde N"*' =0 e N" # O. Entéo,
j=0

(I+NL=LI+N) =) (1N 4+ (—1)N* =1,
j= j=0

Logo, I + N é invertivel e
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T

(I+N)'=) (=1)N,

j=0

Observag @0 7.3

Se N é nilpotente e p # 0, entdo ul + N & um isomorfismo.

De fato, como uI+N =pn (I + :LN) e :LN € nilpotente, temos, pelo lema

anterior, que I + :LN € um isomorfismo. Logo, uI + N = p(I + :LN).

Lema 7.2

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja N
um operador nilpotente sobre V.

Suponha que o polindmio caracteristico de N se escreve como um produto

de fatores lineares em K[x]. Entao, x™ &€ o polindmio caracteristico de N,
onde n =dim(V).

Prova.
De fato, se p. = (x —¢1)¥ ... (x — cx)%* €& o polindmio caracteristico de
N, c¢y,...,cx Sao 0s valores caracteristicos distintos de N.

Mas como N é nilpotente, 0 (0 zero) € o Unico valor caracteristico de N.
Logo, p. =x". g

Observag &0 7.4
Se V é um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K e N € um

operador nilpotente sobre V, entdo p. = x™ € 0 polinbmio caracteristico
de N.

Com efeito, seja K um corpo algebricamente fechado do qual K & um
subcorpo. Seja B uma base ordenada de V e A = [N]3.

Considerando A como uma matriz sobre K, temos, pelo lema anterior, que
x™ & 0 seu polinbmio caracteristico. Mas, como o polindmio caracteristico
de N é det(xI — N) = det(xI — A), e esse determinante independe se

estamos considerando A como uma matriz com entradas em K ou em K,
temos que x™ € o polinémio caracteristico de N

J. Delgado - K. Frensel 189 Instituto de Matematica - UFF

7’
Cj%sgva
inean



7/
O%qua O Teorema da Decomposi¢ &o Prim aria
(NREAQAT

Teorema 7.3
Seja T um operador linear sobre o espaco vetorial V de dimenséo finita,

cujo polinbmio caracteristico &

Pe=(x—c)¥ ... (x—c )%,
e cujo polindémio minimal é
Pm=(x—cy)"...(x —cy)™.
Seja W; = Ker(T — ¢;I)". Entao,
@W;={veV|dneN; (T—cI)™(v)=0};
(b) dm(W;) =d;, i=1,...,k;
(¢) (T —ciI)|w;: € nilpotende de ordem r;, ou seja, ((T —ci)lw,)" = O e
(T—ciDw,)t T #£0O.

Prova.
Vamos mostrar primeiro que W; = W;, onde

W;=eV|IneN; (T—cD™v)=0}.
Sejav e W; = Ker(T — ¢;I)". Entdo, (T —ciI)"(v) = 0.
Logo, v € W;, isto &, W; C W,.
Sejav € W;. Entdo, existe n € N*, tal que (T — c¢;I)™(v) =0.

ComoV =W; & ...& W, existem vetores v; € Wj, j = 1,... Kk, tais que

V=vi+...+ V.

Logo,
k
0=(T-cl)"v) = ) (H—ed)"()
=1
]k
= ) ((¢—c)l+(T=gI)™v).
j=1
Como (T; —cil)™(v;) € W;, e os subespagos W, ..., Wi séo LI, temos que

((Cj —Ci)I—|— (T] —C]'U)n(\)j) = 0, ] = 1,...,k.

Pelo lema anterior, (c¢; —ci)I+ (T; — ¢;I) € um isomorfismo para j # i, pois
¢; —ci # 0 e T; — ¢;1 é nilpotente.

Logo, ((¢; —ci)I + (T; — ¢;1))™ € um isomorfismo, se j # i.

Como ((c;—ci)I+ (T;—c;1))™(v;) =0, temos que v; = 0 para j # i. Assim,
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v =v; € W;, ou seja, W; C W..

Vamos mostrar, agora, que dim(W;) = dim(W;) = d;, onde d; & a multipli-
cidade de ¢; como raiz do polinbmio caracteristico p. de T.

Comop. = (x—cq1)¥ ... (x—ci)% & o polindmio caracteristico de T, temos

pe = det(xI — (T —ci)) =det((x +¢ci)I—T)
= (x+ei—c)® ] [ox+ei—c)®
j#A
= x&[J(x—(c;—c))¥,
jAL
€ o polinébmio caracteristico de T — c¢;I que, como vemos na (ltima ex-
pressao, € um produto de fatores lineares.

Como o polinémio caracteristico de N; = T; — c;I divide o polindbmio ca-
racteristico de T — ¢;I, temos que o polindémio caracteristico de N; € um
produto de fatores lineares.
Sejan; = dim(W;). Como N; = T; —c;I € nilpotente, temos, pelo lema 7.2,
que x™ € o seu polindmio caracteristico.
Logo, o polinémio caracteristico de T; = N; +c;1 €

det(xI — T;) = det(xI — (N;+ ¢;I)) =det((x —ci)I — Ny) = (x —cy)™ .
Mas, como (x — c;)™ divide p., temos que n; < d;. Logo, n; = d;, pois

n1+...+nk:d1+...+dk,

ou seja, dim(W;) = d;.
J& sabemos que (T, — ¢;)™ = O, pois Ty = Tlw, e W; = Ker(T — ¢;I)™.
Suponhamos, por absurdo, que (T; — ¢;I)¥t = O, para algum v; < ;.
Pelo Teorema da Decomposi¢ao Primaria, temos que (x — ¢;)™ & o po-
linbmio minimal de T;. Logo, x™ & o polinémio minimal de N; = T; — ¢;1.
Como N;* = O, temos que x™ divide x“i, 0 que & uma contradicd@o, pois
Vi < Ti.
Entdo, (T—ci )" =0 e (T;—ci )" # O, ou seja, T; — c;I € um operador
nilpotente de ordem v;. g
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1. Subespacos ciclicos e anuladores

Definic &0 1.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K, e seja

v € V. O subespaco T—ciclico gerado por v &€ o subespaco
Z(v,T) ={g(T)(v) | g € K[x]}.

Se Z(v,T) =V, dizemos que v &€ um vetor ciclico de T.

Observag @0 1.1
Seja W o menor subespaco de V que contém v e € invariante por T, ou

seja, W € a intersecao de todos os subespacos de V que contém v e sao
invariantes por T.

Entdo, W = Z(v,T). De fato, se g(T)(v) € Z(v,T), g € K[x], temos
g(T)(v) € W, pois W é invariante por T e contém v. Logo, Z(v,T) C W.

Mas, como Z(v, T) € um subespaco invariante por T que contém v, temos
que W C Z(v, T).

e Z(v,T) & o0 subespaco gerado pelos vetores T(v), k > 0.

Entdo, v € um vetor ciclico de T se, e somente se, {T(v)|k > 0} gera o
espaco V.

e Z(v, T) & unidimensional se, e somente se, v € um autovetor de T.

e Se T = 1 é o operador identidade, todo vetor ndao nulo gera um subespaco
ciclico unidimensional. Logo, se dim(V) > 1, [ ndo possui um vetor ciclico.

e Seja T um operador nilpotente sobre um espaco vetorial de dimensao
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n sobre o corpo K, tal que T" = O e TV! #£ O. Sejav € V tal que
T 1(v) # 0. Entao,
v TW),..., TV ()],
€ uma base de V, ou seja, v € um vetor ciclico de N.
De fato, se
agv+ a1T(v) + ...+ an TV (v) =0

— ao ™'V +a ;T V) +...+an T 2(v) =0

— aoI™'(v)=0 = ay=0.
Ou seja, a;T(v) + ...+ an 1T ' (v) = 0. Logo,

a T ' (W) + ...+ an T3 (V) =0
— T 'v)=0 = a;=0.

Prosseguindo dessa maneira, obtemos que ap =a; =... =a, 1 =0, isto
é, v, T(v),..., T~ (v)} é LI, e, portanto, uma base de V.
Exemplo 1.1

Seja T o operador linear sobre R? representado, com respeito a base

A:(f g)_

Como A #0,A?=0¢e Ale;) =e, #0, temos que {e;,A(e;) = e} € uma
base de R?, ou seja, e; &€ um vetor ciclico de T. 0

canénica, pela matriz

Defini¢c do 1.2
Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K.
Definimos o T—anulador de um vetor v € V como sendo o ideal em K][x]

dado por
MW, T) ={g € Kx] | g(T)(v) = 0}.

O Unico polinémio unitario p, que gera esse ideal € também denominado
o T—anulador de v.

Observag &0 1.2

Seja p,, 0 polindmio minimal de T. Como p..(T) = O, temos p..(T)(v) = 0.

Logo, pm € M(v,T) e p, divide p,.
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Observag a0 1.3

O grau de p, € zero se, e somente se, v = 0.

Teorema 1.1
Seja v um vetor ndo nulo e seja p, 0 T—anulador do vetor v € V. Entao:

(a) grau(p,) =dim(Z(v, T)).

(b) Se grau(p,) = k, entdo B, = {v,T(v),..., T*'(v)} & uma base de
Z(v,T).

(c) Se T, = Tlzw 1), €ntéo p, é o polinémio minimal de T,,.

(d) A matriz de T, em relacdo a base B, é

000 0 —ap

100 -+ 0 —a
T]g = O1T0 -+ 0 —a ’

000 1 —ax;

onde Pv=ayt+ax+ ...+ Clk,]inl + xk.

Prova.
Seja g € K[x]. Entdo, existem q,r € K[x] tais que g = p,q + r, onde
r=0ou grau(r) < grau(p,) = k.
Como p,(T)q(T)(v) = 0, temos que
g(T)(v) =r(T)(v).

Sendo r = 0 ou grau(r) < k, temos que g(T)(v) € uma combinacao linear

dev, T(v),..., T "(v). Como g(T)(v) & um vetor arbitrario de Z(v, T), ob-
temos que {v, T(v),...,T*'(v)} gera o subespaco Z(v, T).
Além disso, {v, T(v),...,T¥'(v)} & LI, pois, caso contrario, existiria um po-

linbmio nao-nulo de grau menor que k que anularia v, o que € um absurdo,
pois grau(p,,) = k.

Seja T, = T|z» 1) € p 0 polindmio minimal de T,.

Como p,(T)(v) =0, temos que
pu(M(T (V) =T (py(T)(v)) =0, Vj € N.

Logo, p,(T,) = O. Entéo, p divide p,. ()

Por outro lado, como p(T,) = O, temos que 0 = p(T,)(v) = p(T)(v), ou
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seja, p € M(v, T). Logo, p, divide p. ()

De (1) e (Il), temos que p = p,, pois ambos sado polindmios unitarios.
Sep,=ao+ax+...+a_1x¥ 4+ x¥, temos que
TEWV) = —agv — a1 T(V) — ... — a1 T T (v).
Fazendo v; = TV'(v), i = 1,... )k e B, = {vi,...,vi} € uma base de
Z(v,T) tal que
Tvi) =T(T'(W) =THv) =vig,sei=1,...,k—1,

e
Tvi) =T(T (V) = T*(V) = —agvi — ajva — ... — Q1 Vi
Logo,
0 00 0 —ag
1T 0 0 0 —a
010 0 —ay
Ms, =10 0 1 0 gy
0 00 1 —ar_g
[ |

Observag &0 1.4

Se T &€ um operador linear sobre o espaco V que possui um vetor ciclico

v, entdo seu polinbmio minimal é igual ao seu polindémio caracteristico.

De fato, pelo Teorema acima, V = Z(v,T) e p, € o polindémio minimal p,,

de T. Como grau(p,) = dim(Z(v,T)) = dim(V) = grau(p.), sendo p. 0

polinbmio caracteristico de T, e como p,, divide p., temos que
Pm="Dc="Py-

Provaremos depois que para todo operador T existe um vetor v € V
cujo T—anulador é o polinémio minimal de T.

Com esse resultado, podemos provar que se o polindmio minimal é
igual ao polindmio caracteristico de T, entdo T possui um vetor ciclico.

De fato, sejav € V tal que p, = pm, sendo p,, 0 polindmio minimal
de T. Como p., = p., S€Ndo p. 0 polindmio caracteristico de T, temos que
dim(Z(v, T)) = grau(p,) = grau(p.) = dim(V),

ou seja, Z(v,T) = V.
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Corolario 1.1

Se T & um operador linear sobre o espaco V de dimensao finita, entao
T possui um vetor ciclico se, e sO se, existe uma base ordenada B de
V tal que [T]z € a matriz associada a um polinbmio unitario p. Nesse
caso, p = pm = P, Onde p,, € 0 polinébmio minimal e p. € 0 polinémio
caracteristico de T.

Prova.

A implicacdo (=) ja foi provada.

(&) Como [T]z € uma matriz n x n, onde n = dim(V), temos que
grau(p) = n.

Se B ={vy,...,vn}, temos que
v2=Tw1),v3=TMv2),...,vi=Tvia),...,va = T(vn1).
Assim, v = T¥1(v;), paratodo i = 1,...,n, pois vi = T'"'(v;), e se

vj_1 = T72(vy), entdo v; = T(vj_1) = T(T2(vy)) = T (»y).

Logo, {vi,T(v1),...,T™'(v;)} gera o espaco V e, portanto, v; € um vetor
Ciclicode T. g

2. Decomposic ao Ciclica e a Forma Racional

Seja T um operador sobre um espaco V e seja W um subespaco de
V invariante por T. Suponha que existe um subespaco W’ de V invariante
por T talque V=Wa W'

Sejav € V. Entdo, existe w e Wew’' € W/, taisquev =w+w'. Se
g € Kx],
g(T)(v) = g(T)(w) + g(T)(w).
Como ¢g(T)(w) e We g(T)(w') € W/, temos que g(T)(v) € W se, e
somente se, g(T)(w’) =0, isto &, se, e somente se, g(T)(v) = g(T)(w).

Ou seja, se ¢g(T)(v) € W, entao existe w € W tal que
g(T)(v) = g(T)(w).

Defini¢ a0 2.1

Sejam T um operador linear sobre o espaco V e W um subespaco de V.
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Dizemos que W é T—admissivel se:

(a) W é invariante por T.

(b) Se f(T)(v) € W, entado existe w € W tal que f(T)(v) = f(T)(w).

Observag &0 2.1
Pelo provado acima, temos que se W € invariante e tem um subespaco su-

plementar invariante, entdo W é T—admissivel. Uma das consequéncias
do teorema que provaremos a seguir € a reciproca dessa afirmacao, ou
seja, se W é T—admissivel, entdo, W possui um subespaco suplementar
invariante.

Teorema 2.1
Sejam T um operador sobre um espaco vetorial V de dimensao finita e

W, um subespaco proprio T—admissivel de V. Existem vetores nao-nulos
vi,..., v € V. com respectivos T—anuladores py, ..., p, tais que

(I) V= WO S5 Z(V1)T) D...D Z(VMT) )

(i) pr divide pr_1, k=2,...,7.

Além disso, o inteiro r e os anuladores pq,...,p, Sdo determinados de
modo Unico por (i) e (ii) e pelo fato de que nenhum wy, € nulo.

Prova.

Vamos fazer a demonstracdo em quatro partes.

Parte |. Existem vetores nao-nulos wy,...,w, € V tais que
@V=Wy+Z(wq, T)+...+ Z(w,T),

(bh)se1<k<re
Wy =Wo+ Z(wy, T) +... 4+ Z(wy, T),

o condutor py. = s(wy, Wy_1) tem grau maximo entre todos os T—condutores
no espaco Wy_,, isto &, para cada k
grau(px) = max grau(s(v, Wy._1)).
ve

e Se W é um subespaco proprio T—invariante, entao
0< ma\3< grau(s(v,W)) < dim(V).
%S

De fato, se v ¢ W, grau(s(v,W)) > 1. E como o polindmio minimal p,
de T pertence a S(v, W), para todo v € V, pois p.(T)(v) = 0, temos que
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s(v, W) divide pn,.

Logo,
grau(s(v, W)) < grau(pm) < dim(V) =n.

Sejaw € Vtal que grau(s(w,W)) = ma&( grau(s(v, W)).

%S
O subespaco W+Z(w, T) €, entdo, T—invariante e possui dimensao maior
que dimW, poisw ¢ W.

Apliqguemos esse processo a W = W, para obter w;. Entao,
grau(s(wq, Wo)) = max grau(s(v, Wo)),
ve

dim(Wy + Z(wq,T)) > dim(V),
e Wy + Z(w1, T) € T—invariante.

Se W; = W, + Z(wq, T) é proprio, existe w, € V tal que
grau(s(wz, W1)) = IS grau(s(v, Wq)),
ve

dim(Wy + Z(wq, T) + Z(w>, T)) > dim(W;) > dim(W),
e Wo+ Z(wq,T) + Z(w,, T) € T—invariante.
Prosseguindo desta maneira, devemos obter V. = W, em, no maximo,

dim(V) = n passagens.

Parte Il. Fixemos k € {1,...,r}. Sejaw € Vesejaf=s(w, W, ;). Se

f(T)(w) =wo+ ) gi(T)(wi), comwy € W,

entdo f divide gi, 1=1,...,k—1, e wo = f(T)(up), para algum uy, € W,.
Sek=1,f(T)(w) =wy e W, Como W, & T—admissivel, existe uy, € W,,
tal que f(T)(w) = f(T)(uo).
Suponhamos k > 1 e apliquemos o algoritmo da divisao:

gi=fhi+r;, comr;=0o0ugrau(r;) < grau(f;).
Queremos mostrarque r; =0,i=1,...,k—1.

k—1
Sejau=w— Y hi(T)(w;). Entdo u—w € Wy_.

i=1
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Afirmac ao: f = s(u, Wy_1).

De fato, q € s(u,Wy_1) & q(T)(u) € Wy & q(T)(w) € Wi _;
& g € s(w,Wy_4).

Além disso,
k—1
f(T)(uw) = f(Tw) =) (Fh)(T)(wy)
k—1 = k—1
= wo+ Y giT(wi) =D (Fh)(T)(wy)
B
= wo+ Y_mi(T)(wy)
i=1
Suponhamos que existe i, 1 = 1,...,k — 1, diferente de zero.

Seja j = max{i|ry # 0}. Entao,
f(T)(w) =wo+ Y _mi(T)(ws),
i=1

com r; # 0 e grau(r;) < grau(f).
Sejap = s(u, Wj_). Como W;_; C Wy_,4, o condutor f = s(u, Wy_;) divide
P, OuU seja, p = f g, para algum g € KIx].

Entao,
j—1
p(T)(w) = g(T) f(T)(w) = g(T)(wo) + g(T) 5(T) (w;) + Z(g ) (T) (wi) .
i=1

i—1
Como p(T)(u) € Wiy e g(T)(wo) + ) _(gm:)(T)(wi) € Wj_y, temos que
i=1

g(T)r5(T)(w;) € Wj.
Logo,

grau(s(wj, W;_1)) = grau(p;)

grau(gr;) >
> grau(s(u, Wj4)) = grau(p) = grau(fg).

Ent&o, grau(r;) > grau(f), que & uma contradic&o.

Comor;=0,1i=1,...,k—1, temos que f divide g;, 1 =1,...,k—1, e
f(T)(uw) = wo € W,. Sendo W, T—admissivel, existe uy € W, tal que
f(T)(w) = £(T)(uo) = wo.
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Essa parte Il nos diz, em particular, que Ws,...,W, sdo subespacos
T—admissiveis.

De fato, sejaw € V e seja f = s(w,W;_4),j =1,...,r. Entao, pela parte
Il, temos

j—1
f(T)(w) = f(T)(wo) + ) f(T) hi(T)(wi),
i=1

onde uy € W,.

Suponhamos que q(T)(w) € W;_;, com q € KIx].
Entao, f divide g, ou seja, g = fh, h € K[x].
Logo,

q(T)(w) = h(T)f(T)(w) =h(T)£(T) (uo +) hi(T)(Wi)>

j—1
onde uo+ Y hy(T)(wi) € Wj_4.
i=1

Parte Ill. Existem vetores nao-nulos vq,...,v, em V que satisfazem as
condicdes (a) e (b) do teorema.

Aplicando o resultado da parte Il ao vetor w = wy, k = 1,...,1, € ao
T—condutor f = py = s(wy, Wi_1), temos que

K
Pr(T)(Wi) = pi(T) (uo) + ZPk(T) hi(T)(wy) ,
=

onde uy € W,. Seja

k—1

Vi =Wy — Up — Z hi(T)(wi) .

i=1
Como wy — v € W4, temos que s(vi, Wi 1) = s(wi, Wi 1) = pr. Além
disso, como py(T)(vk) = 0, temos que

Wy 1N Z(v, T) ={0}.

De fato, seja w € Wy 1N Z(w,T). Entdo, existe g € KIx] tal que
w = ¢g(T)(vx). Como g(T)(v) € Wi_4, temos que py divide g, ou seja,
existe h € K[x] tal que g = hpy.
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Logo, w = g(T)(vi) = h({T) p(T)(v) = 0.

Afirmac ao: py = s(vy, Wyx_1) € o T—anulador de vy.

Se q(T)(vk) = 0, entdo q(T)(vx) € Wy_4. Logo, px divide o T—anulador
de vi. Como pi(T)(vi) = 0, o T—anulador de v, divide py. Entao, py, € 0
T—anulador de «y,.

Afirmac ao: py = s(vy, Wyx_1) € o T—anulador de vy.

Se q(T)(vk) = 0, entéo q(T)(vk) € Wir_;. Logo, py divide o T—anulador
de vi.. Como pi(T)(vx) = 0, o T—anulador de vy divide py. Entdo, px € 0
T—Anulador de vy.

Afirmac ao: Wy =Wy @ Z(vq, T).
Como ja provamos que W, N Z(vq, T) = {0}, basta provar que
Wi =Wo+ Z(wq, T) = Wo+ Z(vq, T).
Sendov; = wy;—up € Wo+Z(wq, T), temos que Z(vq, T) € Wo+Z(wq, T).
Logo, Wy + Z(v,,T) C W;.
De modo analogo, como w; = ug + v € Wy + Z(vq,T), temos que

Z(W],T) C Wy + Z(V],T). LOgO, W, + Z(W],T) c Wy + Z(V],T), ou Seja,
W; C Wo+ Z(vq,T).

Afirmag¢ 8o: Suponha que W; = Wy @ Z(v;,T) & ... & Z(v;, T). Vamos
mostrar que Wi,y =W @ Z(vi, T) & ... ® Z(v;, T) & Z(vj41, T).

Como Wi = W; + Z(w;y, T) e W5 N Z(v;4, T) = {0} basta provar que
Wi =W+ Z(viq, T).

j
Sendo vi; = wj1 — uj, onde u; = uo + Y hi(T)(wi) € W;, temos que
i=1
Z(vj11, T) C Wj+ Z{wj1, T). Logo,
W]' =F Z(V]'_H,T) @ Wj + Z(WH_] . T) :

De modo analogo, como wj.q = vj41 + u;, temos que
Z(Wj+1,T) C Wj + Z(V)'+1,T) .

Logo,
Wj + Z(Wj+],T) C Wj + Z(Vj+1 1)

Vamos, agora, provar a parte (b) do Teorema.
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Fazendo w = v, e f = s(v,, W;) = p, na parte |l da demonstracéo, temos

qgue p- divide p;.

De fato, como p,(T)(v2) =0, p1(T)(vi) =0 e vy = wi—ug, ug € W, temos
P2(T)(v2) = pa(T)(v1) = p1(T)(—uo) + pa1(T)(w1),

onde p1(T)(—up) € W,. Logo, pela parte I, p, divide p;.

Vamos provar que p; divide p,, fazendo w =v; e f = s(v3, W,) = ps.

De fato, como p3(T)(v3) = p2(T)(v2) = pi(T)(v1) =0, vi = —upo+wy €
vy = —uj +wy — h(T)(wy), onde up, uj € Wy, temos que
)

p3(T)(vz) = pi(T)(v1) +p2(T)(v2)
(

(T)(

= pi(T)(—wo) + p1(T)(w1) + pa(T)(—up)

+ p2(T)(w2) — p2(T)R(T)(w1)

= (p(M(= uo)+pz(T)( o))

+  (p1—p2h)(T)(w1) + p2(T)(w2) .

Como p1(T)(—uo) + p2(T)(—up) € W, temos, pela parte Il, que p3|po.

Prosseguindo desta maneira, podemos provar que pj \pH, isto &, p; di-
vide p;_1,j=1,...,r. Entdo

Pr|Prot| .. P21

Parte IV. Unicidade. O nimero r e os polindmios py,...,p, sao determi-
nados de modo Unico pelas condi¢cdes do Teorema.

Suponhamos que, além dos vetores nao-nulos v, ...,v,, existem outros
vetores nao-nulos u,, . .., us com respectivos T—anuladores g1, .. ., gs, tais
que

V=Wo®Z(u;,T)&...0 Z(u,T)
gkl g1, k=1,...,s.

Mostraremos que r = s e p; = g; para todo i.

Seja S(V,W,) = {g € K[x] | g(T)(V) € W,}. E facil ver que S(V,W,) & um
ideal nao-nulo, pois W, € T—invariante e o polindmio minimal pertence a
S(V, Wo).

Seja g o gerador unitario de S(V, W,). Vamos mostrar que g; = g.

Sejav € V. Entao, existe wy € W e existem fq, ..., fs € K[x], tais que
v=wo+ f1(T)(w) +... +fs(T)(us).
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Portanto, g:(T)(v) = g1(T)(wo) + g1(T)f1(T)(wy) + ...+ g1(T)fs(T)(us).

Como g¢; divide g;, i = 1,...,s, temos que g;(T)f(T)(w) = 0O,
k=1,...,s. Logo, g1(T)(v) = g1(T)(wo) € Wo. Ou seja, g1 € S(V,Wy).
Entao, g divide g;.

Afirmac ao: g; = s(uy, Wo).

Seja f = s(u;, Wyp). Como g7 € S(uq, Wy), temos que f divide g;. Por outro
lado, f(T)(u;) € Won Z(uy, T) ={0}. Logo, f(T)(u;) =0.

Entdo, g; divide f. Assim, g; = f = s(u;, Wy).

Como S(V,W,) C S(u;, W,), temos que g; divide g.

Logo, g = g;. Pelos mesmos argumentos, podemos provar que g = p;.
Assim, p; = g3.

Observag @0 2.2
Quando W, = {0}, temos que o gerador unitario g do ideal S(V,{0}) é

o polinbmio minimal de T. Logo, acabamos de provar que: se T &€ um
operador linear sobre um espaco vetorial de dimensao finita V, existe
v € V tal que o T—anulador de v € o polindmio minimal de T.

Antes de continuar com a demonstracao do Teorema 2.1, provaremos 0S
seguintes resultados:

Q) f(T)(Z(v, T)) = Z(f(T)(v), T).
e Sew e Z(v,T), existe g € K[x] tal que w = g(T)(v). Logo,

f(T)(w) =1(T)g(T)(v) = g(T)f(T)(v),
ou seja, f(T)(w) € Z(f(T)(v), T).
Sew e Z(f(T)(v), T), existe g € K[x] tal que w = g(T)f(T)(v) = f(T)g(T)(v).
Logo, como ¢g(T)(v) € Z(v, T), temos que w € f(T)(Z(v,T)).
(2)SeV=V;d...® V, onde cada V; &€ T—invariante, entao

f(MV) =T} (V1) @... & f(T)(Vi).
e Sejav € f(T)(V). Entado, existe w € V tal que v = f(T)(w). Sejam
wieV,i=1,... k, taisque w =w; + ...+ wy.

Entdo, v = f(T)(w) = f(T)(wq)+...+1(T)(wy). Como f(T)(w;) € f(T)(V3),
i=1,...,k, temos que f(T)(V) C f(T)(V1) + ...+ f(T)(Vy).
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Seja, agora, v € f(T)(V;) + ...+ f(T)(Vi). Entdo, existem v; € V;,
i=1,...,k, tais que
v=~F(T)vi)+... +f(T)(vi) = F(T)(vi+... +w).

Ouseja, v € f(T)(V).
Logo, f(T)(V) =f(T)(Vi) +... +f(T)(Vi).

e Vamos, agora, provar que:
(F(T(Vy) + ... +f(D)(Vs) nf(T)(V;) =1{0}, j=2,... k.

Sejav e (f(T)(Vi) + ...+ f(T)(Vim1)) N(T)(V5).

Entao, existemv;, 1 =1,...,j, tais que
v="F(T)(vi) +... +f(T)(vj_1) =1(T)(v5),

ouseja, v="~(T)(vi+...+vj_1) =1(T)(v;).

Mas, como cada V; € T—invariante, temos que
f(T)(vy+... —|—Vj_1) C Vighe: . & Vi

e f(T)(V)) S Vj.
Logo, v =0, pois (Vi +...+V;_1)NV; ={0}.

(3) Se v e w tém o0 mesmo T—anulador, entao f(T)(v) e f(T)(w) tém o
mesmo T—anulador e, portanto,
dim(Z(f(T)(v),T)) = dim(Z(f(T)(w), T)).

e Seja g € K[x] um polinbmio pertencente ao T—anulador de f(T)(v).
Entao, g(T)f(T)(v) =0, ou seja gf pertence ao T—anulador de v.

Logo, p, divide gf, ou seja, existe h € K[x], tal que gf = p,h. Mas, como
Pv = Pw, temos que gf = p,,h = hp,, . Assim,
g(MF(T)(w) =h(T)pw(T)(w) =0,

ou seja, g pertence ao T—anulador de f(T)(w).

De modo analogo, podemos provar que se g € K[x] pertence ao T—anulador

de w, entao g pertence ao T—anulador de v.

Podemos, finalmente, concluir a demonstracao do Teorema 2.1.
Mostraremos quer=sep; =gy, i=2,...,T.

Sejar > 2, dim(W,) +dim(Z(v;,T)) < dim(V). Como p; = g;,
dim(Z(v1,T)) = grau(ps) = grau(gs) = dim(Z(vy,T)).
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Logo,

dim(W,) +dim(Z(v4,T)) < dim(V).
Entao, s > 2. Mostraremos, agora, que p; = g».

De (2), provado acima, temos que

p2(T)(V) = pa(T)(Wo) @ p2(T)(Z(v1, T)) ® pa(T)(Z(v2, T))
®...ep(T)(Z(vy,T)).

Logo, por (1),
P2(T)(V) =pa(T)(Wo) & Z(p2(T)(v1), T),
pois
P2(T)(Z(vi, T)) = Z(p2(T)(v4), T) = {0},
ja que p; divide py, i > 2 (= p2(T)(vi) = 0,1 > 2).

Também, por (2) e (1),
p2(T)(V) = p2T)(Wo) @ Z(p2(T)(w1), T) & ... Z(p2(T) (), T).

Como v; e u; tém o mesmo T—anulador, temos, por (3), que p>(T)(vq) e
p2(T)(uwq) tem 0 mesmo T—anulador e
dim(Z(p2(T)(v1), T)) = dim(Z(p2(T)(w4), T)).

Logo, Z(p2(T)(uy), T) ={0}, se i > 2, ou seja, p2(T)(uy) =0, sei> 2.
Em particular, p,(T)(u,) = 0. Logo, g, divide p,.

Se invertermos o0 argumento, podemos mostrar que p, divide g,. Logo,

92 = P2
Prosseguindo desta maneira, chegaremos que r = s e p; = g,
1= 1,... T 1l

Corol ario 2.1
Se T € um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita,

entdo, todo subespaco T—admissivel possui um subespaco suplementar
gue também é T—invariante.

Prova.
Seja W, um subespac¢o T—admissivel de V. Se W, = V, 0 seu suple-
mentar € {0}.

Se W, é proprio, seja W{ = Z(vi,T) @ ... ® Z(v,, T), dado pelo Teorema
anterior. Entdo Wj é T—invariantee V=W, © W{. m
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Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita.

Corol ario 2.2

Entao:

(a) Existe um vetor v € V tal que o T—anulador de v € o polindmio minimal
deT.

(b) T possui um vetor ciclico se, e somente se, 0os polindmios carac-
teristicos e minimal de T sao iguais.

Prova.
(a) Fazendo W, = {0} no Teorema anterior, temos que

V=Z,T)®...®Z(v,,T),
onde p;|pr_i1| ... [p2lp1.
Seja p., 0 polinébmio minimal de T.
Como p,(T)(v) =0,Vv eV, temos que pi|pm,i=1,...,T.
Em particular, p1 | pm.

Seja, agora, v € V. Entéo, existem w; € Z(vy, T),1=1,...,r, tais que
V=wi+...+Ww,.

Logo,
pi(T) (V) =pa(T)(w1) + ...+ p1(T)(wy) =0,
pois pi|prepi(T)(vi) =0,i=1,...,r.
Assim, p..|p;. Portanto, p,, = p;.
(b) Se T possui um vetor ciclico v, entao
V=Z72ZwvT).
Logo, por (a), pm = pv, ONde p,, € 0 polinémio minimal de T. Mas, como
grau(p,) =dim(Z(v,T)) =dim(V),

temos que p., € o polinémio caracteristico p. de T.
Se p., =p., temos que

grau(pm) = grau(p.) = dim(V).
Logo,

grau(p;) = grau(p,) =dim(V).

Assim r = 1 na decomposicao ciclica, ou seja, V = Z(v;,T). Entdo v, é
um vetor ciclicode T. g
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Teorema 2.2

Teorema Generalizado de Cayley-
Hamilton

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial de dimensao finita.

Sejam p,, € p. 0s polinbmios minimal e caracteristico de T, respectiva-
mente. Entao:

(a) pm divide pe.
(b) pm € pc possuem os mesmos fatores primos a menos de multiplicida-
des.
(c) Se
pm="f1 ... f}5,
€ a decomposicao de p,,, em fatores primos, entao
pe=f8 .. fd,
onde d; € a nulidade de f{(T)" dividida pelo grau de f;, ou seja,

- dim(Ker(fi(T)™))

di grau(f;)

Prova.

SejaV = Z(v,,T)® ... Z(v,, T) a decomposicao ciclica do operador
T,esejap; 0 T—anuladordevi,i=1,...,r.

Seja T; = Tlzn, 1- Como v; € um vetor ciclico de T;, temos, pelo Corolario
anterior, que p; € o polinémio minimal e o polinémio caracteristico de T;.

Logo, como cada Z(v;, T) &€ T—invariante, temos p. = p; ... p-.

Temos, também, que p,,. = p;. Logo, p.. divide p., ou seja, todo fator
primo de p,,, € um fator primo de p..

Se f & um fator primo de p., entdo f divide p,, = p1...p.. Logo, existe i
tal que f divide p;. Como p; divide p;, i = 1,...,r, temos que p; divide
P1 = pm. Entao, f divide p,..

Pelo Teorema da Decomposicao Primaria,
V=Vi&...® V,

onde p,, = f}' ... f* & a decomposicéo de p,, em fatores primos e

Vi =Ker(p;'), i=1,...,k.
Como o polinémio minimal de T; = T|y, & fi', aplicando (b) ao opera-
dor T;, temos que fidi, d; > ri, € o polindbmio caracteristico de T;. Logo,
d; grau(f;) = dim(V;), ou seja,
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4 dim(Ker(f}'(T))
v grau(fy)

Como cada V; é T—invariante, temos que p. = f{" ... fi* . m

Observag a0 2.3

Se o polinémio minimal de T
Pm=(x—cy)m...(x —c)™,

€ um produto de poténcias de fatores lineares distintos, entao
Pe=(x—c))¥ ... (x—c),

onde d; =dim(Ker(T —c¢;I)"),i=1,... k.

Corol ario 2.3
Se T & um operador linear nilpotente sobre um espaco vetorial V de di-

mensao n, entdo x™ & o seu polinbmio caracteristico.

Prova.

Seja k um inteiro positivo tal que T = . Entdo, p., divide x*. Logo,
x € 0 Unico fator primo de p,, e de p.. Como p. tem grau n, temos que
Pe=x"m

Observag @0 2.4
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial de dimensao finita n.
Sejam vy, ..., v, vetores nao-nulos de V tais que
D V=ZVv,T)®...® Z(vy, T);
(2) pir divide py, i=1,...,r—1.
onde p; € 0o T—anuladorde vi, i=1,...,r.
Como T; = Tlzy, 1) POSsui o vetor ciclico v;, temos que p; &€ o polinémio
minimal de T; e, também, o polinémio caracteristico de T;.
Seja By = {vi, T(vi),..., T '(v;)} uma base de Z(v;, T), onde
ki =dim(Z(vi, T)) =grau(pi), i=1,...,r.
Entéo, [Tilz, € a matriz associada ao polinbmio unitario ndo-constante pj,
i=1,...,r.

Se B é a base ordenada de V obtida pela reunidao das B; ordenadas da
forma B4, B,, ..., B, temos que
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O A, - O
Ts = : S N
O O ... A,

onde A; € a matriz k; x k; associada ao polindmio unitario p;.

Note que: O polindmio caracteristicode T€p;-p2-...  pr
Defini¢c a0 2.2
Dizemos que a matriz n x n A esta na forma racional se
Ar O -+ O
O A, -+ O
A= . . . o
O 0O -+ A,

onde cada A; é a matriz associada a um polinémio unitario nao-constante
pi, tais que pyyq divide py, i=1,...,r—1.

Teorema 2.3
Seja B uma matriz n x n com entradas no corpo K. Entao, B &€ semelhante

sobre K a uma Unica matriz na forma racional.

Prova.

Seja T o operador linear sobre K™ que é representado por B em relacao
a base canonica. Pela observacao anterior, existe uma base de K™ em
relacdo a qual T é representado por uma matriz A na forma racional.
Entao, B & semelhante a matriz A, que esta na forma racional.

Suponhamos que B seja semelhante sobre K a uma outra matriz C na
forma racional. Ent&o, existe uma matriz P invertivel tal que C = P~'BP.

Os vetores colunas de P formam uma base 5 de K™ tal que

C, FomS" G
M =C= J o S o
(O @™

onde cada C; € uma matriz r; x r; associada a um polinémio unitario nao-
constante g; = x™ + ciﬂxrH + ...+ ¢}, de modo que gi;; divide g;,
i=1,...,s—1.

Assim, existem vetores wy, ..., w, pertencentes a base B tais que:
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o B :{W1)T(W1))"')Tr]71(w1))W2)T(W2))"')Tr271(W2))"')WS)T(WS))

L T (W)
o Ti(wi) = —ciwi —ci T(wi) —...—ck T (wy).
Logo, B; = {w;, T(wy),..., T '(w;)} &€ uma base de Z(w;, T) e g; € 0

T—anulador de wy, pois g;(T)(w;) =0 e grau(g;) = dim(Z(w;, T)) = 1.

Assim, K™ = Z(w, T) ® ... ® Z(w,, T) € giyq divide gi, 1 = 1,...,s — 1.
Pela unicidade da decomposi¢éo ciclica, s =re gi=pi, i1=1,...,T.

Portanto, C = A. n

Observag a0 2.5
A forma racional de um operador T sobre um espaco vetorial V de di-

mensao finita € a matriz [T]z, onde B € uma base de V tal que [T]z esta
na forma racional.

Exemplo 2.1

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimenséo dois.
Se o polinémio minimal de Ttemgrau 1, p,, =x — ¢, entao T = cl.
Sejam vy, v, € V vetores LI. Entao

V=2z(v,T)®Zv,,T), pi=pr=x—c e [T]B=<C o>,

onde B = {vy,v,}.

Se 0 polindmio minimal p,, = x> + ax + b tem grau dois, entdo
Pec = pm. LOQO, T possui um vetor ciclico v; e uma base {v, T(v;)} tal

queV=Z(v;,T)e
Ts = (O ‘b> |
1 —a

Para matrizes, essa analise diz que toda matriz 2 x 2 sobre o corpo K é
semelhante sobre K a exatamente uma matriz dos tipos:

bo) = ()
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Exemplo 2.2
Seja T o operador linear sobre R3 que é representado, em relacdo a base

candnica pela matriz

5 —6 —6
A=|-1 4 2
3 —6 —4

Vimos, no exemplo 2.1, que p, = (x — 1)(x — 2)? & o polindmio carac-
teristicode Te py = (x — 1)(x —2) = x*> — 3x + 2 € o polinémio minimal de
T.

Como, na decomposicao ciclica, o T—anulador do primeiro vetor v, € 0 po-
linbmio minimal, temos que dim(Z(v;, T)) = 2. Portanto, na decomposicao,
aparece apenas mais um vetor v,, sendo dim(Z(v,, T)) = 1, ou seja, v, €
um vetor caracteristico de T. O T—anulador de v, € p, = x — 2, pois

Pec =P1P2.
Entéo, existe uma base ordenada B de V tal que
0 =2 0
Mee T 338l
by, JOL)

Como dim(Z(v,T)) éigual a 1 ou a 2, se v # 0, pois R? tem dimenséo
3 e T nao possui vetor ciclico, ja que p., # p., temos que e; = (1,0,0)
gera um subespaco T—ciclico de dimensao 2, pois T(e;) = (5,—1,3) nao
€ mdltiplo de e;. Podemos, entao, fazer v; = e;.
O subespacgo Z(e;, T) consiste dos vetores

ae; +bT(e;) = (a+5b,—b, 3b),

a,b € R, ou seja, consiste de todos os vetores (xi,xy,x3) tais que
X3 = —3X2.

Devemos achar agora um vetor v, # 0, tal que T(vz) = 2vo e v, & Z(vq, T).

Se v = (x1,x%2,x3), pode-se verificar facilmente que T(v) = 2v se, e so-
mente se, x; = 2x, + 2x3.

Assim, v, = (2,1,0) satisfaz T(v,) = 2v, e v, € Z(vq,T). Podemos, entao,
tomar
B = {61)T(e1))\)2} :{(])030)) (5)_1>3)) (23130)}

OJ
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Seja T um operador linear diagonalizavel sobre um espaco vetorial V de

Observag a0 2.6

dimensao finita. Sejam c4,...,cy 0S valores caracteristicos distintos de
T e seja W; o0 espaco dos vetores caracteristicos associados ao valor

caracteristico c;. Entao,
V=W;®...0 Wy,

Pe=(x—c)¥ ... (x —c)%,
onde d; = dim(W;).

Vamos, agora, determinar a decomposicao ciclica de T a partir de uma
base que diagonaliza a matriz de T.

Sejav € V. Entdo existemv; € Wi, i =1,... k, taisquev =v;+... + v,
Como T(v;) = cyvy, temos que
f(T)(v) =f(ci)(vi) + ... + flew) (i) ()

para todo polindmio f € K[x]. Sabemos que dados escalares arbitrarios

t1,...,t, existe um polinébmio f tal que f(c;) = t;, i = 1,...,k. Logo,
Z(v, T) € o subespaco gerado pelos vetores vy, ..., .

Temos, por (I), que f(T)(v) = 0 se, e somente se, f(ci)(vi) = 0,
i =1,...,k. Portanto, f(T)(v) = 0 se, e somente se f(c;) = 0, para

todo i tal que v; # 0.

Assim, o T—anulador de v € o produto

H (x—ci) .

i;vi#O

Seja B; = {vi,..., v} } base de W; e sejar = max d;.
S1S

Definimos vq,...,v, por

vy = Zv} TE8 <T.

1;di2j

Logo, o subespaco Z(v;, T) é gerado pelos vetores v} taisque d; > j,eo0

T—anulador de v; é

pi=py = || (x—ci,

;di>j
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sendo p,, = [ [(x—ci) = pm.

i=1
Logo, V=Z(v;,T)®...® Z(v,,T), poiscadavi,i=1,...,k,j=1...,d
pertence a um e somente um dos subespacos Z(vq,T),...,Z(v,,T), €
B=ByU...UB,.éumabasedeV.
Além disso, p;.; divide p; paratodoj =1,...,r— 1, pois se x — c; é fator
de pj1, entdo x — c; & um fator de p;, ja que d; > j + 1 implica que d; > j.
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Forma Can onica de Jordan

1. Forma Can Onica Racional dos Operadores
Nilpotentes

Seja N um operador linear nilpotente de ordem k sobre um espaco
vetorial V de dimensédo n, ou seja, N* = O e N*' =£ 0, onde k < n.

Pelo Teorema da Decomposicao Ciclica, existe um numero inteiro
positivo r e r vetores nao-nulos vy, ..., v, em V com N—anuladores py, ..., p:
tais que

V=Z(v,N)®...® Z(v,,N),

e piyg divide py,i=1,...,7r—1.

Como N é nilpotente de ordem k, temos que p,, = x* € o polindmio
minimal de N. Assim, p; = x* e p; = x*, onde
ke, "= 0 o

A matriz associada ao polindmio x* & a matriz k; x k;

00 -+ 00
1000
A=|01 00
00 - 10

gue & denominada matriz nilpotente elementar de ordem k;, cujo po-
lindbmio minimal, que é igual ao seu polindmio caracteristico, & x*:.

Entao, pelo Teorema da Decomposicao Ciclica, existe uma base or-
denada B, tal que
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Ay O - O
0O A, - O
[Nls = : T : J
O O .- A,
onde cada A; € uma matriz nilpotente elementar de ordem k;, k; = k,
ki+...+k.=meky >k, > ... > k,. Esses inteiros positivos r e
ki1, ..., k., determinam a forma racional do operador N.

Observag &0 1.1
O numero r de blocos é igual a dimensao do nlcleo de N, ou melhor,
N}M=T1(vy), ..., N*¥T(v,)} € uma base de Ker(N).
De fato, sejav € Ker(N). Como V = Z(vi,N) & ... d Z(v,,N), existem
polinémios f; € K[x], tais que:
v="Fi(N)(vi) +... +f:(N)(v:),
sendo grau(f;) < k;— 1.
Como N(v) =0, temos que
0 = N(W)=NFf(N)(vi)+... + NF(N)(v,)

= (xf1))(N)(v1) + ... 4+ (xF) (N) () .
Logo, (xfi)(N)(v;) = 0,1 = 1,...,7. Como x* & o N—anulador de v;,
temos que x* divide x f; .
Sendo grau(f;) < k; — 1, temos que grau(f;) = k; — 1 e f; = ¢y X', para
algum c; € K. Assim,

v =leaN M @ e DY) |

Observe que cada N%~'(v;) € Ker(N), pois N(N*1)(v;) = N¥(v;) = 0,
ja que x* & o N—anulador de v;.

Entdo, {N¥~1(vy),...,N*~1(v,)} € uma base do nlcleo de N, pois os ve-
tores N%~1(v;),i=1,...,1, sd0 LI e geram Ker(N).
A matriz
A O @
O A, @
A= : : .. : !
O O ... A,

dada acima, € chamada forma candénica do operador nilpotente N.
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2. Calculo da Forma Can o6nica dos Operado-
res Nilpotentes

Teorema 2.1

Seja N um operador linear nilpotente de ordem n sobre um espaco vetorial
V de dimensao finita. Seja v, 0 nUmero de blocos k x k na forma candnica
de N e & =dim(Ker(N¥)), k=1,...n.

Entao:
(1) dm= Z kv +m Z vi, m=1,...,mn.
1<k<m m<ji<n
(2) Temos
vy = 281 — 85
Vi = 01+ 26k — 6k+1 5 T<k<n

Fazendo 6o =0 e 5.1 = 6., podemos escrever as trés relacdes acima na
forma geral

Vi = —dx-1 + 20k — dit1

Prova.
Seja &; = dim(Ker(N)). Como &; é igual ao numero de blocos, temos
que

S1=vi+...+Vvn,

provando (1) no caso m = 1.

Seja &, = dim(Ker(N?)). Como Ker(N) c Ker(N?), temos que cada bloco
1 x 1 contribui com uma dimens&o ao Ker(N?).

Se k > 2, cada bloco k x k contribui com duas dimensdes ao Ker(N?). De

fato, se {w,N(w),...,N*1(w)} & a parte da base B de V que da origem a

um bloco de ordem k x k, temos, fazendo w; = N -'(w),j =1,...,k, que
N2(wj) = NN (w) = N1 (w) =0,

se, esomentese,j+1>k,ousejaj=k—1ouj=xk.

Logo, 6, =vy + 2vy + 2v3 + ...+ 2v,, provando (1) no caso m = 2.
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Caso geral.
Seja &, = dim(Ker(N¥)). Cada bloco j x j, com j < k — 1, contribui com j
dimensdes ao Ker(N¥), pois Ker(N’) c Ker(N¥) e xJ & o polinémio unitario
associado a um bloco j x j.
Se j > k, cada bloco j x j contribui com k dimensdes ao Ker(N¥*). De fato,
se {w,N(w),...,Ni71(w)} & a parte da base B de V que da origem a um
bloco de ordem k x k, temos, fazendo w; = N*"1(w),i=1,...,j, que
N¥(w;) = N¥NT 1 (w) = N1 (w) = 0.

se,esbse,k+i—1>j,ousejai>j—k+1.
Entdo, N¥(w;) = 0 para k valores
de i. Provamos, assim, que

6k: ]’V] —|—2V2—|-—|- (k—])’\/k71 +k(Vk+...+Vn).

Como
drcr=vi+2vo+ ... (k=1)vi g+ (k=1)(vi+...+Vvn),
e
x=vi+2vo+...+(k—Dvi 1+ kvi+k(Vigr+...+vn),
temos que
Or—0r1=vr+..04v,.
Logo,

200—0; = 61— (—81)=vi+...+Vva—(V2+...+V,) =V
—d1 + 20— 6xkn = (81— St ) — (Ort1 701
Vit .o+ Van— (Vi ...+ vn)
Vi, Sel<k<n
—dn1+6n = v,

Exemplo 2.1
Seja T o operador linear sobre R3 que é representado em relagéo a base

candnica pela matriz

>

I
c = o
N o o
o o o
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Como
0 0 0 0 0 0 0 0
AZ=11 0 0 10 0)=1(020 0],
0 2 0 20 2 00
e
0 0 0 0 0 0 0 0
A3=10 0 O 10 0)=1(020 0],
2 00 20 0 0 0

temos que T &€ um operador nilpotente de ordem 3, com polinémio minimal

x3.

Assim, a forma candnica de T possui somente um bloco de ordem 3 x 3:

000
B=(1 00
010

Ou seja, a matriz A & semelhante a matriz B.

Exemplo 2.2
Seja T o operador linear sobre R* representado em relacéo a base candnica
pela matriz
O OO0
A=le 7 0 o
8§ 9 00

Como 6; = dim(Ker(T)) = 2, temos que a matriz de T na forma candnica
tem 2 blocos. Surgem, entao, duas possibilidades:

e Um bloco3 x3eumbloco1 x 1;
e dois blocos 2 x 2.

Mas, como A% = O, temos que p,, = x> € 0 polindmio minimal de T, ou
seja, T é nilpotente de ordem 2.

Logo, a matriz B na forma candnica de T tem dois blocos 2 x 2, ou seja,

0000

B 100
0 00
0 01

o O O

sendo A semelhante a B.
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Exemplo 2.3
Seja T o operador linear sobre R> que € representado em relacdo a base

candnica pela matriz

>

I
©c o o = o
o o o o o
N © © o o
w o o o o
o o o o o

Como A2 =0, temos que p., = x? & o polinbmio minimal de T e, portanto,
T é nilpotente de ordem 2.

Além disso, 6; = dim(Ker(N)) = 3, ou seja, a matriz de T na forma
candnica tem 3 blocos, sendo o primeiro deles uma matriz 2 x 2.

Logo, a matriz B, forma candnica de A, tem dois blocos 2 x 2 e um bloco
1 x 1, ou seja,

os]

I
= 4 (@ TS
e el olic
ofSRCSe o
o S o
S EEe S

sendo A semelhante a B

Exemplo 2.4

Determine todas as formas canénicas possiveis de uma matriz 10 x 10 A,
cujo polinémio minimal & p,, = x> e cujo posto é 6. Determine, também,
para cada caso possivel, a dimens&o de Ker(A?).

Como posto (A) = 6, temos que &; = dim(Ker(A)) = 4, ou seja, a forma
canodnica de A tem 4 blocos.

Além disso, 53 = dim(Ker(A3)) = 10, pois x> € o polindmio minimal de A.

Sendo
vi = 261—06,=8-8,>0
vy = —01+20,—063=20,—14>0
vy = —0,+03=—-0,+10>0.

temos que 7 < 6, < 8.
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Se &, =Ker(N?) =7,v; =1,v, =0ev; =3, ou seja, a matriz na forma

canonica tem 3 blocos 3 x 3 e um bloco 1 x 1, sendo, portanto,

0 00/00O0|0O0O0|O0
100/00O0[0O0O0]0
01 0{00O0|0 O0O0|0
0 00/00O0|0O0O0|O0
000|171 0O0|0O0O0|0
00 0{0O1O0(0O0O00
0 00/00O0|0O0O0|O0
0 00/00O0|1T 0O0|O0
0 00/00O0|01O0|0
0 00/00O0|0O0O0|0

Se 5, = Ker(A?) =8, entdo v, =0, v, = 2 e v3 = 2, OU Seja, a matriz na
forma canénica tem dois blocos 3 x 3 e dois blocos 2 x 2, sendo, portanto,

0 00(0O0O0|0 0|00
1000000000
01 0[{0 000 0|0 O
0 0 0|{0O0O0|0 0|00
0 0 0|1 000 0|00
0 000 O IewOsLO GusOSSy
0 0 0|{0O0O0|0 0|00
0 00|/0O0O0l1T 0|00
0070, | 0450, ONFO 0. IS0 80
0RO O MO0 FONR0 §0 M0

Vamos, agora, mostrar um método para determinar uma base B de
V de modo que [N]z esta na forma canodnica.

Suponhamos que N seja um operador nilpotente de ordem k, ou
seja, Nk =0 e N1 £0,

Afirmag do: N* (V) E N*2(V) ¢ ... N(V) E N°(V) =V.
De fato, temos que, paraj < k — 1, N*¥J(V) c N*¥I-1(V),
Resta mostrar que N¥7(V) £ N*T-1 (V).

Seja
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N : NT-1(V) — NK(N) € NK-1(V).

Se
N¥T(V) = N(NFTT(V)) = N1(V),

teriamos que N|nx-i-1(y) Seria sobrejetora e, portanto, injetora, que € uma

contradicao, conforme provaremos abaixo.

Sejaw € V tal que N*'(w) # 0. Como

N1 (w) = N*T1(N)(w)) € N*T71(V) e N(N*'(w)) =0,

temos que N|nx-i-1(y) N@0 € injetora.

Seja {uy,...,u,, } uma base de N* (V).
Entdo, existemwj,...,w) € Vtaisque N*(w!) =u,i=1,... v
Além disso,

W NWD, .. ,NSTwhu{wl, Nwl), o N whlu. .,

U{wl ,Nwl),...,N<T(w] )},

€ um conjunto LI, pois se
Vi Vi Vi
w=> aw/+) gNw)+...+) aN'w])) =0,
i=1 i=1 =

temos que N*'(w) = 0, ou seja,
> aNT(w) =0,

pois
N( azwi(wzJ): "IN 1) =0,
i=1 =l

jaquek+j—1>%k,paraj > 1.
Logo, al =0,1i=1,...,v, pois
{INST(wi), ... NS T (w), )}

€ um conjunto LI.

Aplicando N*2 ao vetor
Vi Vi
> alNw)+...4+ > afN“T(w]) =0,
i=1 i=1

obtemos que a? =...=a? =0.

Vi
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Prosseguindo dessa maneira, chegaremos que a{ =0,i=1,...,v,
i=1,...,k.
e Os vetores do conjunto
{(NT(w]), .. N (Wl JFU{NR 2 (w]), . N2 (Wl )]

sdo LI e pertencem ao subespago N¥2(V).

Se esses vetores ndo geram N¥2(V), existem vetores uy, ..., 1, |
tais que N*?(us),...,N*?(u,,_ ,) completam a base acima.

Afirmac¢ do0: Podemos substituir cada u; por um vetor w? de modo
gue os vetores

N*2(wi), ... ,N*2(w3 )
completem a base acima e, além disso, N*'(w?) =0,i=1,...,vi 1.
De fato, como
N(N*2(u;)) = N*T(w;) e N T(V),

existem escalares Ai,..., A} , tais que

Vk
N(N*2(uy)) = N*T(ug) = NN T (wi) + ...+ A N&T(w] ).
Entéao

NINF2(w = Ajw] = .. = A, w), ) =0.

Fazendo
wi =y — Al —” AL
temos que N*'(w?) =0e
N*2(wf) = N*2(1;) — AINM2(w) — ... — AL NR2(wl ).
Logo, o subespaco gerado por

N wi), ., NI wl ) U NS (i), NR 2wy, )}

UN*2(wi), ..., N*2(w3, )}
é igual ao subespaco N*2(V), gerado por
(N wi), .., NS (W] )F U INF2(wg), L N2 (w0

U{Nk_z(u1)) oo )Nk_z(u’vk,1 )}

Além disso,
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INTw!), L wl UL U NS Tl )l )

UINR2(w3), . w3 UL UINR 22 ) w2

€ um conjunto LI, pois uma combinacao linear desses vetores se escreve

na forma
N*T(vo) + N¥2(vy) + ...+ i1 + N¥2(wy) 0
+N*3(wi) + ...+ W =0,
onde
vi=awi+...+a, wl,i=0,1,...,k—1,
e

wi=bwi+ .. +b, w2 ,j=0,1,... k-2,

V-1 " Vk-1'

Aplicando N*T a expresséao (I), obtemos que N*'(v_;) = 0, pois
N<T(w;) =0,j=0,1,...,k—2, e
NET(NE (1)) = NZ=2(v) =0, i=0,1,...,k—2,

jAquek—1+k—(i+1)=k+k—-2—-1i>k.

Como
0=N¥"(wiq) = af "N + ...+ d INF2(wl )
e
(N (wy), ..., N (w] )},
é LI, temos que a¥ ' =0,1=0,1,...,k—1, ou seja, vi_1 = 0.
Assim,
N¥T(vo) + ...+ N(viea) + N*2(wp) + ... w5 = 0. ()
Aplicando N*2 & expressao (Il), obtemos que
N¥T(vi ) + N¥2(wy_5) =0,
ou seja,
0 = ¥ N*'(wl) +...+ a52N¥T(w! ) + by N2 (wi)
+ b2 N W ).
Como
NS (i), NET WL ) NR2 (), NE2(w2 )

€ um conjunto LI, temos que
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k2 _ k2 _pk2_  _pk2 _
ay “=...=ay"=by =...=by " =0.

Entao, vi_, =wy_» =0.
Prosseguindo dessa maneira, chegamos que
N*T(vo) + N*¥2(wo) =0.
Logo,
af=...=af =by=...=b =0,
pois
N wi), o Ny ) U ANE2(we), o NE2(wy ),

€ um conjunto LI.

e Os vetores do conjunto
INKTwi), o N )} U NS (wg), 0 N2 (], )
UIN3(wl), . N3 (wl )} U NR2(wd), L N2 (w2, )

U{N 2(wi),... N3 (wy )

sdo LI e pertencem ao subespago N¥3(V).

Se esses vetores ndo geram N*3(V), existem vetores w3, ..., w3
tais que os vetores N*3(wy7),...,N*3(w3 _,) completam a base acima.

Podemaos supor, também, como fizemos anteriormente, que

N(N¥3 W) =N*2(w?) =0, i=1,...,vi o

Continuando dessa maneira até chegarmos a V = N°(V) 2 N(V),
obteremos a base procurada.
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V=No(V) — éf:;s@i Swt.:s\m\x\i éwv...,éwx\% e é_wlf..iéww_, ?\__At.:éw_
In In
N 0 0
N(V) — N(w}),...,N(wl ), Nwi),...,Nw3 ), Nw3),...,Nw3 ), , IN(WET) L N (kT
In In
™ 0 0
LY,
NM3(V) — NR3w), . N3l ), N3 (we), o NRS3w2 ) INF3wd), o NF3ws )]
In In
N 0 0
NK2(V)  — NF2Z(wl) o NF2(wl ) INF2(wd), L NR2 (w2 )]
In In
LY, 0 0
NET(V) — N T(wi),. . N T ),
Note que:
Os vetores wy, ..., w), determinam os v, subespacos ciclicos Z(w{,N),...,Z(w]_,N) de dimens&o k e, portanto, os blocos k x k da
forma candnica de Jordan de N.
De modo geral, os vetores éf . véwfa‘:. j=1,... k, determinam o0s v\_(;_) subespacos ciclicos Nhéw,zv, . ,Nﬁs\wf?: ,N) de

dimenséo k — (j — 1) e, portanto, os blocos (k — (j — 1)) x (k— (j — 1)) da forma candnica de Jordan de N.
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Exemplo 2.5
Considere o operador N linear sobre R> que é representado em relacdo a

base candnica pela matriz

00000
10000
A=|000 00
00000
00230

Como A% = O, temos que N & um operador nilpotente de ordem 2.
Sendo N(e;) = ez, N(ez) = 0, N(e3) = 2es5, N(e4) = 3es € N(es) =0, 0
espaco N(R>) é gerado por e; e es € 0 conjunto {e;, N(e;), e3, N(e3)} € LI
Como dim(N°(R>)) = 5, devemos determinar um vetor w; € R> que com-
plete esse conjunto LI a uma base de R® e tal que N(w3) = 0.
Sendo Ker(N) = {(x,y,z,w,t)|x = 0, e 2z + 3w = 0}, temos que, para
wsz = (0,0,3,—2,0), N(w3) = 0e B = {w;,N(w;),w,, N(w;), w3} € uma
base de R>, onde w; =e; e wy = es.
Logo,

R®> = Z(wy,N) @ Z(wp, N) & Z(w3,N),

€ uma decomposicéo ciclica de N, onde p; = p» = pm = x> € p3 = x S0
os N—anuladores de wy, w, e ws, respectivamente.

Temos, também, que

€ a matriz do operador N na forma canonica racional.

Exemplo 2.6
Seja N o operador linear sobre R> que é representado em relagéo a base

candnica pela matriz

00000
10000
A=1000T120
02000
00000

J. Delgado - K. Frensel 229 Instituto de Matematica - UFF

7’
0%5[170
inean



7/
55'1(1 . . .
A Calculo da Forma Can 6nica dos Operadores Nilpotentes
InEQT

Como
00000 0O 0000
00000 0O 0000
A2=10 2 0 0 0}, A3=12 0 0 0 0 e At =0,
20000 0O 0000
00000 0O 0000

temos que N & um operador nilpotente de ordem 4.

Como {2e3 = N3(e;)} € uma base de N3(R>), temos que {N3(e;), N?(e;) =
2e4) € um conjunto LI contido em N?(RR).

Sendo dim(N?(R>)) = 2, {N3(e;),N?(e;)} € uma base de N?(R>).

Temos, também, que o conjunto LI {N3(e;),N?(e;),N(e;) = e} € uma
base de N(RR%), pois dim(N(R>)) = 3.

Como {N3(e;),N?(e;),N(e;), e;} € LI e dim(R>) = 5, devemos determinar
w, € R> que completa a base e satisfaz N(w,) = 0.

Sendo Ker(N) = {(x,y,z,w,t)|x =y =w = 0}, temos que para w;, = es,
N(w,) =0e B ={e;,N(e;),N?(e;),N3(e;),w,} € uma base de R>.

Assim, R®> = Z(w;,N) @ Z(w;,N), onde w; = e;, & uma decomposicdo
ciclica de N. Além disso, p; = pm = x* € P, = x s80 0s N—anuladores de
wj € wj, respectivamente.

A matriz de N em relacdo a base B

o = O O
— O ©C O
[l oo Ne)

0

é a matriz do operador N na forma canonica racional.

Exemplo 2.7

Seja V = P°(R) = {f € R[x]| grau(f) < 6} e seja N = D? o operador linear
sobre P¢(R) dado pela derivagédo de ordem 2.

Temos que N(V) = P*R) (polinbmios reais de grau < 4);

N2(V) = D*(P®(R)) = P?(R) (polindmios reais de grau < 2);

N3(V) = D®(P°(R)) ={f e R[x]| grau(f) =0 ou f=O0O)}

e N*(V) = D3(P¢(R)) ={0}.
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Logo, N & um operador nilpotente de ordem 4 e {N3(x°) = D®(x®) = 6!} é
uma base de N3(V).

Assim, {N3(x°),N?(x®) = D*(x°) = 360x?} € um conjunto LI de vetores
de N?(V). Como N?(V) = P?(R) tem dimensé&o 3, devemos achar um po-
linbmio w, de modo que N(N?(w,)) = D¢(w;) = 0 e {N3(x®), N2(x®), N2(w;)}
seja uma base de N?(V).
Podemos tomar w;, = x°. Nesse caso, N?(x°) = D*4(x>) = 120x.
Temos que {N3(x°), N%(x®), N(x®),N?(x°), N(x>) = D?(x’) = 20x3} & um
conjunto LI de vetores de N(V) = P*(R).
Como dim(N(V)) =5, temos que

{N3(x®), N2(x®), N(x®), N2(x*), N(x°)},
€ uma base de N(V).
Como B = {x° N(x®), N?(x®), N3(x°), x>, N(x°), N?(x°)} &€ um conjunto LI

de vetores de N°(V) e dim(V) = 7, temos que esse conjunto &€ uma base
de V.

Logo, P®(R) = Z(wi,N) @ Z(w;,, N), w; = x° e w, = x>, € uma de-
composicio ciclica de N = D?, onde p; = pm = x* e p, = x® sdo os
N—anuladores de w; e w,, respectivamente. Além disso,

0000
1 oNo @
ol 6l 0
Nz=|0 0 1 0 ,

o = O
— O O
o O O

& a matriz de N na forma candnica racional.

Exemplo 2.8
Determine os blocos da forma candnica racional de um operador nilpo-
tente N de ordem 5 sobre o espaco vetorial V, sabendo que
dim(N4(V)) = 3, dim(N?(V)) = 11, dim(N(V)) = 16 e dim(V) = 23.
Como dim(N*4(V)) = 3, existem vetores w], w) e w] tais que
By = {N*(w3), N*(w3), N*(w3)}
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seja uma base de N*(V).

Com isso, ja sabemos que a matriz de N na forma candnica racional tem
3 blocos 5 x 5.
Como

By = {N*(w1), N3 (wi), N*(w3), N3 (w3), N*(w3), N3 (w3)}
€ um conjunto de vetores LI de N3(V) e dim(N3(V)) = 6, temos que esse
conjunto € uma base de N3(V).
Como

By = {N*(wi),N3(wi),N?(wi), N*(w3), N3 (w3), N*(w3),

NHwl), N3 (wl), N2 (wl)}

€ um conjunto de vetores LI de N2(V) e dim(N?(V)) = 11, existem dois
vetores w3 e w3 tais que

N(N2(w3)) = N3(w3) =0, N(N?(w3)) = N3(w3) =0
e B3 U {N?(w3),N?(w3)} &€ uma base de N?(V). Com isso, temos que a
matriz de N na forma candnica racional tem dois blocos 3 x 3.
Como
By = {N*(wi),N3(wi), N?(wi), N(wi), N*(w3), N3 (w3), N3 (w3), N(w}),

N4(wl), N3(w}), N2(wl), N(wl), N2(w3), N(w3), N2(w3), N(w3)}
€ um conjunto LI de vetores de N(V) e dim(N(V)) = 16, temos que B, €
uma base de N(V).

Como
i N
Bs = B, U{w], w) wl w3 w3}

€ um conjunto LI de vetores de N°(V) = V e dim(V) = 23, temos que
existem dois vetores w3 e wj tais que N(w3) = N(w3) =0 e Bs U {w3, w3}
€ uma base de V.

Logo, a matriz de N na forma candnica racional tem 2 blocos 1 x 1.

Outra maneira de resolver:

Seja &, = dim(Ker(N¥)) e seja v, 0 nimero de blocos k x k na forma
canonica racional de N.
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Como dim(V) = 23, dim(N(V)) = 16, dim(N?(V)) = 11, dim(N3(V)) = 6,
dim(N*4(V)) =3 e dim(N>(V)) = 0, temos que

§=23-16=7, §,=23—11=12, §53=23—-6=17,
§4=23-3=20, e 865=23—0=23 (8¢ = 23).

Entao,

vi = 28, —8,=2x7—-12=2,

V) = —81428,—83=—-7+2x%x12-17=0,

vy = 0, +203—84=—12+2x17-20=2,

V4 = —034+284—05=—-17+2x20—-23=0,

Vs = —04+205—05=—-20+2x23—-23=3.

Assim, a forma canonica de N tem dois blocos 1 x 1, dois blocos 3 x 3 e
trés blocos 5 x 5.

3. Forma Can Onica de Jordan

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao

finita n. Suponhamos que o polindémio caracteristico de T se decomponha
como um produto de fatores primos lineares

Pat=_ ("= ey LN P NC g

onde cq,...,cx Sao os autovalores distintosde Ted; > 1,i =1,... k.
Entdo, o polinbmio minimal de T é

Pm=(x—ci)"...(x=c )™,
ondel <r;<dyi=1,... k.
Se W; = Ker(T — ¢;I)™, o Teorema da Decomposicdo Primaria nos
diz que:
o V=W;D...0d W,
e dim(W;) =d;,
e (x—cy)" €& o polindmio minimal de T; = Tl .
SejaN; =T, — ¢L.

Entdo, como ja provamos anteriormente, N; € nilpotente e x™ € 0
seu polindmio minimal.
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Seja B; uma base de W; tal que [N;]s, esta na forma candnica racio-

nal. Como T; = ¢;I + Ny, [Tils, = cil + [Nilg,, onde I é a matriz identidade
d; x d;.

Seja V; = Ker(T — ¢;I) o autoespaco de T associado ao autovalor
ci. Como dim(Ker(N;)) = dim(Ker(T; — ¢;I)) = dim(Ker(T — ¢;I)), pois
Ker(T — ¢;I) ¢ W, temos que se dim(Ker(T —¢;)) = ny, onde n; < d;, a
matriz na forma racional de N; tem n;, a matriz na forma racional de T;
tem n; blocos da forma

¢ 00 0 0
1 e 0 0 0
0 1 0 0
00 0 -« ¢ O
00 0 -« 1 ¢

sendo que o primeiro bloco € uma matriz r; x ;.

Ou seja,
i
]"L
[Ts, = ; :
1
n di xd
onde cada J} é da forma
ci 0 0 O ()
1 ¢ O @
d 1 Ci G0
= .
0O 0 O ci O
O 0 I c:

Defini¢ a0 3.1

Uma matriz elementar de Jordan com autovalor ¢ € uma matriz da forma

c 0 0 00
1T ¢ O 00
01 ¢ 00

o
o
o
o
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Seja B=B;UByU...UBy. Entao,
Aq

A
[Tl = ’ . ,

Ax

nxn
onde cada A; € uma matriz d; x d; da forma

Ji

i
n di X di

sendo cada ]} uma matriz elementar de Jordan com autovalor c;. Além
disto, dentro de cada A;, as dimensodes das matrizes I} diminuem a me-

dida que j aumenta.

Dizemos que uma matriz que satisfaz as condi¢cdes acima esta sob
a forma candnica de Jordan.

Acabamos de mostrar que se T € um operador cujo polindmio carac-
teristico se decompde em um produto de fatores lineares sobre o corpo
dos escalares, entdo existe uma base ordenada de V em relacao a qual T
€ representado por uma matriz que esta sob a forma candnica de Jordan.

Unicidade: Se duas matrizes semelhantes estao sob a forma canonica
de Jordan, entdo elas podem diferir apenas quanto a ordem dos autova-
lores.

Seja B’ uma base de V tal que [T]z = A também esteja na forma
canonica de Jordan.

Seja

nxn
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sendo cada T} uma matriz elementar de Jordan com autovalor A;, (A; # A,

parai #j).

Como A é uma matriz triangular inferior, seu polindmio caracteristico
é da forma
ﬁc - (X_)\l)el (X_As)es .

Sendo A e A semelhantes, o polindmio caracteristico de A
Pe=(x—c)¥ ... (x—c)",
é, também, o polindmio caracteristico de A.
Logo, s =k, {c1,...,cif ={A1,..., A} €, 5€ ¢y = Ay, entdo d; = ¢;.

Seja {cs,,...,Cq ) UMa reordenacéo dos escalares {ci,...,cy} tal
que A =cg,i=1,...,k.

Vamos mostrar que A= AT k.
Seja B’ = {v},...,vy,Vi,...,V{,...,V§,...,vi } e seja W; o subes-
paco gerado por B{ = {vi,...,vi}, i = 1,... k. Entéo, cada subespaco

W, é T—invariante devido & forma da matriz A = [Tz ; [Tl = Aie
VZW] @@Wk
Afirmag 80: W; = Ker(T—AD™, i=1,...k.

De fato,
A

T—Alg =A =Nl = A= ,

A —NMI
onde A; — A\ & uma matriz nilpotente de ordem menor ou igual a
6 = do,, € Aj — Al € invertivel se j # 1, pois A; — M = (Aj — AT+ N;,
sendo N; nilpotente e A; # A;. Logo,
(A =AD"

Na matriz ao lado, note que (A; X

ADM = 0. UT—=ADYs = (A =NV = (A —AD™

(A —AD™
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Provamos, assim, que todo vetor da base B/ pertence ao nicleo de
(T —AD)™, ou seja, W; C Ker((T —AI)™) e que dim(Ker((T — AD)™) = ¢,
Mas como dim(W;) = ¢;, temos que W; = Ker((T — A I)™).

Fazendo o mesmo com os subespacos T—invariantes W; obtidos da

base B, vemos que W; = Ker((T — ¢;I)™),j = 1,...,k. Como A; = cy,,
temos que

Wi =Ker((T —MD™) =Ker((T —co, 1)) = W, .

Logo,
[(T - CGiI)‘V'Vi,]BGi - IACT'l - CO}I 1

~

(T —coDlwls = Ai—col=A; =N,
estdo na forma candnica racional. Pela unicidade, temos A; = Ag,.

Observag o 3.1
(1) Seja K um corpo algebricamente fechado e T um operador linear sobre

um espago vetorial V de dimensao finita sobre K. Ent&do existe uma base
B tal que [T]z esta na forma candnica de Jordan.

(2) O operador T é diagonalizavel se, e somente se, n; = d;, ou seja,
dim(Ker(T — ¢{I)) € a multiplicidade de c; como raiz de p., para todo
i=1,...,k

(3) Se o operador T € nilpotente, a forma canénica de Jordan de T € igual
a sua forma racional.

Exemplo 3.1
Seja T um operador linear sobre C2. Entdo o polinémio caracteristico de
T pode ser (x —cq)(x — ¢2), com ¢ # ¢, OU (x — ¢)?.

No primeiro caso, T é diagonalizavel e € representado em relacdo a
alguma base ordenada B por

cp O
[T]B - (01 CZ) .

No segundo caso, o polinémio minimal de T pode ser x — c ou (x — c)?.

Sepn,.=x—c,temosque T =cle

[T]B = (8 g) )
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para qualquer base B de C2.

Se p = (x — c)?, existe uma base B de C? tal que

[T]B:<C 0)-
1 ¢

Assim, toda matriz 2 x 2 sobre o corpo C é semelhante a uma matriz de

um dos dois tipos
c 0 c; O
1 ¢ 0 ¢/’

podendo ser ¢y # ¢ OU ¢y = C2. [

Exemplo 3.2

Seja A a matriz 3 x 3 com entradas em C dada por

2. ol %)
A=]la 2 0
b ¢ —1

O polindémio caracteristico de A & (x — 2)?(x + 1).

Se o polinémio minimal de A é (x — 2)%(x + 1), entdo A é semelhante a

matriz
A0 0
A=1|12 o]},
0 0 —1

na forma canodnica de Jordan.

Sep. = (x—2)(x—1), A é diagonalizavel e, portanto, semelhante a matriz

E e O (4
AL—=dl0 @ qO
oRo0 —1
Como
0O 00
(A=2I)(A+1)=1{3a 0 0],
ac 0 O

temos que A é semelhante a uma matriz diagonal se, e somente se, a = 0.
O
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Exemplo 3.3

Seja A a matriz 4 x 4 dada por

A=

oo =N
coNnOo
o NO O
N O oo

O polindmio caracteristico de A & (x—2)* e seu polindmio minimal & (x—2)?
pois A é formada por dois blocos 2 x 2.

O primeiro bloco da matriz na forma candnica semelhante a A tem tama-
nho 2 x 2, e o nUumero de blocos é dim(Ker(A — 2I)).

Como
00 0O
1000
A=2l=10 00 0]
0 0 ao
_ 2, sea#0,
temos que dim(Ker(A — 2I)) =
3, sea=0.
Logo, A é semelhante a
2 0080
~ 12 080
A= 00 2 ol sea#0,
0" 0 2
e € semelhante a
2 W0seOE O
5 1 200
A= 00 2 ol sea=0.
0 %2

Observe que essas matrizes possuem polindmios caracteristicos € mini-
mais iguais, mas nao sao semelhantes, pois possuem formas canonicas
de Jordan diferentes.

Exemplo 3.4

Seja A a matriz 3 x 3 dada por

A=|-1T =2 1
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Entao,

—1 1 x—1
= (x—=2)((x+2)x—1)+1)+(x—1)—1
= (x=2)(x*+x—1+1)=(x—2)x(x+1).

x—2 -1 0
pe. = det(xI —A) =det 1 x+2 -1

Logo, pm = p. € A é diagonalizavel, ou seja, A € semelhante a matriz

20 0
A=100 0
0 0 —1
(]
Exemplo 3.5
Seja A a matriz 4 x 4 dada por
. (0 _SOWQ
1 0 a
4 Mol R
2% 1 S

Como p. = (x — 1)(x — 2)(x — 3)? e dim(Ker(A — 31)) = 1, pois

temos que pm = pe = (x — 1) (x — 2)(x — 3)%.

Logo, a matriz na forma canonica de Jordan semelhante a A é

A=

S o —= W
o O Wo
© = O o
N O OO

O

Exemplo 3.6
Determine todas as matrizes na forma candnica de Jordan com polinémio
caracteristico

Pe=(x=2)(x=3)*x—1),

e polinémio minimal
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Pm = (x —2)2(x = 3)*(x = 1).

Determine, também, em cada caso possivel, as dimensdes dos autoes-
pacos E;, E, e E; associados aos autovalores 1, 2 e 3, respectivamente.

Podemos ver facilmente que dim(E;) =1 e dim(E,) = 2.

Como o primeiro bloco associado ao autovalor 3 € 2 x 2 e 3 tem multipli-
cidade 4 como raiz do polinbmio caracteristico, podemos ter dim(E;) = 2

ou dim(E3) = 3.
Caso 1. Se dim(E3) = 2, a matriz na forma candnica de Jordan é

30
1 3

1

8x 8

Caso 2. Se dim(E3) = 3, a matriz na forma canonica de Jordan é

30
13
3
3
230
| .,
2
1 8x 8
O
Exemplo 3.7
Seja A amatriz 3 x 3
2 1 3
A=|-1 =21
3 -1 4

Entao,
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x—2 -1 -3

p. = det(xI —A) =det 1 x+2 -1
-3 1T x—4

= (x=2)((x+2)(x=4) + 1) + (=(x —=4) +3) = 3(1 + 3(x + 2))
= (x=2)x*=2x—7)+(—x+7)—=3(3x+7)

= (x—=2)(x*=2x—7) + (—10x — 14)

= X322 —7x —2x*+4x+14—10x — 14

= x> —4x? —13x

= x(x?—4x—13).

Como p. tem trés raizes reais distintas, p,, = p. € A € diagonalizavel.

Como p., = p., @ matriz na forma canénica racional que & semelhante a
Aé

0 0 O
10 13
01 4

4. Forma Can Onica de Jordan Real

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo R dos nimeros reais. O

complexificado de V é o espaco vetorial sobre o corpo C dos nameros
complexos

V ={(u,v)|u,v eV,
com as operacoes de adicao e multiplicacéo por escalares definidas por:
(w,v)+ (W', v) = (u+u',v+v)
(a+1ib) (u,v) = (au—Dbv,bu+ av).

O conjunto V com essas operacdes € de fato um espaco vetorial
sobre C. provaremos apenas que

((a+1ib)(c +1id))(u,v) = (a +1ib)((c +1id)(u,v)),

ficando a verificacao das outras propriedades como exercicio:
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(ac —bd) +1i(bc+ ad))(u,v)
(ac —bd)u— (bc + ad)v, (bc + ad)u + (ac — bd)v)

((a+1ib)(c +1id))(w,v) = (
(

= (alcu—dv) —b(du+cv),blcu—dv) + a(du+ cv))
(
(

a+1ib)((c +1id)(u,v)).

Observag @0 4.1
(1) Em particular, (u,v) = (u,0) +1i(v,0).

(2) Sea€eR, a(u,v) =(au,av).

A~

Afirmag ao: dim¢(V) =dimg(V).
Seja B ={wq,...,w,}uma base de V. Vamos provar que
B ={(w,0),...,(wy,0))
& uma base de V.
Seja (u,v) € V. Entdo, existem escalares a; € Reb; € R, tais que
uU=awj+...+ oWy e v=bw;+...+bw,.
Assim,

(a7 +1ibq1)(w1,0) + ...+ (a, +ibn)(wy, 0)
= (aw1,bywq) + ... + (@, Wy, bawy,)
=(awi+...+ aWwy, bywy + ... + bywy,)
= (u,v).

Se (u,v) = (0,0), ou seja, se
(a1 —I—‘Lb])(W],O) anl- - - 13 (an+ibn)(wn)0) = (0,0),

temos que ayw; +...+aw, =0=byw; + ...+ byw,.

Logo,ai=...=a, =0=Dby=...=Db,.
Ou seja, os vetores (wq,0),...,(w,,0) sao LI e geram o espaco
vetorial V.

e Seja T um operador linear sobre o espaco vetorial V sobre R.

Definimos a aplicacao

~ o~

T:V — V
(w,v) — T,v) = (T(w),T(v)).
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Afirmac ao: T é linear sobre C.
De fato,
T((a+ib)(w,v) + (W, v)) = T((au—bv,bu+ av) + (u/,v'))
T(au—bv—l—u’,bu—i— av +v')
T(au—bv+u), T(bu+ av+v'))

= (aT(u)=bT(v)+T(u),bT(u) +aT(v) +T(v))
= (a+1ib)(T(u), T(v)) + (T(u'), T(v"))

(
(
= (aT(u) =bT(v),bT(u) + aT(v)) + (T(u'), T(v")
(
(

(T )
a+1ib)T(w,v) + T(u',v')

Afirmac ao: p. = p, onde p. € o polindbmio caracteristico de T e p.

€ o polinémio caracteristico de T.

Seja B = {wy,...,w,}uma base deVesejaE: {(w1,0),...,(wn,0)}
base de V.
Sendo T(w Z aywi,j=1,...,n, temos que

T(Wj,O) = (T(W]),O) = (Z ClijWi, O) = Z Clij(Wi,O)
i=1 i=1

Ou seja, T 15 = [T]5. Logo,
Pe = det(xI — [Tlg) = det(xI — [Tls) = pe.

Afirmag 80: P, = Pm, ONde p,, € 0 polinémio minimalde Te p,, €0

polindbmio minimal de T.

—_

Seja f € R[x], entdo, f(T) = f(T). De fato, se f = axx*+. ..+ arx+ao;
ao, ..., ax € R, temos que

~

W(TIE + ok a1 Tt aol) (@, v)
= a(M¥u,v) +...+ a;T(w,v) + aol(u, v)
= ar(THW), T*W)) + ... + ay(T(w), T(v)) + ao(u, V)
(T, ax W) + ...+ (a1 T(w), a1 T(v)) + (aou, agv)
= (TR + ...+ aiT(w) + aguw, ax TE(V) + ... + a1 T(v) + agv)
(
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Entao, se f(T) = O, temos que f/(\T) = O, ou seja, f(?) =0.

Logo, p,, divide p,, em Cl[x].

Seja, agora, g = (ax+iby)x*+...+(a;+ibq)x+ap+iby um polindmio
com coeficientes complexos. Entédo, g = f; + if,, onde
f]:(lka—|-...+a]X+Clo e fzzkak+...+b1X+bo

sao polindbmios com coeficientes reais.

Suponha que g(?) = O. Entao,

o(Mw,v) = (ax+ib)(T) ¥, v) + ...+ (a1 +1iby)T(w,v) + (o + ibo) (u, V)
= (ax +ib)(THW), T*W) + ... + (a7 +ibg)(T(w), T(v)) + (ao + ibo) (1w, v)
= (@ W) = by THW), b T (W) + axTW)) + ...+ (@ T(w) — by T(v), by T(w)
+a;1T(v)) + (agu — bgv, bou + agv)
= (@ T*(u) + ...+ a;T(u) + apu) — (b T(V) +... + by T(v) + bgv),
(beT*(u) + ... +b3T(u) + bou) + (a T*WV) + ... + i T(v) + agv)) .

~

Ou seja, g(T)(u,v) = (f1(T)(u) — f2(T)(v), F2(T) (u) + £ (T)(v)).
Como g(T)(u,v) =0, temos que
f1(Mu—1(T)(v) =0 e f(T)(u)+f(T)(v) =0,
para todo par u,v € V.
Fazendo v = 0, obtemos que f;(T)(u) = f5(T)(u) = 0, para todo

A~

u € V. Entao, g(T) = O se, e somente se f1(T) = f,(T) = O.

Seja pm = p1 + ip2, onde py, p; € R[x].

~

Como p(T) = O, temos que p;(T) = p2(T) = O. Logo, p., divide
os polinémios p; e p,, ou seja, p., divide p,, em C[x].

Sendo p., € p. polindmios unitarios, obtemos que pm = Pm.

Mostrando assim a afirmacéao.

e Sejao: V-—Va aplicacao definida por o(u,v) = (u, —v).

Entdo o € um isomorfismo linear sobre R (quando os espagos sao
considerados reais), o(pu(u,v)) = po(u,v) e o = id (aplicacdo identi-
dade).

De fato:
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o o((w,v) + (W,V)) = olut+uw,v+v) = (ut+u,—(v+v')
= (u,—v) + (0, =) = o(u,v) + o(u/,v');

e 0((a+1ib)(u,v)) = o(au—bv,bu+ av) = (au— bv,—bu — av)
= (a—1ib)(u,—v) = (a —ib)o(u,v) = (a + ib)o(u,v);

e 02(u,v) = o(u,—v) = (u,v) = id(u,v).

Observacg a0 4.2

Se W é um subconjunto de V, usaremos a notacdo:W = o(W).

SejaT:V — V um operador linear sobre um espaco vetorial real V

de dimensao finita e seja T:V—Vo operador linear sobre V definido
acima.

Como p. € R[x], temos que se u = a + ib € uma raiz complexa de
Pe, €NtA0 T = a — ib também o é.

Sendo p,. = p., temos que p e @ sao autovalores de T.

Sejam

—

W, ={(u,v) € V|T(w,v) = p(u,v)},

Wi ={(u,v) € \A/IT(u,v) =n(u,v)}.

Afirmag ao: o(W,) = Wq

Seja (u,v) € V\/: Entao, ?(u,v) = u(u,v).

Logo, G(T(u,v)) = uo(u,v).
Como
o(T(w,v)) = o(T(w), T(v)) = (T(w), —T()) = T(ut, —v) = T(o(u,v))

ouseja, Too=o00T,temos que

T(o(u,v)) = mo(u,v).

Logo, O'(W:) C VVTT

—_

De modo analogo, temos que o(Wy) C \7V\H

—_ — —_—

Entdo, 02(Wy) C o(W,,), ou seja, Wy C o(W,,). Logo, o(W,,) = Wi
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Afirmac ao: Se {(uy,vq),..., (u, vi)} € base de um subespaco W de

V, entdo {(wg,—v1),. .., (ux, —vi)} € base do subespaco W de V.

Antes temos que provar que se W é um subespaco de V, entdo
W = (W) & um subespaco de V.

Se (u,v), (u/,v') € W = o(W), entdo (u,—v), (u’,—v') € W.

Logo, (a —ib)(u,—v) + (u/,—v') € W.

Entao, o((a +ib)(u,v) + (u',v’')) = (a —ib)(u, —v) + (1, —v') € W,
ou seja, (a+ib)(u,v) + (u’',v') € W.

Agora provemos a afirmacao.

Seja o(u,v) = (u,—v) € W. Como (u,v) € W, existem a; + ib; € C,
j=1,...,k, tais que

(u,v) = (a1 +1iby) (w1, vi) + ... + (ax + iby) (uk, vi).
Logo,
(u,—v) = o(w,v) = (a1 —ibq) (w1, —v1) + ... + (ax — iby) (W, —vi) ,

ou seja, {(uy, —v1), ..., (ux, —vi)} gera W.

Seja (a; —iby)(uy,—v1) + ... + (ax — iby) (uy, —vi) = 0. Entao,
o((ay; —1iby)(wy, —vi) + ... + (ax — iby) (ux, —vi)) =0,

ou seja,
(a1 +1iby)(ug,vi) + ... + (ax +ibi) (u, vi) = 0.
Como {(uy,v1),..., (u,vi)} € LI, temos que a;+ib; =0,j =1,... k.
Logo, a; —ib; = 0,j = 1,...,k, provando que {(w;,—v1),..., (ux, —Vvi)} &

LI, e portanto uma base, como afirmado.

Seja T : V — V um operador sobre um espaco vetorial V de di-
mensao finita sobre R e seja T:V— Voseu complexificado.
Seja
Pe =Py P (x — AL (x — A9,
o0 polindmio caracteristicode T, onde A;,... Ay e Rep; = (x — ) (x —15),
W =a;+1ib;, b;>0,j=1,... k, e
Pm =P - PE(x =A% o (x — A,

o polinémio minimal de T.
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Como T e T tem 0 mesmo polindmio caracteristico e 0 mesmo po-
linbmio minimal temos que, em C,

Pe=(x— )M x =) .o (= p (= ) S e = M) 9L (= A9,
Pm = (x— )" (x = )" (0= 00— )™ e = AL (x = Ag)
ou seja, as multiplicidades de y; e i em p. € p,, S0 iguais, j =1, ... k.
Afirmac ao: Ker(? — AiI)® € o complexificado de Ker(T — AiI).

De fato, como

(T—ADW,v) = T,v) —A(w,v) = (T(w), T(v)) — (A, Aw)

= ((T=AD(uw), (T=MI)(v)),
podemos provar, por indugcao sobre s, que
(T =MD (w,v) = (T = A (w), (T = ADE(v))
ou seja,
(T =AD)E) ~ =(T=AT)s,

Logo, (u,v) € Ker(? —Ai)® se, e somente se, u,v € Ker(T —A;I), ou
seja,

(Ker(T —AD)$) ™ ={(u,v) |u,v € Ker(T — AQ)$) = Ker(T — A Q).

Entdo, dim(Ker(T — \1)%) = dim(Ker(T — A;1)$), para todo s € N.

Em particular, se \/A\//1 = Ker(? — A% e Wiy = Ker(T — AD)%, temos
que Wi = W, e dim(W;) = dim(W,).

Seja B; uma base de VNVl tal que mvﬁ]iﬁ? esta na forma canodnica de

Jordan. Entao, mV\Z]B? possui dim(Ker(T—AiI)) = dim(Ker(T—A;I)) blocos
elementares de Jordan associados ao autovalor A;, sendo as quantidades
dos blocos de cada ordem dadas em termos das dimensoes
dim(Ker(T — MI)%) = dim(Ker(T —AQ)%), 1<s<s;.
Assim, a matriz na forma canénica de Jordan de Tly, é igual a matriz

na forma candnica de Jordan de T/ .
Além disso, se B; = {vi,...,vq )} € uma base de W; tal que [Tl ]z,
esta na forma canonica de Jordan, entdo B; = {(v;,0),..., (vg,,0)} € uma

base de \/71 tal que mvﬁ]i{ = [Tlw,]5, esta na forma candnica de Jordan.
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Afirmag ao: Ker(? —ul)s = G(Ker(f —ul)’), parap=a+1ib, b > 0.

De fato, (T —ul)s = pu(T), onde p, = (x — u)* € um polinémio cujos
coeficientes sédo polinbBmios em p com coeficientes inteiros, pois:
Pu=x+psa(WXx T+ ...+ pi(w)x+polu),

com
S

. i ) | .
Ps—j(p) = (=1) (j)u’ = (_1)]j!(ssﬁ W

=

Logo, (T—T1)* = (T)*+ps1(E) () +...+p1 ()T +po(E) = Pul
pois

Pr = X+ pea(wWx "+ ..+ pi(p)x +poln)
= X+ psa(@xS 4.+ pr(E)x + po(i),

ja que os coeficientes de p; s&o inteiros.

Entéo, se p, = g, + ih,, g, h, € R[x], temos que

(T—pDs =pu(T) = gu(T) +ih(T), e (T—HDS =Pu(T) = gu(T) — ihu(T).

Assim, como g,, e h,, tém coeficientes reais,

—

puMw,v) = gu(M,v) +ihu(M(w,v)

(W), gu(T)(V)) + iy (T) (1), hy(T)(V)
(W), gu(T)(V)) + (—hyu(T) (v), hy(T) (W)
(W) = hu(T)(¥), gu(T) (V) + hy(T) () -

Por outro lado,

-~ A~

(T—mDs(w,—v) = gu(T)(w, —v) — ihy(T)(u, —v)

ou seja,
(T = ED*(o(w,v)) = o((T — nD)*(w,v)).
Logo, se (u,v) € Ker(? — ul)® entdo o(u,v) € Ker(? —ul)s. Assim,
G(Ker(T —ul)®) C Ker(? —ul)s.

De modo analogo, temos que
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U(Ker(f —ul)®) C Ker(? — ul)s.

Logo,
Ker(T — ml)® = o?(Ker(T — m1)®) C o(Ker(T — ul)®).
Portanto,
Ker(T — mD)® = o(Ker(T — ul)®)

dim(Ker(T — g1)®) = dim(Ker(T — ul)®),
paratodo s € N.
Se w;, 15, j = 1,...,k, séo as raizes complexas de p., temos que
dim(Ker(T—E]—I)S) = dim(Ker(T—ujI)S), paratodo s € N. Logo, A = A_u]
onde A, & a matriz na forma canodnica de Tlvj, A € a matriz na forma

canodnica de ﬂvj’ V; = Ker(T— D)% e V; = Ker(T —51)7 .
Afirmag¢ do: Se B; € uma base de V; tal que [:ﬂ\/j]gj = A, entao
B; = o(B;) € base de V; e [T\Vj]g—i = Al
Seja
Bi=BlU...uB!, €=dim(Ker(T—l),

onde B} ={(v1,w1),..., (v, wi)} € um conjunto LI de vetores de \% gue da

origem a um bloco de ordem k de A ,,.

Entao,
(Tvy), T(wp)) = T(vp, Wp) = 145(Ve, Wy) + (Vps1, Wpi1), 1 <p <k—1,

(Tvi), Twi)) = T, wie) = (v, i) -
Como To = GT, temos que
T(Vp) _Wp) = (T(Vp)> _T(Wp)) - G(T(Vp)aT(Wp))

s G(T(Vp>wp)) - O—(th(vpawp) + (Vp+l>wp+1))

= Ej(v‘p) _Wp) + (Verl y _Wp+1) y

I
2
—

(Vi, wi)) = o(p5(vi, wi)) = 15(vi, —wi) .
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Sejam Bi = {(V1>W1)> SRR (vdj)wdj)} € E) = {(V],—W1), SRS (vdj)_wdj)} ba-

Observag a0 4.3

sesde V; = Ker(T — wheV; = Ker(T — w1)", respectivamente, onde
d; = dim(Ker(T — ") = dim(Ker(T —mI)"), tais que [Tlvj]gj = A, €
mv,-]z?,- = Ay estao na forma candnica.

Como V; e V; sdo subespagcos LI, pois estdo associados a autovalores ;
e 1, distintos, temos que

{(vi,wi), .., (va, wa ), (Vvi,=w1), ..o, (Ve =W )}

é uma base de V; @ V.

Afirmac &o: Sejap; = (x —)(x — 1) € Rix],j=1,... k.
Entao,
V; @V = (Ker(p;(T))7) *
e (Vi +wi,vi —wi,...,vq +Wq, Vg — Wg,} € uma base de Ker(p;(T)").
Pelo Teorema Generalizado de Cayley-Hamilton, temos que
dim(Ker(p;(T)")) = d; x grau(p;) = 2d;.
Sejampy, = (x — )" € py = (x — )"
Como Pu,» =g, +ih, epy = g, —ihy,onde g, h, € Rlx], temos:
P =Py Pm = (G + iy ) (0, = thy, =GRS TN,
Sendo
(T — wl)» =P l) = (g + th, )T,
temos que (u,v) € V; = Ker(?— wI)" =Ker(g,, +ihui)(?) se, e somente
se,
(0,0) = (g, +ihy, )(T)(u V) = (g (T) + il (1)) (1, v)
= 9y (Mw,v) +ihy, (M(w,v)
= (g (T)(w), 911]( )(v)) + ilhy (T) (), hyy (T) (V)
= (g (T)(w), gu]( J(v)) + (=hy (T)(v), by (T) (W)
= (9 (M(w) —hy (T)(v), gy (T) (V) + hyy (T (W),

ou seja g, (T)(u) =hy, (T)(v) e g (T)(v) = —hy (T)(u).

w (
(

Logo,
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P (T) () = g, (T)(w) + 12, (u) = gy, (T)hy, (T)(¥) — Ty, (T)gy, (T)(v) =0,

p; (T)(V) = g2, (T)(v) + M (v) = =gy, (TIhy, (T) (1) + Ry (T)gy (T)(u) = 0.
Como

(Ker(p;(T)) ™ = {(w,v) [ ps(T)" (w)
= {(w,v) [ 62 (T)(w) + h2, (T)(u)

pi(T)(v) =0)
62, (T)(v) + h2 (T)(v) = 0},

temos que V; C (Ker(p;(T)")) ™ .

Sendo (T —wh" = pW(T) = (gy — ihuj)(f), podemos provar, de

modo analogo, que se
(w,v) € V; = Ker(T — )" = Ker(pg(T)) = Ker((g,, — ihy, )(T)),

entao (u,v) € (Ker(p;(T)")) ™ .

Logo, V; @ V; C (Ker(p;(T)")) ~. Como

dim(V; @ V;) = 2d; = dim(Ker(p;(T)")) ~,
temos que
V; @'V; = (Ker(p;(T)")) "~ .

Vamos, agora, provar que
Vi +wi,vi —wr,.. v +Wa;, Ve, — Wg )
€ uma base de Ker(p;(T)") .
De fato, como (vi,w;) € Vj e (vi,—w;y) € Vi, i= 1,...,d;, temos que:
o (vi,wi) +i(vi,—wi) = (vi+w;,vi+wi) €V; \7; = (Ker(p;(T)") ™ );
o (vi, wi) — vy, —wi) = (vi —wi, —(vi—wy)) € V; @ V; = (Ker(p;(T)") ).

Logo, vi + wi,vi —w; € Ker(p;(T)"),i=1,...,d;.

e Os vetores
(vi +wi,vi+wi),..., (Vg + Wa;, Ve, +Wg,), .-y
(vi—wi,—(vi=w1)), ..., (vg; = wg,, —(Vg, —Wg,))
formam uma base de V; & VJ = (Ker(p;(T)")) ™.

Como dim(Ker(p;(T))") ~ = 2d;, basta mostrar que esses vetores
sao LlI.

J. Delgado - K. Frensel 252 Instituto de Matematica - UFF



7/
Forma Can 6nica de Jordan Real 0%5570
INEQAT

Sejam Aq,...,Aqg;, 81,...,8q, € C, tais que

AM(vi+wivi+wi) + .+ Ag (Ve +Wa, Ve, +Wa,)
+6](\)] _W])_(\)] _W1)) +...+ 6dj (vdj _Wd;)_(vdj _de)) - (O)O) .

Como
(Vi + Wi, vi +wyi) = (vi, wyi) +i(vi, —wy)

(vi — wyi, —(vi — wy)) = (vi, wy) — (v, —wy)
parai=1,...,d;, temos que
(A1 +d1)(vi,wi) + ...+ (Ag; + 84) (Ve Way)
+(A1 = 81)(vi,—wi) + ...+ (Ag; — 84) (vg;, —Wg;) = (0,0).
Logo, Ai +8i=A—8;=0,1=1,...,d;, pois
(V1,W1),~--,(Vdj>de),(Vh—Wl),uw(Vdj,—de)}
é uma base de V; @ V.
Entdo, \; =06:=0,i=1,...,d;.
Seja
(a1 +ibqy)(vi +wi,vi+wi) + ...+ (ag +1ibg ) (Ve +Wa, Ve +Wg,) 0
+(c1+1ier)(vi —wi,—(vi —wi)) +... + (cq; +1ieq)(Va, — Wa;, —(ve, —Wq,))
uma combinacao linear dos vetores da base
{(vi +wi,vi +wi),..., (Vg +Wq, Ve, +Wg, ),
(vi = w1, —(vs —Wl)),---,(\)dj —de,—(vdj —Wd,-))}
de (Ker(p;(T)")) ™, onde ai, bi,ci,es € R, i=1,...,d;.
Como paratodoi=1,...,d;:
(@i +1ibi)(vi + wi, vi + wi) = ((@i — bi)(vi + wi), (ai — bi) (vi +wi))

e

(ci +1ei) (vi —wi, —(vi —wi)) = ((ci + ei) (vi — wi), (€1 — ¢i) (vi — wi)),
temos que a combinacdo linear (l) pode ser reescrita na forma:
((ar —by)(vi+wq), (a; +b1)(vi+wq)) +...
+((ag, — bg ) (v, +Wq ), (ag +bg)(ve, +Wq,))
+((c1+er)(vi—wi), (e —cr)(vi—wi)) +...

+((cq, +eq)(va; —Wg ), (€q; — cg;)(Va, —Wq,)) .
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Logo, todo vetor pertencente a Ker(p;(T)") pode ser escrito como

uma combinacao linear dos vetores do conjunto

Vvi+wi, v FWa, Vi =W, v — Wy )

Como dim(Ker(p;(T)")) = 2d;, temos que esse conjunto & uma base
de Ker(p;(T)"). Como queriamos provar.

e Seja y; = a; +1ibj, b; > 0,j =1,..., k um autovalor complexo de T.

Seja B; = {(vi,w1),...,(vq,Wq )} uma base de V; = Ker(? — wI)T)
tal que A, = [T\Vj]lg]. esta na forma candnica de Jordan. Entdo, B; =
{(vi,—w1),..., (vg;, —wq)} € uma base de V, = Ker((? —wI)") tal que

Ag = [Tlvi]g—j esta na forma canodnica de Jordane A = A, .
Seja B; = {vi + wi,vi — W1,...,va + Wq,va, — wa,} @ base de
Ker(p;(T)") obtida a partir das bases B; e B;.

Como
(T(v), T(wi)) = T(vi, wi) = (@ + ib;) (vi, Wi) + (Vigr, Wit1),

ou
(T(va), T(we)) = T(vi, ws) = (a; + ibj) (v, wi),
temos que
T(vi) = ajvi — bywi + vip o T(vi) = ajvi — byw;
T(wi) = bjvi + aywi + Wi T(wi) = bjvi + ajw; .
Logo,
T(vi +wi) = aj(vi +wi) + bj(vi —wi) + (Vigr +wip)
T(vi —wy) = =bj(vi +wyi) + a;(vi —wWi) + (Vigr — wiga),
ou

T(vi +wi) = aj(vi + wi) + bj(vi —wy)
T(vi —wi) = =bj(vi + wi) + aj(vi —wy).
Entdo, se {(vi,,wy,),..., (vi,w; )} determinam um bloco elementar
de Jordan de A, de ordem k,
{(vi1 + Wi] )) (Vh _Wh )) ceey (vik + Wik)) (vk1 - Wik)}i

determinam um bloco de ordem 2k na forma:
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1 0 Cl)' 7b]'
0 1 bj aj

Sejam U; = Ker(pi(T)™), 1 = 1,...,k e W; = Ker((T — A\I)5),

i=1,...,L Sejam B’} a base de U; construida acima e g;fk uma base de
Wi tal que [T|w,];—, esta naforma candnica de Jordan.

ComoV=U;d..oUrBW;D...H W, temos que
B=B1U...UBUBr1U...UBry

€ uma base de V tal que

Aq
Ax
[Tl = B,
Bg nxn
onde:
(N
j
R]
o Aj= ;
j
Rn) 2dj ><2dj
a;  —b;
b g
0 aj 7bJ
j 0 1 b]' aj )
) Rl = . f 1= ]> y T,
0 aj —b)
0 b) aJ 2k{ ><2ki
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o 2n; = dim(Ker(p;(T))) = 2dim(Ker(T — ;1)) ;
’kiZki+],i:1,...,TLj—1;
e 2k; = 2r;, ou seja, ky =1j;

o Vi) = =& (1) +20k (1) — dxp1 (1), sendo vy (p;) o nimero de blocos
de tamanho 2k x 2k associado ao autovalor p; = a; + ibj, bj > 0, e

28y () = dim(Ker(p;(T)¥)) = 2dim(Ker(T — )%,

(1)
i
[ ] Bi: ’
i
Imi di X di
AL
1T A
L4 ]} - 1 ) J - ]) y T,
1T A

g
e q; = multiplicidade de A; como raiz do polinémio caracteristico de T;
e m; = dim(Ker(T — A\));

o T iy, =allf e ST

e f; = s7 (multiplicidade de A; como raiz do polinémio minimal de T);

o Vi(A;) = —O01_1(A1) + 201 (A1) + 1i1(Ay), sendo vi(A;) 0 nimero de blocos
de tamanho k x k associado ao autovalor A; e 5 (A;) = dim(Ker(T —A;1)%).

A matriz

Aq

Ax

BE nxn

é a forma candnica de Jordan real do operador T.
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Observacg a0 4.4
Se as raizes do polinbmio caracteristico de um operador T sobre um

espaco vetorial real sao todas reais, a forma candnica de Jordan real de
T é igual a sua forma canénica de Jordan.

Em particular, se T é nilpotente, sua forma canobnica de Jordan real é
igual a sua forma candnica de Jordan, que, por sua vez, € igual a sua
forma racional.

Unicidade: Seja B’ uma base de V tal que [T]z esta na forma
canodnica de Jordan real. Entéo, [T]; e [T]5 podem diferir apenas pela
ordem em que aparecem 0s blocos associados a uma raiz do polinémio
caracteristico de T.

De fato, seja B’ uma base de V tal que

Cy
C
[T]~,: s y
B D;
Dq nxn
onde:
G
.Ci: )
i
Pi e; Xeq
o —Pi
Bi o
1 0 oy —Bi
, 0 T B o
.Cl: )
j
] 0 Xi —[31
0 1 B o 2hix2ht

.h}zh}+]7]:]))pl_1a

eDi= ;

B xwy

J. Delgado - K. Frensel 257 Instituto de Matematica - UFF

7’
Cj%sgva
inean



4
O%qua Forma Can 6nica de Jordan Real
LNREQAT

el j=1,.. ti—1.

Como [T]3, esta na forma de blocos, temos que
pe = det(xI—I[Tlz)

= ((x—c1)?+dPe ... ((x—cg)?+d2)% (x — &)W ... (x — 8q)1,
ou seja, 1 +1if1, 1 —1Pq,..., xs + 1P, xs — 1B s SAO as raizes complexas
distintas de p. e 61,...,84 S0 as raizes reais distintas de p..

Logo: k=s; {=q;{x1+1if1,...,xs+1Bs} ={a; +1iby,..., ax +1iby}
e{d1,...,0q4) ={A\1,...,Aq}. Além disso,

ei:dj,seoci-l—iﬁi:aj—i-ibj e ui:qj,seéizkj.
e Seja B/ = {Vi,W1,...,Vm, Wm,U1,...,1Up), onde m = d; + ...+ dy e
P=dqi+...+ qe

Vamos provar que

~ —~—\  ~

B' ={(vi,w1), (vi,~w1),..., Vi, Wi), (Vim, =Wm), (13, 0), ..., (11, 0)}
é uma base de V.
Como dim(\7) =dim(V) = 2m + p, basta provar que B’ € LI.
De fato, seja
(A7 +187)(Vi, W) + (AT +187) (V1, =) + ... + (A, +185) (Vim, Win)
+(A2, +182) (Vm, — W) +A3(W7,0) 4+ ...+ +A3(W,,0) = (0,0),

onde Al A2 A3 81 82 R, i,j=1,...,m,k=1,...,p.

1N Ny P 04
Entéao,
MV — 81w1, 81V1 + Ajwn) + (Av7 + &3, 85v1 — Awn) + ...
+(AVim = 85 Wi, S5V + AWm) + (AL Vi + 85, Wi, 87, Vi — AL W)
+(A3u7,0) + ... + (Mup,,0) = (0,0)
— (M A+ (8] + 81+ 4 (A + ARV + (8], + 83 )W
MU+ AN, =0
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e
(81 + 851+ A =AM )wi + ...+ (8] + 82 v + (AL — A2 )w, = 0.
Como {vi, w1, ..., Vm, Wi, Uy, ..., U, € uma base de V, temos que
N+M=N-MN=0, .
j=1,...,m,
5}+6j2_ 6}+6$:0,

e AM=0,i=1,...,p.

Logo, Al =A? = 8] =82 =0,

Observe, também, que se

W) =
(W) =

j:1)"')m) eA%ZO,i:]’__.)p_

a,-\7i + b]'Wi + Vi

—bjvi + Wi + Wiy,

ou
T(vi) a;Vi + byw;
T(wi) = —byvi+ aws,
entao:
T, w) = (TE), Twy))
= (ajvi + bywi + viz1, —bjvi + Wi + wigq)
S ( a; = 15 )(VUWJ + (Vi+1aw—i\+/l)
e FL (Vlywl) (vi+1)ﬁ)—i\+/1) )
e
T, —w) = (TE), —T(wW)
(a;Vi 4+ bywy + Vi, bjvy — ;Wi — Wigq)
s (a) o b )(vla _Wi) + (VH—] y _VT):—-I—/1)
= u;(vi, —wWi) + (Vig1, —Wip1),
ou
T, wi) = (T(W), Twy)
(ajvi + bywi, —bjvi + a;wi)
= (a; —1ibj)(vi, Wy)
= Ivi,wy),
e
T, W) = (TE), ~T(W)
= (ajvi + bywy, bjvi — a;wy)
= (aj+ibj)(vi, —wi)
= vy, —wy),
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Reordenando a base B’ de \7, obtemos a base

B// :{(ﬂvm)>)({):1)w/\‘r/n)a(ﬂ)_w/\/1)))(\/)\T:U_W/\T/Tl)a({ﬁ»o)))(L/E/pyo)}

de V tal que [T]z~ esta na forma canénica de Jordan. Como no caso
complexo ja provamos a unicidade, obtemos a unicidade no caso real.

Exemplo 4.1
Seja T o operador linear sobre R3 que é representado em relagéo a base

candnica pela matriz

00 0 -8

1T 0 0 16

A=1010 —14

001 6

Logo,

x g O 0 8
-1 x 0 -—16
p. = det(xI —A) =det 0 N 14

0O 0 -1 x—6

x 0 =16 D 0 8
= xdet| -1 x 14 | +det| -1 x 14

0 -1 x—6 0 -1 x—6
L 0%, 6 0 e
=_x det(_1 X_6>+xdet(_1 «—g)Tdetl 5 T
= X*(x(x —6) + 14) +x(—16) + 8 = x*(x* — 6x + 14) — 16x + 8
= x*—6x3+14x? —16x +8 = (x* — 2x + 2)(x — 2)?

= (x—(T+1)x—0-1))(x—2)2.

Como
3" (ouilt s
L2 e
AZ=10 1 2 1
0 0 1 4

tem posto igual a 3, temos que dim(Ker(A — 2I)) = 1, ou seja, a forma
candnica de Jordan real de T tem apenas um bloco 2 x 2 elementar asso-
ciado ao autovalor 2 e p,,, = pe.
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Sendo que x? — 2x + 2 & um polindmio primo em R[x], temos que existe

apenas um bloco 2 x 2 associado a raiz complexa 1 + i. Ou seja,

1 210 0
11 00
B=1o o0 2 of"
00 12

€ a forma can6nica de Jordan real do operador T.

Para determinar uma base B = {v1,v,,v3, v4} de R* tal que [T]z = B, deve-
mos determinar primeiro um autovetor associado ao autovalor complexo
1 41 da matriz A.

Seja X = (x,y,z,w) talque ((1 +1)I— A)X =0, isto &,

1+i 0 0 8 X 0
—1 141 0 —16 vl |o
0 -1 1+i 14 z| |0
0 0 -1 —-5+1i/ \w 0
Entao,
(1+1)x i 8w = 0
—x  + (1+i)y S TOVR T
— y + L1 U ot 14w E 0
— z + (-5+ijw = 0.
ou seja,
w:—%ﬂ—l—i)x,z:(—S—l—i)wey:(]—I—i)(—5+i)w+14w:(8—4i)w.

Fazendo x = 8, obtemosw = —(1+1i),z=6+4iey = —(12+41). Logo,

X=(8,-12,6,—1)+1(0,—4,4,—1).

Como u = (8,—12,6,—1) é a parte real e v = (0,—4,4,—1) € a parte

imaginaria do autovetor X, os primeiros vetores da base B séo
vi=u+v=(8,-16,10,-2) e v,=u—v=(8,-8,2,0).

Os vetores v; e v4 da base B devem ser tais que
Vg4 = (A—ZI)V_?, e (A—ZI)Z\)g =}

Como
-2 0 0 —8 -2 0 0 -8 4 0 -8 —16
1 =2 0 16 1 -2 0 16 —4 4 16 24
_ 2 _
(A—2D)7 = 0 1 -2 —14 0 1 —2 —141 1 -4 —10 -12
0 0 1 4 0 0 1 4 0 1 2 2
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temos que v; = (a,b,c,d) € Ker((A — 21)?) se, e somente se, 4a =
8c+16deb=—2c—2d. Fazendoc =d =1, obtemos v; = (6,—4,1,1) e
vq = (A — 2I)v; = (—20,30,—20,5), pois

2 0 0 -8 6 -20
1 -2 0 16 —41 ] 30
0 1 -2 —14 11 | =20
0 0 1 4 1 5
O
Exemplo 4.2

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial real V tal que
pe =pip3(x —4)* € pr = pip3(x — 4)3, onde
Pr=x>—2x+5=(x—(1+2i))(x—(1-2i)),

Do —=x2 -+ 4 =301 ) (% + 2k

Entdo, a matriz do operador T na forma candnica tem: um bloco 4 x 4
elementar de Jordan real associado ao autovalor complexo 1 + 2i; um
bloco 2 x 2 elementar de Jordan real associado ao autovalor complexo
1 + 2i; um bloco 6 x 6 elementar de Jordan real associado ao autovalor
complexo 2i; um bloco 3 x 3 elementar de Jordan associado ao autovalor
4 e um bloco 1 x T elementar de Jordan associado ao autovalor 4. Ou seja,

Na? G 0
2 TSl e
T80 T2
O Tp2a
] -2
i
02 OO O 10
270 & 40 s0™%0
LUy =) 10 @
Uh 19200 g
0 B8 1 Ul
O G Qi 11 0

o = A
-~ oO
N o N o)

Tex16

é a forma candnica de Jordan real do operador T.
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Exemplo 4.3

Seja A uma matiz 7 x 7 real cujo polinbmio minimal é p,,,

(x—1)2(x+1)%x.

Vamos determinar todas as matrizes A na forma canonica de Jordan real
gue podem ser semelhantes a matriz A.

Seja pc

(x — 1)%(x + 1)*x¢ o polindmio caracteristico de A.

Comoa+b+c=7,a>2,b>2ec>1,temos as seguintes 8 possibili-

dades:

ea=2,b=2ec=3.

Nesse caso:

ea=2,b=3,c=2.

Nesse caso:

0a:2,b24,C:1.

Nesse caso:

10
11

—

ou

—_ O

J. Delgado - K. Frensel
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Operadores Semi-Simples

ea=3,b=2,¢c=2.

Nesse caso:

b
I

|
o

ea=3,b=3,c=1.

Nesse caso:

0
ea=4,b=2,c=1.
Nesse caso:
10 0
1 1 1
O ~
A= 1 ou A=
-1 0 —T@.0
1 -1 1T -1
0 0
O

5. Operadores Semi-Simples

Definic 40 5.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo R dos nUmeros

reais. Dizemos que um operador linear L : V — V & semi-simples se

L:V — V é um operador linear diagonalizavel.
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Seja Vo complexificado do espaco vetorial real V. Seja T : V — Vum

Lemab.1

operador linear. Entdo existe um operador linear L : V — V tal que L=T
se, e somente se oT = To.

Prova.
(=) Suponhamos que T = L. Entdo, como T(u,v) = (L(u),L(v)),
temos que
ol(u,v) =o(L(u),L(v)) = (L(u),—L(v)) = (L(u),L(—v)) = To(u,v).
(&=) Sejam: V — V a aplicacéo definida por 7t(u,v) = u. Como
7((wr,v1) + (w2, v2)) = 7(wr + uz, vi +v2) = wy + uz = 7(w, v1) + m(uz, va),
e m(A(u,v)) = mt(Au,Av) = Au, se A € R, temos que = € um operador
linear real.
Considere a aplicagédo L : V — V dada por L(u) = 7to T(u,0).
Como, para todo A € R vale que
LAu+w) = (moT)(Au+w,0)

= (moT)(A(u,0) + (w,0))

= m(AT(u,0) + T(w,0))

= AmoT(u,0)+moT(w,0))

= AL(u) 4+ L(w)),

temos que L & um operador linear.
Resta mostrar que T(u,v) = (L(u),L(v)) para todo par u,v € V.

De fato, como L(u) = 7t(T(w,0)), temos que T(w,0) = (L(u), x) para algum
x € V.

Mas, como oT = To, temos que
oo T(u,0) = (L(u),—x) =To(u,0) = T(u,0) = (L(u),x).

Logo, x =0, ou seja, T(u,0) = (L(u),0).
Assim,
T(w,v) = T((u,0)+1i(v,0)) =T(u,0)+1iT(v,0)
= (L(w),0) +i(L(v),0) = (L(u),L(v)) = L(u,v),

ouseja, L=T. g
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Teorema 5.1

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita e seja L € L(V, V).
Entao existe um Unico operador linear semi-simples S e um Unico operador
linear nilpotente N, tais que:

(I)L=S+N;

(2) SN =NS.

Além disso, S e N sao polinémios em L.

Prova.
Exist éncia.

Seja L:V—Vo operador linear complexificado do operador L. Como
V éum espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo C dos numeros
complexos, existe um unico operador linear Dy : V — V e um Gnico
operador nilpotente Ny : V — V tais que: L= Do+ Nge DoNpy = NoDo,
sendo Dy e N, polindmios em L.

Sejam D; = ocDyo' e N; = oNyo~!. Entdo D, é diagonalizavel e N; é
nilpotente.

De fato, se N§ = O, temos que

NX =(oNpe ') = gNo ' |=il®

ou seja, N € nilpotente.

Se {(us,vi),...,(un,vn)} € uma base de autovetores de D, temos
Do(uy,vi) = ci(uy,vi),i=1,...,n, e, entdo
D;(uy,—v;) = o0Dgo o (ui, —vi)

— gl Dl vil

= o(C; (VT )

= Ci(wy,vi),
ou seja, {(uy, —v1),..., (un, —v,)} € uma base de autovetores de D;. Logo,
D, é diagonalizavel.
Além disso,
DiN; = oDyo "oNyo ! = 6DoNyo™!

= GN()DQO'i] = 0']\100'7](7[)0(771 =N;Dq,
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ou seja, D; e Ny comutam.

Como oL = Lo, temos que

[ =o0lo"=0(Do+ No)o' = 0Dgo" + oNoo~! = Dy + Nj.
Entdo, pela unicidade, Dy = 0Dy ' € Ny = 6Noo ', ou seja, 6Dy = Dyo
e oNy = Nyo.
Pelo lema anterior, existem S: V — Ve N : V — V operadores lineares
tais que Dy = Se Ny = N.
Logo, S é semi-simples e N € nilpotente, pois se Nk = O, temos
Ng(u,0) = (N¥(u),0) = (0,0),
para todo u € V, ou seja, N* = O.
Temos, também, que
e SN = NS, pois:
(SN —=NS)"(u,v) = ((SN—=NS)(u), (SN —NS)(v))
(SN(u), SN(v)) — (NS(u), NS(v))

~

= §N(u,v) — N§(u,v)

= (SN —NS)(u,v)
= (DoNo—NgDo)(u,v)
= (0,0).

e =S+N, pois, como L = Do+ Ng = S+ N, temos que (L-S—N)"=0.
Unicidade.
Sejam S; : V — V um operador semi-simples e N; : V — V um opera-
dor nilpotente tais que: L = S; + N; e $1N; = N;S;.
Entdo, L = SA1 + I<J\1 onde §1 é diagonalizavel e N\1 € nilpotente, e

$iNy = SiNy = Ni$; = N5,
Pela unicidade da decomposicao de L como uma soma de um operador
diagonalizavel com um operador nilpotente que comutam, temos que S =

—~

D0e1<1\1 = Np. Mas, comoD0:§eN0:N,temosque§1 —Se N4 :ﬁ,
ouseja,S;=SeN;=N.

e Vamos provar agora que S e N sao polinémios em L.
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Pmn=(x—p)"(x—m)" . (x = R (x = )R (e — 1)L (x = eg)

Seja

o polinémio minimal de L e L, onde py; e i, i = 1,...,k, sdo as raizes
complexas e c;, j = 1...,{ s8o0 as raizes reais.

Sejam
fo= e = © =
Entdo, f,, c Rx]e fpy =f,,j=1,...,lei=1,...k
Como f,,, fa, ..., fu, i, fep ) fe, S80 polinbmios primos entre si, existem
polindmios hy,hi, he, € Clx], i=1,...,kej=1,...,{ tais que:
Ny fuy + gty + .o+ hy fuy + hgf Fhe e+ 4+ hefe =1, ()

Entao:
Ry T+ f + o+ f Fh f, +hefe +. 4+ hefe =10 ()

Logo, por (1) e (ll), obtemos que:

hm + TW (hm + hiﬁ) huk + T@ (huk + hﬂ

)
e I e R o — . -
he, + he, he, + he,
pratla g g te e 21,
4+ hyg ) i 5
Fazendom:weC[x],xzh...,keg]-:%eR[x],temos

que
hify, +hafy, +. +hf, +hf, +9i1fe +...+gefe, =1.

Logo, como foi provado no Teorema 5.1, Dy = p(f), onde
p=wihify, +mhify +.. + mchufy, +mhfy,

+c1gife, +...+cegefe, € RX].

Entdo, como p € R[x] e S = D,, temos que S'= Dy = p(f) = /(f), ou
seja, S=p(L)eN=L—-S=L—-p(L)=q(L),ondeq=x—p cR[x]. g
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Espacos Vetoriais com Produto
Interno

1. Produto Interno - Definic 0es b asicas

Defini¢ a0 1.1

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K, sendo K =R ou K = C.

Um produto interno sobre V € uma aplicagao

( , ): VxV — K
(u,v) — (u,v),

gue satisfaz as seguintes condicdes:

(a) Para cadav € V, a aplicagdo u — (u,v) € linear, ou seja,
A+ w,v) = A, v) + (w,v).

quaisquer que sejamu,w € Ve A € K.

(b) (u,v) = (v,u), onde a barra indica conjugacdo complexa.

(€) (u,u) >0e (u,u) =0se,esdse, u=0.

Observag do 1.1

(1) (u,Av +w) = v+ w,u) = Av, w) + (w, 1) = A (v, u) + (w, )
=A(w,v) + (u,w).
(2) No caso K = R, temos que (u,Av+w) = A (u,v) + (u,w).

(3) No caso K = C, a conjugacao complexa em (b) é necessaria, pois,
sem ela, teriamos que (u,u) > 0 e (iu,iu) = —(u,u) >0, se u > 0.
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Exemplo 1.1
Sejam X = (x1,...,%n), Y = (y1,...,yn) € K", onde K=R ou K = C.

n
Entdo, (X,Y) = Z xi{Yi € um produto interno sobre K™, denominado pro-
i=1

duto interno canonico.

Exemplo 1.2
SejaV =K™" K =R ou K = C, o espaco vetorial das matrizes n x n
sobre K. Como K™™ é isomorfo a K™ de uma maneira natural, temos:
(A,B)=> AyBy
i,j=1
define um produto interno sobre V.
Seja B* a conjugada da matriz transposta de B, ou seja, B}, = Bji. Entdo,
(A,B) =Tr (AB*) = Tr(B*A),

onde Tr( - ) & o traco da matriz.

De fato,
Tr(AB*)= ) (AB%);; = 3% > WA; B — W8 AN
j=1 =1 k=1 =1 k=1
U
Exemplo 1.3

Seja K™ o espaco vetorial das matrizesn x 1, sendo K = Rou K = C.

Sejam X = (x1,...,xn) € Y = (y1,...,yn) €em K™, Entéo,
(XY s — D
i=1

€ um produto interno sobre R™'.
Generalizando, temos que
(X, Y)q =Y Q"QX = (QY)*QX = (QX, QY)
€ um produto interno sobre K™, onde Q & uma matriz n x n invertivel
sobre K.

De fato:
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o (AX+ZY)y = (QAX+2),Y)
= (AQX+QZ,QY)
= MQX,QY) +(QZ,QY)
= AMX, V) +(Z,Y)q

. (X, Y)q = (QX,QY) =(QY,QX) = (¥, X)q
. X, X)q = (QX,QX) >0
o (X, X)q (QX,QX) =0 & QX =0
&= X =0 pois Q é invertivel.
O
Exemplo 1.4

Seja V = C°([0,1],C) o espaco vetorial das fungdes continuas definidas

no intervalo [0, 1] com valores complexos. Entéo,

] R
(f,q) = J f(t)g(t) dt

€ um produto interno sobre V.

Observag a0 1.2
Sejam V e W espacos vetoriais sobre K (R ou C) e suponhamos que (-, -)

seja um produto interno sobre W. Se T : V — W & uma transformacao
linear injetora, entao

(w,v)r = (T(w), T(v))
define um produto interno sobre V. (Verifigue como exercicio).
O produto interno sobre K™ definido no exemplo 1.3 &€ um caso particular
dessa observacgdo. De fato, tomando T : K™ — K™! T(X) = QX,

temos que T € injetora e que
(X, Y)r = (T(X), T(Y)) = (QX, QY) = (X, Y)q

Exemplo 1.5
Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K (R ou C) e seja

B ={v;y,...,v.} uma base de V. Seja{e;,...,en} a base canbnica de K™
esejaT:V — K" a transformacao linear de V em K™ tal que T(v;) = e;,
j=1,...,n. Se tomarmos o produto interno canénico sobre K™, temos:

n n mn
o= <Z z> ~Y %5,
j=1 k=1 T =l
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n n
& um produto interno sobre V, onde u= Y xjv;ev=) yv.
=1 k=1

Assim, para toda base B de V existe um produto interno sobre V tal que
(vi,vj)T = 84, 1,j = 1,...,n. Na verdade, & facil mostrar que existe exata-
mente um tal produto interno.

e Mostraremos depois que todo produto interno sobre V & determinado
por alguma base B da maneira acima.

Observag a0 1.3
Seja V um espaco vetorial complexo com um produto interno (-, - ). Entéo,
parav,w €V,
(v, w) = R{v,w) +1i3(v,w),

onde R(v,w) e J(v,w) sdo as partes real e imaginaria do nUmero com-
plexo (v, w).
Como, para todo z € C, J(z) = R(—iz), temos

(u,v) = R{v, w) +1R(=i{v,w)),
ou seja

(u,v) = R(v,w) +iR((v,iw)) .

Assim, o produto interno € completamente determinado por sua parte real.

Defini¢ &0 1.2
Seja (-, ):VxV— K (=R ouK = C) um produto interno sobre V.

e Parav € V, |v|| = v/(v,v) € chamada a norma de v em relacdo ao
produto interno (-, -).

e A forma quadratica determinada pelo produto interno (-, -) é a funcéo

VvV — K
v V2= v

Entao,
[vEw|? = (vEw,vEw) = |v[]* £ 2R, w) + [w]?.

Assim, no caso real,
v+ wl|? = [[v][* + 2(v,w) + [w]]?,
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v =wl? = [[v][? = 2(v,w) + [w]1?,

implica que:
1
vow) =2 (v + Wl = v —wl}?) (1
No caso complexo,
1
Rlv,w) =7 (v + Wl = v —wl?)
e
. 1 . .
Ry, iw) = ¢ ([v+iw]? = v — iw|?)
Logo, como (v,w) = R{v,w) + iR(v, iw), temos
1 1 . .
(vow) = 2 (IV+wlZ = [lv=wl?) + 5 (Iv+iw]*—[lv —iw|}?) (I
As identidades (1) e (Il) sdo denominadas as identidades de polarizacao.
e Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita, B = {vy,...,v,} uma

base ordenada de V e (-, -) um produto interno sobre V. Mostraremos
gue o produto interno € completamente determinado pelos nimeros:

Gk = (Ml Vi) alC =TI
calculados sobre todos os pares de vetores em B.

mn mn
De fato, se u = Z XV € W = Z yY;v;, €ntéo
o 1.

n n n n
(u,v) = <Z XicVi, Zijj> = Z X3V, V5) = Z Y;Guexe = Y*GX,
k=1 j=1 k=1 j k=1

onde X = [ulz, Y = [vl]g e G & a matriz com entradas Gjx = (v, V;).
Denominamos G a matriz do produto interno em relacdo a base 5.

Como Gji = (v, ;) = (vj,vi) = Gy, temos que G é hermitiana, ou

i * Uma matriz & chamada hermitiana
s€ja, G*=G. guando é igual ao conjugado da
sua propria transposta.

Além disso, G € invertivel, pois, como X*GX > 0 para todo X €
K™ — {0}, temos que GX # 0, para X # 0.

Fazendo X = [vilg = ej, e; sendo 0 i—ésimo termo da base canonica
de K™, temos que
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Gii= ) %Gjoxx=X"GX >0,
k,j=1

paratodoi=1,...,n, ou seja, todas as entradas da diagonal de G
sao positivas.

Porém, nem toda matriz hermitiana A que possui as entradas da
diagonal positivas satisfaz a condi¢ao
X*AX >0,

para todo X # 0. Basta tomar, por exemplo,
1T -1
(07

Seja G uma matriz n x n sobre o corpo K (R ou C) tal que G* = G e

Observag @0 1.4

X*GX > 0 para todo X € K™ —{0}. Entdo G é a matriz de algum produto
interno em relacao a base B.

De fato, definindo
(u,w) = Y*GX,

onde X = [u]z e Y = [w]z, temos que (-, -) &€ um produto interno sobre V
e G é a sua matriz em relacédo a base B, pois:

o (w, 1) = X*GY = (X*GY)* = Y*G*X = Y*GX = (u,w).

o (v;, i) = e;Ge; = G, &) —NImeSgn

o (Aug 4+ uy,w) = Y*G[Aug + ualp = Y*G(Alwlg + [uzls)
=AY*Gwils + Y*Gluzlsg = AMug, w) + (uz, w).

Estabeleceremos agora as propriedades basicas dos conceitos de

comprimento e ortogonalidade que sdo impostas ao espaco pelo produto
interno.

Proposi¢ ao 1.1

Seja V um espaco vetorial com produto interno. Entdo, para quaisquer

vetores u,v € V etodo escalar A € K (K =R ou K = C),
|
(0) [u[f = 0e flu] =0+ u=0;

(@) [IAu]| = Al fJu
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©) I{u,v)| < ||ul| ||v|]| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);
(d) [(w,v)| = ||u]| ||[v|| & uwevsao LD;

e) [lu+v| < |lu]| + ||v]| (Desigualdade Triangular)

Prova.

Como [ Aul|? = (Au, Au) = AA(u, 1) = [A[?]|ul|?, temos que |[Au| = Al [[u]].

O item (b) segue imediatamente das propriedades de um produto interno.

Para provarmos o item (c), faremos separadamente o caso real (K =R) e
o caso complexo (K = C).

e Caso real.
Como (u+ Av,u+Av) > 0, para todo A € R, temos

A2 |[V]I + 2w, v) + [[uf|* > 0
para todo A € R. Logo, o discriminante A da equacgéao do segundo grau
A2|[v]|? 4+ 2A (w, v) + [[u||? = 0 (na variavel A) € menor ou igual do que zero,
isto é,

A = 4{u,v)? = 4|ull?|v]* < 0.
Entdo, [(w,v)| < [u|l|v|]. Além disso, |(u,v)| = |[u||||v] se, e somente
se, A = 0, ou seja, se e somente se, existe um Gnico Ay € R tal que
(W4 Aov,u+ Agv) = 0.

Como (u+ Agv,u+Agv) = 0 se, e somente se, u + Agv = 0, temos que
l(u,v)| = [|u]| [|[v| se, e somente se, u e v sdo LD.

e Caso complexo.
Como (u+ Av,u+ Av) > 0 para todo A € C, temos que
APIVIIZ 4+ A (u, v + A (v, w) + [[ul]? >0,
paratodo A € C.
Logo, AP|[v]|Z + 29/ (A (v,u)) + [lu||?> > 0, para todo A € C, pois A (1, V) =
Alv,u).

Em particular, AI?|[v[|? + 2R (A (v,u)) + |[u|* > 0, para todo A € R. Entéo,
M[[V]I2 4+ 2AR ((v,w)) + [[uf* = 0,
para todo A € R.

Assim,
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A =4 (R, ) = 4|u?|v]* <0,

onde A é o discriminante da equacao (na variavel \)
A2 [V]I2+ 22 % ((v,w)) + [[uf* = 0.

Logo,
R v, Wl < [fuf vl 0]
Suponhamos que (u,v) # 0. Sejaz = |$z;|
Entdo, como
_ _ (w,v) o (TP
R(zv,u) =R (z(v,u)) =R (|<u,v>| (v,u)) =R ( ) ) = (u,v)/,
temos, por (1), que
[(w, V)l = R(zv,u) < [lzv] [[u] = [fu] [v],

pois |z| = 1.
Se u e v sdo LD, é facil verificar que |(u,v)| = [[u|l||v] .

Se [(u,v)| = [|u]] ||v]|, entdo %(zv,u) = ||zv|| |u|. Logo, a equacéo
(uw+ Azv,u+ Azv) = A|[v||? + 2AR(zv, u) + |Ju|* = 0,

com A € R, tem discriminante zero. Entao, existe A, € R tal que
(W4 Aozv,u+ Apzv) =0,

ou seja, u+ Aozv = 0. Portanto, u e v sao LD.

Vamos, agora, provar a desigualdade triangular.

Como

lu+v|]? = (ut+v,u+v)=|uf?+ Q,v) + (v,u) + |v|]?

= [Jull* +2%(u,v) + |vlI?,

temos, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

lw+v[2 = full? + [VI2+ 298w, v) < Jluf®+ ]I+ 2[u] v
= (Il + IVID*
ou seja, |lu+v| < [luf + []v[/, pois
R(u,v) < [R(u,v)| < [(w, vl < [uffv]].

Além disso, temos que ||u+ v| = ||u|| + ||v|| se, e somente se,
SR<u)v> = \‘ﬁ(u,v>| = |<LL,V>| = ||LLH HVH .
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Logo, existe ¢ € C tal que u = cv.

Como [(u,v)| = [R(u,v)|, temos que (u,v) € R*. Sendo,
(u,v) = {cv,v) = ¢ [(u,v)[ = c[v]|?,
temos que ¢ > 0, se (u,v) # 0, ou seja, u € um mdaltiplo positivo de v.

Se (u,v) = 0, temos que u = 0 ou v = 0. Nesse caso, temos, também,
gue um dos vetores u ou v € multiplo positivo do outro.

Reciprocamente, se u = cv, onde ¢ € R, ¢ > 0, entao,

lu+vl = flev+vl =le+Tlv| = (c + Dv} = c[[v]| + [[v]
= llevil + vl = [full + vl

Observag do 1.5

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos produtos internos dos

exemplos 1.1, 1.2 e 1.4, obtemos, respectivamente, que
n n 2 n 2

3 0 < (Z r) (Z w) ;

k=1 k=1 k=1

o [Tr (AB*)| < (Tr (AA*))"/? (Tr (BB*))/?;
2

1 1
< (L |f(x)|2dx) ( JO g(xnzdx)

Sejam u e v vetores num espaco vetorial V com produto interno. Dizemos

1 1/2
. L f(x)g(x) dx

Defini¢c do 1.3

que u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0.

Defini¢c 8o 1.4

seja S um subconjunto de V. Dizemos que S € um conjunto ortogonal
se dois vetores distintos quaisquer em S sao ortogonais. Se, além disso,
todos os vetores em S sdo unitarios, dizemos que S € um conjunto orto-
normal.

Observac @0 1.6

O vetor nulo é ortogonal a todo vetor em V e € o Unico vetor com essa

propriedade.
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Exemplo 1.6

A base canbnica de R™ ou de C™ & um conjunto ortonormal em relacao ao

produto interno candnico. [

Exemplo 1.7
Seja V = C™™ o espaco vetorial de todas as matrizes complexas e seja

EP9 a matriz cuja Unica entrada ndo-nula é 1 localizada na linha p e na
coluna q.

Entdo, o conjunto das matrizes EPY, p,q = 1,...,n, € ortonormal em
relacao ao produto interno definido no exemplo 1.2. De fato,
(EP9E™) = Tr (EPIEST) = 845 Tr (EPT) = 8 450pr-

OJ

Exemplo 1.8
Seja V = C°([0,1],C) o espaco vetorial das fungdes continuas definidas
no intervalo [0, 1] que tomam valores em C, com o produto interno definido
no exemplo 1.4.
Sejam f,(x) = V2 cos(2mnx) e g, = v2sen(2mnx), n € N.
Entao, {1,f1,91,f2,92,...,fn, gn, ...} € um subconjunto de V que é orto-
normal infinito.
Temos, também, que o conjunto de todas as funcdes da forma

TG =@ c 7,

€ um subconjunto de V que & ortonormal e infinito.

Proposic ao 1.2

Todo conjunto S ortonormal de vetores nao nulos € LI.

Prova.

Sejam vq,..., v, vetores distintos em S e seja
wW=AVi+...+AxVm.

Entao,

m

<W,\)k> = Z )\)' <\)j,\)k> = Ak<vk>vk> .

j=1
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Como (v, vi) # 0, temos que Ay = {w,vig k=1,
{(Vi, Vi)
Assim, A\ =...=A, =0,se w=0. Logo, S € um conjunto LI. g

Observag ao 1.7
Sew =Avi+...+ Av,m € uma combinacado linear de vetores nao-nulos

ortogonais, entao

Observag d0 1.8
Se {vy,..., v} € um conjunto ortogonal de vetores nao-nulos em V, entao

m < dim(V).

Teorema 1.1
Seja V um espaco vetorial com produto interno e sejam vy, ..., v, vetores

LI em V. Entdo, existem vetores ortogonais wy,...,w, em V tais que,
paracadak =1,...,n, o conjunto {wy,...,wy} € uma base do subespaco
gerado pelos vetores vy, ..., .

Prova.
Tome w; = vy. Suponhamos que wy,...,w,, 1 < m < n, tenham sido
escolhidos de modo que, para cada k,

wy,...oowm ), 1<k <m,

seja uma base ortonormal do subespaco gerado por vy, ..., Vy.

Tome

m

Vm+1, Wk
Wil = Vil — Z <T|T|:;‘|2>Wk :
=1 K

Entdo, w,..1 # 0, pois, caso contrario, v,,,1 seria combinacao linear de
w1,...,Wn €, portanto, uma combinacéo linear de vq,...,vn.

Além disso, se 1 <j < m,

m

W w
<Wm+1 y W]> - <Vm+1 ) W) Z ‘T‘nv\t;hz k <Wk> W])
k=1

= <Wm+1>wj> - <Wm+1)wi> =0.
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Portanto, {wq, ..., w11} € um conjunto ortogonal de m + 1 vetores nao-
nulos do subespaco gerado pelos vetores vy, ..., v 1. Como, pela propo-
sicao anterior, {w1, ..., w1} € um conjunto LI, temos que {w1, ..., W1}
€ uma base do subespaco gerado pelos vetores vy, ..., Vi 1.

Prosseguindo desta maneira, podemos obter n vetores wy, ..., w,, ortogo-
nais tais que {wz,...,wy,} € uma base do subespaco gerado pelos vetores

v, m

Corol ario 1.1
Todo espaco vetorial V de dimensao finita com produto interno possui uma

base ortonormal.

Prova.
Seja {vy,...,v,} uma base de V. Pelo processo de ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt, podemos construir uma base ortogonal {w+, ..., wy}.
Entdo {w},...,w/} & uma base ortonormal de V, onde
Wi V1
[wall - lvall
;w2 va— (v, W) wy |
WZ e i / /!
[wall - [lva = (w2, wi) will
;w3 v3— (v, W) Wy — (v3,Wh) wh
Wi o= N il / T . / AT
[wall  [lvs = (v3,wp) wi — (v, wh) wi|
j—1
Vils Z <v)"w{> Wi,
. Wi i=1
™ wil T
¥ Z (v, wi) wi
=il
n—1
Vi — Z (v, Wi) Wi
W/ _ Wn _ i=1
m T Jwal i -
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Seja V um espaco vetorial com produto interno e seja G a matriz do pro-

Observag @0 1.9

duto interno em relacdo a uma base ortonormal B = {vq,...,v,.}. Entao,
G € a matriz identidade e

(u,w) =YX = Zij_j,
j=1
onde X = [ulze Y = [w]g.

Observag a0 1.10

O processo de Gram-Schmidt também pode ser usado para testar de-

pendéncia linear. De fato, suponhamos que v;,...,v, Sejam vetores LD
em um espaco vetorial com produto interno e que vy # 0. Seja m 0 maior
inteiro para o qual os vetores vq,...,v,, sao Ll. Entdo 1 < m < n. Sejam
w1, ..., Wy, 0S vetores obtidos aplicando o processo de ortogonalizagao
aos vetores vy, ..., v, Entao, o vetor
= )
Vm+1, Wk
Wit = Vmp1 — ) T2y
= v
€ nulo, pois como w,,,; esta no subespaco gerado por wi,..., W, ja
que v, pertence ao subespaco gerado por vq,...,v,, que € igual ao
subespaco gerado por wr,...,w,, € € ortogonal a cada um desses veto-
res, temos
< )
Wm+1, Wk
Win+1 Z o 2 Wy = 0
= i
Reciprocamente, se wy, ..., w,, S0 ndao-nulos e w,,,; = 0, entdovy,..., v,
sao LI, mas vy,..., v Sao LD.
Exemplo 1.9

Considere os vetores vi = (3,0,4), v, = (—1,0,7) e v3 = (2,9,11) em

R3 munido do produto interno candnico. Aplicando o processo de Gram-
Schmidt aos vetores vq, v, e v3, obtemos 0s seguintes vetores:

oW = (3,0,4),

<(_])0» 7)) (3)0»4»
25

=(-1,0,7)—(3,0,4) = (—4,0,3);

.WZZ(_])O)7)_ (3>O»4)
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<(2>9>11))(3)O)4)> <(2)9>11))(74>0>3)>
25 25

=(2,9,11)—2(3,0,4) — (—4,0,3) = (0,9,0).

.W3:(2)9)]])_ (3)0)4)_ (_4)0)3)

Como w1, w, e ws sdo nao-nulos e ortogonais, {w7, w,, w3} € uma base
ortogonal de R? e, portanto,

;) M _(3,0,4) ;. W2 _(_4>0>3) L
{W“ Pl = 5 VTl T 5 T gy - 010

€ uma base ortonormal de R3.

Seja X = (x1,%2,%3) € R3. Entao,

X=(x1,x2,x3) = (X,wp)wy+ (X, wy) wy + (X, w3) wi

3x; + 4 Cdxq+3
— 77(1; X31/\)4—1—7)(15+ X3w§—|—xzw§.

E a base {f1, f2, 3} de (R®)* dual da base {wj, w}, w}} & dada por:

f1(x1,%2,%3) @
fa(x1,%2,%3) = _4"%%"3
f3(x1,%2,%3) = xa.

0

Defini¢c &0 1.5

Seja W um subespaco de um espaco vetorial V com produto interno e

seja v € V. Uma melhor aproximacéo de v por vetores de W & um vetor
w € W tal que
v—w| < |v—ul, Vue W.

Teorema 1.2
Seja W um subespac¢o de um espacgo vetorial V com produto interno e

sejav e V.

(a) O vetor w € W € uma melhor aproximacao de v por vetores de W se,
e somente se, v —w € ortogonal a todo vetor de W.

(b) Se uma melhor aproximacao de v por vetores de W existir, ela & Unica.

(c) Se W é de dimensao finita e {w,...,w,} € uma base ortonormal de
W, entao
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<\), Wk> Wy,

i
M-

i

1

e a (Unica) melhor aproximacao de v por vetores de W.

Prova.
Se u € um vetor arbitrariode V,entdiov—u=(v—w)+ (w—u) e

v —ul? = v —=w[? + 2R({v —w,w —u) + [[w —ul|? 0
Suponhamos que v—w seja ortogonal a todo vetorem W, u € W e u # w.
Comow —u € W, temos que

v —ull?=[v—w[*+ [[w—ul|* > [[v—wl?.
Reciprocamente, suponhamos que ||[v —u| > ||[v —w|| para todo u € W.
Entao, por (1), temos que
2%(v—w,w—u) + |lw—ul* >0,

para todo vetor u € W.
Como todo vetor em W pode ser expresso na forma w — u, com u € W,

temos que
2R(v —w,x) + ||x[|* >0 (1))

para todo vetor x € W. Em particular, se u € W e u # w, podemos tomar

w—u,v—w)

= — (w—u).

[w —ul|2
Entao, a desigualdade (1) se reduz a

v—w,w—uw*  [v—w,w—w?
[w—u|2 [w—u]2

S

ou seja — |[(v —w, w —u)|* > 0. Logo, (v —w, w —u) = 0.

Como todo vetor em W pode ser escrito na forma w — u, u € W, temos
gue v —w € ortogonal a todo vetor em W.

Seja w’ uma outra melhor aproximacao de v por vetores de W. Entéo,
v—w,w—w') =0, e (v—w',w—-w') =0,

ou seja,

vyiw—w') = (w,w—w'), e vyiw—w') =W w—w').

Logo, (w —w,w—w') =0, isto &, w' =w.

Suponhamos agora que W tem dimenséao finita e que {wy,...,w,} € uma
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mn
base ortonormal de W. Sejaw = Z (v, wi) wy. Entdo,
k=1

<V_W’Wi> = <V>Wi>_< »Wi>

= <V>Wi> - Z <V»Wk> <Wk)wi>

k=1
= (v,w;) — (v,w;) =0,
paratodoj=1,...,n.

Assim, v—w € ortogonal a toda combinacdao linear dos vetores wy, ..., wy,
isto €, a todo vetor de W. Entao, por (a), w € a melhor aproximacéo de v
por vetores de W. g

Defini¢c 80 1.6
Seja V um espaco vetorial com produto interno e seja S um subconjunto

de V. O suplementar ortogonal de S &€ o conjunto S+ de todos os vetores
em V gue sao ortogonais a todo vetor em S, ou seja,
St=fveV|{y,w)=0 VYweS}.

Observag @0 1.11
S+ & um subespaco vetorial. De fato, S+ & ndo-vazio pois 0 € S+ e se
vi,v2 € St ec ek, entdo

(cvi + v2, W) = c(vy, W) + (v, w) =0,

para todow € S. Logo, cv; + v, € S+,

Exemplo 1.10
Tem-se que {0}* =V e V- ={0}.

Observag &0 1.12

e Se W é um subespaco de V e w € W é a melhor aproximacédo de v € V
por vetores de W, entdo w € o Unico vetor de W tal que v —w € W+,
Nesse caso, w € chamado a projecao ortogonal de v sobre W.

e Se todo vetor de V possuir uma projecao ortogonal sobre W, a aplicacao
gue a cada vetor de V associa a sua projecao ortogonal sobre W é cha-
mada a projecao ortogonal de V sobre W.
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e Pelo teorema anterior, sempre existe a projecao ortogonal de um espaco
com produto interno sobre um subespaco de dimenséao finita.

Corol ario 1.2
Sejam V um espaco vetorial com produto interno, W um subespaco de

dimensao finita e 7t a projecao ortogonal de V sobre W. Entao a aplicacao

v—v—T(V)

€ a projecdo ortogonal de V sobre W+,

Prova.
Sejav € V. Entdo, v—7(v) €e Wrev—u = n(v) + (v—n(v) — u)
para todo u € W+,

Como 7t(v) € Wev—m(v) —u € W, temos que

v —ull? = [V)[|> + v = 7(v) —u|* > [[v = (v = ()|,
valendo a desigualdade estrita se u # v — 7t(v).

Portanto, v — 7t(v) & a melhor aproximagéo de v por vetores em W-. g

Teorema 1.3

Seja W um subespaco vetorial de dimensao finita de um espag¢o V com
produto interno. Seja 7t a projecao ortogonal de V sobre W. Entdo = €
uma transformacao linear idempotente de V sobre W. Além disso, W+ =
Ker(m) e V=W @ W=,

Prova.
Sejav € V. Como n(v) € a melhor aproximacao de v por vetores de

W, temos que t(v) =vsev e W.

Portanto, 7t(nt(v)) = nt(v) paratodo v € V, isto &, 7t € idempotente (72 = 7).

Vamos, agora, provar que 7t € uma transformacao linear. Sejam u,v € V

e c € K. Comou—m(u) e v—m(v) sdo ortogonais a todos os vetores de

W, temos que u — mt(u) e v — 7t(v) pertencem a W+, Portanto, o vetor
clu—mn(u) + (v—mn(v)) = (cu+v) — (cmt(u) + 7t(v))

também pertence a W+. Como crt(u) +7(v) € W, temos que crt(u) +7t(v)

€ a melhor aproximacgao de cu + v por vetores de W, ou seja,

m(cu+v) = cmr(u) + 7t(v).
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Sejav € V. Como 7t(v) € o Unico vetor em W tal que v—mt(v) € W+, temos
que mt(v) =0sev € W,
Reciprocamente, se 7t(v) = 0 entdo v € W+. Logo, W+ & o nicleo de .

Comov =mn(v) + (v—m(v)) paratodo vetorve Ve n(v) e W,v—mn(v) €
W+, temos que V =W + W+,

Além disso, se v.€ W N W+, entdo (v,v) = 0, ou seja, v = 0. Logo,
WNW+={0}e, portanto, V=W e W+. g

Observag @0 1.13
A projecédo ortogonal I — 7t de V sobre W+, & uma transformacao linear

idempotente de V sobre W+ com nicleo W.

De fato, como 7 € linear e w* = 7, temos que 1 — 7t & linear e
I-mI-m=1-2m+m?=1-2n+n=1—m.
Além disso, (I—m)(v) = 0 se, e somente se, 7t(v) = v, ou seja, (I—m)(v) =

O0se,esOse,veW. Logo, W éonlcleode I — .

Exemplo 1.11
Seja R* munido do produto interno candnico e seja 7 a projecado ortogonal

de R3 sobre o subespaco W gerado pelo vetor w = (3,12, —1).
Entdo, se x = (x1,%2,x3) € R3,

m(x) =

Ofaw) B L 3K B | 2es (

e = 3]

Portanto, W+ = Ker(mt) = {(x1,%2,%x3) € R3|3x; + 12x, — x3 = 0} tem
dimensao dois e

(1—m)(x) = -

= ﬁ(145x1 — 36x2 + 3x3, —36%7 + 10x2 + 12x3,3x7 + 12%x, 4 153%3)

é a projecéo ortogonal de V sobre W-.

Observac @o 1.14

O processo de Gram-Schmidt pode ser, agora, descrito geometricamente.

Seja V um espacgo vetorial com produto interno e vq,...,v, vetores LI
em V. Seja Py, k > 1 a projecao ortogonal de V sobre o suplementar
ortogonal do subespaco gerado por vq,...,vi 1, esejaP; =1.
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Entao, os vetores que se obtém aplicando o processo de ortogonalizacao
aos vetores vq,...,v, sao definidos por:
wi=Prvi), T<k<n.

Corol ario 1.3
Seja{vy,...,v,}um conjunto ortogonal de vetores ndo-nulos em um espaco

vetorial V com produto interno.

Sev eV, entdo
alll
V Vk 2
< Il
kZ e
e a igualdade ocorre se, e somente se,

n
<V)vk>
v = Z Vi .
vl 2

k=1

Prova.

n
Sejaw = Z (v,vk2> v. Entdo, v =w + u, onde (w,u) = 0.
£ i
Observe que w = m(v), onde 7t € a projecdo ortogonal de V sobre o
subespaco W gerado pelos vetores vy, ...,v,. Logo,
VIIZ = [wl* + [[ul?,

onde |jw|]? = Z vl

vz

Entao, ||v||2 > [[w]? = Z I\)v]|<’>2 e a igualdade ocorre se, e so se, u =0,

n
. Vv,V
ou seja, se, e somente se, v =) < k2> ¥
v
Logo, v pertence ao subespaco W gerado pelos vetores vq,..., v Se, €

somente se,

n
v=)
2
A%
£ il
ou seja, se, e soO se, a desigualdade de Bessel €, na verdade, uma igual-
dade. g
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Observag a0 1.15

No caso especial em que {vi,...,v,} € um conjunto ortonormal, a desi-

gualdade de Bessel afirma que

n
S Il < VP
k=1

Exemplo 1.12
Aplicando a desigualdade de Bessel aos conjuntos ortonormais do exem-
plo 1.8, temos que:

n 2

° )

k=—n

n
§ Ckelﬂnlt

k=—m

1
J f(t) e 2™t

1
gj|ﬂﬂﬁdu
0 0

r1

2 mn
dt = Z lcil?;

k=—mn

UO

~l 2
. (\/Zcos(m)+\/§sen(47rt)> dt=1+1=2.5
do

2. Funcionais Lineares e Adjuntos

Seja V um espaco vetorial com produto interno e sejaw € V. Defi-
nimos a aplicacao
f, — K

v — f,(v) =(,w).

Sendo o produto interno (v,w) linear como funcéo de v, f,, & um
funcional linear sobre V.

Teorema 2.1
Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno e seja

f um funcional linear sobre V. Entao existe um Gnico vetor w € V tal que
f(v) = (v,w), paratodov € V.

Prova.
Seja {vy,...,v,} uma base ortonormal de V e seja
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f(vi) v

n
wW =
k=1

Seja f,, : V — K o funcional linear definido por f,,(v) = (v, w).

Como
fwlvy) = (v, w) = <Vj) > (v Vk>
n k=1
= ) fwi) (v, vi) = f(vy),
k=1
paratodoj =1,...,n, temos que f = f,,.

Suponhamos que existe outro vetor w’ € V tal que f(v) = (v,w’) para
todo v € V. Entao,
<V>W> = <V>W/> ,

ou seja, (v,w—w’) = 0 paratodo v € V. Fazendo v = w —w’, obtemos

que (w —w’,w—w’) =0.

Logo, W' =w. g

Observag @0 2.1

O vetor w pertence a (Ker(f))*. De fato, seja W = Ker(f).

Entdo, V=W @ W+, Se 7t é a projecdo ortogonal de V sobre W+, entéo
f(v) =f(n(v)),

paratodov € V.
Suponhamos f # O. Entéo, posto (f) = 1 e dimW+ = 1.

Se wy &€ um vetor ndo-nulo de W+, temos que

paratodov e V.

Logo,
(v, wo) < f(wpo) >
= y o 0
M= g2 090 = (Y g2
para todo v € V. Assim, w = (WO)Z Wo.
[[woll
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Exemplo 2.1
Mostraremos, agora, através de um exemplo, que o teorema anterior nao

é valido sem a hipotese de V ser de dimensao finita.

Seja V o espaco vetorial dos polindbmios com coeficientes complexos com
0 produto interno

] R
<ﬂm=Jfﬂmmdt

0

Este produto interno também pode ser definido algebricamente.
Se f= Z axkeg= Z b;x!, entéo
1 J—
(f,g) = ]Zk H—T—Hakbj :
Sejaz € C e seja L o funcional linear definido por L(f) = f(z).

Suponhamos que existe um polinémio g € V tal que

1 —
Uﬂzﬂdzﬁ@%zLﬂﬂM)ﬁ,

paratodo f € V.

Seja h = x — z. Entdo (hf)(z) = 0 paratodo f € V. Assim,

1 _
OzthﬂHM)ﬁ,
0

para todo f € V. Tome f = hg. Entéo,
1
0= | m(e)Rlg(e)? dt.
0

Logo, hg = O. Como h # O, devemos ter g = O, 0 que € uma contradicao,
ja que L n&o é o funcional nulo.

Teorema 2.2
Seja T um operador linear sobre um espaco V de dimensao finita com

produto interno. Entao, existe um Gnico operador linear T* sobre V tal que
(T(v),w) = (v, T*(w)),

paratodov,w € V.

Prova.
Seja w € V. Entdo, a aplicacdo v — (T(v),w) & um funcional linear
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sobre V. Pelo teorema anterior, existe um Gnico vetor w’ € V tal que
(Tv),w) = (v,w),

paratodov € V. Fagca T*(w) =w'.
Devemos verificar que T* : V — V & uma transformacéo linear.

Sejam w,u € V e c € K. Entao, para qualquer v € V, temos

v, T"(ecw+u)) = (T(v),ew+u)
= c(T(v),w)+ (T(v),u)
= (v, T*(w)) + (v, T*(u))
= (v,cT*(w) + T*(u)).

Logo, T*(cw +u) = cT*(w) + T*(u), ou seja, T* € linear. g

Proposic ao 2.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e seja
B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V. Seja T um operador linear

sobre V e seja A a matriz de T em relagdo a base ordenada B. Entao,
Aij = <T(v)~),vi>.

Prova.
Como B é uma base ortonormal, temos que

n

T(Vj) = Z <T(\)j),\11> Vi.

i=1

Logo, Ay = (T(vj),vi). m

Teorema 2.3
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e seja

T um operador linear sobre V. Entao, em relacao a qualquer base orto-
normal de V, a matriz de T* & a transposta conjugada da matriz de T.

Prova.
Sejam B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V, A = [Tl € B = [T*]3.
Pelo teorema anterior, Ay = (T(v;j),vk) € By = (T"(v;),vx).

Logo,

Big = (T*(vj), vi) = (vi, T*(v3)) = (T(vi), v5) = Ajic.
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Exemplo 2.2

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e seja 7t

a projecéao ortogonal de V sobre um subespaco W. Entao, para quaisquer
vetores v,w € V,

(nv),w) = (n(v), w(w) + (w—7(w)))
= (n(v),t(w))
= (n(v) + (v —7(v)), t(w))
= (v,(w)).
Logo, m* = 7.
Exemplo 2.3
Seja t: R® — W dada por
o, gl g 7 1),

a projecao ortogonal de R* sobre o subespago W gerado pelo vetor (3,12, —1),
do exemplo 1.11.

Entao,
, 9 36 -3
A:ﬁ 36 144 —-12
— Ay o

€ a matriz de 7t em relacédo a base ortonormal canénica. Como * = 7, A
€ também a matriz de 7 em relacdo a base canodnica. E, como A* = A,
isso ndo contradiz o teorema acima.

Considere, agora a base B’ = {vy,v,, v3}, onde
vy = (154,0,0), v, = (145,-36,3), vz = (—36,10,12).

Como
n(vi) = (9,36,—3) = (154,0,0) — (145,—-36,3), m(vy) = (0,0,0), m(v3) = (0,0,0),

temos que
=00
[7’[]3/ =B=|-1 0 0
0 00

Nesse caso, B # B* e B* ndo é a matriz de m* = 7w em relacéo a base 5.
Isso ocorre porque a base B’ ndo é ortonormal.
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Defini¢c o 2.1
Seja T um operador linear sobre um espaco V com produto interno. Di-

zemos que T possui um adjunto sobre V se existe um operador linear T*
sobre V tal que (T(v),w) = (v, T*(w)) para todos v,w € V.

Observag a0 2.2
O Teorema 2.2 afirma que todo operador linear sobre um espaco V de

dimensao finita com produto interno possui um adjunto. Mas, no caso de
dimensao infinita isso nem sempre ocorre. Em qualquer caso, existe no
maximo um operador T*, que € denominado adjunto de T.

Observag a0 2.3
O adjunto de T depende nao s6 de T, como também do produto interno
de V.

Exemplo 2.4
Seja V = C™! o espago das matrizes complexas n x 1 com o produto

interno (X,Y) = Y*X. Se A & uma matriz complexa n x n, o adjunto do
operador linear X — AX é o operador X — A*X. De fato,
(AX,Y) = Y*AX = (A*Y)*X = (X, A*Y).

O

Exemplo 2.5
Seja V = C™™ o0 espago das matrizes complexas n x n com 0 pro-

duto interno (A,B) = Tr(B*A). Seja M € C™™. O adjunto do operador
Lm(A) = MA é o operador Ly« (A) = M*A.

De fato,

(Lm(A),B) = Tr(B*(MA))
= Tr(MAB*)
= Tr(AB*M)

Tr (A(M*B)*)
Tr ((M*B)*A)
= (A, M*B).

Logo, (Lm)*(B) = M*B = L« (B), ou seja, (Lm)* = Lms.
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Exemplo 2.6

Seja V o espaco vetorial dos polinémios sobre C, com o produto interno

1
(f,q) = L f(t)g(t) dt.

Sef= Z ax, seja f = Z aoxX. Entdo,

f(t) = f(t), paratodot € R.

Consideremos o operador M(g) = fg, isto &€, M & o operador multiplicacéo
por f. Entdo, o adjunto de My é o operador M.

De fato,

|
(Mylg),h) = j f(t)g(t)f(t) dt

Logo, (M¢)* = Ms.

Exemplo 2.7

Daremos, agora, um exemplo para mostrar que nem todo operador sobre
um espaco vetorial de dimensao infinita com produto interno possui um
adjunto.

Seja V o espaco dos polindmios sobre C com o produto interno

] —

(£, g) = j f(t)g(t) dt.

Seja D o operador derivacao sobre V. Entao,

1 1
(D(f),g) = JO f'(t)ﬁdt:fmm—fm)m—j f(t)g(D) dt

= f(1)g(1) —(0)g(0) — (f,D(g)) .

Suponhamos que existe um polinébmio D*(g) tal que
(D(f), g) = (f,D*(g)), paratodo f € V.

Ou seja,
(f,D*(g)) = f(1)g(1) — f(0)g(0) — (f,D(g)),
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ou ainda,
(f,D*(g) + D(g)) = f(1)g(1) — (0)g(0),
paratodo f € V.

Seja L(f) = f(1)g(1) — f(0)g(0), onde g € C[x] é fixo. Entdo, L & um
funcional linear e
L(f) = (f,h), paratodo f e C[x],

onde h = D*(g) + D(g).

Tome { = (x — 1)x. Entao,
0=L(Lf) =£f(1)g(1) —£f(0)g(0) = r 2(t)f(t)h(t) dt,

para todo f € C[x].

Fazendo f = {h, temos que
:

| ormiRae—o,
0

o que implica que h(t) =0Vt € R.

Assim,
L(f) = (f,h) =f(1)g(1) — £(0)g(0) = 0,

para todo f € C[x].

Tomando f = x e f =x — 1, obtemos que

g(1) =g(0) =0.
Logo, se g € C[x] é tal que g(1) # 0 ou g(0) # 0, entdo nao existe D*(g)
tal que (D(f), g) = (f,D*(g)), para todo f.

e \Veremos agora como a operacao que leva T em T* se assemelha com
a conjugacao sobre os numeros complexos.

Teorema 2.4
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno. Se T

e U sdo operadores lineares sobre V e ¢ € um escalar, entao:
@ (T+Wwr=1T+ur,

(b) (cT)* =¢T~;

(©) (TWr =T,
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(d) (T)*=T.

Prova.
Como, para todos v,w € V temos

(TH+UWMw),w) = (T(v)+Uv),w)
= (T(v),w) + (U(v),w)
= (v, T"(w)) + (v, Ur(w))
= (v, T"(w) + U*(w))
= (v, (T"+ U (w)),

temos, pela unicidade do adjunto, que (T + U)* = T* 4+ U*.

De modo analogo, para todos v,w € W, temos

o ((cT)(v),w) = (cT(v),w) = c(T(v),w) = c{v, T*(W)) = (v, (€T*)(w));
o (TUV),w) = (U(v), T*(w)) = (v, I'T*(w));

o (T*(V),w) = (W, T*(v)) = (T(w),v) = (v, T(W)).

Logo, pela unicidade do adjunto, temos que
(cTY*=cl®, (TS T e L T.

Observacg a0 2.4
Se T & um operador linear sobre um espaco vetorial complexo de di-

mensao finita com produto interno, entdo T pode ser expresso de modo
anico na forma:
T=1U; +1il;,,

onde U; =U,; e U5 = U,.

De fato, se T = U, + il,, onde U; = U; e U5 = U,, entdo
T S0, £iLBT —ly SUSE LI il .

Logo,

T+T T—T*
e U, = .
2 2 2i

U, =

Assim, T possui, de certa forma, uma parte real, U;, e uma parte ima-
ginaria, U,.

(Lembre-se: z € C é real se, e somente se, z = z)
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Defini¢c o 2.2

Um operador linear T tal que T* = T é dito auto-adjunto ou hermitiano.

Entao, T é auto-adjunto se, e somente se,
Tls = [T*1p = [T},

para toda base ortonormal B de V, ou seja, se, e somente se, [T]z € uma
matriz auto-adjunta (ou hermitiana) para toda base ortonormal B de V.

Observag a0 2.5
Seja a transformacao
iy:V — V*
y — ly)x) = (xv).
Entdo:
(@) iv(yr +v2) = iv(y1) +iv(yz2), pois

iviyr +y2)(x) = (x,y1+v2)
(o y1) + (x,42)
= iv(y1)(x) +iv(yz)(x),

para todo x € V.

(b) iv(Ay) = My(y), pois
(M) (x) = (%, Ay) = Ax,y) = Av(y)(x),
paratodo x € V.
(c) iv € injetora, pois
iviyl) =ivly2) &= ivlyillx) =ivlya)(x), VxeV
= (xU1) ={x%Y2), Yx€EV
= (xy1—yz) =0, VxeV.
Fazendo x = y;—vy,, obtemos que (y; —yz,y1 — y2) =0, logo y;—y, = 0.
Isto €, Y1 = Ya.
(d) Se V tem dimensao finita, i, & sobrejetora, pois se f € V* ja provamos
que existe um (Unico) vetor y € V tal que f(x) = (x,y), para todo x € V.
Logo, f =1y (y).

Seja T: V — V um operador linear sobre um espaco vetorial V de
dimensao finita com produto interno e seja
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v — Vv
f — Ti(f)=foT,
o adjunto de T anteriormente definido. Entédo, o seguinte diagrama é co-
mutativo
V* ¢ T]* V*

o] B

v T

ouseja, iyo T* =Tj oiy.
De fato,

Trolv(ylx) = (iv(y) o T)(x) = iv(y)(T(x))
= (T(x),y) = (x, T*(y)) = iv(T*(y))(x)
= (lvoT9)(y)(x),

para todos x,y € V. Logo, T* oiy =1y o T*.

3. Operadores Unit arios

Defini¢c a0 3.1
Sejam V e W espacos vetoriais com produto interno sobre o mesmo corpo

K (R ou C) e seja T uma transformacao linear de V em W. Dizemos que
T preserva produto interno se

(TW), Tw)) = (v,w),
para todos v,w € V.

Uma isometria de V. em W é um isomorfismo de V em W que preserva o
produto interno. Uma isometria de um espaco vetorial com produto interno

sobre si mesmo & um operador unitario

Observag o 3.1
Se T € L(V,W) preserva produto interno, entao ||T(v)|| = ||v| para todo

v € V. Isto &, T preserva a norma.
Em particular T € uma transformacao injetora.

Reciprocamente, se T € L£(V, W) preserva a norma, ou seja || T(v)|| = ||v||
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para todo v € V, entdo T preserva produto interno.

De fato, para K = R, usando a identidade de polarizacao, temos que
(TOLTOW) = 2 (ITO) + T2 — [ T(w) — T(w) )
(T +wW) 2= T =w)|?)

(Iv 4wl = v —wl?)

eparaK =C,

—_

(TV), Tw)) = 4 (

IT(V) + T(W) 2= IT(v) = T(W)||?)

1
= (ITO) +iT(w)]|2 = [ T(v) — iT(w)||?)

i
2
J ( v+w)|2 = IT(v—w)|?)
+§mﬂv+wMW—wﬂv—uwW)
7

i ; .
v+ w2 — v —wll?) + 2 (v + iwl|* — v — iw]]?)

=

>W>>

I
=

Proposic ao 3.1
Sejam V e W espacos vetoriais com produto interno de mesma dimensao

finitan sobre o corpo K (R ou C). Se T € L(V, W), as seguintes afirmacdes
sao equivalentes:

(a) T preserva produto interno.

(b) T & um isomorfismo que preserva produto interno (ou seja T € uma
isometria).

(c) T leva toda base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

(d) T leva alguma base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

Prova.
(2a)==(b) Como T é injetora e dim(V) = dim(W) = n, temos que T &
sobrejetora. Logo, T & um isomorfismo.

(b)=(c) Seja B = {vq,...,v,} uma base ortonormal de V. Como T & um
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isomorfismo, temos que B’ ={T(vq),...,T(v.)} € uma base de W tal que
(Tvi), T(v5)) = (vi,v5) = 85,

ou seja, B’ € uma base ortonormal de W.
(c)==(d) E de facil verificac&o.

(d)==(a) Seja B = {v1,...,v,} uma base ortonormal de V tal que B’ =
{T(v1),...,T(v,)} € uma base ortonormal de W.

mn mn
Entdo, se v = Z Xjv; € w = Zykvk, temos que
=1 k=1

(TOV), T(w)) = <ijT(v,-),ZykT(vk)> = 3 xuR(T(v), T(w)
=1

k=1 j k=1
n mn

= XUk = E XUk (Vj, Vi)
A s

n mn
_ <ijvj, zm> B
5=1 k=1

ou seja, T preserva produto interno. g

Corol ario 3.1
Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdao finita com produto interno

sobre o0 mesmo corpo K (R ou C). Existe um isomorfismo T :V — W
gue preserva produto interno se, e somente se, dim(V) = dim(W).

Prova.

(=) trivial.

(&) Se {v1,...,vn} € uma base ortonormal de V e {w,...,w,} € uma
base ortonormal de W, seja T a transformacéo linear de V em W definida
por T(vi) = wi, 1 =1,...,n. Entdo, T & um isomorfismo de V em W que
preserva produto interno. g

Exemplo 3.1
Se V é um espaco n—dimensional com produto interno sobre o corpo K (R

ou C), entao toda base ortonormal B = {vy, ..., v,} determina uma isome-
tria de V em K™ com o produto interno candnico. De fato, a transformacéao
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Tv)=T (ijv)) = (X1,...,Xn),
j=1

onde v = invi’ define uma isometria de V em K", pois {T(v;) =
j=1

er,...,T(vn) = e,} € a base candnica, que é ortonormal em relacédo ao
produto interno canonico.

Se consideramos o espago K™ com o produto interno (X,Y) = Y*X,
temos que

v — Vi

€ uma isometria de V em K™*! se, e somente se, 5 € uma base ortonormal
de V. 0

Exemplo 3.2
Seja P € C™™ uma matriz complexa invertivel e seja G = P*P. Sejam
(X,Y) =YX e [X,Y] = Y*GX produtos internos em C™*!. Entao,
T:(CL[, 1) G )
X — PX

€ uma isometria. De fato,

(T(X),T(Y)) = (PX,PY) = (PY)*PX = Y*P*PX
= Y*GX=[X,Y].

0

Defini¢ &0 3.2
Um operador unitario sobre um espaco vetorial V com produto interno é

um isomorfismo de V em V que preserva o produto interno.

Observag a0 3.2

O conjunto dos operadores unitarios sobre um espaco V com produto
interno € um grupo com a operacao de composicao.

De fato, se U; e U, sao unitarios, entdao U,U; & um isomorfismo e

U Uy (v)|| = [Uq (V)] = ||v||, paratodov e V.

Além disso, o inverso U~' de um operador unitario U & unitario, pois
U = [uu'w)) = v, paratodove V.
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Temos, também, que o operador identidade € unitario.

Observag a0 3.3
Se V & um espaco de dimensao finita com produto interno e U &€ um ope-

rador linear sobre V, entdo, pela proposicédo 3.1, temos que U € unitario
se, e somente se, U preserva produto interno, ou ainda, se, e so6 se, U
leva alguma (toda) base ortonormal de V em outra base ortonormal de V.

Proposic ao 3.2
Seja U um operador linear sobre um espaco vetorial V com produto in-

terno. Entdo, U € unitario se, e sb se, 0 adjunto U* de U existe e UU* =
uu="L

Prova.
Suponhamos que U é unitario. Entao U é invertivel e

(U(v),w) = (Uv, UU"(w)) = (v,U"(w)),
para todos v,w € V. Logo, U* = U~ & o adjunto de U.

Suponhamos, agora, que U* existe e UU* = U*U = I. Entdo U € in-
vertivel, UT = U* e
(Uv), Uw)) = (v, "U(w)) = {v,w),

para todos v,w € W. Logo, U & um isomorfismo que preserva produto
interno, ou seja, U & unitario. g

Observacg a0 3.4
Seja V um espaco vetorial com produto interno e seja T um operador

linear sobre V. Entao, T é unitario se, e so se, T* & unitario.

Exemplo 3.3
Seja V = C™' com o produto interno (X,Y) = Y*X, e seja A € C™™. Seja
o operador U : C™'" — C™' o0 operador definido por U(X) = AX.

Como
(U(X), U(Y)) = (AX,AY) = (AY)*AX = Y*A*AX,

para todo X, temos que U € unitario se, e somente se, A*A = 1.
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Defini¢c do 3.3

Uma matriz n x n real ou complexa A é dita unitaria se A*A = L.

Proposic ao 3.3
Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno e seja
U um operador linear sobre V. Entdo U é unitario se, e sO se, a matriz

de U em relacdo a alguma (toda) base ortonormal ordenada de V € uma
matriz unitaria.

Prova.
Suponhamos que U € unitario. Seja B uma base ortonormal de V. Como
u*uU = I, temos que

[ = [llp = [U*U]p = [U*]s[U]s = [U]5[U]5,

ou seja [U]z € uma matriz unitaria.

Suponhamos, agora, que [U]z &€ uma matriz unitaria para alguma base

ortonormal B. Entao,
[ =[UlgUls = [U]g[Ulg = [U*U]5.

Logo, U*U =1, ou seja, U & um operador unitario. g

Observag a0 3.5

Seja A uma matriz n x n complexa. Entao,
A éunitaria < A*A =1
— (A*A)jkzéjk, j,k:1,...,n
n
=D ANA S 45 gl
r=1
<= as colunas da matriz A formam um conjunto ortonormal de vetores
de C™' com respeito ao produto interno candnico (X,Y) = Y*X.

Como A*A =1 & AA* =1, temos que A é unitaria &< as linhas de A
formam um conjunto ortonormal de vetores de C™ com respeito ao produto
interno candnico.

Entao, A é unitaria < as colunas de A formam uma base ortonormal de
C™ com respeito ao produto interno candnico < as linhas de A formam
uma base ortonormal de C™ com respeito ao produto interno canénico.
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Defini¢c ao 3.4

e Uma matriz n x n A, real ou complexa, é dita ortogonal se A*A =1.

e Uma matriz unitaria & ortogonal se, e somente se, todas as suas entra-
das séo reais.

DefatO,A*:At(:)a_ij:aﬁ,i,j:1,...,n.

Exemplo 3.4

Uma matriz 1 x 1 [c] & ortogonal se, e somente se, ¢ = +1, e & unitaria se,
e somente se, cc = 1, ou seja, se, e somente se, |c| = 1, ou ainda, se, e
sO se, ¢ = e'°, para algum 0 € R.

Exemplo 3.5
Seja a matriz 2 x 2 sobre K (R ou C)

A (a b) :
c d
Entdo A é ortogonal se, e sO se, A~' = At, ou seja, se, e so se,
L oA, A= B
@ _<b d>_ad—bc <_c a o

Como det(A') = det(A) e AtA = I, temos que (det(A))?> = 1. Logo,
detA = +1.

Assim, A é ortogonal se, e so se,

° g A & B ,ead—bc=1,
b d —Cc a

ouseja,d=a,c=—-bead—bc=1,;

ou

4%
S ead—bc=—1,
b d c —a

ouseja,d=—a,c=bead—bc=-1.

Entao, A é ortogonal se, e s0 se,

A=<a b) ou A
—b a
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onde a?+ b =1.

e Em particular, se 6 € R, a matriz
cos® —senod
Ag = ,
seno cos o
€ uma matriz ortogonal real, logo unitaria.

Como Ag é a matriz em relacdo a base candnica de R? do operador linear
Uy, rotacao de angulo 6 em torno da origem, temos que Ug € um operador
unitario, ou seja, preserva o produto interno.

Exemplo 3.6
Seja a matriz 2 x 2 sobre K (R ou C)

A:C 3)-

Entao, A € unitaria se, e so se,

, (@ Ty 1 i SLATE
A‘(B a>_adbc<_c a>_A'

Como det(A*) = det(A) e A*A = I, temos que det(A) = ¢, para algum
0 €R.

Assim, A & unitaria se, e sO se,

a ¢ d d —b i
A* = E E —e 10 =AT, e ad — bc = e%®,
b d —Cc a

ou seja, d = ¢'%a, c = —e'®b e ad — bc = €' para algum 6 € R.

Logo, A é unitaria se, e sO se,

onde6 cRelal*+ b =1.

Observag ao 3.6

O conjunto U(n) das matrizes unitarias n x n € um grupo.

De fato, se A € U(n),entdo (A"") "T=A=(A*)"=(A"")*.E,seAeB
sSao unitarias, entao
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(AB)"' =B'A~! = B*A* = (AB)*.

Observag ao 3.7
Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno, B =

{(vi,...,vn} € B ={vj,...,v;} bases ortonormais de V. Seja P = [I|zp' a
matriz de mudanca da base B’ para a base B, onde

n
/ f— . .
Vi = E Pjiv; .
j=1

Seja U : V — V o operador linear definido por U(v;) =vj, j =1,...,n.
Como U leva a base ortonormal B na base ortonormal B’ e [U]z = P,
temos que U & um operador unitario e P € uma matriz unitaria.

Logo, se T:V — V & um operador linear, temos que
[Tlg: = Mps[Tslss = P TI5P,

onde P &€ uma matriz unitaria e B, B’ sao bases ortonormais.

Defini¢ &0 3.5
Sejam A e B matrizes complexas n x n. Dizemos que B é unitariamente
equivalente a A se existe uma matriz unitaria P n x n tal que

B =P 'AP = P*AP.

E dizemos que B é ortogonalmente equivalente a A se existe uma matriz
ortogonal P n x n, tal que

B =P 'AP = P'AP.

Observag @o 3.8
Seja T : V — V um operador linear sobre um espacgo vetorial V de

dimenséo finita com produto interno, e sejam B e B’ bases ortonormais
de V.

Entao, [Tz e [T]z sdo unitariamente equivalentes, e se V € real, [Tlz: e
[T]z s@o ortogonalmente equivalentes, através de uma matriz ortogonal
real.
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4. Operadores Normais

Seja T : V — V um operador linear sobre um espaco V de di-

mensao finita e seja B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V, sendo
T(vi) =cvi, i=1,...,mn.
Entao,
C1 Cci
Mg = e [T*]s = ([T]g)" =
Cn (o
SeVéreal,ci=c,1i=1,...,ne [Tz = [Tlg, ou seja, T = T*,

Entao, T é auto-adjunto.

Se V é complexo, podemos apenas afirmar que [T]z[T*]z = [T*]5[T]5,
pois [T]s e [T*]z s&o matrizes diagonais. Logo, TT* = T*T.

Defini¢c o 4.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e T um

operador linear sobre V. Dizemos que T € normal se TT* = T*T, ou seja,
se T e T* comutam.

Observag a0 4.1

e Todo operador auto-adjunto & normal.

e Todo operador unitario € normal

Observag a0 4.2
Todo mdltiplo de um operador normal € um operador normal, mas a soma

e o produto de operadores normais nem sempre Sao normais.

Proposi¢ ao 4.1
Seja V um espaco vetorial com produto interno e T um operador linear

auto-adjunto sobre V. Entao todo autovalor de T é real.

Prova.
Seja c um autovalor de T e seja v nao-nulo tal que T(v) = cv. Entao,
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c(v,v) = (cv,v) =(T(v),v)
= WTW)=TM)
(v,cv) =¢ (v,v),

ou seja, (¢ —¢)(v,v) = 0. Como (v,v) # 0, temos que ¢ = ¢. Logo, c é
real. g

Observag &0 4.3
Se T € normal, entdo ||T*(v)|| = ||T(v)|| paratodov € V.

De fato
(T*T(V),v) = (TW), (T)*(v)) = (T(V), T(v)) = ||[T(V)||?,

(TT(v),v) = (T*(v), T*(v)) = [[T*(v)]1%.
Como TT* = T*T, temos que || T(v)|| = || T*(Vv)]|.

Observacg a0 4.4

Se T € normal, entdo T — Al € normal para todo A € K (R ou C).

De fato,
(T—AD(T=AD*= (T=AD(T* —AD) =TT* —AT* — AT+ A*I
= T*TSATA= AN+ APT=( 18— XRIT =2AL
= (T—=AD*(T—=AI).

Proposic ao 4.2
Seja V um espacgo vetorial com produto interno e seja T um operador

normal sobre V. Seja v € V. Entdo v € um autovetor de T associado a um
autovalor c se, e sO se, v € um autovalor de T* associado ao autovalor C.

Prova.
Pela observacdo 4.4, T — cI € normal, e pela observacao 4.3, temos que

0=[[(T=cDW)| = [(T=ch)*M)|| = [[(T* =D (V)]

ouseja, T"(v) =cv. g

Proposic ao 4.3
Seja V um espaco vetorial com produto interno e T um operador normal

sobre V. Entao, autovetores associados a autovalores distintos sao orto-
gonais.
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Prova.

Sejam A e u autovalores distintos de T, e v, w autovetores de T asso-
ciados aos autovalores A e u, respectivamente. Entao,

Av,w) = Av,w) = (T(v),w) = (v, T*(w))
= (v,iw) = pv,w).

Logo, (A — p)(v,w) = 0. Como A # p, temos que (v,w) =0. g

Proposic ao 4.4
Seja V um espaco vetorial com produto interno e T um operador linear

sobre V. Seja W um subespaco de V invariante por T. Entdo, W+ é
invariante por T*.

Prova.
Sejamw € Wt e v € W. Entao,

v, T*(w)) = (T(v),w) =0,
pois T(v) e Wew € W+,

Como (v, T*(w)) = 0 para todo v € W, temos que T*(w) € W+. g

Proposi¢c ao 4.5
Seja V um espaco vetorial sobre K (R ou C) e seja T um operador auto-

adjunto sobre V. Entao, T possui um autovetor nao-nulo.

Prova.
Seja B ={vy,...,vn} Uuma base ortonormal de V e seja A = [T]3.

Como p. = det(xI — A) € um polinbmio com coeficientes complexos, p.
possui umaraiz ¢ € C.

Entao, det(cI — A) =0, ou seja cI — A nao € invertivel.
Logo, existe X € C™! — {0} tal que AX = cX.

Se V é um espaco vetorial real, temos que c € R, pois, como A* = A, 0
operador U : C*! — C™! dado por U(X) = AX é auto-adjunto com o
produto interno canénico e ¢ € um autovalor de U.

Logo, como cI — A € uma matriz com entradas reais e det(cI — A) = 0,
existe X € R™' — (0} tal que AX = cX.
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n X1
Sejav=) xyv,ondeX=| : | #0.

=1 Xn

Entdo,v#0e
[T(v)]g = [Tlglvls = AX = cX =c[v]5.

Logo, T(v) =cv. g

Observag a0 4.5
A hipo6tese de T ser um operador auto-adjunto so6 foi usada no caso real

para garantir que toda raiz do polindbmio caracteristico de T é real. No
caso complexo, essa hipotese é desnecessaria.

Observag @o 4.6

O polinémio caracteristico de um operador auto-adjunto sobre um espaco
vetorial complexo ou real tem todos os coeficientes reais, pois todas as
suas raizes sao reais.

Observag @o 4.7

Um operador auto-adjunto sobre um espaco vetorial de dimensao infinita

com produto interno pode néo ter autovetores nao-nulos.

De fato, seja V = C°([0, 1], C) com o produto interno

] —_—

wmzjmmua,

0

esejaT:V — Vo operador linear definido por T(f)(t) = t f(t), para todo
telo,1].

Como

1 1
<ﬂﬂ®=LﬁmaﬁM=LﬂﬂGmﬁ=ﬁﬁ@% vigeV,

temos que T* =T, ou seja, T € auto-adjunto.
Suponha que existe c € C e f € V — {0} tal que T(f) = cf.

Entao,
tf(t) =cf(t), Vtelo,1],

ou seja, (t—c) f(t) =0 paratodot € [0, 1].

Logo, f(t) =0 paratodo t € [0, 1], o0 qual € uma contradicao.
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Teorema 4.1
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno sobre

K (R ou C) e seja T um operador auto-adjunto sobre V.

Entdo, V possui uma base ortonormal de autovetores de T.

Prova.

Pela proposicao 4.5, T possui um autovetor v ndo-nulo. Tome v; = H%H
gue também é um autovetor de T de norma 1.
Se dim(V) =1 o teorema fica provado.

Se dim(V) > 1, vamos proceder por inducéo sobre a dimensao de V para
provar o resultado.

Suponhamos que o teorema seja valido para espacos com produto interno
de dimensao menor que dim(V).

Seja W o subespaco gerado pelo vetor v;.
Como v; € um autovetor de T, temos que T(W) C W, ou seja, W € invari-
ante por T. Pela proposicdo 4.4, W+ & invariante por T* = T.
Seja U = TJy.. Como

(UW),w) = (T(v),w) = (v,T(w)) = (v,U(w)), Vv,we Wt
temos que U & um operador auto-adjunto sobre o espago W-.
Como dim(W+) = dim(V) — 1 temos, pela hipotese de indugdo, que W+
possui uma base ortonormal {v,,...,v,} de autovetores de Ul.

Entao, {vi,v,...,v,.} € uma base ortonormal de autovetores de T, ja que
Va,..., vy, também s&o autovetoresde Te V=W @ W+, B

Corol ario 4.1

Seja A uma matriz n x n hermitiana (auto-adjunta). Entdo A € unitaria-
mente equivalente a uma matriz diagonal, ou seja, existe uma matriz P
unitaria tal que P~'AP é diagonal.

Se A € uma matriz simétrica real (A* = A), existe uma matriz ortogonal
real P tal que P~'AP é diagonal.

Prova.
Seja V o espago C™' com o produto interno canénico e seja T o ope-
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rador sobre V que é representado por A em relagdo a base candnica B,
de C™!, ou seja, T(X) = AX paratodo X € V.

Como A = A*, temos que T = T*, ou seja, T & auto-adjunto.
Entao, pelo teorema anterior, V possui uma base ortonormal B = {vy,...,v.}

de autovetores de T, ou seja, [T]z € diagonal.

Seja P a matriz cujos vetores colunas sao os vetores vq,...,v,. Entdo, P
é unitaria e P = [Il,5.

Logo, [T]z = P~'AP, ou seja, A € unitariamente equivalente a uma matriz
diagonal.

Caso todas as entradas de A sejam reais, tomamos V = R™ ' com o pro-
duto interno candnico e repetimos o argumento. Neste caso, a matriz P é
uma matriz unitaria com entradas reais, ou seja, P € uma matriz ortogonal
real. g

Observag @0 4.8
Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita com produto interno e
seja T um operador linear sobre V.

Pelas observacgdes feitas no inicio da secao e pelo teorema anterior, te-
mos que:

e Um operador T é auto-adjunto <= o0 espac¢o V possui uma base orto-
normal de autovetores de T.

e Equivalentemente, se A € uma matriz n x n com entradas reais, temos
que:

A € simétrica < existe uma matriz n x n P ortogonal real tal que P*AP =
P~TAP € uma matriz diagonal.

De fato, a implicacdo (=) ja foi provada no corolario acima. Para provar
a reciproca, basta observar que se P*AP = D & uma matriz diagonal,
entao
D = D' = (P'AP)t = P*A'P,
ou seja, P*AP = P*A'P. E como P'P = PP' = I, temos
A = PP'APP! = PP*A'PPt = A*,

ou seja, A € uma matriz simétrica.
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Observacg a0 4.9

Seja V um espaco vetorial sobre K (R ou C) de dimensao finita com pro-

duto interno e seja T um operador auto-adjunto sobre V.

Se A1, ..., A S@0 os autovalores distintos de T, W; 0 autoespag¢o associ-
ado ao autovalor A; e 7ty : V. — W, a projecao de V sobre Wi, i =1,... Kk,
entao:

eMER,i=1,... k;
e pe=(x—A)Y . (x = A)%;
o Pm=(x—=A1) .. (x = A);
oW, LW, ii;
e V=W;d...® W (soma direta ortogonal) ;
e 71; € a projecao ortogonal de V sobre W;;
edimW;) =di,i=1,...,k;
ol =m +... 4+ my;
et =m,i=1,...,k;
ey =0,Sei#];
o T =Ny + ...+ AT
[Tx—»)

bc W

[T =2)

jA

o 1y = pi(T), onde p; =

Seja, agora, um espaco vetorial V de dimensao finita com produto
interno e T um operador sobre V.

Ja provamos, no inicio da se¢ao, que se V possui uma base ortonor-
mal de autovetores de T, entdo T € normal.

O teorema abaixo mostra que a reciproca também é verdadeira para
espacos vetoriais complexos.

O teorema so6 € valido para espacos vetoriais complexos, pois um
operador normal sobre um espaco real pode nao ter autovalores reais.
Isto & verdadeiro, por exemplo, para todas as rotagdes de R?, salvo duas.

De fato, o operador rotacao
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TQ:RZ — R?
X — AX

onde A — cos® —senod
seno cos o

€ normal, pois A*A = A*A = AA' = AA* = [, e 0 seu polinbmio carac-
teristico é
Pe = (x — cos )% + sen? 6.
Como e e e * sdo as raizes deste polinémio, que ndo sdo reais, se

0 # 0,7, temos que nao existe uma base ortonormal de R? formada por
autovetores de Ty, se 0 # 0, 7.

Teorema 4.2
Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao finita com produto in-

terno e seja T um operador normal sobre V. Entédo, V possui uma base
ortonormal de autovetores de T.

Prova.
Sejam Aq,..., A, 0s autovalores distintos de T, n = dim(V), e W,, 0
autoespaco associado ao autovalor A, i=1,...,m.

Ja sabemos que W, L W, , se i #j.

Vamos provar, por indug¢ao sobre n, que
V:W)\] @@W)\m

Se n = dim(V) = 1, ndo ha nada a provar. Suponhamos que o resul-
tado seja verdadeiro para operadores normais sobre um espaco vetorial
complexo de dimensado menor ou igualan — 1.

Seja W,, 0 autoespaco associado ao autovalor A;.
Como T(W,,) C W,,, temos, pela proposicéo 4.4, que T*(Wy. ) € Wy..

Além disso, como
T(T*W)) = T(T(V)) =MT*(v), VveW,,

temos que T*(W,,) C W,,.

Logo, pela proposicao 4.4, T(W)%1 ) C W)%] :

Assim, T!WAL] : Wy, — Wj & um operador normal sobre Wy, pois
(Thye 7" = [Tlwg 1, j& que T*(Wi ) € Wi e (T(v),w) = (v,T*(w)) para

quaisquer v, w € Wj. .
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Como dim(Wi) <n — 1, temos, pela hipétese de inducao, que
W)J\_] :WI{H @"'@Wlik’

onde 4, ..., u, Sao os autovalores distintos de T|Wxﬁ e W/, é o autoespago
correspondente ao autovalor .

Como todo autovetor de T\W*] € um autovetor de T, temos que, para cada
i=1,... k, existe j; € {1,...,m}, tal que p; = A;,.

Logo,

Wi, = (v e W ITOV) = povh = {v € Wi, [ T(v) = Aok = Wi, nWj
Observe, também, que A;, # A, paratodo i = 1,...,k, pois se A;, = Ay,
existiria v € W, — {0} tal que T(v) = A;v, 0 que & um absurdo, ja que
W), NWy = {0}

Como WM 1 W,,, paratodo i =1,...,k, temos que Wy\].i @ W)t, para
todoi=1,... k.
Logo, W/, = Wjs NWy =Wy, i=1,... k.
Entao,
V=W, &W;, =W oWy &...0W, .

Basta, agora, mostrar que A, A;,, ..., A sao todos os autovalores de T.

j1o -
Seja A um autovalor de T e seja v # 0 tal que T(v) = Av. Entao, existem
v € W), ewieWAji,i:L...,k, taisquev=v; +w;+ ...+ wy.
Como

Tv) = Aw=Avi+wi+...4+w)=T(vi)+T(wy)+...4+T(wy)

= Avi+ AW+ A W,

temos que (A —Aj)vi+ (A=A, ) wi 4+ ...+ (A=A )we =0.
Logo, (A—A;)vi =0e (A=A )w; =0,i=1,... k. Sendo v # 0, devemos
terque, A =A; 0uA =A;, paraalgumi=1,... k.
Provamos, assim, que V. = W,, & ... & W, _, onde Ay,...,A,, Sao os
autovalores distintos de T.

Entdo, se B; € uma base ortonormalde W, ,i=1,...,m, B = B,U...UB,,
€ uma base ortonormal de V formada por autovetores de T. g
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Corol ario 4.2
Seja A uma matriz n x n complexa normal (AA* = A*A). Entao, existe

uma matriz n x n P unitaria tal que P~'AP = P*AP é diagonal.

Teorema 4.3
Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita com produto interno e
seja T um operador normal sobre V.

Entdo, se p. = py'py...p2(x — M) ... (x — A & o polindmio carac-

teristico de T, onde A4,...,A; sd0 0s autovalores reais distintos de T e
pi=(x—w)x—m), K= qe9, ;€ (0,7),j=1,...,k, temos que:

(D) pm=p1...P(x—=A7)...(x —A¢) € 0 polinbmio minimal de T.

(2) V =Ker(p1(T))@...oKer(p(T))DOW,, @...&W,, € uma decomposicdo

de V numa soma direta de subespacos invariantes ortogonais, onde:

o W, = Ker(T — \I), T!WAi = M, dim(W,,) = f; e x — A; € 0 polindmio

minimal de T!WM,i:L...,(Z.
o dim(Ker(p;(T))) = 2d; e p; & o polindmio minimal de Tlker(p, (1),
j EINEEK.

(3) Existe uma base B=B;U...U B U By U. ..U By, ortonormal de V

tal que:

e 3; € uma base ortonormal de Ker(p;(T)) tal que

[Tlkertp, ()8, = Ai = i ,
i
Rdi 2d; x2d;

cos0; —seno;

i_q.
onde Rj = a; <sen 0; cos 0;

),paratodoj:1,...,diei:1,...,k.

e Bi,; € uma base ortonormal de W, tal que
+) j

A;
[T‘WAj]Bk+j:Bj: , I=1,...,0
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Ou segja,

Aq

Ts = My

nxn

esta na forma canonica de Jordan real.

Prova.
Seja V= {(u,v)|u,v € V} o complexificado do espaco V.

Afirmag &o: (-, - )¢ : V x V — C, definido por
((w,v), (W, v))e = (u,u) + (v, v') = i{u, V') + (v, u')

€ um produto interno sobre V. De fato,

o ((a+41ib)(ur,vi) + (uz,v2), (W', V)¢
= ((au; — bvy +uy, buy + avy +v2), (W', V')
= (au; — bvy +uy,u’) + (bu; + avy +vy,v')
V) +1i(bu; + avy + vy, u)
u’) + (ug,u’) + b{uq,v') + a(vq,v') + (va,v’)
—ia(uy,v') +1ib(vy,v') —i(uz,v') +ib(us, u’) + ia(vy, u’) + i(vy, u’)
= a(uy,u’) + a(vq,v’) +ib(vy,v’) + ib{u;,u’)
—ia(uq,v’) +ia(vy,u’) + b(uy,v’) — b(vy,u’)
+(uz, u’) + (vo,v') —i(uy, v') + (v, u’)
= (a+1ib){uy, 1) + (a +ib)(vy,v') —i(a + ib)(uy,v’) + i(a + ib)(vy, u’)
+((uz,v2), (U, v'))¢
= (a+1ib) ((ug,u’) + (v1,v") — {ug, V') + i(vq, 1)) + ((uz,v2), (U, V')
= (a+ib)((ur,v1), (W', v'))c + ((uz,va), (', V)¢ -

—i{au; — bvy +uy, v’

= a(u1,u> b(vy,

o ((W,Vv),(u,v))e =W, u)+ M, v)—i(u,v) +i(v,,u)
= (u,u’) + (v,v') +i{u,v) —iv,u’) = ((u,v), (W,v'))e.

e ((w,v),(w,V)e = (u,u) + (v,v) —i({u,v) + i{v,u) = (u,u) + (v,v) > 0.

o{(w,v), (W) =[uf*+ V[ =0¢=u=v=04= (1,v) =(0,0). g
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Afirmag ao: (f)* = (L*)".

De fato, como (L(u),v) = (u, L(v)), para quaisquer u,v € V, temos:
/L\ / / —
(Cwv) wv)) - = |
= (L(uw),
= —i(u, L*(v)) + i(v, L* (1))
— /\* / /
< C—<(U,V),L ('LL,V )>(C
Logo, (f)*(u’,v’) = f*(u’,v’) para todo (u/,v’) € V.
Afirmag ao: L é normal.
De fato, como LL* = L*L, temos que
L)y =LL* = (LL*)" = (L*'L)" = (I*)L = (L)* L.
eComoL:V — Véum operador normal sobre 0 espaco complexo \%
temos, pelo teorema 4.2, que Leé diagonalizavel. Entao:
= Ppm=(x—m)x—m) . (x— ) (x —m)(x = A1) .. (x = Ag)
€ o0 polindbmio minimal de L (que é igual ao polindmio minimal de L).

— oW =0, T il . TR

— dim(W,,.) = dim(Wy) =

— (Ker(p,(T)))"=W,, W, 1=1,...,k.

— Ker(T=NI) =W, ,  dimWy) =dim(Wy) =f;, §=1,...,L.

S V=W, oW d...0W, eW oW, &...0W,,,

soma direta de subespacos invariantes e ortogonais.

e Ja vimos, também, que se B, = {(vi,w]),..., (Vi ,wg )} € uma base de
W,,, entdo o(B,) = B, = {(v},—w}),..., (v ,—w} )} & uma base de Wi.

Afirmac &o: B, ortonormal = B, ortonormal.

De fato, como

(Vi W), L wh)) e = (Wi, vl + (wi, wl) — (v, W) + i(wi, vT)
_ {o, sek#j
- 1, sek=j,
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temos que
(v, —wi), V], —wi)) = (VivI) + <w£,wf> + vi,wi) — {wi, vj)
- <(Vk>wk >(c
_ 0, sek 751
- 1, sek=j,
e Ja sabemos também que
Vi + Wi, vi —wi, ..., va, +Wa,, Ve, — Wa, )

€ uma base de Ker(p,(T)) tal que
T(vi +wj) = a,cos 6, (vj + wj) + a,sen o, (v —wj),

e
T(vi —wj) = —a,sen 6, (vj + wj) + a,cos 0, (v —wj),
paraj=1,...,d,, onde u, = a,cos 0, + ia,seno,.
1 ]
Afirmag &o: (vI, V) = (wi,w]) = se (Vi,wh) =0,j=1,...,d..
De fato,
1= (v, w]), V], W) = V), ]) + (wif, W),

e

0 = (v, W), V], =w])) . = (V], V) = (W), wi) + (V] wi) + 1w, vj)
pois

(VI,W!) € Wy, (V],—w]) € Wi e W, L Wi,

i) )
Logo, <v]T,w]T> =0e
< R ; )>+<W)’W)>_1
<v1’ )> <W)’WJ>_O
2 T T T T T T 1
Entéo, <vj,wj>:Oe<vj,v]->:<wj,wj>:§,r:1,...,dr.
Afirmag 80: B, = {vi + wj,v] —wj,...,vj +wg ,vy —wy } € uma
base ortonormal de Ker(p.(T)).
De fato,
o (VI + Wl v+ W) = (Vv + (Wl wh) =1
<V _W]’VJ_W> <]’ )>+<W >:]

<v +W]’v) — W > <Vir’vir> - <er)w)r> =0
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Além disso, como os vetores (vj,wj), (vi,—wj), (vi,wi) e (vi,—wy)

sao dois a dois ortogonais, se t # j, temos que

1 1 ,
e 0 vetor (vj,0) = 2(v{,wvv{) + E(v},—w}) é ortogonal ao vetor (wy,0) =
i T T 1’ T T 1
E(VU —wi) — E(Vt)wt)y Ou sgja,

<(V}~) 0)) (WI) O)>(C - <V;,WI> =0.
1

e 0 vetor (vj,0) = %(v;,w}) + z(v},—w;) é ortogonal ao vetor (vi,0) =
%(v{,w{) + %(v{, —wj), ou seja,
((v},0), (\1{,0)>Cc = (V[,v}) =0.
e 0 vetor (w},0) = %(v},—w}”) — %(v}”,wj*) é ortogonal ao vetor (w},0) =
%(v{, —wy) — %(v{,w{), ou seja,
(W, 0), (W, 0)), = (wj,w}) =0.
Logo,

o (V] + W], v +wi) = (], Vi) + (W], wi) + (W], vi) + (], wi) = 0, se t #].
o (VI +wW],vi —wi) = (V[,vi) — (W], wi) — (v, wp) + (W], v]) =0, se t #j.

e Seja F; o subespaco de V gerado por B = {vi+wj,vi—wj},j=1,...,d.
Entdo, F; L F[,sej #t,dimF =2, Ker(p.(T)) =F;&...®F; e

Tle] a,cosf, —a,seno.,
Fripr =
Fa’ a,.seno, a,cos o, -

Afirmac ao: Ker(p.(T)) L Ker(ps(T)), se r # s.

De fato, se v € Ker(p.(T)) ew € Ker(ps(T)), entdo (v,0) € W;@VAV;
e (w,0) e V/V; & V/V%
Como\//\7; @W%LW; @VAV%, se s # 1, temos que
(v, W) = ((v,0), (w,0)) =O.
Afirmag ao: Ker(p.(T)) LWy, r=1,...,k,j=1,...,L
De fato, como
Wy, = Ker(T — A1), Ker(p,(T)) "= W,, ® Wy e Wy, L W, & Wy,
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temos que se v € Wy, e w € Ker(p,(T)), entéo

(v,0)EWy e (w,0) €W, &Wg.
Logo,
v,w) = ((v,0), (w,0))r =0.
Sendo também Wy, L W;,, se t # j, obtemos que
V =Ker(pi(T)) @ ... aKer(p(T)) Wi, & ... B W,,

€ uma decomposi¢cdo em soma direta por subespacgos invariantes dois a
dois ortogonais.
Como dim(W,,) = f; e T|WAj = A1, existe uma base ortonormal By.;
de W, tal que
Aj
[T|WA]_]B,<+j =
Aj

fj ij

Logo, B=5B7U...UB U U...UT, € uma base ortonormal de V tal
gue [T]5 esta na forma candnica de Jordan real.

Corol ario 4.3
Seja A uma matriz normal real.

Entdo, existe uma matriz ortogonal real P tal que P'AP = P*AP esta na
forma candnica de Jordan real.

Observag a0 4.10

SeVérealeT:V — V éum operador normal, entdo T &€ semi-simples,

pois T:V — V é normal, e, portanto, diagonalizavel.

Proposic ao 4.6
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K (R ou C) com pro-

duto interno e seja T um operador normal sobre V.
Entao:
(a) T é auto-adjunto < todas as raizes de p. sao reais.

(b) T € unitario < todas as raizes de p. tem normaigual a 1.

Prova.
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(a) (=) Se T é auto-adjunto, todos os autovalores de T sdo reais e
existe uma base ortonormal B de V tal que [T]z é diagonal.

Logo, pc = (x — A1)% ... (x — A)%, onde Aq,...,Ax SA0 0s autovalores
distintos de T. Entao, todas as raizes de p. sao reais.

(&) Se T & normal e todas as raizes de p. sdo reais, existe, V possui
uma base ortonormal B de autovetores, pelo teorema 4.2 (K = C), e pelo
teorema 4.3 (K = R). Como
Aj
[Tl = ,onde N eR,i=1,...,n,
An

temos que [T*]z = [T]3 = [T]g, ou seja, T* =T.

(b) (=) Seja T um operador unitario e seja v um autovetor ndo-nulo tal
que T(v) = Av. Entao,
A (v, v) = A (v, v) = (Av, W) = (T(v), T(v)) = (v,v) .

Como (v,v) # 0, temos que [A| =1, ou seja, A = e®, 0 € (0,1),seAc Ce
A==£1,se A eR.
Caso K = C: Como todo operador unitario T € normal, V possui uma
base ortonormal B de autovetores de T. Logo, todas as raizes de p. tém
normaigual a 1.
Caso K = R: Seja B uma base ortonormal de V e seja A = [T]z. Como
[T*]z = [Tl = A*, temos que

AA* = [TIp[Tlg = [Tlp[T*]s = [TT*]s = 1 = [T*Tlg = [TI3[Tls = A*A..
Logo, o operador L : C™! — C™! definido por L(X) = AX & unitario
sobre o espacgo complexo C™'. Como o polindmio caracteristico p. de T

€ igual ao polindbmio caracteristico de L, isto &, p. = det(xI — A), temos
gue todas as raizes de p. tém normaigual a 1.

(&) Ccaso K = C: Se T & normal e todas as raizes de p. tém norma

igual a 1, existe uma base ortonormal de autovetores B = {vy, ..., v, } tais
qgue T(vi) = Ay, sendo A =1,i=1,...,n.
Como B’ = {T(v1),..., T(va)} = {Avq,...,Anvn} € uma base ortonormal

de V, temos que T € um operador unitario, pois leva a base ortonormal B
na base ortonormal B’.
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Caso K = R: Seja B uma base ortonormal de V e seja A = [T]z. Como
AA* = A*A, pois T & normal, temos que o operador L : C™! — C™!
definido por L(X) = AX & normal.

Como p. = pL = det(xI — A) tém, por hipotese, todas suas raizes de
norma 1, temos que L € unitario, ou seja, AA* = A*A = 1.
Logo, T é unitario, pois

[T*Tlg = [T*p[Tlg = [TIx[Tlg =1 = [T]p[Tl = [TIg[T*]z = [TT*]5,
ouseja, [T"Tlz = [TT*]g =1. Assim, T"T =TTI* = 1. g

Como consequéncia da proposicao anterior e do teorema 4.3, obte-
MOoS 0 seguinte teorema sobre operadores unitarios.

Teorema 4.4
Seja V um espaco vetorial sobre K (R ou C) de dimensao finita com pro-

duto interno e seja T um operador unitario sobre V. Entao:

(1) Se K = C, V possui uma base ortonormal de autovetores de T com
autovalores de modulo 1.

(2) SeK =R,

ep. =p . pd(x—1)" (x+1)%, onde p; = (x—e'%)(x—e %), 8; € (0,7),
i=1,...k.

*Pm=p1...Px—=1)(x+1).

oV =Ker(p(T))®...aKer(px(T))dW;;H5W_; € soma direta de subespacgos
invariantes dois a dois ortogonais, onde W; = Ker(T—1) e W_; = Ker(T +
), dim(Ker(p;(T))) =2d;5,j =1,...,k, dim(W;) = f; e dim(W_;) = fa.

e existe uma base ortonormal B=B;U...U B, Uy Uv_; de Vtal que:

oy € uma base de W, tal que
1
Thwly, = = B;.
f1xfy
oy_7 € uma base de W, tal que
—1
Mw ]y, = =B_;.

fz sz

J. Delgado - K. Frensel 323 Instituto de Matematica - UFF

7’
0%5[170
inean



4
0%5570 Operadores Normais
INEAT

o B; € uma base de Ker(p;(T)) tal que

R
[T|Ker(‘pj (T))]Bj = . =Aj,
j
Rdi 2d;x2d;

j _ [(cosB; —seno; . s
sendoRi_<Sen9]_ cos o, )’ =1,...,d,j=1,... k.
Ou segja,

Aq
[Tl = Ar

B

esta na forma canonica de Jordan real.

Veremos, agora, algumas propriedades importantes de um operador
normal.

Proposic ao 4.7
Seja T um operador normal sobre um espaco vetorial V sobre K (R ou C)

com produto interno. Entdo, (T(V))*+ = Ker(T).

Prova.
Suponhamos que w € (T(V))+, ou seja, (w,T(v)) = 0 paratodov € V.
Entdo, (T*(w),v) =0 paratodov € V. Logo, T*(w) = 0.

Como ||T(w)|| = ||T*(w)]|, temos que T(w) = 0, ou sejaw € Ker(T).
Suponhamos, agora, que w € Ker(T), ou seja, T(w) = 0.

Entdo, T*(w) =0e (T*(w),v) = (w, T(v)) =0, paratodo v € V.
Logo,w e (T(V))". m

Proposic ao 4.8

Se T & um operador normal e v um vetor tal que T%(v) = 0, entdo T(v) = 0.

Prova.
Como T(T(v)) = 0, temos que T(v) € T(V) N Ker(T). Logo, T(v) €
T(V)N(T(V))*- ={0}. Ou seja, T(v) =0. g
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Seja T um operador normal e f um polindmio com coeficientes no corpo

Proposic ao 4.9

de escalares. Entao, f(T) € um operador normal.

Prova.
Sejaf =ay+aix+ ...+ ax™ Entéo, f(T) = agl + 4T+ ... + a,T"
ef(Tyr=apl+ T +...+a (T

Como T*T = TT*, segue que f(T) e f(T)* comutam. g

Proposi¢c ao 4.10
Seja T um operador normal sobre um espaco V de dimenséo finita com

produto interno e sejam W;, ..., Wy as componentes primarias de V sob
T. Se W € um subespaco de V invariante por T, entao

k
W:EBWJWW

i=1

Prova.
k

Obviamente, > (W;NW) C W. Sejav € Wesejam:V — W a
i=1
projecdo ortogonal de V sobre W;, j =1,... k.
Como cada 7; € um polindmio em T e W é invariante por T, temos que
m(v) e WNW;, j=1,...,k. Além disso, como
I:7T]+...+7Tk,

temos que v = 1 (v) + ... + (V).

Logo,ve > W;nW,ouseja, WC ) W;nW.

j=1 j=1

n k
Assim, W = Y W; N W, ou melhor ainda, W = @W; n W, pois os

= =1

subespagos W;NW, j =1,... k, sao linearmente independentes. g

Teorema 4.5
Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita com produto interno e

seja T um operador normal sobre V.
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Se

p=(x—a)’+b%abeR, b#£0,
€ o polindmio minimal de T, entdo T é invertivel e T* = (a? + b?)T~.
Prova.

Pelo teorema 4.3, temos que V = Ker(p(T)), p. =p", onde 2r =dim(V) e
V possui uma base ortonormal B tal que

a —b

b a 2rx2r

Entdo, det[T]z = (a? + b?)" # 0. Logo, T & invertivel.

Como
a b
—b a
a b
M5 = [Tl = g ¢ ,
a b
_b a 2rx2r
temos que
a4+ b?
(MTT*]p = .
a? + b?

2rx2r

ou seja, TT* = (a? + b?)L. Logo, T* = (a* + b)) T ". g

Teorema 4.6
Seja T um operador normal sobre um espaco V de dimensao finita com

produto interno.

Entdo, qualquer operador linear que comuta com T, também comuta com
T*. Além disso, todo subespaco T—invariante & também T*—invariante.

Prova.
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Suponhamos que U é um operador linear que comuta com T.
SejaV=W;&...H» W, adecomposicao primaria de V com respeitoa T,
e sejam; : V — Wj a projecao ortogonal de V sobre Wj, j =1,... k.
Como T comuta com U e 7r; € um polindmio em T, temos que 7; e U
comutam,j =1,... k.
Assim, sev € W;,
U(v) = U(m(v)) = m(U(v)),
ou seja, U(v) € W;. Logo, W; é invariante por U, j =1,... k.
Sejam U; = Ulw, € Tj = Tl
Se W; = Ker(T — ¢;1), entdo T; = ¢;1. Logo, U; comuta com T = 1.
Se V é real e W; = Ker(p;(T)), onde p; = (x — a;)*+ b7, b; > 0, temos que
p; € o polindmio minimal de T;. Logo, pelo teorema anterior,
T = (a? + b2 )
Como TjU; = U;T;, temos que U;T,”" = T;'U;. Entéo, U; comuta com T
Temos, também, que T* comuta com 71, pois 7; € um polinémio em T e
TT* = T*T. Logo, W; & invariante por T* e T = T*|w, .
Assim, sev € W;,
Ut (v) = WTs(v) = T U;(v) = T (U(v)) = T*U(v),
pois U(v) € W;.
ComoV =W;d...8 W, temos que UT*(v) = T*U(v) paratodo v € V,
poissev=vi+...+v,v;eW;j=1, ...k entédo
UT*(v) = UT*(vi+...+wv)=UT*(vq)+...+UT*(vy)
= T*U(vq)+ ...+ T*U(vi) = T*U(vi + ... + W)
= T*U(v).
Logo, U comuta com T*.

Seja, agora, W um subespacgo de V invariante por T e seja Z; = WN'W;,
i=1,...,k.
Pela proposicao 4.10, W =271 & ... & Z;.

Como W e W; sdo invariantes por T, temos que Z; = W N'W, é invariante
por T e, portanto, por T; = Ty .
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Vamos, agora, mostrar que Z; & também invariante por T,

Se T; = g1, temos que Z; é invariante por T, pois T = G
Se néo for o caso, sabemos que T; é invertivel e T;(Z;) C Z;.
Logo, T;(Z;) = Z;. Entdo, T, '(Z;) = Z;.
Como T = (af + b{)T, ", temos que T;(Z;) = Z;.
Sew e W, existemw; € Z;,j =1,...,k, taisque w = wy+...+wy. Logo,
T*w) = T*wi+...+wi) =T (wi) +...+ T (wy)
= Tiw)+...+T" W) €Z1®...0Z =W

Assim, T*(W) C W. g

Observag a0 4.11
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e T um

operador normal sobre V.

Ja sabemos que se T(W) c W, entao T*(W) C W, pelo teorema anterior,
e T*(W+) c W+, pela proposicdo 4.4. Logo, T(W*) € W+, pois T(W) =
(T)* (W) ¢ W, ja que T*(W+) ¢ W, Ou seja, se W é invariante por
T, entdo W € invariante por T* e W+ & invariante por T e T*.

Observag a0 4.12

SeT:V — Vénormal e TW) C W, entdo (Tlw)* = (T*)|w e Tlw €
normal.

De fato, como

(v, T'w) = (T(v),w) = (Tlw(v),w) = (v, (TIw)*(w)),

para quaisquer v,w € W, e T*(w) € W, temos que T*(w) = (T|w)*(w), ja
que
(T*(w) = (Tlw)* (W), T* — (TIw)*(w)) =0.

Logo, T*lw = (Tlw)* e (TIw)(TIw)* = (TIw)*(Tlw) .

Com base nas observacdes acima, podemos demonstrar a seguinte

versao mais forte do teorema da decomposicao ciclica para operadores
normais.
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Teorema 4.7
Seja T um operador linear normal sobre um espaco V de dimensao finita

com produto interno. Entao existem r vetores nao-nulos vy,...,v,, com
respectivos T—anuladores py,...,p., tais que:

@V=Zv,T)@...® Z(v,, T).
() prrilp k=1,...,r—1.
(©) Z(vi,T) L Z(v;,T), sei#j.

Além do mais, o nimero r e os T—anuladores ps, ..., p, sao determinados
de modo Unico pelas condicdes (a) e (b) e pelo fato de que nenhum vy é
nulo.

Prova.
Vamos provar o resultado por inducao sobre a dimensao do espaco V.

Sedim(V)=1,V=Z(v,T), paratodov € V—{0}.

Suponhamos que o teorema é valido para todo operador normal sobre um
espaco de dimensao menor ou igualan — 1.

Seja V um espaco de dimensao n e T um operador normal sobre V.

Pelo Teorema da Decomposicao Ciclica, existem r vetores wy, ..., w, nao-
nulos tais que

V=Zw, T)®...®Z(w,T),
tais que qj; divide q;, paratodoj =1,...,v— 1, onde q; € o T—anulador
de W]'.
Seja W = Z(w;,T). Entdo, dim(W) > 1, W é T—invariante, e q; € 0
polindmio minimal de T. Além disso, W+ é T—invariantee V =W @ W+,

Logo, T|y. € normal e dim(W+) <n —1.

Pela hip6tese de indugéo, existem s vetores ndo-nulos uy, ..., u, em W+
tais que
WL - Z(U],T‘W) b...D Z(usa T’W) ’

tais que Z(ui, Tlw) L Z(uw;, Tlw), sei #je fig divide fi, i=1,...,s—1,

onde f; & o Tjyw—anulador de u;.

Como Z(uy, Tlw) = Z(uy, T),i=1,...,s, temos que
WEt=Z(u,T)®...® Z(u,,T).
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Além disso, como f; & o polinbmio minimal de T|., temos que f; divide
P1.

Logo, V = WaW!t = Z(wy, T)@Z(wy, T)®.. . BZ(us, T)epy | f1|f2] ... |fs
Ou seja

V=Zw,T)aZ(u, T)&...®Z(us, T),
€ uma decomposicédo ciclica ortogonal que satisfaz (b), w; # 0 e u; # 0,
j=1,...s.

Logo,s=1—1. g

Observag a0 4.13
Pode nao existir uma base B ortonormal tal que [T] esta na forma canénica

racional.

Com efeito, considere o operador T : R> — R? dado por T(X) = AX,

(10
ondeA_<O 2).

Como A' = A, T é auto-adjunto e, portanto, normal.

Além disso, pm = pe = (x — 1)(x — 2) = x* — 3x + 2. Logo, T possui um
vetor ciclico.

Tomev=-e;+e,=(1,1). Entao, T(v) = e; + 2e, = (1,2).

Logo, V =Z(v,T).

Suponha que existe uma base B ortonormal tal que

g &2
me-(© %),

Entao, existe w € V — {0} tal que B = {w, T(w)}.
Suponha que w = ae; + be,, com a? + b? = 1.
Assim, T(w) = aT(e;) + bT(e2) = ae; + 2bey, com a? 4+ 4b% = 1, e

(W, T(w)) = a? +2b%? = 0. Logo, a = b = 0, 0 que é uma contradigao, ja
que w # 0.

Defini¢ &0 4.2
Um operador T sobre um espaco vetorial V de dimensao finita com pro-

duto interno é dito:
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e ndo-negativose T* =T e (T(v),v) > 0, paratodov € V;

e positivo se T* =T e (T(v),v) > 0 paratodov € V —{0}.

Proposi¢c ao 4.11
Seja T um operador normal sobre um espaco vetorial V de dimenséao fi-

nita com produto interno sobre K (R ou C). Entdo T é ndo-negativo (ou
positivo) se, e somente se, todas as raizes do seu polindmio caracteristico
sSa0 numeros reais nao-negativos (resp. positivos).

Prova.
Se T é ndo-negativo (ou positivo), todas as raizes de p. séo reais pela

proposicao 4.6, pois T € auto-adjunto. Assim, todas as raizes de p. sao
autovalores de T.

Entao, se A € uma raiz de p., existe v € V — {0} tal que T(v) = Av. Logo,
Av,v) = (T(v),v) > 0 (ou > 0).
Como (v,v) > 0, temos que A > 0 (ou > 0).

Suponhamos, agora, que todas as raizes de p. sdo niUmeros reais nao-
negativos (ou positivos). Entao, pela proposi¢ao 4.6, T é auto-adjunto e,

portanto, diagonalizavel. Seja B = {vq,...,v,} uma base ortonormal de
autovetores de T, com T(v;) = Apvi, Ay >0(ou>0),i=1,...,n.
Sejav € V —{0}. Entao existem ay,...,a, € K nao todos nulos, tais que

vV=aiVi+...+ aQyVn.
Logo,
(Tv),v) = (@Avi+ ...+ apAqvn, vy + ... + anvn)
= Maj+...+Aa >0 (ou>0).

Assim, T & nao-negativo (ou positivo). g

Ja observamos antes que podemos fazer uma analogia entre a operacao

de se tomar adjunto de um operador e a operacao de se tomar o con-
jugado de um numero complexo. Um nimero complexo z € real ou de
modulo 1 conforme z =z ou zz = 1. E um operador T é auto-adjunto ou
unitario conforme T =T* ou TT* = L.

Vamos, agora demonstrar dois teoremas que sao 0s analogos para
operadores destas duas afirmagcdes sobre nimeros complexos:
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(a) Todo nimero nao-negativo possui uma Unica raiz quadrada nao-
negativa.

(b) Todo niumero complexo pode ser expresso sob a forma z = ru,
onde r € ndo-negativo e [u| = 1, ou seja, u = e, para algum 6 € R, que &
a decomposicao polar para nUmeros complexos.

Teorema 4.8
Seja T um operador nao-negativo sobre um espaco vetorial V de dimensao

finita com produto interno. Entdo T possui uma Unica raiz quadrada nao-
negativa, ou seja, existe um, e somente um, operador N nao-negativo tal

que N2 =T.
Prova.
Exist éncia: Sejam Aq,..., A 0s autovalores distintos de T. Como T é

diagonalizavel, pois T é auto-adjunto, temos que:

e V=W, @...0W,, onde W, é o autoespaco de T correspondente ao
autovalor A, i=1,... k.

el =m+...+m,ondem : V— W, éaprojecéo ortogonal de V sobre
Wy,i=1,...,k
o T2 — gl — ¥ |8
emm; =0, sei#j.
o T =A\ymry + ... A\ (resolucao espectral de T).
Como A; >0,1i=1...,k, podemos considerar o operador

N = \/)\_1711 +...+\/7\_k7tk.
Como os escalares \/As, ..., /A sdo distintos e os operadores 7, i =
1,...,k, ndo-nulos, satisfazem as condi¢bes acima, temos que o operador
N é diagonalizavel e v/A1, . .., v/Ax S0 0s seus autovalores distintos.
Além disso, como 7t = 7y e A > 0,1 =1,...,k, temos que N é auto-

adjunto com todos os autovalores nao-negativos, ou seja N & um operador
nao-negativo tal que

N2 = (VAT + .+ VA (VAT V)

= }\17'[1—|-...—|-}\k7'[k:T,

Unicidade: Seja U um operador ndo-negativo tal que U? = T. Como
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U é auto-adjunto e todos os seus autovalores sdao nao-negativos, U é
diagonalizavel e

U=dym+...+ds,
onde d;,...,ds sdo os autovalores distintosde U e : V — W, € a

projecao ortogonal de V sobre W; autoespaco de U correspondente ao
autovalor di, i=1,...,s.

Como T =U?=dim +...+dim, df # df, parai #j, [ =m + ... + 7,
mm =0, parai #j, @ =1,i=1,...,s, temos que d3,...,d2 sdo os

autovalores distintos de T e (V) = v’\@ € 0 autoespaco de T associado

ads,i=1,...,s.
Logo, s =ke, paracadaj =1,...,k, existe r; € {1,...,k} tal que d)?:?\Tj
e T = TL,,.

Entdo, U = /A, 7, +...+ /Ay, =N. g

Teorema 4.9
Seja V um espaco de dimensao finita com produto interno e seja T um

operador linear arbitrario sobre V. Entao, existe um operador unitario U
sobre V e um operador nao-negativo N sobre V tais que T = UN.

O operador nao-negativo N € Unico.

Se T € invertivel, o operador unitario U também é Gnico.

Prova.

Suponhamos que T = UN, onde U & unitario e N é nao-negativo. Entao,
T = N*U* = NU*.

Assim, T*T = NU*UN = NIN = N2

Como T*T é nao-negativo, pois (T*T)* = T(T*)* = T*T e (T*T(v),v) =
(T(v),T(v)) > 0, paratodo v € V, temos que N é determinado de modo
Gnico como sendo a Unica raiz quadrada nao-negativa de T*T.

Entéo, para iniciarmos a demonstracao da existéncia de U e N, tomamos
N como sendo a Unica raiz quadrada nao negativa de T*T.

Se T é invertivel, entdo N também o €, porque, nesse caso, N € positivo,
ja que

J. Delgado - K. Frensel 333 Instituto de Matematica - UFF

7’
0%5[170
inean

Teorema da Decomposicao Polar




7/
E%i

557(1

neEat

Operadores Normais

(N(V),NW)) = (N?(v),v) = (T*T(v),v) = (T(v), T(v)) >0,
para todov € V —{0}.
Seja U = TN~'. Entédo, U* = (N7')*T* = (N*)~'T* = N~'T*. Logo,

uur = TNTINTIT = T(NT)2T* = T(N2) ' T
= T(T'T) " =TT YT 'T* =1,

ou seja, U & unitario.
Suponhamos, agora, que T nao é invertivel.
Definamos primeiro U sobre a imagem de N.
Seja v um vetor na imagem de N, digamos N(w) = v.
Definamos U(v) = T(w), porque queremos que UN(w) = T(w).

Precisamos verificar que U esta bem definido sobre a imagem de N, ou
seja, se N(w) = N(w’) entdo T(w) = T(w').

Verificamos acima que ||[N(u)|| = || T(u)|| para todo u € V. Assim, fazendo
u = w—w’, temos que ||[N(w—w’)|| = 0 se, e somente se, || T(w—w')|| = 0.
Portanto U esta bem definida sobre a imagem de N e € linear.

Vamos, agora, definir U sobre W+, onde W = N(V).
Como Ker(N) = Ker(T), temos que dim(N(V)) = dim(T(V)) e, portanto,
dim(N(V)+) =dim(T(V)1).
Logo, existe um isomorfismo U, : W+ — T(V)+ que preserva produto
interno.
Como V = W @& W, todo vetor v pode ser escrito de modo @nico sob a
formav = N(w) +u, onde N(w) € W e u € W', Definamos
U(v) =T(w) + Up(u) .
Entdo, U esta bem definida e € linear.
Além disso,
(UMW), UMW) = (T(w) + Uo(w), T(w) + Uo(w))
= (T(w), T(w)) + (Uo(u), Uo(u)),
pois T(w) € T(V) e Up(u) € T(V)*.

Logo,
(U(v),U(v)) = (N(w), N(w)) + (u,u) = (N(w) +u,N(w) +u) = (v,v),
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pois N(w) e Weuec W+,

Ent&o U € unitario e UN(w) = T(w), paratodow € V. g

Observag a0 4.14
Seja T = UN, onde U é unitario e N € nao-negativo. Temos que U e N
comutam se, e somente se, N & normal.
De fato, se T = UN = NU, entao
TT* = (NU)(NU)* = NUU*N* = NUU*N = NIN = N2 = T*T,

Reciprocamente, se TT* = T*T, temos que UN?U* = N?, pois
TT* = UNN*U* = UN2U*,

T*T = N*U*UN = N2.
Como UNU* é auto-adjunto e
(UNU*(v),v) = (N(U*(v)), U*(v)) = 0,
para todo v € V, temos que UNU* & ndo-negativo e
(UNU*)2 = (UNU*)(UNU*) = UNUAUNU* = UN INU* = UN2U* = N2,

Pela unicidade da raiz quadrada de um operador nao-negativo,
N = UNU* = UNU', ou seja, NU = UN.

Observag a0 4.15
Todo operador T pode ser escrito na forma T = N;U;, onde N; é nao-
negativo e U, € unitario.

De fato, pelo teorema anterior, T* = UN, onde U é unitario e N & nao-
negativo.

Logo,
T = (T*)* = N*U* = NU*,

onde N é nao-negativo e U* & unitario.
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5. Diagonaliza¢g ao simult anea de uma familia

comutativa de operadores normais

Defini¢ 80 5.1
Seja F uma familia de operadores lineares sobre um espac¢o V com pro-

duto interno sobre o corpo K (R ou C).

Uma funcdo r : 7 — K €& chamada uma raiz da familia F se existir um
vetor v € V —{0} tal que

paratodo T € F.

Para uma fungao arbitraria r : #/ — K indicaremos
V(r) ={axe V|T(«x) =7(T)(x), VTeF}

Observag &0 5.1
e V(r) € um subespaco de V, pois 0 € V(r) ese v,w € V(r) e A € K,
entao

T(Av+w) = AT(v)+T(w) =Ar(T)(v) +1(T)(w)
= r(MAv+w),

paratodo T € F.
e V(1) +# {0} se, e somente se, r € uma raiz de F.

e Todo vetor v ndo-nulo em V(r) € um autovetor paratodo T € F.

Teorema 5.1
Seja F uma familia comutativa de operadores normais diagonalizaveis
sobre um espaco V de dimensao finita com produto interno. Entdo F

possui apenas um numero finito de raizes. Se ry,...,T Sa0 as raizes
distintas de F, entao

(1) V(i) LV(r;),sei#j.
@QV=V(r)@®...eV(ry).
Prova.

Suponhamos que r e s sao raizes distintas de . Entdo existe um opera-
dor T em F tal que r(T) # s(T).
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Sejamv € V(r) — {0} ew € V(s) —{0}.

Como T(v) =r(T)(v), T(w) =s(T)(w) er(T) #£ s(T), temos que v e w sao
autovetores de T associados a autovalores distintos. Logo, (v,w) = 0, ou
seja, V(r) L V(s).

Como V tem dimensao finita, V(r) L V(s), se r # s, e dm(V(r)) > 1,
temos que F possui apenas um nimero finito rq, ..., 1, de raizes distintas.

Seja{Ty,..., T} uma base do subespaco de L(V, V) gerado por F.

e Paracadai=1,...,m, sejami,... ,n}q as projecoes que determinam
a resolucao espectral do operador identidade determinado por T;, ou seja

oV = WX% D... @WNM, onde )\} j=1,...,ki, sao os autovalores distintos
deT;,e W}j € 0 autoespaco de T; correspondente ao autovalor 7\]l

o rc} V— WA} € a projecao ortogonal de V sobre WA}, ) =, ... e
ol=mi+...+m, .

o T =N +... + AL .

ommy=0,sej#L.

o (n})zzﬂ?, i=1,...,ki.
As proje¢bes 7}, i = 1,...,m, j = 1,...,k;, comutam entre si, pois 7} &
um polinbmio em T; e os operadores Ty, ..., T,, comutam.
Como
k4 km
1
IZ(Z”j])"‘(ZT{rﬂ)’
el jm =1
temos que
v = Z 71;1---%}"“‘1(\1), ()
j1 ~»jm
paratodov € V.
Suponhamos que j,...,jm Sao indices tais que w = 7'[511 T (v) # 0.

Sejawi =] [ (v).
n#Ai

Entao, w = n}i (wy), pois as projecdes comutam.
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Logo, w € um autovetor de T; associado ao autovalor Mv ou seja,

Ti(w) = Al w.

Seja T € 7. Entéo existem escalares by,..., by taisque T=) b;T;.

i=1

Assim,
T(w) =) biTi(w) = (Z bJ‘;) (w).
i=1 i=1
Logo, r: F — K, definida por

r(T) = i bl
i=1

€ umaraiz de F.
Entdo, r =, paraalgumt e {1,...,k},ew € V(ry) — {0}
Provamos, assim, que todo termo ndo-nulo de (I) pertence a um dos

subespacos V(ry),...,V(ry). Logo, V = V(ry) & ... ® V(ry), pois 0s
subespagos sao ortogonais, logo, LI. g

Observag &0 5.2
Seja P; : V — V(r5), j = 1,...,k, a projecdo ortogonal sobre V(r;).
Entdo, P;P; = O, se i #j,

I =g . P

e todo T € F pode ser escrito na forma

k
V=" "5lI.Rs ()
j=1

Defini¢c 40 5.2
A familia de projecbes ortogonais {Ps, ..., Py} € denominada a resolucao

espectral do operador identidade determinada por F e, (xx) é a resolucao
espectral de T em termos desta familia.

Corol ario 5.1

Se F € uma familia comutativa de operadores normais diagonalizaveis so-
bre um espaco V de dimensao finita, entdo V possui uma base ortonormal
B tal que [T]z € diagonal paratodo T € F.
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Prova.

Seja B; uma base ortonormal de V(r;),i=1,...,k. Entao B = B1U...UBx
€ uma base ortonormal de V de autovetores de T, paratodo T € F, pois
todos os vetores de V(r;), 1 = 1,...,k, sdo autovetores de T, para todo
Te F. ]

Defini¢c 80 5.3

Uma algebra auto-adjunta de operadores sobre um espaco vetorial V com

produto interno € uma sub-algebra de £(V,V) que contém o adjunto de
cada um de seus elementos.

Observag a0 5.3
A intersecdo de uma colecdo qualquer de algebras auto-adjuntas € uma

algebra auto-adjunta.

Definic a0 5.4
Se F € uma familia de operadores lineares sobre um espaco de dimensao

finita com produto interno, a algebra auto-adjunta gerada por F € a menor
algebra auto-adjunta que contém F.

Teorema 5.2

Seja F uma familia comutativa de operadores normais diagonalizaveis
sobre um espac¢o V de dimensdao finita com produto interno e seja A
a algebra auto-adjunta gerada por F e I (o operador identidade). Seja
{P4,..., Py} aresolucéo do operador identidade definida por 7. Entdo A é
0 conjunto de todos os operadores sobre V da forma

k
T= Z C]'Pj 5 (l)
j=1

onde cy,...,cy Sao escalares arbitrarios.

Prova.
Seja C o conjunto de todos os operadores sobre V da forma (). Entao
C contém o operador identidade e o adjunto

k
T* - ZC_]'P]',
j=1

J. Delgado - K. Frensel 339 Instituto de Matematica - UFF

7’
0%5570
inean



7/
55'1(1 . . U A . . .
A Diagonaliza¢ &o simult &nea de uma familia comutativa de operadores normais
InEQT

de cada um de seus elementos.

k k
Sel= Z ciPjell = Z d;P;, entdo, para A escalar,

=1 =1

k
AT+u=) (Acj+d))P;,

j=1

k k
TU = Z deinPi = Z dejpj =UT.

i,j=1 j=1

Assim, C € uma algebra comutativa auto-adjunta que contém F e o ope-
rador identidade. Logo, A C C.

Sejam rq,..., 1 as raizes distintas de F. Entao, para cada par de indices
(i,m), com i # n, existe um operador T;,, € F tal que 1i{(Tin) # Tn(Tin).
Sejam ain = Ti(Tin) — Tn(Tin) € bin = Tn(Tin).

Entdo, o operador linear

Qi=] ] am (Tin—binl) € A.
n#i

Vamos mostrar que Q; =Py, i=1,... k.
Sejaj #ieve V(r;). Entao
TVl Tj(Ti')(V) = ;%
ou seja, (T — by;I)(v) = 0. Como todos os fatores de Q; comutam, temos
que Q;i(v) =0.
Logo, Qi(v) = Pi(v), paratodo v € V(1;), j # i.
Seja, agora, v € V(r;). Entao, Tin(v) = ri(Tin) (v) €

0 (Tn — binD)(v) = ag) (ri(Tin) — bin) (v)
el ()% Tl ) = v

Assim, Qi(v) =v =Pi(v) paratodov € V(r;). Logo, Q; =P;,i=1,... k.

Entao, C C A. ]

Observag do0 5.4
O teorema mostra que a algebra A é comutativa e que cada elemento de

A & um operador normal diagonalizavel.
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De fato, se B; € uma base ortonormal de V(r;),i = 1,...,k, entdo B =
By U ...U By, € uma base ortonormal de V tal que [T]s € diagonal para

k
todo T € A, poisse T = Zc,-Pj, entdo T(v) = c;v para todo v € V(rj),

j=1

j=1,...,k jaque Piv) =0,sei#j, eP;v)=v.

6. Formas

Defini¢ 80 6.1

Uma forma (sesquilinear) sobre um espaco vetorial V sobre o corpo K (R
ou C) éuma funcao f: V x V — K tal que:

o f(Av+ v/, w) = Af(v,w) + f(v/,w);

o f(v,Aw +w') = Af(v,w) + f(v,w');

guaisquer que sejamv,w, v/, w' € Ve A € K.

Assim, f € uma funcao linear com respeito a primeira variavel, e linear-
conjugada com respeito a segunda variavel.

Observag a0 6.1

e Se K =R, f é bilinear, ou seja, f € linear com respeito as duas variaveis.
e Se K = C, temos que f € bilinear se, e somente se, f = O. De fato, se
f & bilinear, f(v,iw) = —if(v,w) e f(v,iw) = if(v,w). Logo, 2if(v,w) =0,
ou seja, f(v,w) = 0.

Observag 80 6.2
O conjunto das formas sobre V &€ um subespaco vetorial do espaco de

todas as fungdes de V x V em K.

Teorema 6.1

Seja V um espaco vetorial de dimenséao finita com produto interno e f uma

forma sobre V. Entao existe um Unico operador linear T; sobre V tal que
flv,w) = (T¢(v),w),

para todos v,w € V. Além disso, a aplicagao f — T; & um isomorfismo

do espaco das formas em L(V, V).
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Prova.
Seja w € V fixo. Como v —— f(v,w) & um funcional linear sobre V,

existe um Unico vetor w’ € V tal que f(v,w) = (v,w’) paratodov € V.
Definimos a funcdo L: V — V, colocando L(w) =w’.

O operador L € linear, pois se wi,w, € Ve A € K,

WV, LAW; +w2)) = f(v,Awq +wy) = Af(v, wq) + f(v, w3)

= A{v,Lw1)) + (v, L(wy))

= (v, AL(w1) + L(wy))
paratodov € V.
Seja Ty = L*. Entao,

f(v,w) = (v,L(w)) = (L*(v),w) = (T¢(v),w),
para todos v,w € V.
Suponhamos que existe um outro operador T’ tal que
flv,w) = (T'(v),w)

para todos v, w € V. Entao,

(Te(v),w) =(T'(v),w),
ou seja,

(Te(v) — T/ (v),w) =0,
para todos v,w € V. Logo, T'(v) = T¢(v) paratodo v € V.
Vamos, agora, provar que a funcao f — T; € um isomorfismo linear.
Sejam f e g formas sobre V e A € K.

Entao,
(Af + g)(v,w) = (Tarsg(v), W),

(Af+g)v,w) = Af(v,w) + g(v,w) = A(T(v), w) + (Tg(v), w)
— <)\Tf(\)) 2 Tg(V),W> )

para todos v,w € V. Logo, Tysrg = AT¢ + Ty

Além disso, se T € L(V,V),
flv,w) = (T(v),w)

€ uma forma sobre V tal que T; = T. Logo, a aplicacao linear f — T; é
sobrejetora.
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Temos, também, que f = O se, e somente se, (T¢(v),w) = 0, para todos
v,w € V. Logo, f = O se, e somente se, T; = O.

Assim, a aplicagéo f — T¢ & um isomorfismo linear. g

Observag a0 6.3

Sabemos que a funcao

K s K K
(A,B) — Tr(AB*)

define um produto interno sobre K™, e que, se 5 € uma base ortonormal
deV,
LV,V) — Kvn
T — [T]B
€ um isomorfismo linear. Entao,
(TLUW) =Tr([Tlg[Ulz) = Tr ([T U]s),
€ um produto interno sobre £(V,V), que independe da base ortonormal
B, pois se B’ & outra base ortonormal de V, existe P € K™ ™ unitaria tal
que [Tz = P '[T]zP paratodo T € £(V, V). Logo,
T(TUs) = Tr([Ts [Ulg) =Tr (P~ [Tl PP* U} (P)*)
= Tr(P'[TUgP) =Tr ([TUp),
jaque Pr =P
Assim, como f —— T; & um isomorfismo do espaco das formas sobre
L(V,V), temos que
<f) 9> =Tr (TfT;) y
€ um produto interno sobre o espacgo das formas sobre V.

Além disso, se B é uma base ortonormal de V, entdo Ay = (T¢(v;), ;) €
Bij = (Tg(vj),vi), onde A = [Tf]B eB = [Tg]lg.

Logo,

(f,g) = Tr(TT;)=Tr(AB") = > AyBy

n n

= D (Telvy),vi) (Tovy),vi) = Y F(vy,ve) glvy, v)

ij=1 =1
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Defini¢c a0 6.2

Sejam f uma forma sobre V e B uma base de V. A matriz A com entradas
Ay = vy, i)

€ denominada a matriz de f em relacao a base ordenada 5.

Observag @o 6.4
Se B € uma base ortogonal, [T¢lz = A, mas para uma base qualquer, isso

nem sempre € verdade.

Observag o 6.5

Se A é a matriz de f em relacéo a base B = {vy,...,v,}, entdo

flv,w) = f( kakaZUjVj) = Z xif(vi, v5) Uy
j=1

=1 k,j=1

=) WA = YIAXENAXES

n
j, k=1

onde X = [vlg, Y = [wlz € (-, ) € o produto interno candnico de K™,

Observacg a0 6.6

Se B’ ={v},...,v.} éoutra base de V e
n
V/:ZPijVi,i,j :],...,TL.
=

entdo a matriz A’ de f na base B’ € dada por A’ = P*AP.

De fato,
n n
Aj/k =— f(VlQ)V]-,) =f (Z Psk\)s, Z Prjvr>
k=1 =
= Z PskP_rjf(VS)Vr) = Z P_'rjA'rsPsk
s,r=1 s,r=1
="(BZAP); M .k = 1 e
Teorema 6.2

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial complexo V de di-

mensao finita com produto interno. Entdo V possui uma base ortonormal
B tal que [T]z € triangular superior.
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Prova.
Vamos provar o resultado por inducao sobre a dimensao n de V.

Se n =1, ndo ha nada a provar. Suponhamos que o resultado seja valido
para operadores sobre espacos de dimensado menor ou igualan — 1.

Seja T :V — V um operador linear, onde dim(V) = n.

Como V é complexo, o operador T* possui um autovetor v ndo-nulo. Seja
W o subespaco de dimensao 1 gerado por v. Como T*(W) C W temos,

pela proposicéo 4.4, que T(W+) c W+, ou seja, W+ é T—invariante.

Entdo, pela hipbtese de inducdo, dim(W+) =n — 1, W possui uma base
B’ ={v,,...,v,} ortonormal tal que [T|y.]5’ € triangular superior.

Logo, B = {vy,...,v,} € uma base ortonormal de V tal que [T]z € triangular

110
[T]B:<OA>>

superior, pois

onde A = [Tyl . m

Corol ario 6.1
Seja f uma forma sobre um espaco vetorial complexo V de dimensao finita

com produto interno. Entdo, V possui uma base ortonormal B tal que a
matriz de f em relacédo a base B é triangular superior.

Prova.
Seja T € L(V,V) tal que f(v,w) = (T(v),w) parav,w € V.

Pelo teorema anterior, existe uma base B ortonormal tal que [T]z € trian-
gular superior. Mas, como B é ortonormal, [T]z & a matriz A da forma f
em relacdo a base B.

Logo, A é triangular superior. g

Defini¢ &0 6.3
Seja V um espaco vetorial real ou complexo. Uma forma f sobre V é dita

hermitiana se

f(v,w) = f(w,v),

para todos v,w € V.
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Observacg 80 6.7

Se T &€ um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensao finita
com produto interno e f &€ a forma
flv,w) = (T(v),w),
entdo, f &€ hermitiana se, e somente se, T € auto-adjunto.
De fato,
flv,w) = f(w,v) <= (T(v),w) = (T(w),v) = v, T(W)),

para todos v,w € V. Logo, T* =T.

Observacg a0 6.8

Se f € hermitiana, entdo f(v,v) € R paratodov € V.

Teorema 6.3
Seja V um espaco vetorial complexo e seja f uma forma sobre V tal que

f(v,v) € R paratodo v € V. Entao, f &€ hermitiana.

Prova.
Sejamv,w € V. Como
fv+w,v+w)="~(v,v) +f(v,w) + f(w,v) + f(w,w)

fv+iw, v +iw) = f(v,v) + if(w,v) — if(v,w) + f(w,w),
temos que
flv,w)+f(w,v)eR e if(w,v)—if(v,w) eR,
pois f(v+w,v+w), f(v,v), f(w,w) e f(v+iw,v+iw) sao, por hipotese,
ndmeros reais.

Entao,

f(v,w) + f(w,v) = f(v,w) + f(w,v)

if(w,v) —if(v,w) = —if(w,v) +if(v,w).
Multiplicando a segunda identidade por i, obtemos que

flv,w) + flw,v) = f(v,w) + f(w,v)
—f(w,v) + f(v,w) = f(w,v) — f(v,w).

Logo, 2f(v,w) = 2f(w,v), ou seja, f(v,w) =f(w,v). g
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Corol ario 6.2
Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial complexo V de di-

mensao finita com produto interno.

Entdo, T é auto-adjunto se, e somente se, (T(v),v) € R, paratodov € V.

Teorema 6.4
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e seja
f uma forma hermitiana sobre V. Entdo V possui uma base ortonormal 5

em relacéo a qual f é representada por uma matriz diagonal com entradas
reais.

Prova.
Seja T o operador linear tal que f(v,w) = (T(v), w) para todos v,w € V.
Como f & hermitiana, T € um operador auto-adjunto.

Entao, pelo teorema 4.1, V possui uma base ortonormal B = {vy,...,v.}
formada por autovetores de T.

Seja T(vi) = ¢yvi, i =1,...,n. Como T é auto-adjunto, seus autovalores
ci, i=1,...,n, sdo todos reais.
Logo,

Ay =filviivi) =T (ylival= c;o5
onde A é a matriz de f com respeito a base B.

Assim, A é diagonal com entradas reais. g

Observag 80 6.9

Nas condicbes acima,

f(\),W) =Y*AX = Z mAkj Xj = Z Cj ij_j,
j=1

j,k=1

fv,v) = ¢l
j=1

onde X = [vlgeY = w]z.
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7. Formas Positivas

Definic 4o 7.1

Uma forma f sobre um espaco vetorial V real ou complexo € dita

e nao-negativa, se f & hermitiana e f(v,v) > 0, paratodov € V.

e positiva, se f € hermitiana e f(v,v) > 0, para todo v € V — {0}.

Observag¢ @0 7.1

Uma forma positiva sobre V &€ um produto interno sobre V.

Observag a0 7.2
Seja f uma forma sobre o espaco V de dimenséao finita. Seja B = {vy,...,v.}
uma base de V e seja A a matriz de f em relacdo a base B, ou seja,
A= f(vilsvs T
Sev=x1vi +...,XnVn, €NtA0
flv,v) = i A XX = X*AX.,
k,j=1

n
Assim, f é ndo-negativa se, e somente se, A = A* e ) AyxjXi > 0,
j k=1

para todo (x1,...,x,) € K™

De fato, f &€ hermitiana se, e so se, f(v,w) = f(w,v) paratodo v,w € V, ou

seja, se, e so se, (AX,Y). = (AY,X). = (X,AY), paratodos X, Y € K™,

onde (-, -). € o produto interno candnico de K™*'.
Logo, f € hermitiana se, e sb se, A = A*.

E f € positiva se, e sb se, A = A* e

Z A X > 087 (%1, . 5%, Xnaeik™ — {0},

j k=1
ou seja, se, e sb se, g(X,Y) = Y*AX & um produto interno sobre K™,

Mas, para K = C, temos que:

o f & ndo-negativa <> Z Ay X; Xy > 0 para todo (x1,...,x,) € C™
j,k
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e f € positiva < Z Ay x; X, > 0 para todo (x1,...,x,) € C*—{0}.
jk
De fato, pelo teorema 6.3, se ) Ay x; % € R paratodo (x1,...,xy) € C",
jk
entao f & hermitiana.

Teorema 7.1
Seja A uma matriz n x n sobre K (R ou C). A funcao g definida por

g(X,Y) = Y*AX

€ uma forma positiva sobre K™ se, e so se, existe uma matriz P ¢ K™
invertivel, tal que A = P*P.

Prova.

Suponhamos que A = P*P, sendo P invertivel.

Como A* = A, temos que g & hermitiana. Além disso,
g(X,X) = X*AX = X*P*PX = (PX)*PX > 0,

para todo X € K™ — {0}, ja que PX =0 se, e sO se, X = 0.

Suponhamos, agora, que g € uma forma positiva sobre K™, ou seja, g €
um produto interno sobre K™,

Entdo, K™™' possui uma base {vi,...,v,} ortonormal em relacdo ao pro-
duto interno g.

Seja Q a matriz n x n cuja j—ésima coluna é v;, Como B & uma base
ortonormal, temos que

d5k = g(vj, Vi) = ViAY;,
ou seja, Q*AQ = I. Além disso, Q é invertivel, pois B € uma base de
K™,
Fazendo P = Q ', temos que A = (Q*)'Q " = (Q ")*Q ' = P*P, sendo
P invertivel. g

Observag d0 7.3

Se g € positiva, entdo det(A) > 0, pois

det(A) = det(P*P) = det(P*) det(P) = det(P) det(P) = |det(P)|> > 0.

A condicdo de que det(A) > 0 € necessaria, mas nao suficiente, como
veremos abaixo.
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Defini¢c 4o 7.2

Seja A uma matriz n x n sobre o corpo K. Os menores principais de A

sao os escalares
A oo A
Ay(A)=det| : .. , k=1...,n.
Akl Akk

Lema 7.1
Seja A uma matriz n x n invertivel sobre um corpo K. As seguintes

afirmag0des sao equivalentes:

(a) Existe uma matriz triangular superior P, com P = 1,1 < k < n, tal
que a matriz B = AP é triangular inferior.

(b) Os menores principais de A sao todos diferentes de zero.

Prova.
(b)==(a) Seja P € K™ e facamos B = AP. Entao,

Bik:ZAerrk, jak = 1. i
=1

Se P é triangular superior, ou seja, P, =0, se r > k, € Py = 1, para todo
k=1,...,n, entao

k—1

> AnPy +AR=B;, sek>2.

=1
Assim, B sera triangular inferior se, e so se, B;x =0, j < k, ou seja, se, e
sO se,

k—1
Y ApPre=-Az, 1<j<k-1 e 2<k<n. )
r=1

Entao, a afirmacao (a) do lema é equivalente a afirmacéo de que existem
escalares Py, 1 < r < kel < k < n, que satisfazem (x) € Py = 1,
1<k <n.

Para cada 2 < k < n, (x) € um sistema de k — 1 equacoes lineares nas

incognitas Py y, ..., Px_1k. A matriz dos coeficientes do sistema é
An 0 Atk
A1t o Akt
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cujo determinante € o menor principal Ay_1(A).

Como Ay 1(A) # 0, para todo 2 < k < n + 1, 0s sistemas possuem
solugdes Unicas. Mostramos, assim, que (b)=—(a) e que a matriz P é
Gnica.

(a)==(b) Suponhamos que B = AP, onde P é triangular superior, com
Pie=1,k=1,...,n, e B étriangular inferior.

Afirmac ao: Ax(A) =Ax(B) =By1...B, k=1,... n.

Sejam A;,...,A,, e By,...,B,, as colunas de A e B, respectivamente.
Entéo, Bi=A;e

r—1

B,=) PpAj+A,2<r<n (1)
j=1
Seja k € {1,...,n}fixo. Entdo, por (I), a r—ésima coluna da matriz
By -+ Bu
B -+ Bk

€ obtida, adicionando-se a r—ésima coluna da matriz
2071
At - A
uma combinacao linear de suas outras colunas. Entao, A (A) = Ay(B).

Como A e P sdo invertiveis, temos que B € invertivel e, portanto, A,(B) =
Bi1...Bun #0.

LOgO, Ak(A) :Ak(B) :Bn...Bkk?éO,k:],...,Tl. ]

Teorema 7.2
Seja f uma forma sobre um espaco vetorial V de dimensao finita e seja A

a matriz de f em relagdo a uma base B de V.

Entao, f é positiva se, e so se, A* = A e A (A) >0paratodok =1,...,n.
Prova.

e Suponhamos que A = A* e A (A) > 0,k = 1,...,n. Pelo lema an-
terior, existe uma (Unica) matriz P, com P, = 1, k = 1,...,n, triangular

superior tal que B = AP & triangular inferior.
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Logo, P* é triangular inferior e, portanto, P*B = P*AP também é triangular

inferior.

Como A é auto-adjunta, a matriz D = P*AP é auto-adjunta.

Logo, D = P*B = P*AP é diagonal, pois D é triangular e auto-adjunta.
Além disso, A (D) = A (P*B) = Ax(B), k=1,...,n.

De fato, se B',...,B™ e D',..., D™ séo as linhas de B e D, respectiva-

mente, entdo D' =B' e

r—1
D'=) PyB+B", r=2,...,n.
j=1

Assim, a r—ésima linha da matriz

Dy -+ D
Dy -+ D
€ obtida, adicionando-se a r—ésima linha da matriz
Big - - b
Bk1 e Bkk

uma combinacao linear de suas outras linhas.
Logo, Ay (D) = Ax(B), k=1,...,n.

Como Ay(B) = Ay (A) >0,k=1,...,ne D édiagonal, temos que
Ax(Dy =D 1%, D2 100 = 1 . . s

Logo, Dyx > 0, paratodok =1,...,n.
SejaB ={vq,...,va.

Como A é a matriz de f com respeito a base B, entdo, D = P*AP é a
matriz de f com respeito a base B’ = {v;,...,v/}, onde

n
/ §
\)]- = Pijvi g
i=1

Logo,

f(v,v) =X*DX =Y Dudxl* >0,

k=1

onde X = [v]z: € K™™' —{0}. Ou seja, f € uma forma positiva.
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e Suponhamos, agora, que f € uma forma positiva.

Seja B ={vy,...,v,} umabase de V e seja A a matriz de f na base 5. Ja
sabemos que A* = A.

Para cada k = 1,...,n, seja Vi 0 subespaco de V gerado pelos vetores
Vi,..., vk € seja fi aforma fly, «v, .
Como fy € positiva e, em relacdo a base {vy, ..., vy} de V, fi € represen-

tada pela matriz

An o A
At - A
temos que Ay(A) = det(Ayx) > 0, k = 1,...,n, pois ja provamos, ante-

riormente, que se uma forma é positiva, o determinante de qualquer matriz
que a represente € positivo. g

Observag &0 7.4

Sejaf:V xV — K (R ou C) uma forma. Ja provamos que:

ese K=C, fépositiva == A=A*e X*AX >0, ¥VXeC™ -0 =
X*AX >0, ¥XeC™' -0

ese K =R, f & positiva &= A = Ate X!tAX >0, VXeR™ —{0}.

A hip6tese de que A = A' no caso real &€ necessaria, pois uma matriz real
que satisfaz X*AX > 0, ¥ X € R™'—{0} ndo & necessariamente simétrica.

Exemplo 7.1
Seja f : R#*1 — R**! a forma definida por f(X,Y) = (AX,Y), onde

1=
= ()
Entdo, para todo X = Cj) e R>! — {0}, temos

%) = xeax=ce( 5 1) (5) =t (534

= X2+ 2yx —2xy+y*=x>+y>>0.

Mas A" # A.
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Observag @0 7.5

Um fato verdadeiro é que, se A € R™", entao:
A=Ate X'AX >0,VX e R —{0} & X*AX >0,V¥X c C™' —{0}.
Com efeito:

o XAX>0,VXeC™ {0} = A=A*"=A' e
XtAX >0, VX € R~ —{0}.

o (X+IYPAX+1Y) = (XE—1YHA(X +1Y)
= X*AX + YIAY +iX'AY — iY'AX
= X'AX + Y'AY + i(X'AY — Y'AX)
= X'AX + Y'AY >0, se X+iY #£0, X,Y € R
pois YIAX = Y!A'X = (X*AY)t = X*AY.
Logo, umaformaf:VxV — K (R ou C) é positiva se, e s6 se, X*AX > 0,

para todo X € C™' — {0}, onde A é a matriz de f com respeito a alguma
base de V.

Observag @o 7.6
Seja f uma forma positiva sobre um espaco V de dimenséo finita com pro-

duto interno e seja T o Unico operador sobre V tal que f(v,w) = (T(v), w)
para todos v,w € W.

Entao, f € uma forma positiva se, e s6 se, T € um operador positivo, ou
seja, T=T*e (T(v),v) >0 paratodov € V.

Existe, portanto, uma correspondéncia biunivoca entre os operadores po-
sitivos e as formas positivas.

8. Resumo sobre matrizes positivas

e Se A € C™™, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) ) AgxX >0, vXeC™' —{0}

j, k=1

(2) [X,Y] = Y*AX & um produto interno sobre C™1,
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(3) Em relagdo ao produto interno canénico (X,Y) = Y*X de C™,
o operador X — AX sobre C™! & positivo.

(4) Existe uma matriz P € C™™ invertivel tal que A = P*P.
(5) A = A* e 0s menores principais de A sao positivos.

e Se A € R™™, as afirmac¢des acima também sdo equivalentes as seguin-
tes:

(6) A =Ate X!tAX >0, YX e R™! —{0}.

(7) (X,Y) = X*AY & um produto interno sobre R™'.

(8) Em relagédo ao produto interno candnico (X,Y) = YX de R™/,
o operador X — AX sobre R™' & positivo.

(9) Existe uma matriz P € R™™ invertivel tal que A = P*'P.

Exemplo 8.1
Aforma f: C3 x C> — C definida por

f((z1,22,23), (W1, W2, W3) ) = z1 Wy — izo W7 + iz1 W3 + 22, W, + 2z3w33,
€ positiva.
De fato, se B = {e;, e,, e3} € a base candnica de C3, a matriz A de f em
relacdo a B tem entradas:

An=fle,er)=1; Ap=fley,e;)=—1 ; Az ="f(e3 e1)
A = f(€1,€z) 1 > Ay = f(ez, 62) =2 ) Ay = f(e3’ 62)
Az =f(er,e3) =0 ; Az ="F(ez,e3) =0 ; Aszz=f(e3 e3)

e
AVl 2 :
0 0

Entdo, A*=A, Ai(A)=1, A(A)=2—-1=1>0 e A3;(A)=2>0.

)

0
0 ;
.

Assim,

N O O

Logo, por (5), f € uma forma positiva. [
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9. Func 0es de operadores

De maneira analoga ao que foi feito para obter a raiz quadrada nao-
negativa de um operador ndo-negativo, podemos também definir, sob cer-
tas condicOes, f(T), onde f € uma funcao definida sobre um subconjunto
do corpo K (R ou C) e T € um operador linear.

Defini¢ a0 9.1
Seja T um operador diagonalizavel sobre um espaco V de dimensao finita.

O espectro de T € o conjunto S = {cy,...,cy}, cujos elementos séo os
autovalores distintos de T.

Defini¢c 40 9.2
Seja T um operador normal diagonalizavel sobre um espaco V de di-

mensao finita com produto interno e seja
T=ciym +...4+ cy7y,
sua resolucao espectral. Seja f uma funcao com valores no corpo dos
escalares, cujo dominio contém o espectro de T. Entao o operador f(T) é
definido por:
f(T) =f(c)m + ...+ fcy) k.

Teorema 9.1
Seja T um operador normal diagonalizavel com espectro S sobre um espaco

V de dimensao finita com produto interno. Suponhamos que f seja uma
funcdo com valores no corpo dos escalares, cujo dominio contém S. Entao,
f(T) € um operador normal diagonalizavel com espectro f(S). Se U é uma
aplicacdo unitaria de V sobre V' e T’ = UTU', entdo S & o espectro de
T e

£ =W (TS

Prova.
k

SejaT =) c;m; aresolugdo espectral de T e seja
=1

f(T) =) flc))m.

j=1
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k k
f(T) = flepm =Y _f(S)m,

Como

ja que m; & auto-adjunta, paraj =1,...,k, temos que
f(T)*F(T) = f(T)(T)~,

pois cada 7t; € um polinémio em T. Logo, f(T) & um operador normal.
Afirmac ao: f(S) € o espectro de f(T).

De fato, se v € m;(V) — {0}, entdo f(T)(v) = f(c;)(v), ou seja, f(c;) € um
autovalor de f(T).

Reciprocamente, suponhamos que v #0 e
f(T)(v) = bv.

Comov =m(v) + ...+ m(v), temos que

k k k
f(Tv) =Y f(Mmv) =) fle)mv) =) bm(v).
j=1 j=1 j=1

Logo,
Kk 2 Kk
0= (fl) = b)mE)|| =) If(c;) — bPm(w)I*,
=1 =1
ja que m;(v) L my(v), sei #j. Comov # 0, existe i € {1,...,k} tal que

mi(v) # 0. Entdio, f(c;) = b, ja que [f(c;) — bR|lm(v)[|2=0,j =1,...,k.

Provamos, assim, que f(S) é o espectro de f(T).

Seja f(T) ={by,..., b}, com b,, # b,, Se m # n. Seja J,,, 0 conjunto dos
indicesi e {1,...,k}, tais que f(c;) = b,, € seja
(R — Zn]-,mzh...,r.
j€Tm
Entdo:

e P2 =P, , ou seja, P, € uma projegao.
e P.Phn=0,sem#n.

ol =P +...+P.

o f(T) = Z bmPm, onde {by,...,b,} € 0 espectro de f(T).

m=1
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e P..(V) € 0 autoespaco de f(T) associado ao autovalor b,,,.
e Pn(V) L Pu(V), se m #n.

e P, € a projecédo ortogonal de V sobre P,(V).

e V=P(V)D...®P(V).

Ou segja,
f(T) =) buwPm,
m=1

€ a resolucao espectral do operador f(T).

Suponhamos, agora, que U é uma transformacéao unitaria de V sobre V'
eque T/ =UTU".

Sendo T'=UTU 'en]=UmU',j=1,... k temos que
k k
1= 5 ol LU il Tl
=1 =1

é a resolucao espectral de T, pois:

e Cq,...,Cy Sao escalares distintos.

o i) = UmgU=UmgUs = UmmUZF=0, seli'= )i

o 7] = Umll " Uem U —LimrmliNL oy, sl . B0

e 71; € um operador ndo-nulo, j =1,...,k.

om+...+m =UmU '+, +UmU = U(m+.. +m)U T =UIU =L
Logo, {c1,...,c} € 0 espectro de T' e 7j(V') = U U (V') = Urm;(V) é o

autoespaco de T’ associado ao autovalor c;,j =1,...,k.

Assim,

k k k
f(T) = Y flc5)m] = Maflesili L= W (Z f(cj)nj) U =uf(mu'.

Corol ario 9.1
Com as mesmas hipoteses do teorema 9.1, suponhamos que T seja re-

presentado, em relacdo a base ordenada B = {vy,...,v,}, pela matriz
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diagonal D com entradas D;y; = di, i = 1,...,n na diagonal. Entdo, em
relacdo a base B, f(T) é representado pela matriz f(D) com entradas
f(dy),...,f(d,) na diagonal.

Além disso, se B’ ={vj,...,v/} € outra base de V e P é a matriz tal que
n
v = Z Pyvi,
i=1
entdo P~'f(D)P & a matriz de f(T) em relacdo a base B'.

Prova.
Para cada i € {1,...,n}, existe um Unico j € {1,... k}, tal que v; € m;(V)
e d; = c¢;. Portanto, f(T)(v;) = f(di)(vi) paratodoi=1,... ,n, e

n n n

fT)(v) = > Pyf(T)vi) =) f(di)Pyvi =) (f(D)P)ywi

i=1 i=1 i=1

= ) (f(D)P)y ) Pavi=) D P (f(DIP)yvy

Logo, [f(T)lz =f(D) e [f(T)]lz =P 'f(D)P. g

Observag @0 9.1

Seja A uma matriz n x n sobre K (R ou C) normal e diagonalizavel. Sejam
P e Q matrizes n x n invertiveis tais que D = PAP~' e D’ = QAQ ' sdo
matrizes diagonais.

Considere o espaco K™ com o produto interno candnico e o operador
T: K™ — K™ definido por T(X) = AX.

Entdo, T & um operador normal diagonalizavel, pois [T|z. = A e A*A =
AA*, e

o [Tls = s [Tls.Ms.5 = PAP' =D,

o [Tlg: = Wps(Tls Us.sr = QAQ' =D,

onde B¢ é a base candnica de K™, B é a base de K™ formada pelos
vetores colunas de P~' e B’ & a base de K™ formada pelos vetores
colunas de Q.
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Func 6es de operadores

Como as entradas d,,...,d, e dj,...,d;, das matrizes diagonais de D e
D’, respectivamente, sdo os autovalores de T, temos que {d;,...,d,.} =
{dj,...,dL}.

Seja f uma fungdo com valores no corpo K, cujo dominio contém o con-
junto S ={dy,...,dn}.

e Definimos f(A) =P~ 'f(D)P.

A matriz f(A) esta bem definida, pois, pelo corolario anterior, temos
f(D) = [f(T)lg, f(D') =[f(T)lz e

[f(Mlsg = [Mpslf(T)slllss
= g Upesf(D)zs: a5
QP 'f(D)PQ ',

ou seja, Q7 'f(D')Q = P~'f(D)P.

Exemplo 9.1
Seja A uma matriz n x n complexa normal e seja P uma matriz unitaria tal
A1
que D = PAP* = ( ) € uma matriz diagonal.
An
eM
Entdo, e = P*ePP = P* R
An

e

No caso particular em que A = O € a matriz nula, e* = I, pois

0 e?
OP( )P* o AL pr| . lP=pupTI.
0

e0

Seja B outra matriz normal complexa n x n que comuta com A.

Considere C™' com o produto interno canonico e os operadores
TA:Cnxl ; Cn><1 e TB:CTLX] ; (Cnxl

definidos por
Ta(X) =AX e Tg(X)=BX.

Como A = [Tals. e B = [Tgls., onde Bc é a base candnica de C™,
temos que T e Tg sdo operadores normais que comutam.

Seja C™' = W, @ ... ® W, a decomposic¢ado primaria de C™' com res-
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peito ao operador Ty, ou seja Wj, j = 1,...,k, sdo os autoespacos de Tp

associados aos seus autovalores distintos.
Seja v € W;. Entéo,
Ta(Tg(v)) = AB(v) = BA(v) = Tg(Ta(v)) = Tal(c;jv) = ¢5Ts(v).

Logo, Tg(W;) C W,;.

Como Tg|w; € um operador normal sobre um espago complexo, W; possui

uma base ortonormal B; tal que [Tg|w; 5, € diagonal.

Logo, B = {Bi, ..., By} € uma base ortonormal de C™', ja que W; L W;,
j # 1, tal que [Tals e [Tglz sdo matrizes diagonais.

Entao,

A K1
DA:[TA]BZPAP*Z e DB:[TB]B:PBP*:
An Hn

onde P* € a matriz cujas colunas sdo os vetores da base B.

Assim,

M+
Da+Dg=P(A+B)P*= "
An + Hn

e}\] elﬂ
= P P
e)\n eHn

eM
= P P
e}\n+}ln
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No caso particular em que A* = —A, temos que A € uma matriz normal
cujos autovalores sao imaginarios puros.

De fato, se v # 0 e Av = Av, entdo A*v = Av. Logo, Av = —Av, ou seja,

A+A=0.

104
Assim, D = PAP* = , para alguma matriz n x n invertivel

101,
P, onde i6;,...,10,, 8; € R, j =1,...,n, sdo os autovalores de A.
Logo
PRCY
eA = P~ P
eien
Entao,
ei91
° det(eA) = det 5 _ eie1+...+ien — eTr(A) i
eien
e 101
o (eM)* =P* Bi— i
e—ien

o eMeM* =ere ™ =1, ou seja A & uma matriz unitaria.

No caso geral, se C € uma matriz n x n complexa normal e P € uma matriz
unitaria tal que
aj +1ib;g
D= PER&E ,
an +1ibp,
€ uma matriz diagonal, onde a;,b; € R, j =1,...,n, temos que
= PP =CHF L,

onde
a
Cy e o P
an
€ uma matriz auto-adjunta e
ibq
C,=P* . P
ibn
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€ uma matriz tal que C% = —C, que comuta com Cj.

Logo,
eC — eC]+C2 — eC] eCz ,
onde
e
eC = P* P
edn
€ uma matriz positiva e
e
ez =P~ P
eb“

€ uma matriz unitaria.
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