Capitulo 1

Coordenadas e distancia na reta e
no plano

1. Introducao

A Geometria Analitica nos permite representar pontos da reta por
numeros reais, pontos do plano por pares ordenados de niumeros reais
e pontos do espaco por ternos ordenados de nimeros reais.

Desse modo, curvas no plano e superficies no espaco podem ser des-
critas por meio de equacoes, 0 que torna possivel tratar algebricamente
muitos problemas geométricos e, reciprocamente, interpretar de forma
geométrica diversas questoes algébricas.

Ao longo destas notas, admitiremos que o leitor tenha conhecimento
dos principais axiomas e resultados da Geometria Euclidiana Plana e Es-
pacial, relativos aos seus elementos basicos: pontos, retas e planos. Por
exemplo: por dois pontos distintos passa uma, e somente uma reta; por
trés pontos do espaco nao situados na mesma reta passa um, e somente
um plano; fixada uma unidade de comprimento, a cada par de pontos A e
B corresponde um numero real, denominado distancia entre os pontos
A e B ou comprimento do segmento AB, que designamos por d (A, B) e
satisfaz as seguintes propriedades:
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a. d(A,B) = 0.

b. d(A,B) =0 < A =B.

c. d(A,B) =d(B,A).

d. d(A,B) <d(A,C) + d(C, B)(desigualdade triangular).

e. d(A,B) =d(A,C) +d(C,B) < A,B e C sao colineares e C
esta entre A e B.

o o 2
A C B

Fig. 1: O ponto C esta entre A e B, logo d(A,B) = d(A,C) + d(C,B).

2. Coordenadas na reta

Seja ¥ uma reta.

Dizemos que ¥ é uma reta orientada quando sobre ela se escolheu
um sentido de percurso, chamado positivo. O sentido oposto sobre a

reta v ¢ denominado negativo.

r
|

Fig. 2: Escolha de um sentido de percurso na reta .

Sejam A e B pontos na reta . Dizemos que o ponto B esta a di-
reita do ponto A (ou que A esta a esquerda de B) quando o sentido de
percurso de A para B coincide com o sentido positivo escolhido na reta
r.

® e -
A B

Fig. 3: B esta a direita de A na reta orientada 7.

Um eixo E é uma reta orientada na qual é fixado um ponto O, cha-

mado origem.

0 E
*® -

Fig. 4: Origem O escolhida no eixo E.
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Todo eixo E pode ser posto em correspondéncia biunivoca com o
conjunto dos numeros reais R da seguinte maneira:

E — R

e a origem O do eixo faz-se corresponder o nimero zero.

e a cada ponto X de E a direita de O corresponde o numero real posi-
tivo x = d(0, X).

e a cada ponto X de E a esquerda de O corresponde o numero real
negativo x = -d (0, X).

O numero real x, correspondente ao ponto X, é chamado a coordenada

do ponto X.

X
x=-d(X,0)

Fig. 5: Coordenada de um ponto X do eixo E em relacao a origem O.

X
x=d(X,0)

E
—

=N ol

Proposicao 1
Sejam X e Y dois pontos sobre o eixo E com coordenadas x e 'y respec-

tivamente.

Entao, d(X,Y) = |y — x| =[x — y|.

Prova.

Se X =Y, nao ha o que provar.

Suponhamos que X # Y. Para fixar as idéias, vamos assumir que X esta
a esquerda de Y, isto é, x < y. Temos trés casos a considerar:

Caso 1. X e Y estao a direita da origem. Isto ¢, 0 < x < .

E
—

=Y Ne)]
N I
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Fig. 6: Caso 1: 0 < x < .

Como X esta entre O e Y, d(O,X) = x e d(O,Y) = 1y, temos, por
a(0,Y)=d(0,X) +d(X,Y), que
y=x+d(X,Y).

Portanto,
AdX,Y)=y -x=|y - x|

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Caso 2. X e Y estao a esquerda da origem. Isto é, x < y < 0.

* ® L
X y 0

Fig. 7: Caso 2: x < y < 0.
Neste caso, Y estaentre X e O,d(0,X) = —x e d(0,Y) = —y.
Logo,
d(0,X)=d(X,Y)+d(Y,0) = -x=d(X,Y) -y,
ou seja,
ax,Y)=y-x=1|y—x|.

Caso 3. X e Y estdao em lados opostos em relacao a origem. Isto €,
x <0< y.

e ® ® -
X 0 y

Fig. 8: Caso 3: x <0 < y.

Como O estaentre X e Y, d(X,Y) = d(X,0) + d(0O,Y). Além disso,
d(X,0) =-xed(0,Y) = y. Logo,
AX,Y)=—-x+y=y-x=|y—x|.

Verificando assim o desejado. m

Observacao 1

e Se X estiver a direita de Y, a demonstracdo é feita de maneira similar.

e Sejam X e Y pontos de coordenadas x e v, e M o ponto médio do

- . +
segmento XY, de coordenada m. Entdao, m = x>y,

@
5 eZ
<o N

_E
Fig. 9: Sendo M o ponto médio do segmento XY, temos d(M,X) = d(M,Y).

De fato, suponhamos que X esta a esquerda de Y. Como o ponto médio
M esta entre X eY, temos x < m < y. Logo,

AdM,X)=dM,Y) = |x-m|=|ly-ml<m-x=y-m
X+

S2m=x+y=m-= 5

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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3. Coordenadas no Plano

 Designamos por R? o conjunto formado pelos pares ordenados (x, v),
onde x e y sao numeros reais.

O numero x chama-se a
primeira coordenada e o nu-
mero y chama-se a segunda
coordenada do par ordenado
(x, 7).

¢ Um sistema de eixos orto-
gonais num plano 1T é um
par de eixos OX e OY, to-
mados em 7T, que sdo per-
pendiculares e tém a mesma

origem 0. Fig. 10: Sistema de eixos ortogonais OXY no plano 7.

0O eixo—OX é chamado eixo-horizontal e o eixo—QY, eixo-vertical.

e Um plano 7 munido de um
sistema de eixos ortogonais
poe-se, de modo natural, em
correspondéncia biunivoca
com o conjunto RZ:

m — R?

De fato, dado um ponto
P € 11, tomamos as retas r
e s tais que:

o 7 |leixo-OY ePervr,
o S |leixo—OXeP e€s.

Fig. 11: Determinando as coordenadas do ponto P € 1t

Se o ponto X de intersecao da reta » com o eixo—OX tem coordenada
X no eixo—OX e o ponto Y de intersecao da reta s com o eixo—0OY
tem coordenada y no eixo—QY, associa-se ao ponto P o par ordenado
(x,y) € R?,

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Reciprocamente:

Dado o par ordenado (x,y) € R? temos que, se:

o X é o ponto do eixo—OX de coordenada x;

o Y é o ponto do eixo—OY de coordenada y;

o 7 é areta paralela ao eixo—OY que passa por X;

o s € areta paralela ao eixo—OX que passa por Y, entao {P} =7 N s.

e Os numeros x e vy chamam-se as coordenadas cartesianas do ponto
P relativamente ao sistema de eixos ortogonais fixado.

A coordenada x é a abscissade P e y é a ordenada de P.

Observacao 2

No eixo—0X, os pontos tém coordenadas (x,0).

No eixo—O0Y, os pontos tém coordenadas (0,y).

Observacao 3

Os eixos ortogonais decompoem o plano em quatro regioes chamadas
quadrantes:

Primeiro Quadrante
={(x,¥)[x>0ey >0}
Segundo Quadrante
={(x,¥)Ix <0ey >0}
Terceiro Quadrante
={(x,¥)Ix<0ey <0}
Quarto Quadrante
={(x,¥)Ix>0ey <0}

Cada ponto do plano pertence
a um dos eixos ortogonais ou
a um dos quadrantes.

Fig. 12: Quadrantes e eixos ortogonais no plano.

Observacao 4

Dados dois eixos concorrentes quaisquer, o processo acima descrito per-

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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mite estabelecer também uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos do plano e pares ordenados de niimeros reais:

De fato (veja a figura 13), cada ponto P do plano é o ponto de inter-
secdo de duas retas paralelas aos eixos coordenados. A paralela ao
eixo—OY que passa por P intersecta o eixo—OX num ponto cuja co-
ordenada nesse eixo é a primeira coordenada x de P. Analogamente, a
paralela ao eixo—OX que passa por P intersecta o eixo—OY num ponto
cuja coordenada nesse eixo € a segunda coordenada y de P.

Fig. 13: Sistema de eixos nao-ortogonais.

4. Distancia entre dois pontos no plano

Seja T um plano munido de um sistema de eixos ortogonais OXY e
sejam P; = (x1,y1) e P, = (x2,y>) dois pontos do plano 7.

Seja Q = (x1,¥2). Como d(P1,Q) = |y2—y1] e d(P2,Q) = |x2—x1]
temos, pelo Teorema de Pitagoras,

A(Py,P2)* = d(P2,Q)* + d(P1,Q)*

= d(P,P2)* = |x2—x11°+ |32 — 212

= |d(P,P) = \/(Xz —x1)% + (32 = >1)?

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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oY A n
TP, 1 Q
° o >
o] x, X 0OX

Fig. 14: Distancia entre dois pontos no plano.

Observacao 5
Sejam OXY um sistema de eixos concorrentes ndo-ortogonais, que se

intersectam segundo um angulo 0, e Py = (x1,y1), P> = (x2,Y») dois
pontos do plano.

Pela lei dos cossenos, a distancia entre P; e P, é dada por:

A(Py,P2)* = d(P1,Q)* + d(P2,Q)* — 2 cos(mr — 0)d(P1,Q) d(P2,Q) =

d(Py, Py) = \/|X2 —x112 + [y2 =112 +2c0s(0) |x2 — x1| [v2 — )1

A complexidade dessa for-
mula para calcular a distan-
cia entre dois pontos num
sistema de eixos ndo-ortogo-
nais motiva a preferéncia pe-
los sistemas de eixos orto-
gonais, no qual a formula
para o calculo da distancia
é bem mais simples.

Fig. 15: Distancia entre dois pontos no plano num sistema
ndo-ortogonal.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Definicao 1

Dados um ponto A num plano 1T e um numero v > 0, o circulo C de

centro A e raio v > 0 é o conjunto dos pontos do plano 1t situados a

distancia v do ponto A, ou seja:
C={Pem|dP,A) =71}

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano 1t e sejam a e b as

coordenadas do centro A nesse sistema de eixos. Entao,

PeC <= dP,A)=7r = dP,A)? =1’ =

(x —a)’+ (y -b)>=7r?

Assim, associamos ao cir-
culo C uma equacdo que re-
laciona a abscissa com a or-
denada de cada um de seus
pontos. Uma vez obtida a
equacao, as propriedades ge-
ométricas do circulo podem
ser deduzidas por métodos
algébricos.

Exemplo 1

oY A

ye
be

Y

1
1
.
X

Determine o centro e o raio do circulo dado pela equacao:

@ C:x?>+y?—4x +6y =0.

Completando os quadrados, obtemos:

x?—4x+y?+6y =0

(x? —4x+4) + (2 +6y+9) = 0+4+9
(x —2)2+(y +3)?2=13.

Fig. 16: Circulo de centro A = (a,b) e raio v > 0.

Portanto, o circulo C tem centro no ponto A = (2,—3) eraior = +/13.

K. Frensel - J. Delgado
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(b)C:x*+y>+3x -5y +1=0.

Completando os quadrados, obtemos:
x?+3x+y?-5y=-1
2 9 2
(x + 3x+4> + <y —-Sy+
RO
2 YT32) T4

Assim, C é o circulo de centro no ponto A = (—%,

— | ==1+—-4—
4

25)_ 9 25
4" 4

5 . /30

5) e raio —
Exemplo 2

Dados A e B dois pontos distintos do plano 1, seja R o conjunto dos
pontos eqtiidistantes de A e B, ou seja:

R={Pem|d(P,A) =d(P,B)}

Vamos mostrar algebricamente que R é a mediatriz do segmento AB,

isto é, R é a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto
médio M de AB.

B T

Fig. 17: Mediatriz e ponto médio de AB. Fig. 18: Escolha do sistema de eixos ortogonais OXY .

Para isso, escolhemos um sistema de eixos ortogonais OXY de modo
que o eixo—0OX seja a reta que passa pelos pontos A e B, com origem

no ponto médio M do segmento AB, orientada de modo que A esteja a
esquerda de B (figura 18).

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Nesse sistema de eixos, A e B tém coordenadas (—xy,0) e (xg,0), res-
pectivamente, para algum numero real x, > 0. Entao,

P=(x,y)€R < d(P,A) =d(P,B) < d(P,A)?> = d(P,B)?
= (X = (=x0))* + (¥ = 0)* = (x = x0)* + (¥ - 0)*
= (X +x0))° +y>=(x—x0)%+ >
= x%+2xx0 + x5+ Y% =x% - 2xx0 + X5 + V?
= 2XXg = —2XX) = 4xx9p=0<—=x =0 P € eixo— OY.
Portanto, R = {(x,y) € R?|x = 0} = eixo — OY, que é, geometrica-

mente a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto médio
M desse segmento, como queriamos provar.

Observacao 6

O exemplo anterior ilustra como métodos algébricos resolvem proble-

mas geométricos.

Exemplo 3
Dado o ponto P = (x,y), considere o ponto P’ = (—y,x).
oY A .
P’ ————— @ X
: V@- - P
. - »
-y O X (0.

Fig. 19: Posicao dos pontos P e P’ no plano.
Primeiro observe que o triangulo APOP’ € isosceles, pois:

d(P,0)>=(x-0)>+(y —0)? =x2+y?
dP',0)> = (-y —0)?+ (x —0)% = y? + x2.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Além disso,
AP,P)> = (—y —x)°+(x —¥)?> = y?>+2xy + x°> + x> =2xy + y?
= d(P,P’)? =2(x*>+y?) = d(P,P")? =d(P,0)?> +d(P’',0).
Pela lei dos cossenos, o triangulo isosceles APOP’ é retangulo em O.

Isso significa que o ponto P’ é obtido a partir do ponto P por uma rota-
cdo de 90° do segmento OP em torno da origem.

oY A - oY A -
B, ----- @ X
Y@------------- Y@-------------
° ° - o . -
° ® > * ° >
y (0] X 0X O ! X 00X
X ‘ it

Fig. 20: P rotacionado de 90° até coincidir com P’.  Fig. 21: P rotacionado de 90° até coincidir com P"’.

Consideremos agora o ponto P = (y,—x). De maneira analoga, pode-
mos provar que P"' é também obtido a partir do ponto P por uma rota-
cdo de 90°, no sentido oposto ao anterior, do segmento OP em torno da
origem (veja a figura 21).

Convencionamos que a rotacdo de 90° que leva o ponto P = (x,7y) no
ponto P’ = (—vy,x) tem sentido positivo, e que a rotacdo de 90° que
leva o ponto P no ponto P" tem sentido negativo.

Exemplo 4
Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e considere 0s pontos
P1 = (x1,¥1) € P> = (x2,)2).

X1 +X2 Y1+ 2
2 ’ 2

Entdo, M = ( ) é o ponto médio do segmento P, P;.

De fato, sendo M = (xy,¥uM), Q1 = (xXm,)1) € Q2 = (xu,Y2), € facil
verificar que os triangulos AP1MQ, e AP,MQ, sdo congruentes (AAL).

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado




Geometria Analitica - Capitulo 1 13

Logo,

e d(P,Q,) =d(P2,Q>) ovi (L
= |xm—x1]=|x2 - xu|
< Xpm é o ponto médio entre

X1 eXp
o gy = YLTX2

2

e d(Q1,M) =d(Q2,M) -
= |ym—21l=1y2-yul 0X
< Yum € o ponto médio entre

Yie)e
= yy= Y1+ 2 _ Fig. 22: M é o ponto médio do segmento P Py.

2

Assim, as coordenadas do ponto médio M do segmento P, P, sao os pon-
tos médios das respectivas coordenadas dos pontos P; e P.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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