Capitulo 12

1. Angulo entre duas retas no espaco

Definicao 1

O angulo «(7,7>) entre duas retas 7, e 1, é assim definido:

o ~£(11,72) = 0° se r; e v» sdo coinci-
dentes,

e Se as retas sdo concorrentes, isto é,
Y1 N1, = {P}, entdo «(r1,7r2) € o me-
nor dos angulos positivos determina-
dos pelas retas no plano que as con-
tém.

Em particular, 0° < £(11,72) < 90°.

——
oy
00X

Fig. 1: Retas concorrentes: 6 = £(r1,72) < Q.

e Se 11 N1 = I, temos duas situacoes a considerar:

o sery || v, entao «(r1,7>) = 0°.

o Se 1) e, ndo sdo paralelas e nao
se intersectam, dizemos que as retas
sdoreversas. Neste caso, sejaP € r; e
sejav, a paralela av» que passa por P.
Entao as retas 1, e v, sao concorrentes
e definimos

2(r1,12) = 2(1n,73)

/f

00X

Fig. 2: Retas reversas: 0 = £(r1,72).
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Além disso, pelo paralelismo, «(v,7») independe do ponto P escolhido.

A medida dos angulos pode ser dada em graus ou radianos.

Sejam v, e U, vetores paralelos as retas concorrentes (ou reversas)
1 e 1, respectivamente. Entao,

I (el
cos 2(ry,72) = |cos z(vy ,v2 )| = R 0% < 2(ry,72) <90°
V1 V2

Pois (v ,v2 ) = 2(r1,12) ou £(vy , vz ) = 180° — £(11,72).

Fig. 3: z(r1,72) = 6.

A formula vale também quando 7, e 7> sdo paralelas ou coincidentes,
isto é, quando «(71,72) = 09, pois

.|| @ e
V] =AUV = —s——— = ————— =1=1c0s80° = cos £(r1,72).
IAv2 vz I 1AL vz [ vz |l

Exemplo 1

Calcule o angulo entre as retas
x-1 _y+1 2z . _y-1 z=-2
7 > =T =5 e 1’2.X+2—72 =3

Mostre, também, que essas retas sao reversas.

Solucdo.
Temos que v; = (2,2,2) |1 e vs = (1,2,3) || .. Logo,
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cos £(r,12) = ‘i}lvi)) _12+4+6]
’ vy [l v |l V1214
128
T J12x14 N7°

Assim, o angulo entre 7; e 7, é o angulo entre 0° e 90° cujo cosseno é

i uala\/g
g =

Para verificar que as retas 7; e 1> sdo reversas, observamos primeiro que
os vetores U, e U, ndo sdo multiplos, pois

2 2
det(1 2)=4—2=2#0.

Portanto, as retas ndao sao coincidentes e nem paralelas, podendo ser
concorrentes ou reversas.

Para concluir que 7; e r» sdao reversas, devemos mostrar que elas nao se
intersectam. As equacoOes parametricas de 7 sao:

x=1+2t
i1 y=—-1+2t; tekR.
z =2t

Seja P = (1 + 2t,—1 + 2t,2t) um ponto de 7;. Vamos tentar determinar
o valor do parametro t de modo que P esteja também em 7>:

(-1+2t) -1 _2t-2

Per <= (1+2t)+2-=

2 3
-2+ 2t 2t -2
— 342t = 5 ==
2
= 3+2t=—1+t=§(t—1)

Da segunda igualdade, obtemos t — 1 = 0, ou seja, t = 1. Porém, substi-
tuindo esse valor na primeira igualdade, obtemos a identidade impossi-
vel 5 = 0.

Portanto, ndo existe P € 11 N 1». Isto é, as retas ndo sao concorrentes e
sim reversas. O
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2. Angulo entre dois planos

Definicao 2
Sejam M :ax+biy+ciz=d, e Mr:ax+byy+coz=d, dois

planos no espaco.

O angulo entre os planos 1T, e 11y,
representado por (1, 12), Se de-
fine da seguinte maneira:

o £(1m,12) = 0° se os planos sao
paralelos (1r; || 112) ou coincidentes

(11 = 102).

e Se 11, e TT» ndo sdo paralelos nem

coincidentes, entao se intersectam
ao longo de uma retar.

Fig. 4: 2(111,112) = 6.

Sejam P € v um ponto qualquer, 1, a reta perpendicular a v contida em
1T, que passa por P e v, a perpendicular a v contida em 1T, que passa
por P. Definimos

2(111,T02) = 2£(11,72)

Tomando A € 1 — {P} e B € r» — {P}, vemos que «(111,TT2) € 0 menor
angulo positivo cujo cosseno é

7375

coS £ (111, T2) = cos £(v1,72) = | coS 4(ﬁ,ﬁ)| =
IPA | lIPB ||

Sejam agora a reta s; perpendicular ao plano 1T; que passa pelo ponto
A, e areta s, perpendicular ao plano 1> que passa por B.

As retas s; e s, se intersectam em um ponto C.

Como os angulos 4(ﬁ,ﬁ) e 4(@,@) sao suplementares (a
soma ¢é 180°9), temos

cos £ (111, T0) = cosz(ﬁ,ﬁ)’ = (cosz(ﬁ,@) )

Além disso, como 11, L v; = (ai,bi,c1) e M L Vs = (a», bo,co), 08
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angulos ~(v7,v2) e 2(CA ,CB ) sdo iguais ou suplementares. Logo,

. e
cos « (111, 1) = |cos z(vy , V> )) ="
vy I vz |l

A férmula vale também quando os planos sdo paralelos ou coincidentes.

Exemplo 2

Calcule o angulo entre os planos 1, :—-y+1=0 e Tm:y+z+2=0.

Solucdo.
Temos que v; = (0,-1,0) L ™ e v, = (0,1,1) L 1. Logo ~(1m, 1T2) €
0 menor angulo positivo cujo cosseno é

. |
cos (111, T2) = |cos z(vy ,Vs )‘ =
v Il llve I
_ 1€(0,-1,0),(0,1,1))| _ [—-1| _ 1 Q
Portanto, «(1r, M) = 45° = % O

3. Angulo entre uma reta » e um plano 1

Definicao 3
Sejam v uma reta e 1t um plano no espaco.

Sejam w” um vetor normal ao plano

—_ < w I
T e v um vetor paralelo a retar.
r
Seja 0 o menor angulo ndao-negativo yp
entrev ew (0 <6 < 90°). rm)
O angulo entre v e 1 é, por defini-
cdo, o complementar do angulo 0. T

Isto é, /

Fig. 5: z(r,70) = 5 - 0.
4(1”,Tr)=90°—9=g—9 o
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Logo,

sen £(r,1m) = sen(TZT - Q) =cos 0 =

(|

v |l flw ||

Essa formula vale ainda quando v || 7T e quando » C 1T, pois 6 = 90°
nesses casos, ja que v. L w .

Exemplo 3
Calcular o seno do angulo entre a reta v e o plano 1t, onde
x =1
r:{ y=2t-1; teR e m:x—-2y+3=0.
z=4

Solucdo.
Temos que v =(1,2,0)]|lr e w =(1,-2,0) L m. Logo,

@ w | 101,2,00,(1,-2,0)  [1-4+0] 3

ol 1L, 2,000 (1, =2,00 /55 5° 0

sen (v, 1) =

4. Distancia de um ponto Py a um plano 7t

Definicao 4
A distancia do ponto P, ao plano 17, designada d (Py, 1), é, por definicao,

a menor das distancias de Py aos pontos P € Tt. Isto é,

d(Py, m) =min{d(Py,P)|P €11}

Com a notacao da definicao anterior, seja P* o ponto de interseccao
de 7T com a reta ¥ que passa por Py e é perpendicular a 7r.

Se P é um ponto qualquer no plano 1, diferente de P*, obtemos, pelo
teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo APyP* P, que:
d(Py,P)* = d(Py,P*)* + d(P*,P)* > d(Py,P*)°.

Logo d(Py,P) > d(Py,P*) e, portanto, d(Py,P*) = min {d(Py,P)|P € 11}.
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Isto é,

d(Po, ) = d(Po, P*)

Se Py = (x0,Y0,20) € TT : ax +
by +cz =d, temos que v || w =
(a,b,c) L 1 e, portanto, as equa-
coes parameétricas de v sao: OX oy

X =X+ at
v Y=Y+ bt; teR. Fig. 6: Calculo de d(Po, ).
zZ=2z9+cCt

Como P* € r, P* = (xo +at,yy+bt,zy+ct), para algum valor t € R
por determinar.

Além disso, P* € 1r. Logo,
a(xg+at) + b(yg+ bt) +c(zp+ct) =d,
ou seja,

axo+byy+czo—d
a?+b? +c?

(a’>+b’>+c)t=d—-axo—byy—czg=1t=—
Assim,

d(Po, P*) IPoP* || = lI(at,bt,ct)|| = l[t(a,b,c)ll = |t]l(a,b,c)l

_ _ax0+by0+czo—d
laxo +byy+czo—d|
= a,b,c
I(a,b,c)l? ¢ )
laxo+byy+czo—d|

I(a,b,c)l|

Logo a distancia do ponto Py = (X, Y0,20) ao plano 1 :ax + by +
cz=d é

_ laxo+byo+czo—d|

a(Po, ) JiZrbiicl

Exemplo 4

Calcular a distancia do ponto A = (1,2,3) ao plano 1m:2x+y -5z =4.
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Solucgdo.

(a) Usando a formula:

A(A. T7) = |axo + byo+czo—d| _120) +1(2) -5(3) -4 _ 15 _ E
’ Vaz + b? + c2 \/22+12+(_5)2 V30 2

(b) Sem usar a formula:

Aretar que passapor A = (1,2,3) e é paralelaao vetor w = (2,1,-5) L
17, € dada por:

x=1+2t
r:qy y=2+t ; teR.
z=3-5t

Seja {B} = r n1r. As coordenadas de B = (1 +2t,2+t,3—5t) satisfazem
a equacao de Tr:
2(1+2t) +(2+t) —5(3-5t) =4,

ou seja,
2+4t+2+t—15+25t=4=»30t=15=>t=%.
1—> . , T 1—» 1
Logo B=A+ SwW ,isto é, AB = SW = 5(2, 1, -5) e, portanto,
d(A,n)zd(A,B)z||E||=%|IW|I=%x/4+1+2 =€’70=1/125.

¢ a distancia procurada.

5. Distancia entre dois planos

Definicao 5
A distancia entre os planos 11, e 112, designada d (1, 112), é, por defini-

cdo, a menor dentre as distancias dos pontos de 11, aos pontos de Tr,.
Isto é€,

d(m,m) =min{d(P,Q)|PemeQ €1}

Note que,
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e se TT; e Tr» sao coincidentes, isto é, 11y = 112, entao d (11, M2) = 0.
e Se TT; e TT» SA0 concorrentes, 71, N T € uma reta, e d (7, M) = 0.
O caso interessante a considerar é o seguinte:

e suponhamos que 117 e 1> sao planos paralelos dados pelas equacoes:
m: ax+by+cz=d;
T : ax +by +cz=d»

1
)

Sejam P; € 11 e Q1 o pé da per-
pendicular baixada do ponto P; so-
bre o plano 1.

Sejam P € 1, Q € 1 e P’ 0 pé
da perpendicular baixada do ponto
P sobre o plano .

Fig. 7: Calculo de d (11, 112).
Entao,

d(P,Q) = d(P,P") = d(P1,Q1),

pois P1Q;P’'P é um retangulo. Assim,

a(m,m) =d(P,Q1) =d(P,,m2), qualquer que seja P, €

Se P, = (x1,)1,21) € 1y, isto é, ax; + by, + cz, = d,, entao:
lax, + by, +czy —da| __ldi —do]
Va2 + b2+ 2 JaZ+b2+c?
Isto é, a distancia entre 1, :ax+by+cz=d; e my:ax+by+cz =
d, é dada por:

d(m,m) = d(P,m) =

ld1 — da|
va? + b? + c?

a(m, m) =

Exemplo 5

Calcule a distancia entre 7ty : X + 2y +z =2 e :2x +4y + 2z =6.

Solucdo.
Como m:x + 2y +z =3, m || ™m;logo,
3-2 1
d(my, 1M2) = __3-2 _ 1

VIZ422112 0 6O
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6. Distancia entre uma reta e um plano

Definicao 6
A distancia entre uma reta v e um plano 1 é o numero d(v, 1) dado
por:

dir,m) =min{d(P,Q)|Per e Qerm}

Note que, ser N # @ (r cmmour Nt = {P}) entdo d(r, ) = 0.
O caso interessante ocorre quando r N 1T = &, isto &, v || 1.

Sejam P; € ¥ e Q; 0 pé da per-
pendicular baixada do ponto P; so-

bre o plano . \T\

Sejam P € v e Q € 11 pontos ar-
L. , ; : ™ ‘
bitrarios e P’ o pé da perpendicular w

baixada do ponto P sobre o plano P
1r. Entao, 0
d(P,Q) = d(P,P’") =d(P,Q1),

) . . Fig. 8: Calculo de d (v, 7).
pois P1QP’'P é um retangulo. Logo,

d(r,m) =d(P,Q:) =d(P,, ™), qualquer que sejaP; € r

Exemplo 6

Mostre que a reta v é paralela ao plano 1, onde

x+2 3y+1 1-z . _ _
v 6 = 6 - 3 e T:2x -3y +6z=-3.

Calcule também d(r, 1T).

Solucdo.
A equacao simétrica de » pode ser reescrita da seguinte maneira:

_x+2_y+%_z—1
6 =2 -3

Logo a reta v passa pelo ponto A = (-2, —%, 1) e é paralela ao vetor

v = (6,-2,-3), e o plano 1 é perpendicular vetor w = (2, -3, 6).
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Temos v L w’, pois:
(v, w) = ((6,-2,-3),(2,-3,6))
(6)(2) + (=2)(-3) +(-3)(6) =12+6—-18 =0.

Logo areta v é paralela ao plano 7t ou esta contida no plano 7.
Para mostrar que v ¢ 1, basta verificar que um ponto de » ndo pertence
a .
De fato, A = (-2, —%, 1) ¢ 1, pois

2(-2) = 3(-3) +6(1) =-4+1+6=3+#-3.
Portanto, ¥ N 1T = &, isto é, v || . Além disso,
[2(-2)-3(-H +6(1) +3|

dr,m) = d(A,m) = N ey

N[ o

7. Distancia de um ponto a uma reta

Definicao 7
Sejam P um ponto e v uma reta no espaco. A distancia do ponto P a

reta v, designada d(P,v ), é o numero

dP,r) =min{d(P,Q)|Q €r}

Seja P’ o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a reta r.
Para todo ponto Q € r, Q # P’,
temos, pelo teorema de Pitagoras,
que:
d(P,Q)* = d(P,P)*+d(P',Q)*
> d(P,P')?,

Logo d(P,Q) > d(P,P’) e, por-
tanto,

d(P,Y) = d(P, P,) Fig. 9: Calculo de d(P,r).

Assim, para calcular a distancia de P a reta v, devemos:
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e determinar o ponto P’, pé da perpendicular baixada de P sobre 7;
e calcular d(P,P’) = ||PP’ ||.
Determinando o ponto P’

Suponhamos que r é dada por

r={P1+t17|te[R%}.

Como P’ € v, P’ =P, + t*v paraalgum t* € R.

Determinar P’ equivale, entao, a determinar ¢ *.

R —

Sendo o vetor PP’ = PP, + t*v perpendicular a v', temos:

0= (PP ,V) (PP, +t*v,7V)

= (PP, V) +(t*V, V)
= (PP, V) +t"(V, V)
= (PP, V) + 1V I,

(PP ,V)

Logo t* = —
vl

e o ponto P’ é:

(PP, V) —

P =P, +t*v =P —
! TTE
Calculo de d(P,r)

Conhecendo o ponto P’, pé da perpendicular baixada de P sobre a

reta v, formamos o vetor PP’ , cuja norma € a distancia d(P, 7).

Temos
PP’ — PP, +t*v = pp, — PPV 5
v |12
Logo,
d(P,r)> = ||PP'||>= (PP’ ,PP")

= (PP, +t*v ,PP, +t*V")
= (PP, ,PPy )+ 2t*(PP, , v )+ (t*)2(V,v)
= ||PPy ||> +2t*(PP; , U ) + (t*)?||VII2.
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Substituindo t* = —%’”g) nessa expressao, obtemos:
. — . \2
>0 (PP1,vV ) 55~ — (PP ,v) —
d(P,r)? = |PPy|?- ZW“”“ V) + (‘W) 10712
_ _, 2 _ _, 2
V712 V712
_ _, 2
= PR - T
v I
L — 2
_ PPy 127112 = (PPy , V)
v 112
Isto é,
\/ -— - .2
A(P.7) = PPy [I2|lv |12 = (PPy , V)
’ v ||
Exemplo 7

Calcule a distancia entre o ponto P = (2,5,—1) e a reta v que passa por

Py = (1,-1,2) e é paralela ao vetor v’ = (1,0, 1).

Solucdo.
Seja Q o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a reta v e seja
to € Rtal que Q = Py + t()a).

Entao ﬁ ¢ perpendicular a reta v se, e somente se,
0=(PQ,U) = (PPy +1tgU,U) = (PP, V) + o(V, 7).
Como PPy = (-1,-6,3) e v" = (1,0,1):
0 = (PP, V) + (v, V)
= ((-1,-6,3),(1,0,1)) + tp((1,0,1),(1,0,1))
= (=1+3)+te(1+1)=2+2t.

Logo tg = —1 e, portanto,
Q=Py+tov =(1,-1,2) - (1,0,1) = (0,-1,1).
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Assim,
d(P,¥) = d(P,Q)=IPQ |
= (2-002+(5- (-1)2 + (-1 - 1)2
= V4+36+4=+44=2V11.
Exemplo 8

Determine o conjunto S dos pontos do espaco que estao a distancia 2 da

retar paralela ao vetor v_ = (1,2,1) que passa pela origem.

Solucdo.
Temos que Q € S se, e somente se, existe P € 7 tal que ﬁ 1L re
IPQ || = 2.
Sejam P = (t,2t,t),t € R,um pontode r e Q = (x,Vy,z).
Entao,
ﬁLT@ﬁLU@(ﬁ,F)=O

se, e somente se,

0 = (PQ,7)=((x—t,y—2t,z—1),(1,2,1))

= x—-t+2y—-4t+z-t=x+2y+z—-6t.

Isto ¢,
_X+2y+z

g 6

oz

Fig. 10: Exemplo 8.
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Suponhamos agora que |[PQ || = 2. Como
p- (x+2y+z 2x+2y+z x+2y+z>

6 6 ’ 6
temos:
P—Q> _ <x_x+2y+z’y_2x+2y+z’z_x+2y+z>
6 6 6
_ <5x—2y—z —-2x +2y -2z —x—2y+52>
a 6 ’ 6 ’ 6 '

Logo d(Q,r) = d(P,Q) = ||ﬁ|| = 2 se, e somente se, IIP—Q>II2 = 4, isto
é, se, e somente se,

(5x =2y — z)? N (=2x +2y —22)? N (=x =2y +52)2

= PO 2 =
4=lpal 36 36 36 ’

se, e somente se,
(5x =2y —2)°+ (=2x+2y —22)° + (-=x — 2y + 52)? = 4(36) .
Desenvolvendo os quadrados e simplificando, obtemos a equacao de S:
S:30x%2+12y2 +30z% —24xy — 12xz —24yz— 144 =0.

O conjunto S é o cilindro circular reto de raio 2 cujo eixo é areta r. O

Exemplo 9
Determine o conjunto dos pontos do plano 1T : x + y + 2z = 1 que

estdo a distancia trés da reta v que passa pelos pontos A = (1,0,1) e
B=(2,-1,1).

Solucado.
A reta v é paralela ao vetor AB = (1,-1,0) e o plano 1 é perpendi-

cular ao vetor w” = (1,1, 2).

Como (E,W) =((1,-1,0),(1,1,2)) =1 -1 =0,e A & 11 (note que as
coordenadas de A = (1,0, 1) nao satisfazem a equacado de 17) obtemos
que 7 || .

Sejam P = A+ tAB = (1+t,—-t,1) ereQ = (x,y,z) € 1 tais que
PQ Lred(Q,r)=d(Q,P) = 3. Entéo,
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(PQ ,AB)

<(x—1_t,y+ts2_1),(1,—1,0))
X-1-t-y—-t=x-y-2i-1=0,

ou seja,
xX—-y=2t+1.

Como Q € T, as suas coordenadas x, ¥ e z satisfazem o sistema for-
mado pela equacao acima e pela equacao de 7r:

x—-y=2t+1
X+y=-2z+1.
Somando as equacoes, obtemos 2x = 2+ 2t -2z = x =1+t -z e,

subtraindo a primeira equacao da segunda, obtemos 2y = -2z — 2t <
y=-t-z

Entao as coordenadas de um ponto Q = (x, v, z) do plano 1T que se pro-
jeta perpendicularmente sobre o ponto P = (1+t,—t,1) € r, satisfazem

x=1+t-z

y=-t-z.

Fig. 11: Exemplo 9.

Além disso, devemos ter d(P,Q) = 3, ou seja,

9 = dP,Q)?>=(x—-1+1))2+(y—(-1))°+(z—-1)°
= (-2)2+(-2)2+(z-1)2=3z2-2z+1.
Resolvendo a equacdo 3z°—2z+1 = 9, obtemos asraizesz =2 ez = —%
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Substituindo essas raizes no sistema anterior, obtemos as retas

x=5+t
x=-1+t 3
rn:{y=-2-t; teR, e ?’zi*yzg—t; teRr,
z=2 4
L ¢T3

paralelas a reta » e contidas no plano 1, cujos pontos estao a distancia
trés de v.
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