Capitulo 13

Sejam v, = {P, +tv, [t € R} ero = {P, + tV, |t € R} duas retas
no espaco. Se r; # 7», sabemos que ¥; e 7> sdo concorrentes (isto é
Y1 N1 = J) ou nao se intersectam. Quando a segunda possibilidade
ocorre, temos ainda duas situacOoes a considerar: as retas podem ser
paralelas ou reversas.

Definicao 1

A distancia entre 7, e v, é o numero d(r,,7»>) dado por:

d(ry, ) =min{d(P,Q)|Peri e Q€ }

Se as retas se intersectam, por definicdo d(v1,72) = 0. Assim, os
casos importantes a considerar ocorrem quando ¥; N1, = .

1. Distancia entre duas retas paralelas no espaco

Suponhamos que 7; || ». Entdo v; e v, sdo colineares, ¥1 N 1> = &
e existe um plano 7T que contém ambas as retas. Seja P; € 1] e seja
R € r» 0 pé da perpendicular baixada de P; sobre a reta 7,. Entao,
d(P,Q) =d(P,R) =d(P1,Ry).

quaisquer que sejam o s pontos P € 11 e Q € 7, onde R é o pé da
perpendicular baixada de P sobre a reta v», pois P1R1RP é um retangulo
contido no plano 7.
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Logo, qualquer que seja o pon-
to P, € 11, temos que (Fig. 1):
d(r1,r2) = d(P1,Ry) = d(Py1,12).

Exemplo 1
Mostre que a reta v, que passa

pelos pontos Ay = (1,2,1) eBy =

(2,1,0) é paralela a reta r» que
contém os pontos A, = (0,1, 2)
eB, =(1,0,1). Calcule a distan-
cia entre r1 e 1.

Fig. 1: d(P,Q) = d(P1,P2),paratodos P € r1 e Q € 1».

Solucdo.
Temos
v—1>:A1B1 :(1’_11_1) || Tl e w:A21B2 :(1’_11_1) || 1/'2

Logo Ui = U5, e as retas ¥; e ¥» Sao:
rn = {Ai+tv |teR} = {(1+t,2-t,1-t)|teR},
o, = {As+sv |seR} = {(s,1—-5,2—-5)|seR}.

Para verificar que 7, || ¥, basta verificar que um ponto de 7, nao per-
tence a 7, pois ja sabemos que v; e v, sdo multiplos. Por exemplo,
vejamos que B, = (1,0,1) & 7.

De fato, se B, = (1,0,1) pertencesse a 77, existiria um valor t € R tal

que:
1+t=1
2-t=0
1-t=1.

Da segunda dessas identidades obtemos t = 2 e, substituindo esse valor
de t na primeira identidade, obtemos 3 = 1 + 2 = 1, um absurdo.

Portanto, B, ¢ 7, e as retas r; e 1» sdo, efetivamente, paralelas.

Para calcular a distancia d(71,7>), basta calcular a distancia de um ponto
de r; a 7». Por exemplo, calculemos d(A1,1»).
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SejaC = (s,1 —5,2—5) € 1, tal que o vetor
AIC =(-1+s,-1-—5,1-—135)
é perpendicular a reta 7», isto é, ao vetor v, = (1,—-1,—1).
Temos
AIC LV <= 0=(AC,v1)
=—1+s+1+s—-1+s=3s-1

= S=%<:)A1C =(—2 4 2).

3’ 3’3
Logo,
d(r1,12) = d(A1,C) = |ALC Il = \/(—5)2 " (—;‘)2 " (;)2 = 2v2A= 245,

¢ a distancia procurada. o

2. Distancia entre duas retas reversas no espaco

Sejam 7, = {P, +tv, |t € R} e
. E’ 2 1
o = {P, +tvy |t € R} duas retas re- P,

versas no espaco, isto é, 11 N1, = & e 7‘1
0s vetores U7 e U, nao sio colineares.
Por definicao, a distancia de r; a7, é a —
/2
P} 5

A P.
menor das distancias entre um ponto Q' -

E
de 7; e um ponto de 7»: ?

d(ry,r2) =min{d(P,Q)|P €ryeQ €12} . Fig. 2: Retas reversas r| e 7.

Sejam 1T, e 1, os planos paralelos aos vetores v; e U, que contém,
respectivamente, os pontos P; e P».

Ja sabemos que
d(mry, m2) = min{d(P,Q) [P e m e Q € m} =d(P’,Q'),

onde P’ € 1, é um ponto arbitrario e Q' € 1, € 0 pé da perpendicular

baixada do ponto P’ sobre o plano 1. Isto é, P'Q’ 1 115 (ou a 11y).
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Pela propria definicao, temos
d(r, 1) = d(m, M),

pois 1 C T e ¥ C T,

Afirmamos que

d(r,r2) = d(1m,102)

_

Para isso, basta mostrar que existem P; € 71 e P; € 1, tais que P;P;
é perpendicular a 7, e a 1, isto é, perpendicular aos vetores v, e Vs .
Consideremos
P{ =P, +tv; €11 eP,=P,+sv; €1,

—_—

Como P;P; =P,P, +sv; —tv,,

PP, LUy < (P{P;,V1)= (PP, +5V; —tv1,01) =0
PP, 1V, < (P/P,,vs) = (PP, +5sv; —tv,,v;)=0.
Desenvolvendo os produtos internos acima, obtemos que P; P, é per-

pendicular aos vetores U; e U, , simultaneamente, se, e somente se,

~

<P1P2 1W> +S<E’1W) —t<W,W) =O

L <P1P2 ’W) +S(61w> _t<v_1>’W) :O’

— A
5<W,U—2>>—t<w,72>>=—(P1P2,U—2>>

Como
(V2,00 ), (02,12 0)s + (—(vr, v ), —(vr,va )t

= (_<P1P21’U—1’)’_<P1P2’w>)!

0 sistema possui uma unica solucao se, e s se, 0s vetores

(V2,01 ),(v2,02)) e (=(vi,v1),—(v1,v2))

nao sao multiplos, isto é, se e sO se, 0o determinante
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<w;v_l>> _(W1W> _ — 2 _ — —_— —
det|{ — . ==,y (v v Y (v, )
(V2 ,v2) —(V1,V2)

=1V 1121102 12 = oy, v

=107 1210212 = o7 121102112 cos? 20y, )
=177 121102 1% (1 - cos? 2(v1,12))

= [1o7 121102112 sen® 2(vy1, V7)),

¢é diferente de zero.

Sendo v, e v, vetores ndo-nulos e ndo-colineares, temos que 0° <

2(v1,v2 ) < 180° e, em particular, sen 2 (v, , vz ) # 0.

Portanto, o determinante anterior ¢é diferente de zero e o sistema em
questao possui uma unica solucao para s e t. Esses valores determinam

um unico par de pontos P; € 1] e P, € 1, tal que P{P; é perpendicular a
71 e a ¥, simultaneamente. Entdo, a distancia entre 7, e r» é

d(ry,r») =d(P;,P))

Exemplo 2

Mostre que as retas

x=1+1t xX=2+t
i1 y=2t ; teR e ¥o:4 ¥ =3 i teR.
z=0 z=1+t

sdo reversas, calcule d(v1,7>) e determine a unica reta v3 que intersecta
11 e > perpendicularmente.

Solucgdo.
Temos que 7 || v1 = (1,2,0) e % || v2 = (1,0,1). Como v; e vy
nao sdo colineares, as retas podem ser concorrentes ou reversas.

Para mostrar que 77 e > sdo reversas, basta verificar que 1, N1, = @.

Suponhamos, por absurdo, que r; N 1> # &. Entao existem s,t € R tais
que
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(1+¢t,2t,0)=(12+s,3,1+5).

Igualando as coordenadas, obtemos:

1+t = 2+
2t = 3
0 = 1+s.
Da segunda identidade, obtemos t = % e da terceira, s = —1. Esses
valores sao incompativeis com a primeira identidade, pois 1+t = 1 +% =

% #1=2+(-1) =1+ s. Assim, o sistema nio tem solucao e os valores
procurados para s e t ndo existem.

Logo as retas 77 e > nao se intersectam, isto €, sao reversas.

Vamos determinar pontos P; = (1+1t,2t,0) e rpeP; =(2+5,3,1+5) €

7, tais que o vetor PP, = (1+s—t,3 —2t,1 + s) seja perpendicular a

V1 e vy, simultaneamente.

Devemos achar numeros s,t € R tais que:

(PP}, v1) = O (1+s—-t,3-2t,1+5),(1,2,0)) = 0
- —
(P{P;,v3) = 0 (1+s-t,3-2t,1+5),(1,0,1)) = 0
ou seja,
s—=5t = -7
2s—t = =2.
Substituindo t = 2 + 25 na primeira equacao, obtemos s —10—-10s = —7.
~ 1 1 4
Entao,s-—3,t—2+2<—3>—3,

re (380, - (302) « - (219)
Assim, a distancia entre 77 e 1» €
d(ri,r) = 1P PS [ = 3 VA+T+4=1.
7 2 8 1

4 I D/ _ r_ = ~ - g
Tg—{P1+tP1P2 ItE[R}—{(3 3t,3+3t,3t> |te[R},

¢ a reta procurada. o
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Exemplo 3

Sejam 71, a reta que passa pelo ponto P, = (1,1,2) e é paralela ao vetor
V1 =(1,1,0) e, areta de interseccdo dos planos 1, : x + 2y +z =4 e
THh:X +2z=2.

(a) Mostre que 7, e v» Sdo retas reversas.

(b) Calcule a distancia entre 1 e v».

(c) Determine a unica reta v que intersecta v, e v» perpendicularmente.

Solucdo.
(a) A reta r; é dada por
ri={P,+tv; [teR}={(1+t1+t2)|teR}.

Determinemos a equacao parameétrica da reta 7.

Para achar um ponto P; € r», tomamos x = 0, por exemplo, nas equa-
coes dos planos 11 e 11:

12y+z = 4

—2y+2=4=y=1 = P|=(0,1,2) €.
Z =

Para achar outro ponto P; € r», tomamos x = 2, por exemplo, nas equa-
coes dos planos 1T e 11

2+2y+z 4
2+z = 2

=z=0=y=1= P;,=(2,1,0) €.

Logo 1> é a reta que passa pelo ponto P; = (0,1,2) e é paralela ao vetor

PPy =(2,0,-2) || vz =(1,0,-1), ou seja:
72 =1{P; +sv; |s € R} = {(s5,1,2 —5)|s € R}.

Como os vetores v; = (1,1,0) e v3 = (1,0,—1) nio sio colineares, as
retas 7] e ¥» Sao concorrentes ou reversas.

Suponhamos que 1 N1, = {Q}. Entdio Q = (1 +t,1 +t,2) = (s,1,2 —5)
para certos valores s, t € R, que tentaremos determinar.

Devemoster 1+t =5, 1+t=1 e 2 =2 —s. Da segunda identidade,
obtemos t = 0 e, da terceira, s = 0. No entanto, esses valores nao sao
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compativeis com a primeira identidade, pois 1+t =1+0 # 0 = s.

Assim, o ponto Q € ¥; N7, nao existe. Isto &, r1 N1, = & e, portanto, as
retas sao reversas.

(b) e (c) Devemos determinar P € 7, e P’ € 1, tais que PP’ 1 v; e

PP’ 1 vy, simultaneamente.

ComoP=(1+t,1+t,2)eP =(s,1,2-5),PP" =(s—t—1,-t,—s)eas
condicOes de perpendicularidade, em termos do produto interno, sao:

<PP,5W> = O <(S_t_1,_t,_S),(1,]_,O)>=O
- — A
<PP/5,U_2>> = O <(S_t_11_t1_5)5(1101_1)>:O
s—-t—-1-t = 0 s—=2t =1
- = A
s—-t-1+s =0 2s -t =1

Substituindo s = 2t + 1 da primeira equacao na segunda, obtemos 4t +

2—t=1,ouseja,t=—1es=2(—1)+1=1.

3 3 3
Portanto,
2 2 , v (1 5Y.,
P—(1+t,1+t,2)—<3,3,2), P =(s,1,2 5)—<3,1,3),
e
PP (et 1 - —y = (L Iy _ 1o
PP =(s—-t—-1,-t,—s) ( 33 3) 3( 1,1,-1).

Assim,
d(r,r) = PP )| = STv T 1=

e a Unica reta v que intersecta 7; e > perpendicularmente é a reta que
passa por P e que é paralela ao vetor PP’ , ou seja, paralela ao vetor

v =(-1,1,-1). Logo,

r={P+t17|te[R}={(§—t,§+t,2—t> |te[R{}

¢ a reta procurada.
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3. Posicao relativa de um plano e uma esfera

Sabemos da Geometria Euclidiana Espacial que a interseccao de um
plano com uma esfera pode ser um ponto, um circulo ou o conjunto
vazio. Vamos provar estes fatos usando os recursos da geometria anali-
tica.

Teorema 1
Sejam 1 um plano e S uma esfera de centro A e raio R > 0. Entao,

(@) d(A, 1) > R se, e somente se, TN S = O.
(b) d(A, ) = R se, e somente se, Tt N S é um ponto.

Neste caso, dizemos que 1t € o0 plano tangente a S no ponto Py, onde P
é o ponto de interseccdo do plano 1t com a reta normal a Tt que passa
pelo centro A da esfera S.

(c) d(A, 1) < R se, e somente se, Tt N S é um circulo.

Além disso, o circulo Tt NS, contido no plano Tt, tem raio \/R2 —d(A, )2

e centro no ponto de interseccdo do plano 1t com a reta normal a Tt que
passa pelo centro A da esfera S.

Prova.

Seja OXYZ um sistema de eixos ortogonais tal que, Txy = me A =

(0,0,c¢), com c = 0. Nesse sistema de coordenadas, d(A, 1) =c e
S={(x,v,2) | x*>+y>+(z—-c)?> =R?}.

0Z

Casod(A, ) = c > R.

Seja (x,y,0) € T = TTxy um ponto ar-
bitrario. Como
x?2+v2+(0-c)?=c?>R?,

concluimos que (x,y,0) ¢ S. Logo
nenhum ponto de 1T pertence a S, ou
seja, TN S =J.

Fig. 3: d(A, 1) = c > R.
Portanto,
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d(A,T) =c>R=>1mNnS=0.
Casod(A, ) =c = R.

Seja P = (x,y,0) € T = 1rxy. Temos

=T

PeS = x*+y>+(0-c¢)>=R?
< x*+y?+R?=R?
= x?+y2=0

X=0 0X
= {yzo.

Fig. 4: d(A,m) =c =R.

Logo P = (x,y,0) € t n S se, e somente se, P = (0,0,0).
Provamos, assim, que

d(A,T)=c=R=mnNnS={P=1(0,0,0)}.

Como o vetor PA = (0,0, c) é perpendicular ao plano 1T = 1rxy, temos
que P é, geometricamente, o ponto onde a reta que passa por A e é
perpendicular ao plano 7T intersecta 7.

Casod(A, ) = c <R.

Temos
P=(x,y,00emnS < x>+ y>+c*=R*> = x>+ y>=R*> - 2.

Isto é, Tt N S é um circulo contido no plano 1T = 1Ty de raio
VRZ =2 = \[R2 — d(A, mr)?

e centro no ponto P = (0,0,0), que é, geometricamente, o ponto de
interseccao de 1T com a reta normal ao plano 1T que passa pelo centro A
da esfera S.

— 0z
T=T v

Fig. 5: d(A,m) = c <R. Fig. 6: Calculo do raio de C.
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Para provarmos que as reciprocas também sdo validas, basta observar-
mos que
d(A,m) >R, d(A,m)=R, d(A,m) <R

esgotam todas as possibilidades, enquanto as afirmacoes
eTT NS =

e 7T N S € um ponto;

e T N S € um circulo;

excluem-se mutuamente.

De fato, suponhamos, por exemplo, que T N S = &. Entdo, necessa-
riamente, d(A, 1) > R, pois se d(A,) = R, Tt N S é um ponto, e se
dA(A,T) < R, TN S éum circulo. m

Exemplo 4

Seja S uma esfera de centro A = (2,1,—1) e suponha que o plano T :
X +z+ 1 =0 seja tangente a S.

(a) Calcule o raio de S.

(b) Calcule o ponto de tangéncia do plano 1t com a esfera S.

(c) Determine um plano « que seja perpendicular a Tt e tangente a S.

Solucdo.
(a) Como o plano 1 é tangente a esfera S temos, pelo teorema anterior,
que o raio R da esfera é

_ _|2—1+1|=i=
R—d(A,'rr)—7¢m 7 V2.

(b) Seja r a reta perpendicular ao plano 1™ que passa pelo centro A =
(2,1,-1).

Como v = (1,0,1) é perpendicular a T, a reta + é dada pelas equacoes
paramétricas:

xX=2+t
r:4 y=1 ; teR.
z=-1+t
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O ponto de tangéncia de 11 com a esfera S é o ponto P onde a reta r
intersecta o plano 7.

Como P € r, devemos ter
P=@2+t,1,-1+1t),

para algum valor do parametro t € R. Além disso, como P € T, as
coordenadas de P devem satisfazer a equacao de 7r. Isto é,
R+tH)+(-1+t)+1=0 = 2t+2=0 = t=-1.

Portanto, P = (2+(-1),1,-1+(-1)) = (1,1, —-2) é o ponto de tangéncia
do plano 1T com a esfera S.

(c) Seja x : ax + by + cz = d um plano perpendicular ao plano
m:x+z+1=0.

Entdo o vetor w = (a, b, c), normal ao plano «, deve ser perpendicular
ao vetor v = (1,0, 1), normal ao plano . Isto é,
(wW,v)Y=a+c=0.
Tomando, por exemplo,a =1, b =0, c = —1, obtemos w = (1,0,-1) e
0 plano « na forma
x:x—-z=d.
O numero d se calcula sabendo que « é tangente a S, ou seja, a distancia

do centro A = (2,1,—-1) de S ao plano « ¢ igual ao raio R = /2 de S:
2-(-1)-d|l [3-4d|
v2 A ) =" )e V2

— |3-d|=2<=3-d=+x2<=d=3=+2.

Logo d = 5 ou d = 1. Para cada um desses valores,
X1:X—z=5 ou opr:x—z=1,

obtemos um plano tangente a S e perpendicular a 1. o

Exemplo 5

Determine o centro C e o raio R do circulo C dado por:
(x =32+ (y+2)?2+(z-1)>=100
2x -2y —-z+9=0.
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Solucgdo.
Consideremos a esfera
S:(x—=3)2+(y+2)?+(z-1)%=100,

de centro no ponto A = (3,-2,1) eraio p = 10, e o plano
T:2x -2y —z=-9,
perpendicular ao vetor v = (2, -2, —1) que passa pelo ponto (0,0, 9).

Como

[2(3) =2(=2) =1+ 9] 6 +4—-1+9| 18 18
d(A, ) = = = —==—-=6<10=p,
(4,1 \/22+(_2)2+(_1)2 Va+4+1 V93 p

a esfera S e o plano T, de fato, se intersectam ao longo de um circulo C.
O raio R do circulo C é

R = \p? — d(A, )2 = V100 - 36 = /64 = 8,

e 0 centro de C é o ponto de interseccao do plano 1T com a reta * que

passa por A = (3,—-2,1) e é paralela ao vetor v =(2,-2,—1) normal ao
plano 7.

As equacOes parameétricas de ¥ sao:

x =3+2t
riqy=-2-2t ; tek
z=1-t

Assim, C = (3 + 2t,—2 — 2t,1 — t), onde o valor do parametro t se
determina sabendo que C € 1, isto é:
2(3+2t) —2(-2-2t) - (1-t)=-9=9t+9=-9=1t=-2.

Portanto,

¢ o centro do circulo C. o
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