Aula 16

Nesta aula apresentamos uma série de exemplos e aplicacées dos conceitos vistos.

1. Exemplos e aplicacoes

Exemplo 1
Considere os pontos A = (1,2,2),B =(2,4,3),C=(-1,4,2),D =(7,1,3) e E = (—4,16,5).
(a) Mostre que A, B e C ndo sdo colineares.

(b) Determine a equacao paramétrica e a equagao cartesiana do plano i que contém os pontos
A,BeC.

(c) Determine a area do paralelogramo que possui A, B e C como vértices.

(d) Mostre que A, B, C e D ndo sdo coplanares.

(e) Escreva o vetorﬁ como combinacgao linear de ,ﬁ e ﬁ .

(f) Determine o volume do paralelepipedo de vértices A, B, C e D.

(g) Determine a equacgao da esfera de centro D que é tangente ao plano .

(h) Determine a distancia do ponto D a reta que passa pelos pontos A e B.

(i) Determine o ponto simétrico do ponto C em relagéo a reta que passa pelos pontos A e B.

(j) Determine a intersecgéo da reta que passa por A e B comaretal ={(7t—7,t—1,2t—1);t € R}.

Solucgao.
(a) Sabemos que:
A, B e C sio nao-colineares <= AB e AC nao sdo multiplos = AB' x AC 0
Como AB = (1,2,1), AC = (—2,2,0) e
— - 1111 2 —
AB x AC = (‘ ’ ’ _2 ol'|—2 2‘):(—2,—2,6)7&(0,0,0)20 ,

concluimos que A, B e C sdo ndo-colineares.
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—_— — . - Ly ~
(b) Temos m={A +tAB +sAC |t,s € R}, ou seja, as equacdes paramétricas de 7t sdo:

x=14+t—2s
m:d y=2+4+2t+2s;t,seR.
z=2+1
. - . — — , .
Para determinar a equagao cartesiana de 7, sabemos que AB x AC = (—2,—2,6) é perpendi-

culara . Logo 7t L (1,1,—3) e a equagéao cartesiana de 7t tem a forma
m:x+y—3z=d,

onde d é calculado sabendo que A = (1,2,2) €
d=1+2-3(2) =-3.

Portanto, a equacao cartesiana de 7t é
m:x+y—3z=-3.

(c) Seja R o paralelogramo que possui A, B e C como vértices. Entao,
Area(R) = |AB x AC | = || (—2,—2,6) | = V4 + 4+ 36 = Va4 = 2/11.
(d) Sabemos que:
A, B, C e D sado nao-coplanares < AB\, AC e AD sédolLl«< |AB ,AC,AD | #0.

Como AD = (6,—1,1),
[AB AC ,AD’] — (AB' x AC,AD ) = ((~2,-2,6),(6,~1,1)) = —12+2+6 =4 40,

concluimos que A, B, C e D ndo séo coplanares.

_> , . .
(e) Temos que AE = (-5, 14,3). Devemos achar numeros reais x € y, tais que
AE =xAB +yAC'.

Ou segja,
(_5» 14>3) = X(1>2’1) ‘|‘U(_2)2>O) .

Ilgualando as coordenadas, temos:

—5=x—2y {X:3 x =3

M=ty = {5y 5 xo543-8 :>{u=4
3=x

Observe que os valores encontrados sdo compativeis com a segunda equacao: 2x + 2y =
2(3)+2(4)=6+8=14.

Portanto, AE' = 3AB" + 4AC’ e, em particular, E € .
(f) Seja P o paralelepipedo que tem os pontos A, B, C e D por vértices. Entdo:
Volume (P) = ‘ [AB’,AC ,AD’} ‘ —|—4/ =4

(g) Para determinar a esfera S, conhecendo o centro D = (7,1, 3), basta calcular o seu raio p.

Como S é tangente a «t, temos que p = d(D, «). Isto é,

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



195 Geometria Analitica - Aula 16

71313 +3 2
VI+T1+9 VIT'

Portanto, S: (x —7)?+ (y —1)2+ (z—3)* = e

p=d(D,mn)

(h) A reta r que passapor AeB é
r—={A+1tAB |t € R},

Ou seja, as equacoes paramétricas de r sao:

x=1+s
i< y=2+2s; sekR.
z=2+s

SejaM = (1+5s,2+2s,2+s) € r 0 pé da perpendicular baixada do ponto D = (7,1, 3) sobre a
reta r.

— — R e —
Devemos achar o valor s € R, tal que DM L AB. lIsto é, (AB,DM ) = 0, onde DM =
(s—6,2s+1,s—1).

Calculando, temos:

(AB,DM) = ((1,2,1),(s—6,25 + 1,5 — 1)) =0
&— s—6+22s+1)+s—1=0
& 2s—7+4s+2=0
& 6s=5 < 522

— 5 5 5 31 16 1
Portanto, DM = (5—6,2-g+1,8_1> _ <_f’?’_é>'

Logo d(D, ) = d(D, M) = [[DM|| = £ /312 + 162+ 12 = V1218,

() SejaN = (1+5s,2+2s,2+s) € r 0 pé da perpendicular baixada do ponto C = (—1,4,2) sobre
aretar.

Determinar o ponto N significa achar o valor s € R,tal que CN L AB, ou seja, (CN AB ) = 0.

Como CN = (s+2,25s—2,s) e AB = (1,2,1), temos:

(CN,AB) = (s 4+2,2s—2,5),(1,2,1)) = s+ 2+2(2s —2) +s =65 —2 =0 &= |s—o>|.

ogon— (1L 2s2- Lo )< (44)

Seja C’ o simétrico de C em relacéo a reta r. Como N = %(C + C’), temos que:

C'=2N—-C=2 (g,g,g)—(—1,4,2): <§+1,136—4,134—2) .

Portanto, C' = (” 4 8).

3'3’3
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(J) Para determinar a interseccao das retas

r={1+4+s,2+2s,2+s)|seR} e ={(7t—7,t—1,2t—1)|t € R},
devemos resolver o sistema obtido igualando as coordenadas dos pontos de r e de {:
1+s=7t—7
TNl:¢ 24+2s=t—1
24+s=2t—1

Subtraindo a segunda equacéao do dobro da terceira, obtemos:

4+2s=4t-2
— 242s=t—1
2 =3t—1

Ou seja, t = 1. Substituindo esse valor na terceira equacao, obtemos s = 2t—3 =2(1)—-3 = —1.
Conferindo na primeiraequagdo: 1+s=1+(-1)=0=7(1)—-7=7t—7.
Entéo, rn ¢ ={(0,0,1)}.

Exemplo 2
Determine as equacgdes das esferas de raio \/17 que contém os pontos A = (2,3,1) e
B =(4,1,3), com centro no planom: 2x +y +z = 3.

Solucgao.
O centro das esferas procuradas deve ser um ponto equidistante de A e B. Seja 7@ 0 conjunto
dos pontos equidistantes de A e B. Isto €&,

n={P|d(P,A) =d(P,B)}

€ o plano que passa pelo ponto médio M = ATHB = %(6,4,4) = (3,2,2) e é perpendicular ao
vetor AB = (2,—2,2), ou seja, L (1,—1,1).

Assim, a equacao de 7 € da forma x —y + z = d, onde d se calcula sabendo que M € 7. Logo
d=3-2+2=3¢e
TT:x—y+z=3.

Entdo o centro C das esferas procuradas deve pertencer a reta r = tN 7t. Determinemos a reta
T

- x—y+z=3
| 2x+y+z=3.

Comor L v =(1,-1,1)er L w = (2,1,1), temos v || v/ x W = (—=2,1,3). Além disso,
P=1(0,0,3) e

Portanto, r = {(—2t,t,3t +3) |t € R}.
Sendo C € r, temos C = (—2t,t,3t + 3) para algum t € R.
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Como d(C,A)? =17,
(=2t —2)2+ (t—3)>+ (3t +2)*=17.

Desenvolvendo os bindmios do lado esquerdo dessa identidade, obtemos:
M2 8t +4+12—6t+ 94+ 92+ 12t +4 =17 =142+ 14t =0=t(t +1) =0

Portanto, t=0 ou t=-—1.
Parat = 0, obtemos o centro C; = (0,0,3) eaesfera S; : x> +y? + (z—3)2 =17.

Parat = —1, obtemos o centro C, = (2,—1,0) eaesferaS,: (x —2)?>+ (y+ 12+ 22 =17. 0

Exemplo 3
Considere os planos

Tomx—ny+z=2 e T :nx —my + nz =4,
onde m,n € R.

(a) Determine m,n € R de modo que m; e i, sejam paralelos.

(b) Determine m,n € R de modo que 7, N7, seja uma reta perpendicular ao vetor vi=(2,1,-1)
que passa pelo ponto A = (0,0, 2).

Solucao.
(a) Das equacgdes dos planos, temos: v = (m,—m,1) L7 e vy = (n,—m,n) L m,.

~ . —
Logo m || 71, &= vy’ e v séo colineares <= vy’ x v, =0 .

Isto é, se, e somente se,

\T’x\?:< m 1'»— mo >:(—n2+m,—mn+n>—m2+n2):(0»0»0)
—Mm n n n n —m
Ou segja,

1?4+ m=0

—nm+n-—20
—m?+n?=0.

Da terceira identidade, obtemos n? = m?, ou seja, n = +m. Substituindo na primeira identidade,
temos —m?+m =0, isto é, m(—m + 1) =0 e, portanto, m =0 oum = 1.

Se m =0, temos n = m = 0 e 0 vetor v’ seria o vetor nulo, uma contradicio.

Assim, devemos ter, necessariamente, m = 1 e, portanto, n = +1.

m=1 e n=1,

As solugdes sao:
m=1 e n=-—1.

(b) Sejar =m Nmp. Como A =(0,0,2) er,temos A € M e A € T,

Em particular, Acm; —=n-0+m-0+n-2=4—n=2.
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Logo Vi=(m-21)1Lmevy =(2-m2) L.
Comor Lvi; erLvy,temosr| vy x vy ,onde:

— = -2 1

m 1
Vi XV :<‘_m 2'

(2 2]

m —1121) —44+m,—2m+2,—m?+4)

Como também r L v’ = (2,1,—1), devemos ter (v', vy’ x v3') = 0. Isto &,
0 = (V,v7 xv7)

= ((2,1,—1),(—4+m,—2m—|—2,—m2—|—4))
= —8+2m—-2m+2+m?—4
= m?—10.

Portanto, m = +v/10.

Exemplo 4

Determine as equagbes paramétricas das retas paralelas ao plano m; : x + 3y — z = 3, contidas
no plano mt, : 2x +y + z = 5, que distam V300 da reta { = 7t; N 71;,.

Solugao.

Sejam vy’ = (1,3,-1) Lmevy = (2,1,1) L m.

Seja r uma reta contida em 7, e paralela ao plano 7;. Entéo r || { = 71y N 7.

Como { L vy’ e{ L v, ,devemoster { || v =v; xv3, onde:

3 —1 1T —1] |1 3

Esse vetor é a direcdo da reta (. Determinemos um ponto A € {.

Sabemos que

f x+3y—z=3
t=m mﬂz'{ 2x+y+z=5
Fazendo x = 0 nessas equacgoes, obtemos o sistema:
3y—z=3
y+z=>5

Somando as equacgdes, obtemos 4y = 8, ou seja, y = 2. Substituindo esse valor na segunda
equagao, obtemos 2 +z =5 = z =3.

Portanto, A = (0,2,3) € L.
Seja, agora, { a reta perpendicular a {, passando pelo ponto A, e contida no plano 7.
Como { C 7, temos { L v, e,como { L ¢, temos € L V.

Portanto € || vz’ x V', onde

o ] 2 1| ]2
”ZX"_(—3 —5"_‘4 —5H4
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Assim, { = {(—t,2+7t,3—5t) |t € R}.
Na reta { determinemos os pontos que estdo a uma distancia de /300 do ponto A.
Seja P = (—t,2+ 7t,3 — 5t) € L tal que d(P, A)? = 300.

Temos
d(P,A)2 = (—t)2+ (247t —2)2 + (3 — 5t — 3)? = t? 4+ 49t% + 25t% = 75t? = 300.
Logo t? = % = 4 e, portanto, t = +2.
Substituindo esses valores de t na expressao do ponto P, obtemos os pontos:
Py =(-2,247-23-5-2)=(-2,16,—7)
P,=(—(-2),24+7-(-2),3—5-(-2)) = (2,-12,13).

As retas procuradas séo paralelas a reta (, e, portanto, ao vetor v = (4,-3,-5), e passam
pelos pontos P; e P,. Essas retas séo:

r1:{(—2+4t,16 —3t,—7 —5t) |t € R},

o {(2+4t,—12—3t,13 —5t) |t € R}.

U
Exemplo 5
Considere as retas
x=t+3 x=s+4
r: y=t+4 ;teR e T:¢ Yy=-—s5 s E€R
z=—t—1 z=—-3s—1

(a) Mostre que v e v, S0 reversas.

(b) Determine a reta r que intersecta ry e r, perpendicularmente.

(c) Determine o plano = tal que d(m,1q) = % d(rq, 1) e d(m, ;) = % d(rq,12).

Solugéo.
(a) Temos que 1 || vy’ = (1,1,=1) e 12 || v2' = (1,—1,-3).

As retas r; e r, sao reversas, pois:

A.V’; e v', ndo sdo colineares.

De fato,

A = [ e I I N A

V1XV2—(‘_] _3'>_'] —3' 1 _]‘)_(_4)2)_2)7&(03030)
B.T’]PITZZQ.
De fato,
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t+3 = s+4
t+4 = —s
—t—1 = —3s—1

Somando as duas primeiras equacgdes, obtemos 2t +7 =4 —= t = —%.

Substituindo na segunda equagéao, —s = —% +4 = g = s = —g.
No entanto, substituindo t = —% es= —g em ambos os lados da terceira equagao, vemos que
3 1 5 13
~t—1=3-1=3 e-3s—1 _—3(7)—1 ==

Como esses numeros sao diferentes, concluimos que o sistema nao tem solugado. Isto é, ne-
nhum ponto de r; pertence a r; e vice-versa. Ou seja, r1 N1, = J.

Portanto, r; e v, séo retas reversas.

(b) Vamos determinar numeros t,s € R de modo que P; = (t+3,t+4,—t—1) € 11 e P, =
(s+4,—s,—3s — 1) satisfazem:

— —
PP, Ly, PP, LV,

onde PP, =(s+4—-t—-3,—s—t—4,-3s—14+t+1)=(s—t+1,—s—t—4,-3s+1t).

Logo
(PP, 7Y = ((s—t+1,—s—t—4 3s+t),(1,1,—1)) =0
° S s—t+1—-—s—t—4+3s—t=0
= 3s—3t=3&s—t=1,
PPy, 7)) = ((s—t+1,—s—t—4—3s+1t),(1,—1,-3)) =0
° — s—t+14+s+t+44+9s—3t=0
— 11s — 3t =-5.
Temos, entdo, o sistema:
s—t=1 . —T11s+ 11t = —11
, ou seja,
11s—3t=-5 1Ms—3t=-5

Somando essas equacodes, obtemos: 8t = —16, ouseja t=-—2.

Substituindo t = —2 na primeira equacao, obtemos s — (—2) =1, isto é, s = —1.

Portanto,
P, = (t+3,t+4,—t—-1)=(-2+3,-2+4,1)=(1,2,1),
P, = (s+4,—s,-3s—1)=(-1+4,—(-1),-3(-1)—1)=(3,1,2),
—
P1P2 — (2>_]>])
Logo
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x=1+4+2t
r:¢ey=2—-t ; telR
z=1+1

€ a Unica reta que intersecta r; e r, perpendicularmente.

(c) Como d(r1,72) = d(Py,P2) = [[P1P,[| = VA+T1+1 = V6, temos que d(m, 1) = \f e
dlmry) = 28,
3
Entdo, m| v e m|ry, pois d(m i) #0 ed(m,ry)#0.
Al e | I e T R
Logo m L vy x v, = (‘_1 _3’,—’] bl _1D =(—4,2,-2) || (=2,1,-1).
Istoé, m:2x —y+z=4d.
Como,
2—2+1—d| % d=3

d(mt,r) =d(Py,1) = ———— = — d—]—f—Z d—1=%2 ou

e d(m, 1) (P, ) A1 = | | - #{d:_h
6-1+2—d 2V6 2. d =TI

ed(m,1y) =d(Py,m = d—7 ——4 d—7 =44 ou

(7r,72) (P2, m) = A1 3:>| | = 3 = :>{d:3,
concluimos que d = 3 e, portanto, 7t: 2x —y +z = 3.
Exemplo 6
Considere os pontos A = (1,1,2),B =(3,2,2) e C = (4,5,3), e areta

x=1 _y—2 B
Tl = =2 1.

(a) Determine a equacao cartesiana do plano rt que contém os pontos A, B e C.
(b) Mostre que a retar € paralela ao plano .
(c) Calcule d(r, )
Solugéao.
(a) Como A, B, C € 7, temos que AB = (2,1.0) e AC = (3,4,1) sdo vetores paralelos ao

plano 7t. Logo

AB x AC = 41

— 10
130T

‘20

2 1
)3 4’)2(1»_2)5)

€ perpendicular ao plano 7.

Assim,t:x—2y+5z=d,onded=1—-2+10=9, pois A = (1,1,2) € 7. Isto é,
m:x—2y+5z=9.

(b) Comor || v =(3,4,1),mn Lw =(1,-2,5) e (v/,w) =3—8+5=0, temos que
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r{{m ou rcCm
Para mostrar que r || 7, basta verificar que o ponto P = (1,2,1) € r n&o pertence ao plano .

De fato, substituindo as coordenadas de P na equacao do plano 7, obtemos:
1-2-245-1=2+#9 — P¢gm.

M—2.-24+5-1-9 7
c¢) Calculando, temos: d(r,nt) = d(P,t) = = )
(©) (r,m) (P 14+4+25 V30 U

Exemplo 7
Considere a esfera
S:(x—1)2+y+2)72%+(z+3)2=25.

(a) Determine os centros dos circulos de raio 4, contidas em S, com centro sobre a reta

x=2t+1
r:¢ y=t—2 ; tekR.
z=-—t

(b) Determine, também, os planos que contém os circulos encontradas no item anterior.

Solucao.
(a) A esfera S tem centro C = (1,—2,—3) eraio R =5.
Seja A =(2t+1,t—2,—t) € r o centro de um circulo de raio 4 contida em S.
Entao,
d(C,A) =v25-16=V9=3
& d(C,A)*=9
= (2t+1-124+(t—2+42)2+(-t+3)2=9
= M+ttt —6t+9=9
&= 6t?—6t=0
& o6t(t—1)=0
& t=1 ou t=0.
Substituindo esses valores de t na expressao do ponto A, obtemos que:
A=A;1=(3,-1,-1) eA=A,=(1,-2,0)
sao os centros dos circulos de raio 4 contidas em S com centro sobre a reta r.

(b) Seja C; o circulo de centro A; = (3,—1,—1) e raio 4.

—) . ,
Como A.C = (—2,—1,—2) é perpendicular ao plano 7t; que contém C;, temos que:
m:2x+y+2z=6—1—2=3,jaque A; € m;.
Seja C; o circulo de centro A; = (1,—2,0) e raio 4.

Como A,C = (0,0,—3) é perpendicular ao plano 7t; que contém C,, temos que 7, : z = 0, ja que
Az =(1,-2,0) € m. O
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