Aula 17

Nesta aula continuamos com mais exemplos e aplicacées dos conceitos vistos.

1. Exemplos e aplicacoes - continuacao

Exemplo 8
Considere o plano mt: —x +y +z = 3 e a reta r paralela ao vetor v’ = (—1,2,1) que passa pelo

ponto A = (1,2,1). Determine as equagdes das esferas de raio /5 que sdo tangentes a reta r
no ponto A, com centro C € .

Solugéao.

Seja S uma das esferas procuradas e seja C = (x,y, z) o centro da esfera S.

Como r é tangente a S no ponto A, temos que ﬁ =(x—T,y—2,z—1) L v =(-1,2,1). Logo:
(KE&W)z—x+1+2y—4+z—1:—%+2y+z—4:O=$—m+2y+z:4.

Isto é, Ce m: —x + 2y +z =4 e, portanto, C pertence aretal =N

Determinemos a reta £.

Como { é perpendicular ao vetor vy = (—1,1,1), normal ao plano 7, e € perpendicular ao vetor
V2 = (—1,2,1), normal ao plano 7, temos que

11
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-1 1

-1 1

ewxwz(

y )

Para determinar um ponto de ¢, tomamos x = 0 nas equagbes de 7t e 7T, obtendo o sistema:
y+z=3
2y+z=4.

Subtraindo a primeira equacédo da segunda, obtemos y = 1. Substituindo o valory = 1 na

primeira equagéo, obtemos z = 2.
Portanto, P = (0,1,2) e Le L ={(t,1,t+ 2) |t € R}.
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Assim, como C € {,temos C = (t,1,t+2), para algum valor t € R, que determinaremos sabendo
que d(C,A)? = 5:
d(CLA)? = (t—1P2+(1=2P2+(t+2—-1P=t?—2t+1+14+t24+2t+1=2t>4+3=5
ﬁ t2:1 ﬁ t::i:1.
Parat=1, obtemos C=C;=(1,1,3)eaesferaS;: (x —1)>+ (y—1)2+ (z—3)? =5.
Parat =—1,obtemos C=C, =(—1,1,1)eaesferaS;: (x+1)>+ (y—1)2+ (z—1)2=5. 0

Exemplo 9
Considere as retas
2X -y —z =
T]Z{ x—y-z=8 e rTix=y—1l=z—-2.
—x+y=—4
(a) Mostre que r, e v, S40 paralelas.
(b) Determine a equacgéao cartesiana do plano que contém as retas vy e r5.
(c) Calcule d(rq,15).
Solucéo.

(a) Basta mostrar que as retas r; e v, sao paralelas a uma mesma diregcdo e que um ponto
de uma das retas nao pertence a outra.

Comor; =mNm,ondem :2x—y—z=8em: —x+y=—4 temosquer; L vy = (2,—1,—1)
er; Lvy =(=1,1,0).
Logo r1 || vV =V’ x v, onde:

7w = (7

_‘z -1

2 -1
4 ]) o,

Da forma simétrica da equagéo de r,, vemos que, também, r, || vi=(1,1,1).
Portanto, ry || r2 ou 1 = 15.
Determinemos um ponto A € ;.

Tomando y = 0 nas equagdes dos planos que definem r; obtemos o sistema:

2x—z—=38
{X Z4 — x—4ez=2.4-8=0 — A=(400)¢€r.
—X = —

Para mostrar que r; || v, vamos verificar que A ¢ r,. De fato, substituindo as coordenadas de A
na equacao de r,, obtemos a identidade impossivel4 =0—1=0— 2.

Logo A & r; e, portanto, ;|| 2.

(b) Para determinar a equacgao cartesiana do plano 7= que contém as retas r; e r, devemos
conhecer um ponto de 7t e um vetor perpendicular a .

ComoryCcte A=(4,0,0) € r1, obtemos que A € .
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Também, como v’ = (1,1,1) é um vetor paralelo a r; e a r,, obtemos v’ || 7.

. - .
Jaquer;nr, =, seB er,, 0vetor AB' é um vetor paralelo a 7t que néo é colinear com v,
Tomando x = 0 na equacao de r,, obtemosy —1=0ez—2=0,ouseja,y=1ez=2. Isto é,
—
B =(0,1,2) € r, e, portanto, AB = (—4,1,2) || 7.

— ) —
Como || v’ e || AB’, concluimos que 7 L. v’ x AB’, onde:

1
mmﬁ(” P ‘>=(1,—6,5).

1 2 —4 2/ |4 1
Portanto, t: x —6y +5z=d,onde d=4—6-0+5-0=4, pois A = (4,0,0) € . Assim,
m:x—6y+5z=4.

) )

(c) Como rq || r2, temos que d(ry,12) = (B, 1), onde B = (0,1,2) € 7,.

Seja Q = (t+4,t,t) € r; 0 pé da perpendicular a r; baixada do ponto B.

Entdo d(B,r;) = d(B, Q).

Comolﬁ> =(t+4,t—1,t—2) Ln,temos@) =(t+4,t—1,t—2) L v =(1,1,1), ou seja,
(BQ',v") =0.

Sendo

—_—

obtemos BQ = (—1+4,—1 1, _2> - <g’_g’_§

3 3 ) e, portanto,

3
Q1= () + (5) + () = iz = fvise

d(ri,72) =d(B,Q) = | 3 3

O

Exemplo 10

Determine as equagées das esferas S de raio v/30, tais que S Nt é um circulo de raio 3 e centro
C sobre a retar, onde
x+y+z=1
m:x+2y—4z=4 e T
Y { —x+2z=2.
Solugéo.
A reta r € a intersecgao dos planos
m:x+y+z=1 e Ty:—X+2z=2.
Comor Lvy =(1,1,1)er Lvy =(—1,0,2), temos r || v’ x v2’ = (2,—3,1).

Fazendo x = 0 nas equagdes que definem a reta r, temos

{12JZ+:z2:1 — z=1 = y=1-z=0 = A=(0,0,1)er
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Entao,
x =2t
r:¢ y=-3t ; tekR.
z=1t+1

Como o centro C € r, temos que C = (2t,—3t,t+ 1), para algum t € R. Entao,
2t—6t—MHt—-4=4 & -Et=8 — t=-1.

jaque Cem:x+2y—4z=4.
Logo C = (—2,3,0) é o centro da circunferénciaC =S N .

Como C tem raio 3 e S tem raio v/30, temos que
d(A,C) =v30—9 =21,

onde A € o centro da esfera S.
Seja { a reta perpendicular a 7t que passa pelo centro C = (—2,3,0) de C. Entao,

{xtz

£:¢ y=2t+3; teR, pois (1,2,—4) L m.
z=—4t
Como A € {, temos que A = (t — 2,2t + 3, —4t), para algum valor t € R. Logo
dA,CP=t?+4t? +16t? =21 = t? =1 = t = +1.

Para t = 1 obtemos o centro A, = (—1,5,—4) que corresponde a esfera

Sy (x+ 124+ (y—>5)%+(z+4)?>=30.
Para t = —1 obtemos o centro A_ = (—3,1,4) que corresponde a esfera

S :(x+3)P24+uy—-1)2+(z—4)>=30.

O

Exemplo 11
Considere os pontos A = (1,2,1) e B = (3,4, 3), e o plano
m:x—y+z=1.
(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de A e B.
(b) Determine o ponto C = (x,y,z) € 7 tal que HEX)H = ||C‘§H =V1lex+y—2z<0.

(c) Determine a area do triangulo de vértices A, B e C, e o plano que contém esse triangulo.

Solucéo.

(a) Seja7 = {P|d(P,A) = d(P,B)}. Entdo, € o plano perpendicular ao vetor AB = (2,2,2) ||
A+B

(1,1,1), que passa pelo ponto =(2,3,2). Logo
Tix+yt+z=7

(b) SejaC = (x,y,z) €m:x—y+z=1talque |[CA || =||CB || = 1T e x +y — 2z < 0.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Como d(C,A) =d(C,B), temos C € 7.

— ) x=y+tz=1
LogoCermn_r.{ xtyt+z=7.
Comor Lv =(1,-1,1)erLw =(1,1,1),temosque r || v/ x W = (—2,0,2) || (—1,0,1).

Fazendo x = 0 nas equagdes que definem r, temos

{—y—l—z=1

vhzo7 —hr=8=z=d=y=7-z=3=P=(034)cr.

Logo as equacdes paramétricas da reta r sao:

x=-—t
r:{ y=3 ;o teR.
z=t+4
Como C < 1, temos que C = (—t,3,t +4) para algum t € R. Além disso d(C,A)? = 11.

Assim,

(—t—1P2+B-2P+(t+4-1VP=1T=t>+2t+1+1+t2+6t+9=11
t=0
=Wt =0 =t +H=0=tt+4)=0= { ou
t=-4
Substituindo esses valores de t, vemos que C = (0,3,4) ou C = (4,3,0). Mas como as coorde-
nadas de C devem satisfazer a desigualdade x +y — 2z < 0, devemos ter C = (0, 3,4).

(c) Sabemos que

Area (AABC) = %HAB x AC|.
Como
—
AB =(2,2,2) —  —
—, — AB x AC = (4,-8,4),
AC =(-1,1,3) ( )
obtemos

Area (AABC) = 1[|(4,~8,4)| = JVT6+ 64 + 16 = 1v% = 316 = 26.

Consideremos agora o plano 7t que contém o triangulo AABC. Entdo mt | /ﬁ) xﬁ = (4,-8,4),
istoé, w L (1,—2,1). Logo
m:x—2y+z=0—-6+4=-2,

pois C = (0,3,4) € .

Exemplo 12

Considere o ponto A = (a,2a,a), onde a € R —{0} e as retas

x =2s x=2t+1
TM:¢ y=3s+1; seR e To: y=t+2 ; teR.

z=s5+1 z=—t+2
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(a) Determine a € R—{0} e C €  de modo que AC  seja perpendicular & retat, e |AC || = v/2.

(b) Mostre que os pontos A e C, do item anterior, e a reta r, ndo sdo coplanares.

Solugao.
(a) SejaC=(2s,3s+1,s+1) € 1. Entéoﬁ =(2s—a,3s+1—2a,s+1—a).

Como AC L 1, temos que AC L (2,1,—1), isto &,
(AC,(2,1,—1)) =4s —2a+3s+1—2a—s—T+a=0<=65—3a=0<=a=2s.
Além disso, como HFH = /2, temos que

0,35 +1—4s,5s+1—25)| =vV2 &= (0,1 —5,1—5)|=vV2 &= (1 —5)2+ (1 —5)? =2

s=2 a=4
=21 -5 =2= (1-s5)P=1=1-s=+1={ ou &= { ou
s=0 a=0
= a =4 (pois a € R—{0}) e, portanto, C = (4,7,3).
(b) Seja 7t 0 plano que contém a reta r, e o ponto A = (4, 8,4).

SejaB =(1,2,2) er,. Como | v’ =(2,1,—1) enH A_>: —3,—6,—2), temos que

1T -1 2
7tJ_\7>><v7>:< ) —-8,7,—9).

—6 —2 -3
Logom: —8x+7y—92=—-8+14—-18=—12,pois B =(1,2,2) e .

)

Para mostrar que A, C e r, ndo sdo coplanares, basta verificar que C = (4,7,3) & 7.

De fato, substituindo as coordenadas de C no lado esquerdo da equacgao de 7, obtemos
—8 X447 Xx7—9%x3=-32+4+49—-27=-594+49=—-10+#—-12,

mostrando, assim, que C ¢ 7.

Exemplo 13

Considere os planos
mix+2y+22=5 e myix+2y+2z=11.

(a) Determine a equacédo da esfera S tangente ao plano m, tal que C = S N1y € um circulo de
centro A = (1,0,2) eraio4.

(b) Determine tNC,ondem: —2x+y+z=0.

Solugéo.
(a) Aretar L mr; que passa pelo ponto A, contém o centro C da esfera S. Isto é,
C=(t+1,2t,2t+2), paraalgumt e R.

Como d(C,m,) =R e d(C,A)? + 16 = R?, temos
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t+1+4t+4t+4 112 (9t —6)*
t2+4t2+4t2=| —16 = 9t?= —16
(VT +4+4)? ?
92

= =92 —12t+4)—-16 = 0=—-12t—12=1t=—1

Logo C = (0,—2,0) é o centro da esfera S.

Além disso,
R?2=d(C,A)?2+16=9+16=25=R=5éo0raiodeS.

Portanto, S : x* + (y + 2)? + z? = 25.
(b) ComoC Cc mytemostNC=mNmnNC.

Sejar =mnNm. Entdo, r L (—2,1,1)er L (1,2,2). Logor || (—2,1,1) x (1,2,2) = (0,5,—5), ou
seja, r || (0,1,—1).

Fazendo x = 1 nas equagdes de 7 e 717, obtemos

x =1
2 22 =4
{ vz = (L, )er=r:{ y=t+1 ; teR.
y+z=2
z=—t+1
Determinemos rNC =N C. Temos
P=(1,t+1,—t+1)
PecrnNC&{ e = (1-1)P24+(t+1)2+(—t+1-2)2=16
d(P,A)? =16

= (4124 (—t—1)P2=16=2(t+1)P2 =16 (t+1)2=8 =t +1=42V2.

Logo t=—-1+2v2 ou t=—1-2v2.
Portanto, mNC ={(1,2v2,-2v2 +2),(1,-2v2,2v2 + 2)}.

Exemplo 14
Considere os pontos A = (2,3,1), B = (1,4,2) e C = (3,1,2) e a reta r paralela ao vetor
v’ = (1,—1,3) que passa pelo ponto P = (1,3,0).

(a) Verifique que A, B e C ndo sao colineares.

(b) Determine a equagdo paramétrica e a equagao cartesiana do plano @ que contém os pontos
A,BeC.

(c) Determine os vértices R, S e T de um triangulo tal que {R} =nnr,Ser, Tem, ||S_T> | = \;%4
e S_T) 17

Solugéo.

(a) Temos AB = (—1,1,1) e AC = (1,—2,1).

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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I . L= — -
Os pontos A, B e C nao séo colineares pois AB e AC n&o sdo multiplo um do outro. De fato,

/ﬁ’x/ﬁ:(1 1 —1 1] =1 1

y y

-2 1 T 1 (1 =2

) - (372,1) 7£ (070’0)'

(b) A equacgéo paramétrica do plano 7t que passa pelo ponto A = (2,3,1) e € paralelo aos

— —,
vetores AB e AC é

x=2—t+s
m: y=3+t—2s; t,seR.
z=1+t+s

. , — — -
Como o plano 7 é perpendicular ao vetor AB x AC e passa pelo ponto A, a sua equacao
cartesiana é
m:3x+2y+z=6+6+1 — m:3x+2y+z=13.

(c) A equacao paramétrica da reta r é

x=1+1t
r:¢c y=3—-t; teR
z =23t

Como R é o ponto de interseccédo de r com o plano 7, temos R = (1 +t,3 —t,3t),ondet € R é
tal que as coordenadas de R satisfazem a equacao cartesiana de
31+8)+2B83—1)+3t=13 = 343t4+6—-2t4+3t=13 = 9+4t=13
— =4 = t=1=— R=(2,2,3).

Sejams:(1+t,3—t,3t)ereTeﬁ,taisqueS?LneHS?H:\;;74.
Entéao,
4 B0+t 126 -t +3t—13 4
d(S,m) = ST = — =
Sm=ISTl= g = 9r4+1 V14
L at—a_ 4
VT v

— [t—1=1=1t—1==%]

t=2=—S5S=S5,=(3,1,6)
— ou
t=0=S5=S5,=(1,3,0).

. ~ - s a4
Assim, os pontos S; e S, s&o os pontos da reta r que estao a distancia —— do plano .

/14

Para achar os correspondentes pontos T; e T, tais que ART;S; e ART,S, séo triangulos retan-
gulos em T, e T,, respectivamente, projetamos os pontos S; e S, perpendicularmente sobre o
plano 7.

e Seja {; a reta perpendicular ao plano 7t que passa por S;. Entao

x =3+ 3t
£ y:1—|—2t, teR - {T]}:g]ﬂﬂ.
z=6+1

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Como Ty € {;,temos T; = (3 +3t,1 +2t,6 +t) e, como T; € 7, obtemos

3(3+3t)+2(1+2t)+(6+t):13:>14t+17:13;\,t:_§

= e (3-8 fe T e (539).

e Seja {, a reta perpendicular ao plano 7 que passa por S,. Entéao

x=1+3t
£y y=3+2t; teR - L =6LNm

Como T, € {;,temos T, = (1 + 3t,3 + 2t, t) e, como T, € 7, obtemos
3(1+3t)+2(3+2t)+t:13=>14t+9:13=>t:§
6 42 13 25 2
= L=(1+373455)=T=(5.75)
O

Exemplo 15

Considere o ponto A = (1,2,1) e areta

S x=y+z=1_
r'{Zx—l—y:Z ;o teR.

(a) Determine a equagdo parameétrica da reta .

(b) Determine a equagéo cartesiana do plano m que contém a reta r e o ponto A.

(c) Determine as retas paralelas a reta r contidas no plano © que distam \/6 de r.

Solucao.
(a) Temos
rLl(1,-1,1)

J— pr—y _— :H
u(z,],o)}zwn (1,-1,1) % (2,1,0) = (-1,2,3) = .

Tomando y = 0 nas equacgdes que definem r, obtemos:
x =1

2x =2 x =1

{X“:] — {221_" — {Z:O — B=(1,0,0)€r.

Logo a equacao paramétrica de r é:

x=1-—t
r:< y=2t ; teR.

z =3t

(b) Temos 7t || v = (—1,2,3) e 7t || BA' = (0,2,1). Logo 7t L ¥’ x BA = (—4,1,—2).

Como B = (1,0,0) € 7t, obtemos
m:dx —y+2z=4.

(c) Sejat c mtalque ¢ L re B € £. Temos,

L (4,-1,2)el L (—1,2,3) = || (4,-1,2) x (—-1,2,3) = (—7,—-14,7) = € || (1,2,—-1).

K. Frensel - J. Delgado
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Como B = (1,0,0) € {, obtemos:

x=1+1
:{ y=2t ; tekR.
z=—t

Seja P = (1 +t,2t,—t) € { tal que d(P,B) = v/6. Entao

t=1 = P=P1=(2,2,-1)
dP,Bl=6=t’+4t’+t?’=6=t’=1—=t=+1= < ou

t=—1 = P=P,=(0,-2,1).

Para P, = (2,2,—1), obtemos a reta

x=2—1
i< y=2+2t ; teR.
z=-—1+3t
Para P, = (0,—2,1), obtemos a reta
x =—t
Ty y=-242t; tekR.
z=1+3t

As retas r; e 1, s80 as retas paralelas & reta r contidas no plano 7 que distam /6 de r. 0
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