Aula 18

Nosso objetivo agora é estudar a equacao geral do segundo grau em duas variaveis:

Ax?>+Bxy +Cy?+Dx+Ey+F=0, onde A#0 ou B#0 ou C#0

Vamos considerar primeiro os casos em que B = 0. Isto é, vamos estudar a equacao:

Ax? 4+ Cy?+Dx+Ey+F=0

1. Elipse

Definicao 1
Uma elipse, &, de focos F; e F,, é o conjunto do plano que consiste de todos os pontos P cuja

soma das distancias a ¥, e F, é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os
focos 2¢ > 0. Ou seja:

SZ{P‘d(P)F])—}_d(P)FZ) :Za}»
O§c<a; d(F],Fz)ZZC

Terminologia
e Como dissemos na definicdo, os pontos F; e F, sdo os focos da elipse.

e A reta { que contém os focos é a reta focal.

° ®
I Ey

Fig. 1: Posicionamento dos focos da elipse na reta focal.

e A interseccéo da elipse com a reta focal { consiste de exatamente dois pontos, A; e A,,
chamados vértices da elipse sobre a reta focal.

De fato, seja A € €N L. Entdo A ¢ FF,, pois se A € F;F,, teriamos
2c = d(Fy,F2) =d(A, ) + d(A, F2) = 2a,
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isto €, 2c = 2a, 0 que € impossivel, ja que, por definicdo, 2c < 2a.
Seja A, e Enl—FFytal que x = d(A,, Fy).

Como 2a = d(A,, Fy) + d(Ay, F2) = x4 2c + x, pois A, € £, temos que x = a — c.
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Fig. 2: Posicionamento dos vértices em relagéo aos focos da elipse na reta focal.

Logo o ponto A, pertencente a { — F;F;, que dista a — c do foco F,, pertence a elipse £. De
modo analogo, temos que o ponto A; pertencente a { — F;F, que dista a — ¢ do foco F,, pertence
a elipse €.
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Fig. 3: Determinagéo da distancia dos vértices aos focos da elipse.

e O segmento A;A; € denominado eixo focal da elipse. O seu comprimento € 2a.
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Fig. 4: Posicionamento dos focos, vértices e centro da elipse na reta focal.

e O ponto médio C do eixo focal A;A, é o centro da elipse. Esse ponto €, também, o ponto

médio do segmento F;F,, delimitado pelos focos.

e A reta ¢’ que passa pelo centro C e é perpendicular a reta focal { é a reta nao-focal.

e A elipse intersecta a reta ndo-focal ¢’ em exatamente dois pontos, B; e B,, denominados

vértices da elipse sobre a reta nao-focal.

De fato, como ¢’ é a mediatriz do segmento F;F,, temos que B € {' N £ se, e somente se,
d(B,F;) = d(B,F,) = a. Logo, pelo teorema de Pitagoras, temos que {' N £ consiste de dois

pontos, B; e B,, em {’, que distam b = v/a? — ¢? do centro C da elipse.
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Fig. 5: Posicionamento dos focos, vértices e centro da elipse nas retas focal e ndo-focal.
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e O segmento BB, é denominado eixo nao-focal da elipse e seu comprimento é 2b, onde
b? = a?—c2

e O nimero e = % € chamado a excentricidade da elipse. Note que 0 < e < 1.

e O numero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a distancia do centro
aos vértices sobre a reta nao-focal e ¢ é a distancia do centro aos focos.

Observacao 1

1. Sec =0, a elipse se reduz ao circulo de centro C e raio a pois, nesse caso, F; = F, = C g,

portanto,
E={P|2d(P,C) =2a} ={P|d(P,C) = a}

Em particular, a excentricidade e = 0 se, e somente se, a elipse é um circulo.

2. Pela desigualdade triangular, temos que se d(P,F;) + d(P,F,) = 2a e d(Fy,F2) = 2¢c, entdo
2c = d(Fy,F;) < d(P,Fy) + d(P,F,) = 2a. Isto é, 2¢c < 2a.

Além disso, 2¢c = 2a < d(P,F;) + d(P,F;) = 2a = 2c = d(Fy,F;) &= P € FF,. Ou seja, se
¢ = a, entdo
{P ‘ d(P)F1) + d(P> FZ) - Cl} = F1F2-

Por isso, na definicdo da elipse, tomamos 2c < 2a.
3. Aelipse £ € simétrica em relagdo a reta focal, a reta ndo-focal e ao centro.

De fato, se P € £ e P’ é o simétrico de P em relac&o a reta focal, ento:
AszQ = AszlQ e AF1PQ = AF]P/Q .
Em particular, F1P = F1P’ e F,P = F,P’. Logo,
2a=d(P,F1) +d(P,F,) = d(P',F1) + d(P',F,) = P’ € £.

Ay F C @ A,

Fig. 6: Simetria da elipse em relagéo a reta focal.
SeP € £ eP” éosimétrico de P em relacdo ao centro, entao
APCF, = AP"CFH, e AF,CP = AP"CF,.

Em particular, F1P = F,P” e F,P = F,P”. Portanto,
2a = d(P,Fy) + d(P,F,) = d(P",F2) + d(P",F) = P" € £.
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Fig. 7: Simetria da elipse em relagao ao centro.

A simetria em relacdo a reta ndo-focal se verifica de maneira analoga, usando congruéncia de
tridngulos.

2. Forma canoénica da elipse

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano. Vamos obter a equacgao da elipse em
relacdo a esse sistema de eixos para alguns casos especiais.

Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX
Nesse caso, temos F; = (—c,0), F, = (¢,0), Ay = (—q,0), A, = (a,0), By = (0,—Db) e
B, = (0,b). Logo,
P=(x,y) € £ & d(P,F;) +d(P,F;) = 2a
Vix+ce)2+y24+ /(x—c)2+y?=2a

STy =20 /e T

(x+c)?+y?=4a*—4a\/(x—c)2+y?+ (x—c)* +y?

x2+2xc+c?2+y?=4a’>—4da/(x —c)2+y2 +x*>—2xc + c? +y?
dxc =4a? —4a\/(x —c)2 +y2

a?—cx=ay/(x—c)2+y?

(a® —cx)? = a*((x — ¢)* +y?)

a* —2a%cx + ¢*x? = a?(x? — 2xc + ¢ +y?)

(a? — c2)x® + a2y? = a® — a?c? = a?(a? — c?)

b2x2 + a2y? = a?b?

r11t1rrrr1t11un7Y

Yy 1 Forma canénica da elipse de centro na origem
e reta focal coincidente com o eixo OX.
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Esboco da Elipse

2 2 2 2
y- x© at—x b 3 5
Como§_1—g_ 2 ,temosquey_j:a a?—x?.
. - ~ b
Consideremos o grafico da funcéo y = . vat—x2% x € [0,a]. Como parax = 0 e
. b
x = a, temosy = b ey = 0, respectivamente; y' = —% < 0 (decrescente) e
ay acs—x
b N - ~
y’ = 2% 9 (cbncava), para x € (0, a), o grafico da fungéo é da forma:
(a2 —x2)3/2
Yk
b
—a —¢ C p a T

75 L ]

Fig. 8: Grafico da fungdo y = 2 v/ a2 —x2, x € [0, al.

a

Como a elipse é simétrica em relagdo ao eixo—OX (reta focal) e em relagcédo ao eixo—OY
(reta ndo-focal), seu grafico tem a forma:

L/ |

[ £

Fig. 9: Grafico da elipse £ : 2> + ul _

Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Neste caso, temos F; = (0,—c), F, = (0,¢), A; = (0,—a), A, = (0,a), By = (—=b,0) e
B, = (b,0).

Desenvolvendo como no caso anterior, podemos verificar que a equacéo da elipse é:

X2  y? 1 Forma canénica da elipse de centro na origem

— + = = .. .
b2 a? e reta focal coincidente com o eixo OY.
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Fig. 10: Elipse & : ’bj—z +?TZ =1.

Exemplo 1
Os vértices de uma elipse sdo os pontos (4,0) e (—4,0), e seus focos sdo os pontos (3,0) e
(—3,0). Determine a equacéo da elipse.

Solugéo.

Como F; = (—3,0) e F, = (3,0), a reta focal é o eixo—OX, e A; = (—4,0) e A, = (4,0)
sao os vértices sobre a reta focal £.
Entdo, C = erFz = A JZFAZ — (0,0) é o centro da elipse, a = d(C,A;) = d(C,A,) = 4,

c=d(C,F;)=d(C,F,)=3eb=vVa2—c2=142-32=/16—9=7.

x
N

2
Logo, aequagdo daelipse é €&:— + y7 =1.0

1

[op

Exemplo 2
Dois vértices de uma elipse £ sdo os pontos (0,6) e (0,—6), e seus focos sdo os pontos (0,4) e
(0,—4). Determine a equacéo da elipse &.

Solugéao.

Temos F; = (0,—4) e F, = (0,4). Entdo a reta focal (que contém os focos) é o eixo QOY, os
vértices sobre a reta focal sédo A; = (0,—6) e A, = (0,6), e 0 centro da elipse £ € a origem,
pois C = w = (0,0). Como a = d(C,A;) = 6 ec = d(C,F;) = 4, temos que

b?=a?—c?=36—16=20.

2 2

Portanto, a equacéo da elipse é €& % +2 =1

36 U

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



219 Geometria Analitica - Aula 18

Exemplo 3

Os focos de uma elipse sdo os pontos (2,0) e (—2,0), e sua excentricidade é

Wi N

. Determine a

equacio da elipse.

Solugéao.
Temos que a reta focal € o eixo OX, o centro da elipse € a origem C = (0,0),c =d(C,F;) =2¢e
ezgzgzgﬁa:& Logo, b2 =a?—c?>=9 —4 =5.

3 a a

x2

2
Portanto, a equacéo da elipse é €& o + % =1. O

Exemplo 4
Uma elipse £ tem seu centro na origem e um de seus vértices sobre a reta focal é (0,7). Se
a elipse passa pelo ponto (x/g, % ) determine sua equacgédo, seus vértices, seus focos e sua

excentricidade. Faca, também; um esbogo da elipse.

Solugéao.
A reta focal, que contém o centro e o vértice dado, é o eixo OY. A distancia do centro C = (0,0)
ao vertice A, = (0,7) € a = d(C,A,) =7 e o outro vértice na reta focal € A; = (0,—7).

Logo, a equacao da elipse £ é da forma:

XZ yz ) XZ yz
E:QJFE:L ou seja, 5:§+ﬁ:]'
y
Como (x/g, 1;) € &, temos:
7
2 14\ 2
(\/E> +<3> =1 ou seja i—l-ﬁ_
b2 2 SR S N A
. 5 4 5 L ~ o
Isto &, = 1— 5= o Assim, b< = 9 e a equacao da elipse é
2 2
g % + % = 1. — s
Como a reta nao-focal é o eixo OX e b = 3, os vértices na reta
nao-focal sdo B; = (—3,0) e B, = (3,0).
Temos, também, que ¢ = Va2 — b2 = /49 — 9 = /40 = 2+/10.
Logo, os focos séo F; = (0,—2v/10) e F» = (0,2+/10). ~7
Finalmente, a excentricidade de £ € e = % = Z‘T. ] Fig. 11: Gréfico da elipse & : 52 + %2 _ 1.
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3. Translacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e seja O = (xo,yo) um ponto no plano.

Seja OXY o sistema cujos eixos OX e OY s&o paralelos aos eixos OX e OY e tém,
respectivamente, 0 mesmo sentido que esses eixos.

Sejam (x,7y) as coordenadas do ponto P no sistema de eixos O XY e sejam (x,y) as
coordenadas de P no sistema de eixos OXY.

Entéo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e O XY s&o relacionadas por:

v YA
yo+§------""“g"“‘TP
X =X+ Xo ?
{U_U+Uo iz o] = X
O Zo xoi—f ;g

Fig. 12: Ponto P = (X, Ylgxy = (X0 +X, Yo +Yloxv-

Exemplo 5

Faca um esbogo da curva

x3—3x*—y?+3x+4y —-5=0. YA YA
Para isso, escreva a equacao nas coordenadas x ey do sistema de
eixos O XY, com origem O = (1,2), obtido transladando o sistema
OXY para a origem O.
2 o X
Solucao.
Fazendo x =x+ 1 ey =7y + 2 na equagao dada, obtemos: o1 X
(X+1P=3x+1)—(g+2)>+3x+1)+4y+2)—-5=0. \

Simplificando essa identidade, obtemos x> = . , B
Fig. 13: Gréfico da curva x> —3x* —y? +

~ _ _ _ 3x+4y—-5=0.
Entdo, y = +x/? e x> 0.

Fazer, agora, o esbogo da curva é bem mais simples.
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4. Elipse com centro no ponto O = (x¢,yo)

Caso l. Reta focal paralela ao eixo OX

Como o centro O = (xo,yo) pertence a reta focal, temos que ( : y = yo é a equacao
cartesiana da reta focal.

Além disso, como d(F;,0) = d(F,,0) = c, onde F; e F, sdo os focos da elipse, temos que
F1 = (x0—¢,yo) € F2 = (x0 + ¢, Yo)-

Seja P = (X + x0,Y + yo) um ponto pertencente a elipse, onde x, y sdo suas coordenadas
no sistema OXY e X, §J sdo suas coordenadas no sistema O XY, obtido transladando o sistema
OXY para a origem O = (xo, Yo)-

Entao, P pertence a elipse se, e somente se,
d(P) F1) + d(Pa FZ) =2a
ou seja,
& d((x+x0,Y +Yo), (xo —¢,y0)) + d((X +x0,Y +Yo), (X0 + ¢,Y0)) = 2a
— d((x,9),(—¢,0)) +d((x,1),(c,0)) = 2a
2 =2 2 2
y (x —x0)° | (y—yo)
= —2+§ ==+ =1

Logo, a forma canodnica da equacao da elipse com centro no ponto (x,,y,) e eixo focal
paralelo ao eixo OX é

(x—x0)* | (Y—vo)* _,

2 __ 2 2
) + 02 onde b =a“—c

Os focos sdo F; = (xo — ¢,yo) F2 = (x0 + ¢,yo); a reta focal € £ : y = yo; 0s vértices sobre

a reta focal sdo A; = (xo — a,yo) € Ay = (xo + a,yo); a reta ndo-focal é £’ : x = xo € 0s vértices
sobre a reta ndo-focal sdo B; = (xo,yo — b) € Bo = (x0,yo+ b).

YA v

Yo+ b Bs

=k

Yo

yo — b

=Y

TIp—a xg—=c¢ xTp+ec Tota

2

2
Fig. 14: Gréfico da elipse £ : X=X0)° 4 L=vol™ 7

b2
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Caso ll. Reta focal paralela ao eixo OY

Procedendo de maneira analoga ao caso anterior, pode-se verificar que a forma canoénica
da equacao da elipse com centro no ponto (x,,yo) € eixo focal paralelo ao eixo OY é:

(x—x0)* | (Y—vo)* _,

2 _ 2 2
b2 + 2 onde b =a“—c

Neste caso, os focos sdo F; = (xo,yo —c¢) F» = (x0,yo + c); a reta focal é £ : x = xo; 0S
vértices sobre a reta focal sdo A; = (xo,yo— a) € A, = (xo0,Yo + a); a reta ndo-focal é ¢’ : y = yo
e os vértices sobre a reta ndo-focal sdo By = (xo — b,yo) € B> = (xo + b, yo) -

Yl
A
o +a

Yo+ ¢

Yo

=Y

Yo —¢

Yo —a

(0]

Exemplo 6
Os focos de uma elipse £ sao (3,8) e (3,2), e o comprimento do seu eixo ndo-focal é 8. Deter-
mine a equagéo da elipse £, 0s seus vértices e a sua excentricidade.

Solugéao.
Como F; = (3,2) e F, = (3,8) sdo os focos da elipse, a reta focal de £ é { : x = 3 (para-
lela ao eixo OY) e o centro de £ é C = h ;Fz = (3,5). Além disso, 2b = 8, isto é, b = 4,
c=d(C,F;) =d(C,F,) =3ea?=b>+c?=42+3>=16+9 = 25, isto é, a = 5. Portanto,
e = % = %; A1 =1(3,0) e A, = (3,10) sdo os vértices de £ sobre aretafocal; ¢’ : y =5 é areta
nao-focal; B; = (—1,5) e B, = (7,5) sao os vértices de £ sobre a reta ndo-focal e

g 1_63)2 + W ;55)2 ~1.

€ a equacéao da elipse.
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Exemplo 7
A equacgdo de uma elipse é £ : x* + 4y? + 2x — 12y + 6 = 0. Determine a equagdo da elipse na
forma canbnica, o seu centro, 0s seus vértices, 0os seus focos e a sua excentricidade.

Solugao.
Completando os quadrados na equacao de &, temos:

E:(x*+2x) +4(y?>—3y) =—6

E:02+ 2+ 1) +4 (V2 -3y + ) =—6+1+4x =4

5:(x—|—1)2—|—4(y—;)2:4

ey e

sendo esta ultima equacgéo a forma canénica de £. Dessa equacéo obtemos que o centro da
elipse é C = (—1,%), a=2,b=1e, portanto, c? = a? —b? =22 —12 =3, ou seja c = /3.

Aretafocalde £él:y = % paralela ao eixo OX, e a reta ndo-focal é a reta vertical {' : x = —1,
paralela ao eixo—QY.

3
2
~ 3 3 3 3 -
sao A; = (—1 -2, 2) = (—3,§> e A, = (—1 + 2, 2) = (1,§) e 0s vértices sobre a reta

nao-focal sdo By = (—1,%—1) = (—1,%) e B, = (—1,%+1> = (—1,%).

Os focos da elipse séo F; = (—1 —V3 ) ek, = <—1 + /3, %) 0s vértices sobre a reta focal

o5

Finalmente, a excentricidade de £ &€ e = % =—.0

5. Equacao do segundo graucomB =0e AC >0

Consideremos a equacao da elipse £ de centro no ponto (xo,yo) € reta focal paralela ao

eixo OX:
)2 (y—vo)?
b2

Sz(X_XO + =1.

(12
Desenvolvendo, obtemos a equacéo:
b?x? + a?y? — 2b%xpx — 2a%yoy + b*x + a’y3 — a?b? =0,
que é da forma
Ax? +Bxy+ Cy?+Dx+Ey+F=0,
onde A =b% B =0, C=a? D =—2b%xq, E =—2a’y e F = b*Z + a?y3 — a?b>.
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Entdo, B =0e A e C tém o mesmo sinal. O mesmo vale para a equacgao da elipse com
centro no ponto (xg, yo) € reta focal paralela ao eixo OY.

Reciprocamente, temos:

Proposicao 1
Suponha que os coeficientes A e C da equacado do segundo grau
Ax?+Cy?+Dx+Ey+F=0, (%)
tém o mesmo sinal. Seja M = C?D? + ACE? — 4AFC2.
Entao, a equacéo (x) representa:
e uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados, se M > 0.
e um ponto, se M = 0.

e 0 conjunto vazio, se M < 0.

Prova.
Dividindo a equacao (x) por AC, obtemos:

x> y> D E F

ctATac* T acY Tac =Y
ou seja,

D E
2 2
X +KX+y +EU :_i
C A AC’
Completando os quadrados, temos:
2, B +D—2 2, b +E—2 2 2
TTATaar Y TcYT4c2  F  D?E
C A AC 4A2C 4AC?°

Isto é,

D\? E\?
+ = 2+ =
(X 2A> (y zc) _ C2D24+ACEZ—4AFC2 M

C + A 4A2C3 ~ 4A2C3 ()
Se M =0, a equacao (**) representa o ponto (_ﬁ’ _f>’ pois A e C tém o mesmo sinal.
Se M # 0, podemos escrever a equagao () na forma
DY (s EY

*TOA N vTxc) ] A)

M M

4A2C2 4ACC2
Como AC > 0, a equacao (A) representa uma elipse de eixos paralelos aos eixos coordenados

E

e centro no ponto <_ﬁ’ _i)’ se M > 0.

Se M < 0, a equagéo (/) representa o conjunto vazio, pois M <0 e

M
1A2C2 iacc <0 m
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Os casos em que a equagao do segundo grau Ax?+ Cy? + Dx+Ey +F =0, com AC > 0,
representa um ponto ou o conjunto vazio sdo chamados de casos degenerados da elipse.

Exemplo 8

Determine se as equagbes abaixo representam uma elipse ou uma elipse degenerada. Caso
seja uma elipse, determine seus principais elementos.

(a) 25x? + 9y% — 225 = 0.

Solugéo.
2 2
Como 25x* + 9y? = 225, obtemos, dividindo por 225, que a equagdo % + 3—5 = 1 representa

uma elipse com:

ea=5b=3ec=v25-9=4.

e centro: C = (0,0).

e reta focal: { = eixo— OY : x = 0.

e reta ndo-focal: ¢’ = eixo— OX:y =0.

e vértices sobre a reta focal: A1 = (0,—5) e A, = (0,5).

e vértices sobre a reta ndo-focal: B = (—3,0) e B, = (3,0).
e focos: F1 = (0,—4) eF, = (0,4). O

(b) 4x2 + 9y2 — 40x + 36y + 100 = 0.

Solucao.
Completando o quadrado, obtemos:
4(x? —10x) + 9(y? + 4y) = —100
& 4(x*—10x+25)+9y?+4y+4)=—-100+4x25+9 x 4
= 4(x—5)+9(y+2)?*=36

(x—=5)%  (y+2)* _
= ot =1

Logo, a equacéo representa uma elipse com:

ea=3b=2ec=+v9—4=1/5.

e centro: C = (5,-2).

e reta focal: { .y = —2, paralela ao eixo—OX.
e reta ndo-focal: U’ : x = 5, paralela ao eixo—OY.
e vértices sobre a reta focal: A1 = (2,—2) e A, = (8,—-2).

e vértices sobre a reta ndo-focal: B; = (5,—4) e B, = (5,0).

o focos: Fi = (5—/5,-2) e F, = (5+/5,-2).

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica - Aula 18 226

(c) 36x% + 9y — 108x + 6y + 82 = 0.

Solugéo.
Completando o quadrado, obtemos:

362 3x) +9 (v2+ §y) — 8

9
= 36<X2—3x+§>+9<y2+§y+%>=—82+36><Z+9><%
3\? 1\?2
= 36(x—z> +9<y—|—§) — 8248141
s oo e

3 1 , ~ , . -
Apenas o ponto ( 373 ) satisfaz a equagao dada, isto €, a equagdo representa um ponto.

(d) 9x% + 4y + 18x — 9y + 25 = 0.

Solucao.
Completando o quadrado, obtemos:

9(x?+2x) + 4 (yz — Zy) =25

81

9 81
2 2_ 7 _
— 9(x +2x+1)+4(y 4y+64> 25+9><1+4><64

9\ 2 81 175
2 —_ = = — _— = ——
— 9(x+1) -I—4<y 8) ]6+4X16 e
Como ——]]765 < 0, ndo existe nenhum ponto do plano que satisfaz a equacao, isto é, a equacao

representa o conjunto vazio.

Exemplo 9
Dizemos que uma reta r é tangente a uma elipse £ num ponto P se r intersecta £ s6 nesse

ponto, isto é, ser N E = {P}.

Mostre que a reta r tangente a elipse £ : b*x* + a?y? = a*b? em um ponto P = (xo,yo) Sobre a
curva tem por equagao

T xob*x + yoa?y = a’b?.
Solugéao.
Seja

X =X mt
r:{ ot ;o teR,

y=yo+nt’
a reta tangente a elipse £ no ponto P = (xq,yo) € €.

Entdo Q = (xo + mt,yo + nt) € £ Nr se, e somente se,
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b2(mt + x0)? + a?(nt +yo)? = a?b?
& b?(m%? + 2xomt + x3) + a?(n?t? + 2yont +y3) = a?b?
& (bm? 4 a’n?)t? + (2xomb? + 2yona?)t + b*x¢ + a’yi — a’b? =0
Como b*Z + a?y3 — a?b? = 0, ja que P € &, temos que Q = (xo+ mt,yo+nt) € ENr se, e

somente se,
t [(b?m? + a’n?)t + (2xomb? + 2yona?)] =0.

Sendo b*m? + a’n? > 0 e como T N £ consiste de um Unico ponto, temos:
2xomb? + 2yona? =0,
ou seja, (m,n) L (2xob?,2yoa?). Logo, o vetor (xob?, yoa?) é perpendicular ar,isto é,
T:b¥xox + a’yoy = b*x§ + a’yj = a’b
jaque P = (xo,y0) € T € bX§ + a?yf = a’b?.

Exemplo 10

Determine as equacdes cartesianas das retas tangentes a elipse

x2

y?
£: 2o+5 =1

que passam pelo ponto Q = (? g)

Solugéo.

Sendo a? = 20 e b2 = 5 temos, pelo exercicio anterior, que a reta tangente a elipse £ que
passa por Q tem a forma r : b*xx + a’yoy = a’b?, ou seja, r : Sxox + 20yoy = 100, onde
P = (x0,Yo) € 0 ponto de tangéncia.

10 5

ComoQ:<3 '3

) € r, temos que:
5xo X ?O—I—ZOyO « g — 100 <= 50%0 + 100Yo = 300 &= xo = 6 — 2ys .

Além disso, P = (x0,Yo) € &, isto é, 5x% + 20y3 = 100. Logo,
5(6 — 2y0)? 4 20y2 = 100 &  5(36 — 24y, + 4y32) + 20y = 100

& 180 — 120y, + 20y3 + 20y3 = 100

= 40y2 — 120y, + 80 =0

& y3i-3yo+2=0&=1yo=1 ou yo=2.
Seyo=1,entdoxg =6 —2yo=4er:20x+ 20y =100, ou seja, ry : x +y = 5 € a reta tangente
a £ no ponto (4, 1) que passa pelo ponto Q = (?, g )
Seyp=2,entdoxo=6—2yo=2er:10x+40y = 100, ou seja r, : x+4y = 10 é a reta tangente

a £ no ponto (2,2) que passa pelo ponto Q = (%O, g ) 0
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