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Aula 19

Continuamos com o nosso estudo da equacao

Ax?+Cy?+Dx+Ey+F=0

1. Hipérbole

Definicao 1
Uma hipérbole, H, de focos F; e F,, é o conjunto do plano que consiste de todos os pontos P

tais que o mddulo da diferenga das distancias a ¥y e F, € igual a uma constante 2a > 0, menor
do que a distancia entre os focos 2c¢ > 0.

H={P[[d(P,F1) —d(P,F2) [ = 2a}
0<a<c; d(F,F)=2

Observacao 1
Para todo ponto P do plano, temos que
[d(P,F1) — d(P, F2)| < d(Fy,F2),
e a igualdade ocorre se, e somente se, P pertence a semi-reta de origem F, que ndo contém F,,

ou a semi-reta de origem F, que nao contém ¥,. Em particular, como 2a < 2c, nenhum ponto
sobre as semi-retas acima pertence a hipérbole.

@ @ d
Fl y F

Fig. 1: Semi-retas que contém apenas um dos focos.

De fato, pela desigualdade triangular, temos que
d(P,F1) < d(P,F2) + d(F2, Fq),

d(P,F;) < d(P,Fy) + d(Fy, F2).
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Logo,

—d(Fy,F2) < d(P,Fy) —d(P,F;) < d(Fy, F2),
ou seja,

|d(P,Fq) — d(P,F2)| < d(Fq, Fa).

Além disso, temos que |d(P,F;) — d(P, F;)| = d(F,, F;) se, e s6 se, d(P,F;) — d(P,F;) = d(Fy, F2),
ou Seja, d(P)F1) — d(P) FZ) + d(FlaFZ)) ou d(P)F1) - d(P> FZ) — _d(F1»FZ)) IStO é! d(P) FZ) —
d(P»Fl) + d(F1)F2) .
Se d(P,Fy) = d(P,F;) + d(F,, Fy), temos que F, € F1P, ou seja, P pertence a semi-reta de origem
F, que ndo contém F;.

® © -
F Fy P

Fig. 2: F, entre F; e P.

Se d(P,F;) = d(P,Fy) + d(F4q, F2), temos que F; € PF,, isto é, P pertence a semi-reta de origem
F1 que ndo contém F,.

° ® °
P Fy Fy

Fig. 3: Fy entre P e F,.

Por isso, tomamos ¢ > a na definicdo da hipérbole, pois se ¢ < a e d(F;,F,) = 2¢, o conjunto
{P[ld(P,Fy) — d(P,F2)| = 2a}

representaria o conjunto vazio, e se ¢ = a, 0 conjunto acima representaria a unido da semi-reta
de origem F; que ndo contém F, com a semi-reta de origem F, que ndo contém F;.

Terminologia
e Os pontos F; e F, s@o os focos da hipérbole.
e A reta £ que contém os focos é a reta focal (Fig. 1).

e A interseccao da hipérbole com a reta focal { consiste de exatamente dois pontos, A; e A,,
chamados vértices da hipérbole. De fato, pela observagao 1, temos que se A € H N {, entao
A € F1F,. Seja A; € FiF, N 'H tal que d(A4,F1) = x.

*—o—o—o :
F_[ A 1 ;42 FQ e

Fig. 4: Posicionamento dos vértices em relagédo aos focos da hipérbole na reta focal.
Como d(Fq, F,) = 2¢c, temos

|d(Aq1,F1) —d(A1,F)|=2a & |x—(2c —x)| =2a & [2x — 2¢| = 2a
& 2c—2x=2at&=x=c—a.
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Logo o ponto A, de F;F; distante ¢ — a de F; pertence a hipérbole.
Analogamente, temos que o ponto A, de F;F; distante ¢ — a de F, pertence a hipérbole H
e O segmento A;A; € denominado eixo focal da hipérbole e seu comprimento é d(Aq, Az) = 2a.

e O ponto médio C do eixo focal A;A; é o centro da hipérbole. Esse ponto €, também, o ponto
Air+A2  F+hk
2 o 2

médio do segmento F;F,, delimitado pelos focos: C =

*—=o (: *—e 4
1(‘1[ A| AQ 1‘1-2

Fig. 5: Posicionamento dos focos, vértices e centro da hipérbole na reta focal.

Observe que d(C,F;) =d(C,F;) =ce d(C,A;) =d(C,Ay) = a.

e A reta ¢’ que passa pelo centro C e v

€ perpendicular a reta focal { é a reta
nao-focal da hipérbole. Como (' é a P
mediatriz do segmento F;F,, a hipérbole
nao intersecta a reta nao-focal {’, pois c ,
se P € 0/, temos FioA | A B

|d(P,F;) — d(P,F,)| = 0 # 2a.

e O segmento BB, perpendicular ao eixo
focal que tem C como ponto médio e
comprimento 2b, onde b? = c¢? — a?, é
denominado eixo nao-focal da hipérbole, e B; e B, sdo os vértices imaginarios da hipérbole

El

Fig. 6: Pontos do eixo nao-focal ndo pertencem a hipérbole.

Fig. 7: Relagado dos comprimentos a, be c.

P C 4 . s . s .
e O numero e = — é chamado a excentricidade da hipérbole. Note que e > 1, pois ¢ > a.
a

e O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo que tem os pontos A4, A;, B; e B, como
pontos médios de seus lados e as retas que contém as diagonais do retdngulo de base da
hipérbole H sé@o as assintotas de .

Portanto as assintotas da hipérbole H sao as retas que passam pelo centro da hipérbole

. .. b <
e tem inclinacéo ia em relacao a reta focal.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica - Aula 19 232

Assintotas

el

B1
b

o a a o 14
Fl A 1 A 2 FQ B

Bs

Retangulo de base
Fig. 8: Retangulo de base e assintotas da hipérbole H.

Pelo Teorema de Pitdgoras, as diagonais do retangulo de base de H tém comprimento 2c
e a distancia do centro de H a qualquer vértice do retangulo de base ¢é igual a c.

e Dizemos que uma hipérbole é equilatera se o comprimento do eixo focal é igual ao compri-
mento do eixo ndo-focal, isto €, a = b.

Entao, o retangulo de base de uma hipérbole equilatera é, na realidade, um quadrado.
Em particular, as retas que contém as suas diagonais, isto €, suas assintotas, intersectam-se
perpendicularmente.

e Duas hipérboles tais que o eixo focal de cada uma € igual ao eixo ndo-focal da outra sdo deno-
minadas hipérboles conjugadas. Como os retangulos de base de duas hipérboles conjugadas
sdo iguais, elas tém o mesmo centro, mesmas assintotas e os focos a uma mesma distancia do
centro.

Observacao 2

1. A hipérbole 'H é simétrica em relagéo a reta focal, a reta ndo-focal e ao centro.

De fato, se P € H e P’ é o simétrico de P em relacdo a reta focal, entao
AF,PQ = AFR,P'Q e AFPQ = AFP'Q.

Em patrticular, F,P = F,P’ e F;P = F,P’. Logo
2a =1d(P,F)) — d(P,Fy)| = [d(P',F) — d(P",Fy)| = P’ € H.

g.’

Fig. 9: Simetria da hipérbole em relagcao a reta focal.

Se P € H e P” é o simétrico de P em relagcdo ao centro, entdo
APCFZ = AP”CF] e AF]CP = AP”CFz.

Em particular, F,P = F1P” e F;P = F,P”. Logo,
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2a = |d(PvF]) - d(P) F2)| = |d(P//)F2) - d(P/I)F1)| = P"eH.

Fig. 10: Simetria da hipérbole em relagao ao centro.

A simetria em relagcdo a reta ndo-focal se verifica de maneira analoga, usando congruéncia de
tridngulos.

2. Forma candnica da hipérbole

Vamos obter a equacgéo da hipérbole em relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY
em alguns casos especiais.
Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX

Nesse caso, temos F; = (—c,0), F, = (¢,0), Ay = (—a,0), A, = (a,0), By = (0,—b),
B, =(0,b)e C =(0,0). Logo,

P=(x,y) € H<=|d(P,F;) —d(P,F,)| = 2a

d(P,F;) — d(P,F,) = 2a (ramo direito de H)

— ou
d(P,F;) — d(P,F2) = —2a (ramo esquerdo de H)
Vix+ce)2+y2—+/(x—c)2+y?=2a (ramo direito de H)
— ou

Vix+ce)2+y2—+/(x—c)2+y2=—-2a (ramo esquerdo de H).

Continuando o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da elipse, e lembrando que
b? = c¢? — a?, chegamos a:
P=(x,uy) € H<= (c?2—a?)x?— a?y? = a?(c? — a?) & b*x? — a?y? = a?b?.

Portanto, P = (x,y) € H se, e somente se, as coordenadas x e y satisfazem a equacao

chamada forma canénica da equacao da hipérbole de centro na origem e reta focal coin-
cidente com o eixo—OX.
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As assintotas dessa hipérbole sdo as retas que passam pela origem (centro) e tém incli-
~ b ~ . , ~ b
nacao iE em relacao ao eixo—OX (reta focal). Logo, as assintotas sdo as retas y = ia X, OU

seja,
bx —ay =0 e bx +ay =0.

Esboco da Hipérbole

yz X2 XZ_ aZ b
Como 5 == —1= >—, temos quey = £— /x?—a?,onde x > aou x < —a.
b a a a
bx —ab N
Sendo y' = —~———= > 0 (crescente) e y" = ———>=5 < 0 (cOncava), para todo
avx2 — a2 (x2 — a?)3/

x € (a,+o00), temos que o grafico da funcdoy = % Vx%2—a?, x € [a,+o0) é da forma:

YT
N _~AMF,
. 22

Fig. 11: Gréafico da fungdo y = 2 v/x2 — a2, x € [a, +oo].

a

~Y

Pela simetria da hipérbole em relacao ao eixo—OX (reta focal) e em relagdo ao eixo—QOY
(reta ndo-focal), obtemos o seu grafico:
YT
Bs

A A Fy
C

=Y

B

Fig. 12: Gréfico da hipérbole H : X5 — 45 = 1.

Podemos, agora, explicar o porqué do nome assintota para as retas que contém as dia-
gonais do retangulo de base.

Sejam P = (x,y) um ponto da hipérbole, isto é, b*x? — a?y? = a’b?, e, : bx —ay = 0 uma
de suas assintotas. Entao,
lbx —ay| _ |bx — ay| y bx + ay
Vb2+a2 VbZ+aZ  [bx+ayl
b2x2 — a2y?| R a?b? L]
VbZ+aZ  [bx+ayl Vb2 aZ [ox+ayl
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Logo d(P,r,) — 0, quando x — oo ey — +00 0U X — —0o0 €'Yy — —00.

Yi r

Fig. 13: d(P,r+) — 0, quando x — f+o0 e y — *oo.
De modo anélogo, podemos verificar que d(P,r_) — 0, quando x — +oco €y — —oo ou
X — —oco ey — +oo,onde P = (x,y) € Her_:bx+ ay =0 é a outra assintota da hipérbole.

v

r>

Fig. 14: d(P,r+) — 0, quando x — +o0o0 e y — Foo.

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Neste caso, temos F; =

(O)_C)s F2 = (O>C)s Al = (O,—Cl), Az = (O,Cl), By = (—b,O) €
B, = (b.0).

Procedendo como no caso anterior, obtemos que a equacao da hipérbole é:

y-_x*_ 4| Forma candnica da hipérbole de centro na
origem e reta focal coincidente com o eixo—OY.

, ~ b .
onde b? = c? — a?. Neste caso, as assintotas s&o as retas x = +_y, ou seja,

ax—by =0 e ax+ by =0.

Fig. 15: Hipérbole H : ¥5 — X5 — 1.
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3. Hipérbole com centro no ponto O = (%, yo)

Caso l. Reta focal paralela ao eixo—OX

Como o centro O = (xo,yo) pertence a reta focal, temos que { : y = yo é a equacao
cartesiana da reta focal.

Além disso, como

d(Fh O) - d(FZ) O) =C,
onde F; e F, s&o os focos da elipse, temos que F; = (xo — ¢,yo) € F2 = (%0 + ¢, Yo)-

Seja P = (X + xo,Y + yo) um ponto pertencente a hipérbole, onde
X:i—I_XO) y:g+y0>
s&o suas coordenadas no sistema OXY e X, § sdo suas coordenadas no sistema O XY, obtido
transladando o sistema OXY para a origem O = (xo, Yo)-

Entao, P pertence a hipérbole se, e somente se,
’d(P) F1) - d(P) FZ)| =2a y

ou seja,
— [d((x+x0,Y +Yo), (xo — ¢,Y0)) — d((X +X0,U +Yo), (xo + ¢, Yo))| = 2a

— |d((2)g))(_c)0))_d((iag))(c)o))‘:Za

X (x—x0)* (y—yo)?
— g_*:1<:> a2 - b2 =1.

Logo a forma candnica da equacao da hipérbole com centro no ponto (x,,yo) e reta
focal paralela ao eixo—OX é

(x—x0)? (y—yo)? 1

onde bZ=c?2—a?
a? b2

Os focos sado F; = (xo — ¢,yo) F2 = (x0 + ¢,yo); a reta focal é £ : y = yo; 0S vértices sao
A1 = (xo— a,yo) € Az = (xo + a,yo); a reta ndo-focal é {’' : x = xo; 0s vértices imaginarios sao
B1 = (x0,yo—b) e Bo = (x0,yo + b), € as assintotas sdo asretas b(x —xo) —a(ly—yo) =0 €
b(x —x0) + aly —yo) =0.

\YA VA
\ B,
Fl- Ay Aa q)
Yo, G \ X
By
71
/’0 70 \5{
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Caso Il. Reta focal paralela ao eixo—QOY

Procedendo como no caso anterior, se verifica que a forma candnica da equacao da
hipérbole com centro no ponto (xo,yo) e reta focal paralela ao eixo—OY é

_ 2 _ 2
(y—yo)®  (x—x0) —1. onde br=c?—a2

a? b?
Neste caso, os focos sdo F; = (xo,yo — ¢) F2 = (xo0,yo + ¢); a reta focal é £ : x = xo;
os veértices sdo A7 = (xo,yo — a) € A, = (xo,yo + a); a reta nao focal é ¢’ : y = yo; 0S
vértices imaginarios sdo B; = (xo — b,yo) € B2 = (xo + b,yo), € as assintotas sao as retas

a(x —xp) — by —yo) =0e alx —xo) + by —yo) =0.
YA Yi
\ 2
AN A

B B>
] >
0 ﬁA: X
.
/ "

)2 (x=x0)® g

b2

Fig. 17: Gréafico da elipse H : (U’G‘JZO

4. Equacao do segundo graucomB =0e AC < 0.

Seja H a hipérbole com centro no ponto (x,yo) e reta focal paralela ao eixo—OX:

(x—=x0)%  (y—vo)?
po Bl Wbl g

Desenvolvendo, obtemos
b?x? — a?y? — 2xob?x + 2yoa’y + x3b% — a?y3 — a?b? =0,
que é da forma
Ax?4+Bxy+ Cy?+Dx+Ey+F=0,

onde A =b% B =0, C=—a? D = —2xob?, E = 2yoa?, F = x5b? — a’y — a?b?. Em particular,
os coeficientes A e C tém sinais opostos e B = 0. Podemos verificar que 0 mesmo ocorre
quando desenvolvemos a equacao da hipérbole de reta focal paralela ao eixo—QY.

Reciprocamente, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1
Se os coeficientes A e C na equacao
Ax?+Cy?’+Dx+Ey+F=0 (%)

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica - Aula 19 238

tém sinais opostos, entdo a equacgao representa:
e uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;
ou

e um par de retas concorrentes.

Prova.
Suponhamos que A > 0 e C < 0. Entao,

Ax? +Dx — (—Cy? —Ey) = —F,

D E
2, Y 2t
(2o 7e) ()

—C A AC’
D\? E\?
<"+2A> _<y+26> _F D2
—C A  AC 4A2C 4AC2’
SOV EY
*Taa) \YTac) 4AcF-cD?-AE?
—C A o 4A2C2 ’

Logo a equagéo (x) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados se
4ACF — CD? — AE? # 0, e (%) representa o par de retas concorrentes

+ E — + ;A (X + E)
YTxc== V¢ 2A)
se 4ACF—CD?—AE’=0 g
O caso em que a equagado do segundo grau Ax? + Cy?+ Dx + Ey + F =0, com AC < 0,
representa um par de retas concorrentes, € chamado de caso degenerado da hipérbole.
Exemplo 1

Determine se as equacgoes abaixo representam uma hipérbole ou uma hipérbole degenerada.
Caso seja uma hipérbole, determine seus principais elementos.

(a) 9x2 — 25y2 — 225 = 0.

Solucao.

Como 9x? — 25y? = 225, obtemos, dividindo por 225, a equagdo
@y
25 9

que representa uma hipérbole com:

ea=5b=3ec=vaZ+b2=25+9=134.
e centro: C = (0,0).
e reta focal: { = eixo—OX:y =0.

e reta njo-focal: ¢’ = eixo—OY : x = 0.
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e vértices: A1 = (—5,0) e A, = (5,0).

e vértices imaginarios (na reta ndo-focal): B; = (0,—3) e B, = (0, 3).
e focos: F1 = (—V/34,0) e F> = (v/34,0).

e assintotas: y = i% X, ou seja 3x £ 5y = 0.

(b) x> — 2y? + 6x +4y + 9 = 0.
Solucéo.
Completando os quadrados, obtemos:
x2+6x —2(y2—2y) = -9
= (xX*+6x+9) -2 -2y+1)=-9+9-2
= (x+3)P2-2uy—-172=-2

oo B3y

Logo, a equacao representa uma hipérbole com:

ea=1,b=vV2ec=vVaZ+bZ2=y14+2=3.

e centro: C = (—3,1).

e reta focal: { : x = —3, paralela ao eixo—OY.

e reta ndo-focal: U’ -y = 1, paralela ao eixo—OX.

e vértices: A1 = (—3,0) e A, = (—3,2).

e Vértices imaginarios (na reta ndo-focal): By = (=3 —v/2,1) e B, = (=3 + V2, 1).
o focos: F1 = (=3,1—v3) eF, = (=3,1+V3).

e assintotas (x +3) = £v2(y — 1), ou sgja, x + V2y = -3+ V2 e x —V2y = -3 - V2.

(c) 9x? — 16y? +90x — 128y — 31 = 0.

Solucao.
Completando os quadrados, obtemos:
9(x%+ 10x) — 16(y% + 8y) = 31
9(x?+10x +25) — 16(y?> +8y +16) =31 +9x 25— 16 x 16
&= 9(x+5)2—16(y+4)?=0
& 9(x+5)2=16(y +4)?
& 3(x+5)=d4(y+4)
& 3(x+5)+4(y+4)=0.

Logo, a equagao representa o par de retas, 3x + 4y = —31 e 3x —4y = 1, que se cortam no
ponto (—5,—4). O

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica - Aula 19 240

Exemplo 2

Determine a equacgéo da hipérbole equildtera com focos nos pontos (—/8,0) e (v/8,0).

Solugéo.

Como Fy = (—/8,0) e F, = (v/8,0), temos que o centro da hipérbole é C = F ;FZ

= (0,0)

e a reta focal é o eixo—OX. Sendo a hipérbole equilatera, temos a = b. Comoc = V8 e
c? = a®? + b?, obtemos 8 = a® + a? = 2a?,isto é, a* =4. Logo,a=b =2e

. XZ yz
H: i 1,
€ a equacao da hipérbole.
Além disso, A1 = (—2,0) e A, = (2,0) sao os vértices, B; = (0,—2) e B, = (0, 2) sdo os vértices

imaginarios e x = +y séo as assintotas da hipérbole H.

Exemplo 3

Mostre que a excentricidade de qualquer hipérbole equilatera é v/2.

Solucéo.

Como a = b e c? = a?+ b?, temos que c? = 2a?, ou seja, ¢ = v/2a. Logo, e = % = \/fa =Vv2. 4

Exemplo 4
Os vértices de uma hipérbole sao os pontos (0,3) e (0,—3), e um de seus focos é o ponto (0,5).
Determine a equacdo da hipérbole, o comprimento do seu eixo focal e suas assintotas.

Solugéo.
A hipérbole tem centro C = w = (0, 0); reta focal=eixo—QOY; ¢ = d((0,0),(0,5)) = 5;
a=4d((0,0),(0,3)) = 3; (0,—5) é o outro foco; b> =c? —a? =25—-9 = 16.
~ y? X2 . ~ L 4 .
Entdo H : T T I 1 € a equacao da hipérbole, y = igy sd0 as suas assintotas e 2a =60

comprimento do seu eixo focal. [

Exemplo 5
O centro de uma hipérbole é a origem, sua reta focal é um dos eixos coordenados e uma de

suas assintotas é a reta 2x — 5y = 0. Determine a equacdo da hipérbole 'H, supondo que o
ponto (4,6) € H.

Solucéo.
Como o centro é a origem e a reta focal (eixo—OX ou eixo—OY) é uma bissetriz das assin-
totas, a reta 2x + 5y = 0 € a outra assintota. Vamos analisar os dois casos possiveis:
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e Reta focal = eixo—OX.

Neste caso H-X—z—y—z—lek—% isto é b—%a Como (4,6) € H, temos que
a2 b2 a 5 T 57 ’ ’ g
23—4362:1,ouseja,0>16><4—25><36:4a2,oqualéabsurdo, pois 4a? > 0.
a
25

e Reta focal = eixo—OY.

Neste caso HU—Z—X—Z =1 eE _ 2 isto é, a = Eb Como (4,6) € H, temos que
a2 v a 2 T T 50 ’ ’ g

36 16 _ : B s , e ,_ 8%
I b2 =1, ou seja, 36 x 25 — 16 x 4 = 4b~. Logo, b= = 9 x 25 — 16 = 209, a“ = 55
25

yz x? P ~ .,
H: 356 ~ 509 = 1 € a equacgao da hipérbole.

25
Exemplo 6
Determine os vértices, os focos e a excentricidade da hipérbole conjugada da hipérbole

9x? — 4y? = 36.
Solucéo.
2 2

A hipérbole H : 9x* — 4y? = 36, que também pode ser escrita na forma H : XZ — % =1,

tem centro na origem, reta focal = eixo—OX, a =2, b=3ec =+va2+ b2 = /13.
Entéo a hipérbole H’, conjugada da hipérbole H, tem centro na origem, a’ =b =3,b' =a =2,

¢’ = c = /13 e reta focal = eixo—OY.

2 2

Logo H' : % — XT =1 é a equacdo da hipérbole conjugada da hipérbole H, F; = (0,—/13) e

—_—

F, = (0,v/13) sdo seus focos, A; = (0,—3) e A, = (0,3) sdo seus vértices e e = % =

sua excentricidade.

Exemplo 7

Determinar o 4ngulo agudo de interse¢do das assintotas da hipérbole 9x*>—y?—36x—2y+44 = 0.

Solucao.
A equacéo da hipérbole se escreve na forma:

9(x* —4x) — (y* + 2y) = —44
Ox—22—(y+1)2=—44+36—1=—9
(y+1)?

T—(X—Z)zzl.
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Entdo C = (2,—1) é o centro, a reta focal é { : x = 2 (paralela ao eixo—Q0OY), a = 3, b = 1;
¢ =+va?+ b2 =+/10 e as assintotas s&o: x—2:i%(y+1),ou seja,y=3x—7ey=—3x+5.

Logotgp =3, tgax=-3,0=a—fp e

g0 — tfgax—tgp -6

3
T 1+tgatgp 1-9  4°

onde 3 e x sdo os angulos que as retas y = 3x — 7 e y = —3x + 5, respectivamente, fazem com
o semi-eixo OX positivo, e 6 € o dngulo agudo entre as assintotas.

Exemplo 8
Asretast:2x+y =3 es:2x—y = 1 sdo as assintotas de uma hipérbole que passa pelo ponto
(6,2). Determine sua equacao.

Solucao.
O centro C = (x,y) da hipérbole é o ponto de intersecao das assintotas, isto é, (x,y) é a
solucao do sistema:

2x+y =3
2x—y=1.

Logo C = (1,1) é o centro, e a reta focal é areta x = 1 ou aretay = 1, que sédo as retas
bissetrizes das assintotas. Vamos analisar os dois casos possiveis.

e Reta focal £ : y = 1, paralela ao eixo—OX.

Cx=1%F (y—1)?
Neste caso, H : 2

temos que H :4(x —1)2 — (y—1)* =4a’ €4 x 25— 1=99 = 4a’,

_1)2 _1\2
Portanto,  : 4(x — 1) — [y — 1) = 99, ou seja, H: 1 _(y991) 1.

=1le g =2, 0u seja, b = 2a. Como b? = 4a?e (6,2) € H,

4
e Reta focal £ : x = 1, paralela ao eixo—QY.

—1)2 —1)2
(Uaz]) _(Xb;) :]e%:%,ouseja,azzb. Como a? = 4b” e (6,2) € H,

temosque H:(y—1)>—4(x—1)2=4b%e 1 —4 x 25 =4b2=—-99 < 0, 0 que é absurdo.

Neste caso, H :

Assim, a equagéo procurada corresponde ao primeiro caso: H : 4(x — 1)* — (y — 1)2 = 99.

Exemplo 9

Mostre que as assintotas de uma hipérbole ndo a intersectam.

Solugéo.
Podemos supor, sem perda de generalidade (escolhendo o sistema de coordenadas de ma-
neira adequada), que a hipérbole é dada pela equacéo:
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ou seja, H : b*x? — a*y? = a?b?.
Comor,:bx—ay=0er_:bx+ ay = 0sdo as assintotas da hipérbole e
H : (bx — ay)(bx + ay) = a?b?,

temos que r, N'H =2 er_NH=a,pois (bx — ay)(bx + ay) =0 # a’b?se (x,y) Er_Ur,.

Exemplo 10

Mostre que uma reta r paralela a uma assintota de uma hipérbole intersecta a curva em apenas
um ponto.

Solucéo.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a hipérbole é dada pela equacéo:
HE Yy
“a? b2 '
Como bx + ay = 0 séo as assintotas da hipérbole, temos que r € da forma r : bx + ay = m,
onde m # 0.

Sejar:bx+ ay = m. Entdo, P = (x,y) € rN'H se, e somente se, bx + ay =me
a?b? = b?x? — a?y? = (bx + ay)(bx — ay) = m(bx — ay),

21.2
. , a<b
isto é, se, e somente se, bx +ay =me bx —ay = —

ZbZ

- . |b
Comoasretas {; : bx+tay =mel,: bx—ay = aT sao concorrentes, pois b = —2ab # 0,

temos que r N 'H consiste de um Unico ponto, dado pela intersecéo das retas ¢; e (5.

De modo anélogo, podemos provar que r N ‘H consiste de um unico ponto se r é da forma
bx —ay =m, m #0.

Exemplo 11

A reta tangente a uma hipérbole H num ponto P € 'H € a unica reta ndo paralela as assintotas
que intersecta H SO nesse ponto.

Mostre que a reta tangente a hipérbole H : b*x*> — a?y? = a?b?, em um ponto P = (x,,y,) Sobre

a curva, tem por equacéao
b?xox — a?yoy = a’b?.

Solucao.

Seja

X=X mt
T ot ;. teR,
Yy=yo+nt
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a reta tangente a hipérbole H no ponto P = (xo,yo) € H.
Entdo, Q = (xo + mt,yo + nt) € HNr se, e somente se,
b?(xo + mt)? — a?(yo + nt)? = a?b?

& b2(x3+ 2mxet + m*t?) — a?(y3 + 2nyot + n?t?) = a?b?

& (b?m? — a’n?)t? + (2xomb? — 2yona?)t + b?x3 — a’y3 — a?b? =0

— (b?m? — a’n?)t? + (2xomb? — 2yona?)t =0,
ja que b*x3 — a?y? = a?b?.
Como b?’m? — a’n? = (bm — an)(bm + an), temos que b’*m? — a’n? = 0 se, e somente se,

m
bm—an =0o0ubm+ an =0, se, e somente se,
a

n
zoou‘

n
‘ = (0 se, e somente se,

(m,n) || (a,b) ou (m,n) || (—a,b).

Além disso, como as assintotas v, : bx —ay = 0 e r_ : bx + ay = 0 sdo perpendiculares,
respectivamente, aos vetores (b, —a) e (b, a), temos que (a,b) e (—a, b) sdo vetores paralelos
as retas r, e r_, respectivamente.

Logo b?m? — a’n? = 0 se, e somente se, r é paralela a assintota v, ou a assintota r_ da
hipérbole. Entdo b’>m? — a’n? # 0, ja que, por definigao, r ndo é paralela as assintotas.
Sendo que b?m? — a’n? # 0 e r N 'H consiste de um Unico ponto, temos que
2xob?*m — 2ypa’n =0,
ou seja, (m,n) L (2xob?, —2y,a?).
Logo o vetor (xob?, —yoa?) é perpendicular a reta r. Assim,
T b¥xox — a?yoy = b?x§ — a’y3 = a?b?,

jaque P = (xo,y0) € T € b*x§ — a*y§ = a’b?

Exemplo 12
Determine os valores de m € R para os quais as retas da familiar,, : y = mx — 1 sdo tangentes
a hipérbole H : 4x* — 9y? = 36.

Solucéo.
A reta r,, € tangente a ‘H se, e somente se, r,, N H consiste apenas de um ponto e r,, ndo
é paralela as assintotas.

2 2
Como a hipérbole H : % — yf = 1 tem centro na origem, reta focal = eixo—OX, a =3 e b = 2,

, 2 A ~ 2 ~ . 2 .
suas assintotas, y = igx, tém inclinagao ig em relacao ao eixo—OX. Logo m # ig, ou seja,
Im? —4 £0.

Além disso, r,, N H consiste de um Unico ponto. Isto é, a equacao
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4x? —9(mx —1)2 =36 = (4 —9m?)x* + 18mx —45 =0
tem apenas uma solugéo.
Logo a equacéao acima tem discriminante
A= (18m)?>+4 x45(4 —9m?) =0
— 18m?+10(4—9m?) =0
& -72m?+40=0

40 5 V5
2 2_2 —
& m°-= 7 & m 5 S m==£ 3
. V5 V5 - N . "
Assim, y = TX_] ey = —7x—1 sao as retas tangentes a hipérbole que pertencem a familia

de retas T,
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