Capitulo 2

Retas no plano

O objetivo desta aula é determinar a equacao algébrica que repre-
senta uma reta no plano. Para isso, vamos analisar separadamente dois
tipos de reta: reta vertical e reta ndo-vertical.

1. Retas verticais e nao-verticais

Definicao 1
Uma reta v é vertical quando coincide com o eixo—QOY ou quando é

paralela ao eixo— QY (isto é, v N eixo — OY = ).

ovh

($(), 0) (00,

Fig. 1: v é vertical e a sua equacao é v : x = xy.
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Observe que todos 0s pontos pertencentes a reta vertical » tém a
mesma abscissa, ou seja, se ¥ N eixo — OX = {(xp,0)}, entdo
r = {(x0,») |y € R}.
Neste contexto, dizemos que x = X € a equacao da reta v = 7y, €
escrevemos

Definicao 2
Seja D C R um subconjunto dos numeros reais.
Uma funcao f : D — R de D em R é uma lei que a cada nimero x €

D associa um unico numero real f(x), chamado a imagem de x pela
funcao f.

O grafico da funcdo f : D — R é o subconjunto G(f) do plano R? defi-
nido por:

G(f)={(x,¥)eR?|xeD ey=f(x)}

v D 0X

Fig. 2: Grafico da funcao f : D — R.

Um critério para verificar se uma curva C no plano é o grafico de uma
funcdo f: D — R é:

Uma curva C no plano é o grafico de uma funcao f se, e somente se, as
retas verticais intersectam C em no maximo um ponto. Isto é:
C é grafico de uma funcdo < Cnry, = douCnNry ={P}, VxoeR
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Ou, de modo equivalente:

C nao ¢ grafico de uma funcao se, e sO se, para algum xp € R, C N 7y,
consistede dois ou mais pontos.

oYg

LE) D (0, 0)
™

e
o D 00X

Fig. 3: A curva C é grafico de uma funcao, pois as retas verticais
intersectam a curva em exatamente um ponto ou em nenhum ponto.

oY A

F(wo)29----

f(wo)?e----

.

T 0X

Fig. 4: A curva C nao é grafico de uma funcdo, pois existem retas
verticais que intersectam a curva em mais de um ponto.

De fato, se C = G(f), onde f é uma funcdo de D em R, entdo, para
todo xp € D, ¥y, N C = {(x0, f(x0))}, e paraxp ¢ D, ¥x, N C = D.

Reciprocamente: se C é uma curva que intersecta as verticais em no
maximo um ponto e D = {xy € R|7,, N C # D}, entdo C é o grafico
da funcao f : D — R dada por f(xo) = Yo, onde (xg, o) é o ponto de
intersecao de C com 7y, para todo xo € D (veja a figura 3).
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Exemplo 1
Um circulo C de centro A = (a,b) e raio v > 0 nao é o grafico de uma
funcao.

De fato, a intersecaio Cnv, = {(a,b—7v),(a,b +r)} do circulo C com a
reta vertical x = a possui dois pontos distintos.

Fig. 5: Vertical v, : x = a intersectando C em mais de um ponto.

Exemplo 2
Uma reta vertical vy, : x = xo também nao é grafico de uma funcao, pois

a intersegao rx, N ¥x, = ¥x, = 1(X0,¥) |y € R} possui uma quantidade
infinita de pontos.

Exemplo 3 :,Y‘ Fay

Uma reta nao-vertical v € o ” / T
grafico de uma funcao f de- ,/

finida em todo o conjunto /«/

D = R dos ntimeros reais. /../‘

De fato, para qualquer nu-
mero xo € R, a intersecao
¥ N¥x, POSSUI um unico pon-

U

xh 0 D OX

to, pols, caso contrario, Fig. 6: Cada vertical intersecta a reta ndo-vertical ¥ em um

¥ =Ty, OUT NTy, = @, ou UMeopono

seja, v seria uma reta verti-
cal.
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Definicao 3
Uma funcao f : R — R chama-se afim, se para todo x € R, f(x) = ax+b,

onde a e b sdo numeros reais. Quando b = 0, a funcao diz-se também
linear.

Teorema 1
O grafico de uma funcao afim é uma reta nao-vertical e, reciprocamente,

toda reta nao-vertical é o grafico de uma funcao afim.

Prova.
e Sejam f : R — R, f(x) = ax + b, uma funcao afim e G(f) = {(x,ax +
b) | x € R} seu grafico.

Para provar que G(f) ¢ uma reta, basta verificar que trés pontos quais-
quer de G(f) sao colineares.

Sejam
Py = (xy,ax; + b), P> = (x2,ax, + b) e P; = (x3,ax3 + b)

trés pontos de G(f) tais que x; < x» < X3.

Como

d(P1,P;) = (x2—-x1)2+[(ax2+b) - (ax1 +b)]?

= J(x2 —x1)2 + (ax; — axy)?

= (X2 —x1)V1+a?,

d(P2,P3) = +(x3—x2)2+[(axs+b) — (axs + D)]?

= (x3 - x2)% + (ax3 — ax,)?
= (x3—x2)V1+a?,

d(P1,P3) = (x3—x1)2+[(ax;+Db) - (ax; +Db)]?

= V(x3 = x1)? + (ax; — ax1)?

= (x3—x1)V1+a?,

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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obtemos que:
d(Py,P3) = d(Py1,P;) + d(P, P3).

Portanto, P;, P> e P5 sao colineares.

e Considere, agora, uma reta * nao-vertical.

Devemos verificar que existem numeros reais a e b tais que v = G(f),
onde f: R — R é a funcao afim dada por f(x) = ax + b.

Para isso, tome b como sendo a ordenada do tunico ponto (0, b) onde a

- . . . , -b
reta v (que nao é vertical) intersecta o eixo—OY e sejaa = X0 , onde
0

(x0, Y0) € um ponto qualquer de r distinto de (0, b).

Observe que x( # 0, pois, caso contrario, (xg, yo) pertenceria ao eixo —
OY e 7 seria, entdao, uma reta vertical.

Ja provamos que o grafico da funcado f : R — R, f(x) = ax + b, ¢ uma
reta nao-vertical.

Como f(0) =b e f(xg) =axo+b = yox—be + b = vy, obtemos que
0

(0,b) € G(f) e (x0,¥0) € G(f).

Logo v = G(f), pois r e G(f) sdo duas retas que contém os pontos (0, b)
e (X0,20)- m

Observacao 1
Toda reta v nao-vertical se representa por uma equacao do 1° grau da

forma y = ax + b, onde:

e b é a ordenada do ponto onde v intersecta o eixo—QOY. Se b = 0, entao
¥ passa pela origem.

e a é arazdo entre o acréscimo de y e o acréscimo de x quando se passa
de um ponto a outro sobre a reta. De fato, se xo # x1, Yo = axo+ b e
Y, = ax, + b, entao

yi—Yo _ (axi1+b) - (axo+Db) _ a(x1 — xo)

X1 — Xo X1 — Xo X1 — Xo

=a.

e O numero a chama-se inclinacao daretar :y = ax + b.
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Além disso,

o Se a > 0, a funcdo y = ax + b é crescente, isto é, se x; < X, entao
Yy =ax;+b <y,=ax,+b.

0y,
Y2@- -

Y R
\

Q
=

Fig. 7: Paraa > 0, y = ax + b é crescente.

o Se a <0, afuncao y = ax + b é decrescente, isto é, se x; < X, entao
ylzax1+b>y2=ax2+b.

T
'
'
'
'
'
'
'
'
|

@

T

Q
=

-

Fig. 8: Paraa < 0, y = ax + b é decrescente.

¢ Se a = 0, a funcao y = ax + b é constante, pois v = b para todo
x € R. Neste caso, dizemos que v : v = b é uma reta horizontal.

ovi

($27b)

L R . ]

L R . -1

-

2 (024

Fig. 9: Paraa = 0, y = ax + b é constante.
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e Seja 0 o angulo que aretavr : y = ax + b faz com o semi-eixo—0OX

positivo. Entao,

tgf=a

De fato, veja as figuras 10, 11 e 12:

a-22=0 tg .
X2 — X1
a = 0-71
X2 — X1
= —tg(m-0)
= tgo

0=0=a=0=tgo.

A

» Y1

T

Fig. 11:

Caso 75 = 90° < 0 < 1 = 180°.

oY

Fig. 12: Caso 0 =0 = 0°.

IM-UFF

K. Frensel - J. Delgado



Geometria Analitica - Capitulo 2 23

Exemplo 4
Determine as equacoes das retas que contém os lados do triangulo de

vértices nos pontos A = (1,1),B=(4,1) eC = (1, 3).

Solucdo.
e A reta ; que contém o lado AC é vertical, pois A e C tém a mesma
abscissa 1. Assim, 77 : x = 1.

e A reta 7> que contém o lado AB é horizontal, pois A e B tém a mesma
ordenada 1. Portanto, 7> : y = 1.

o .1 ~ -1 2 .
e A reta 73 que contém o lado BC tem inclinacao a = i’ﬁ =3 Assim,
a equacao de 13 é da forma:

rg:y=—§x+b.

A

N

1

R 2
1 ! B\
U]
y Y o
4

Fig. 13: Triangulo de vértices A, B e C.

(V]
a

Determinemos o valor de b: como B = (4,1) € r3, temos, substituindo x
por 4 e v por 1 na equacao anterior:

2 8 11
1——§X4+b:b—1+§—?.
Portanto,
iy = —2x+ o
3-3’— 3 3’

¢ a equacao da terceira reta. o
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2. Retas paralelas

Duas retas v e ¥’ sao paralelas quando nao se intersectam, isto é,
rnr' =0.

Se ¥ e ¥’ sdo retas paralelas, escrevemos v || v'.

Note que se v || ', entdo v é vertical se, e somente se, ¥’ é vertical.

Proposicao 1

Sejamv :y =ax +bev’':y =a'x+ b’ duas retas nao-verticais.

Entdor | v’ se, e somente se,a=a’ eb + b’.

Isto é, duas retas nao-verticais sdo paralelas se, e somente se, tém a
mesma inclinacdo e cortam o eixo—OY em pontos diferentes.

Prova.
(a) Verifiquemos primeiro que se v || v',entdioa =a’ e b # b’'.

Ser || ', entdo b # b’, pois, caso contrario, (0,b) = (0,b’) € ¥ n7r’, uma
contradicao, jaque r N7’ = Q.

Além disso, a = a’, pois se a # a’, as ordenadas axo+ b e a’'xg + b’

4

. b
dos pontos sobre as retas v e v’ de abscissa xo = "

seriam iguais

7

e, conseqiientemente, ¥ N’ # &. De fato,

b"—b a(b’—b)+ba-a’) ab'—ab+ab—-a'b
axo+b = a —+ b= , _ ,
a—a a—a a—a
_ab’'-a'b ab'+a’b'-a'b’-—a'b -a’'b+a’b’" +ab’-a’b’
a—a’ a—a a—a

a (b —b)+b,(a—a) :a,b —b,+b,a—a,
a-a a-a a-a

rb,_

= a +b' ' =a"xy+b’

4

(b) Suponhamos, agora, que a = a’ e b + b’, e verifiquemos que r || v'.

Como b # b’, temos ax +b # ax +b’, para todo x € R. Logo, rnr’ = @,
isto é, v e v’ sdo paralelas. m
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Exemplo 5
Determine a equacdo da reta v’ que passa pelo ponto A = (1,4) e é

paralela a reta
iy =3x+2.

Solucdo.

Como 7’ é paralela a reta ndo-vertical r, temos que v’ é, também, nao-
vertical.

A equacao de v’ é da forma v’ : vy = 3x + b’, pois ¥ e ¥’ tém a mesma
inclinacao a = 3.

Além disso, como A = (1,4) € r’, as coordenadas x = 1 e y = 4 desse
ponto devem satisfazer a equacao de r’, isto ¢, 4 = 3 X 1 + b’. Portanto,
b"=4-3=1e7v' :y =3x+1 ¢éaequacao procurada. o

3. Retas perpendiculares

Duas retas sao perpendiculares quando o angulo entre elas é de 90°

(ou g radianos).

~ 0y
Quando 7 e v’ sao retas A 7!
perpendiculares escrevemos
riv. | r
b
Sejam v e r’ retas per-
pendiculares. Se r ¢ hori-
zontal, v : v = b, entao v’
é vertical, ' : x = ¢, e vice-
" -
versa. ¢ OX
PI‘OpOSiCﬁO 2 Fig. 14: Retas horizontais e verticais sdo perpendiculares.

Sejam v e v’ retas ndo-verticais e ndao-horizontais. Isto é,v : y =ax + b
er':y=mx+n,coma+0em#0.

Entao v e r’ sdo perpendiculares se, e somente se, ma = —1.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Prova.

e Caso particular: Suponhamos que ¥ e ¥’ passam pela origem, isto
&r:y=axer :y=mkx.

SejaP = (1,a) €.

Observe que, fazendo uma rotacao de 90° em torno da origem, no sen-

tido positivo, o ponto P vai cair sobre o ponto P’ = (—a, 1).

Logo as retas sao perpendiculares se, e sO se, o ponto P’ pertence a v/,
isto é, as coordenadas de P’ satisfazem a equacao de r’. Assim,

¥1r = 1l=m(-a) = ma=-1.
oYk riy=ax
a®------ P
P v
—* 1 0X
riy=mzx

Fig. 15: Retas perpendiculares que se intersectam na origem.

Fig. 16: Retas perpendiculares que nao se intersectam na origem.

e Caso geral: Sejam v : y =ax + b er’ : y =mx + n retas perpendicu-
lares.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Consideremos as retas 7 : v = ax e ¥ : y = mXx que passam pela
origem e sdo paralelas, respectivamente, as retas v e v’.

Entdo,r L7 <7 L7V < ma=-1.m

Exemplo 6
Determine a equacdo da retav’ que passa pelo ponto A e é perpendicular

aretar, onde:

@r:x=2, A=(573); b)r:y=4x+5, A=(41).
Solucdo.
(a) Como r é vertical, ¥’ deve ser horizontal e a sua equacdo da forma
v':y=hb.
Sendo que A = (5,3) € ¥’, devemos ter 3 = b e, portanto, v’ : y = 3.
ovik r
r’ W R
3 ?
2 5 ox

Fig. 17: Reta v’ horizontal, v’ L v, A = (5,3) € v’.

(b) Como r é nao-vertical e ndo-horizontal, a equacao de v’ deve ser da

. . 1
formar':y =ax + b,com4a = —1 e b por determinar. Isto é, a = ~1
, 1
eriiy =-,x + b.

Para determinar o valor de b usamos que A = (4,1) € r’'. Ou seja, as
coordenadas de A devem satisfazer a equacao de r':

1=—%><4+b:»b=2.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Fig.18: Retar:y =4x+5, v ' Lr,A=(4,1) v’

. , 1 . ~ ,
Assim, v’ 1y = X + 2 € a equacao procurada de r’. o

Exemplo 7

Determine a mediatriz do segmento AB, onde A = (1,5) e B = (5,3)

Solucgdo.
A reta r que passa pelos pontos A e B é nao-vertical e tem inclinacao
3-5 2 1
a=——=

5—-1 4 2"

Entaor:y = —%x+b.

ComoAz(1,5)er,temosSz—%x1+b,istoé,b=5+%=%
1 11
Portanto, v : y = —Ex+7.

A mediatriz do segmento AB é a reta ¥’ que passa pelo ponto médio
M de AB e é perpendicular a . Entdao a reta v’ tem inclinacao m =
1 1

a T TTip T 2 e sua equacao ¢ r’' : v = 2x + b. Além disso, como

M=(1;5,5;3):(3,4)Ey’,4=2><3+b,ouseja,b=4—6=—2.

Portanto, a equacdo da mediatriz do segmento AB é v’ :y = 2x — 2. O

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Fig. 19: Mediatriz " do segmento AB.

4. Equacao cartesiana da reta

Consideremos o plano munido de um sistema de eixos ortogonais
OXY.

Uma reta 7 no plano pode ser:

e Vertical quando coincide com o eixo—OY ou ¢ paralela a esse eixo.
Nesse caso, a equacao de v é x = d, onde d € R é uma constante. Mais
precisamente, a reta v, caracterizada pelo numero d € R, é o conjunto

r=1{(x,y)eR|x=d}

e Ndo-vertical. Nesse caso, existem m,n € R tais que v : vy = mx + n,
ou seja, a reta v € o conjunto

‘r:{(x,y)e[lex—y:—n}

Assim, é facil verificar que toda reta » do plano se expressa na forma:

‘r:ax+by=c (1)

onde a,b,c € R, sendo a e b ndao ambos iguais a zero. Essa equacao é
chamada a equacao cartesiana da reta .

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Reciprocamente, dada a equacao (1), onde a e b ndo sao simultanea-
mente nulos, temos que:

(@) se b = 0, entdo r é uma reta vertical e sua equacao é v : x = 2
(lembre que se b = 0, entdo, necessariamente, a # 0).

Note que, se fizermos variar ¢ em R, mantendo a # 0 fixo na equacao

c L L
X = a, obtemos todas as retas verticais possiveis.

(b) se b # 0, entdo a equacao (1) representa uma reta nao-vertical e
se escreve na forma:

. a C
T.yZ—EX‘FE.

, A . e a .
Isto é, ¥ é ndo-vertical, tem inclinacdo m = -5 © corta o eixo—0Y

no ponto (0, Z) .

Observe que, variando a e ¢ em R e mantendo b # 0 fixo, a equacao

a c - ..
Yy = _EX + ;A representa todas as retas nao-verticais do plano.

Assim, a equacdo (1), onde pelo menos um dos coeficientes a ou b é
diferente de zero, representa todas as retas do plano.

Exemplo 8
Determine a equacado cartesiana das retas perpendiculares a reta v que

passa pelos pontos A = (1,0) e B = (-1, 3).

Solucdo.
. ~ 3-0 3 .
A reta v tem inclinacao m = — -1~ o As retas perpendicula-
1 1 2
res a v devem, portanto, ter inclinacio m’' = -— = ———— = —. Logo a
» P ; ¢ m 32~ 3 g

equacao de uma reta perpendicular a » é

Vé:y=§x+d.

Variando d € R obtemos a equacao de qualquer reta perpendicular a
retav.
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Fig. 20: Reta passando pelos pontos A e B e algumas retas da familia ra’l :2x — 3y = c, (exemplo 8).

Escrevemos o valor d como sub-indice em 7 para indicar que a reta
em questao depende do valor d. Ou seja, mudar o valor de d significa
considerar outra reta, também perpendicular a r.

A equacdo da reta v, se escreve na forma cartesiana como:

ré:—§x+y=d, ou, ainda, vyi2x -3y =-3d.

Nessa equacao, d ¢ um numero real qualquer, assim como —3d. Por-
tanto, fazendo ¢ = —3d, a equacao da reta pode ser escrita na forma:
ry;:2x -3y =c,

onde ¢ € R é um numero real arbitrario.

Observacao 2

e A condicdo de que pelo menos um dentre dois numeros a e b seja
diferente de zero é equivalente a a® + b? # 0.

e Seax + by = c é uma reta, e A # 0 é um numero real, entao Aax +

Aby = Ac representa a mesma reta, pois, se um ponto (x,y) do plano
verifica uma dessas equacoes, entdo, necessariamente, verifica a outra.

Observacao 3
A equacado cartesiana da reta v que corta o eixo-horizontal no ponto de

abscissa a e o eixo-vertical no ponto de ordenada b, com a e b diferentes
Yy
= =1.

. X
de zero, é = +
a b
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De fato, como os pontos A = (a,0) e B = (0, b) sdo distintos e a equacao

X .
E + % =1 representa uma reta que passa por A e B, concluimos que
X y . , o .
V. a + E = 1, pois por dois pontos distintos passa uma unica reta.
ovh
Fig. 21: Reta passando pelos pontos (a,0) e (0,b).
Exemplo 9

Uma reta v que passa pelo ponto P = (2,4/3) forma com o0s semi-eixos

coordenados positivos um triangulo de perimetro 12. Determine sua
equacao.

Solucdo.
Sejam a e b nimeros reais positivos tais que
{(a,0)} =rneixo—0X e {(0,b)} =rn eixo- OY.

Pela observacao anterior, 7 : g + % =1 é a equacao cartesiana de 7.
oYp

Como o ponto P = (2,4/3) per-
tence a7, be

2 4

— 4+ —=1< 6a+4a = 3ab. @

a 3b 763
Além disso, o perimetro do trian-
gulo AAOB é 12, ou seja: —— . =

a+b+va2+b?2=12,

onde A = (a,0) e B=(0,b). Fig. 22: Reta passando pelos pontos (a,0) e (0, b).
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Temos entdo, que resolver o sistema

(2)

6a +4b = 3ab
a+b+a?+b?=12.

Elevando ao quadrado a segunda equacao, obtemos que:
a’>+b%*>=(12-(a+Db))?
= a’+b?=144-24(a+b) + (a® + 2ab + b?)
< 24(a+b) =144+ 2ab
<~ 12(a+b)=72+ab.

Assim, o sistema (2) é equivalente ao sistema:

(3)

12(a+b) =72+ ab —-36(a+b)=-3x72-3ab
—
4a + 6b = 32ab. 4a + 6b = 3ab

Somando as duas equacoes, obtemos que:

108 —16a

—32a—-30b=-3%x72<«< 16a+15b =108 <= b T

(4)

Substituindo b = w na equacao 6b + 4a = 3ab, temos:

6 3
1—5(108 —16a) + 4a = 1—5a(108 —16a)

<~ 6(108 -16a) + 60a = 3a(108 — 16a)
— 2(108 —16a) + 20a = —16a? + 108a
> 16a’-108a —32a+20a+216=0
— 16a°-120a+216=0
— 2a’°-15a+27=0
— gq- 15 + /225 - 216 _ 15 +./9
4 4

= = 18 = 9 oua =3

4 2 )

Portanto, se a; = 9/2, entdo, por (4),
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34 Geometria Analitica - Capitulo 2

_ 108-16x9/2 108-72 36 12

by 15 - 15 15 5
eaequagéodaretarlé%(+%=1<:>8x+15y=36.
Se a, = 3, entao b, = % = 613—(5) = 4, e a equacao da reta 7, é
§+%=1(:>4x+3y=12.

Assim, o problema tem duas solucoes:
r:8x+15y =16 e 1 :4x+3y =12.4

Fig. 23: Retas 77 e 7.
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