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Aula 21

1. Rotacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no
plano e seja O XY o sistema de eixos obtido girando
0s eixos OX e OY de um angulo 6, 0 < 0 < g no
sentido positivo.

Sejam (x,y) e (x,y) as coordenadas de um ponto
P nos sistemas OXY e O XY, respectivamente, ¢ 0

angulo que o vetor OP faz com o semi-eixo positivo
OXer=d(P,0). Entao,

Fig. 1: Sistema O XY obtido girando de 6 o sistema OXY.
X =T COS @ o X =T1CoSs(¢p + 0)
y=r

y=rsen(p+0).

Logo,

. {x:cosex—seney
ou seja,

y=sen0x+cosdy

X =7 C0SO cos —1send sen @
y=rsenod cose +1cosd senq,

A mudanca de coordenadas pela rotacao de um angulo 6 dos eixos OX e OY pode ser
escrita, também, na forma matricial:

X\ cosO —send X
y/ \sen6 coso U

(x,y) = (cosB,senB)x + (—senB,cosO)y ‘

ou, na forma vetorial:

A mudanca de coordenadas inversa (obtida pela rotacdo de —8 dos eixos OX e OY) se
expressa, em termos de matizes, como:
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x\ [ cos@ sen@) [x
y/ \—seno coso/ \y

pois cos(—0) = cos 0 e sen(—0) = —sen 0. Entéo,

X =Cc0S0x+senby
y=—senOx+cosOy

ou seja,

(X,y) = (cos®,—sen0d)x + (senO,cos0)y

Exemplo 1
Por uma rotacdo de 45° dos eixos coordenados, uma certa equacao é transformada na equagcao

4x* — 9y* = 36. Encontre a equagéo original nas coordenadas x, y.
Solugéo.
Como

X =cosOx+senby = (x+v)

y=—sendx+cosby = ~—(—x+y),

SRR

a equacgao acima, nas coordenadas x, y, se escreve na forma:
2
4x§m+yV—9thm+yV:3&
ou se€ja,
4(x? +2xy +y?) — 9(x* — 2xy +y?) =72,

isto é,

—5x%+26xy —5y>—72=0

_ . . X2 y?
Como, nas coordenadas x e y, a equacao pode ser escrita na forma R 1, ela representa

uma hipérbole com a = 3; b = 2; ¢ = V/13; centro C = (0,0); reta focal ¢ : § = 0; vértices
A; = (=3,0) e A; = (3,0); reta ndo-focal ¢’ : x = 0; vértices imaginarios B; = (0,-2) e

B, = (0,2), e assintotas y = i%i, ou seja, 2x + 3y = 0.

Usando as relagcées de mudanca de coordenadas:

x = (x—7)
2 y
= i(i +9)
Yy V2 y),
vemos que, nas coordenadas x e y, o centro é C = (0,0); os vértices sdo A = (—3\2&, —3\2ﬁ>
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e A, = (3\2&,3\?) e os vértices imaginarios sao B; = <\2,—\Zﬁ) B, = (—\2,\2)

Usando, agora, as relacbes de mudanca de coordenadas inversa:

X=—(x4+vy)

V2
2

y z\zﬁ(—xﬂLy),

obtemos que, nas coordenadas x e y, a reta focal € { : —x +
y = 0; areta ndo-focal é ¢’ : x +y = 0, e as assintotas séo:

Z\f(x%—y)iS\f(—x—i-y) =0

2(x+y)£3(—x+y)=0,

1

ou se€ja, Ty =X e T2:y=5x%x.

Fig. 2: Hipérbole —5x* + 26xy —5y? — 72 =0.

2. Reducao da equacdo Ax? +Bxy + Cy?+Dx+Ey+F=0a
forma canénica, por uma rotacao do sistema de eixos

Consideremos a equagao do segundo grau:
Ax?+Bxy + Cy?+Dx+Ey+F=0 (%)

Apo6s uma rotacdo positiva de um angulo 6, 0 < 8 < g dos eixos OX e QOY, obtemos

um novo sistema de eixos ortogonais O X e OY. As coordenadas (x,y) e (X,y) de um ponto P

do plano nos sistemas de eixos OXY e O XY, respectivamente, estio relacionadas da seguinte
maneira:

X =

y:

cos0x —sendy
sen0x +cos07y.

Substituindo x por cos0x —senby e y por sendx + cos 0y na equacao (x), obtemos a
equacao nas coordenadas x e y:

AoX? + Boxy + Coy? + DX + Eqy + Fg =0 (%)
onde

Ag = Acos’0+Bsenfcosd + Csen?o

Be = 2(C—A)sen0cos0 + B(cos?0 —sen?9)

Co = Asen’0—Bsen0Ocos6+ Ccos?0

D¢ = Dcos6+ Esen®

Ee = —Dsend+ EcosH

Fo = F.
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Por uma verificagédo direta, temos que:

Ao Bo/2) [ cos® senod A B/2 cosO® —seno (54)
Bo/2 Co )/ \—sen® cos0/ \B/2 C sen® cosH

e

De\ [ cos® seno D

Eoe/ \—send coso/) \E

Determinemos, agora, o angulo 6 = 6y, 0 < 0y < g para o qual o coeficiente By, da

equacao nas variaveis x, y, é igual a zero.

Sendo

Bg, = 2(C — A)sen6,cos 0, + B(cos? 0, — sen?0,) = (C — A)sen 20, + B cos 20, =0,
temos que:

1. 0o =45° se A =C.

2.1920 = A%’ se A # C.

C

Pela relacdo 1+ tg? 260, = sec?20,, e pelo fato que tg 26, e cos 26, tém o mesmo sinal, ja
que 0 < 20, < 180°, obtemos que:

1 B
cos20p= ———, se ﬁ>0’ e
\/1+19%226, -
— B
coszeoz—] se ——<0.

1 +1g226, A-C

Além disto, como cos 20, = cos?0 —sen?0 e cos?0 +sen?0 = 1, temos que:
C0S 20, = c0s?0y — (1 —cos?0y) = 2c0s?0y— 1

e c0s20, = (1 —sen?8,) —sen?By, = 1 — 2sen? B,

1 20 1 —cos 20
coseo:\/w e seneozw/fO

Fazendo 0 = 0y, A = Ag,, C = Cg
grau (xx) fica na forma

ou seja,

D = Dy,, E = Eg, € F = Fg, = F a equagéo do segundo

017

AX*+ Cy’+DXx+Eg+F=0

onde
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A 0\ ([ cos6, senby A B/2\ (cos6, —sen6,
0 C/ \—sen6, cos6,) \B/2 C senf, Cos0,

D)\ [ cosB, sen®y) (D
E/ \—sen0, cos6,/ \E

O indicador da equagao do segundo grau
Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0,

Definicao 1

é 0 numero

[=B2—4AC=—4 det( A B/2>

B/2 C

Como o determinante de um produto de matrizes é igual ao produto dos determinantes
das matrizes fatores, temos, por (x+), que, para todo 0 € R,

Bo/2 B,/2
To = B2 — 4A¢Co = —4 det Ao Bo/2) _ ger( A B/2) I,
Be/2 Co B/2 C

. cosO seno® cosO® —senod
pois det = det =1
—send coso sen® coso
Em particular, fazendo 6 = 6,, temos que I = B> —4AC = —4A C. Dizemos, entdo, que a
equacao do segundo grau (x) € do tipo:
e eliptico, se I =B? —4AC = 4AC<0.
e parabolico, se ] = B> —4AC = —4AC =0.
e hiperbdlico,se I = B> —4AC = —4AC > 0.

3. Exemplos

Exemplo 2
(a) Reduza, por uma rotagao dos eixos coordenados, a equacao
X2 +2xy+y?—x+y+1=0 (x)
a sua forma canédnica.
(b) Determine o foco, o vértice e a diretriz da cbnica nas coordenadas x, y.

(c) Faca um esbogo da curva.
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Solugéao.
(a) Os coeficientes da equagdo séo A =1, B =2, C=1,D = -1, E =1, F =1, e seu
indicador é 1 = B2 —4AC =2? -4 x 1 x 1 = 0. Entdo a equagao é do tipo parabdlico.

Sendo A = C =1, o0 angulo da rotacao necessaria para eliminar o termo misto (xy) € 6 =45°e
as relacdées de mudanca de coordenadas, por essa rotacao, séo:

X = COS(45°) X — sen(45°)§ = f(z—g) "
y =sen(45°)x + cos(45°)y = \f(ier)

e
X = €c0s(45°) x + sen(45°)y = \f(x +vy) )
Y = —sen(45°) x + cos(45°)y = ‘f(—x +y)

Nas coordenadas X, y, a equacao (x) se escreve na forma:
AX>+Cy?+DX+Eg+F=0

)z 7

onde F=F=1,

(

V2/2 /22
v2/2 V2/2

1
22

2 V22

A 0 V2/
(—ﬁ/z v2/2

0 C

22
1

)

-2 G0 )0
S0 )
300
= <é g), ouseja, A=2,C=0,
e
([ﬁ)):<—\\/zfz//zz \/fg@ (_1]):f(—11 1)(_11):?@):(%)

ouseja, D=0, E = 2.

Portanto, nas coordenadas x e y, a e

isto é,

QZ_

quacao da conica se escreve na forma:
X2 +V2y+1=0,

(%)

V2

2

V2
iy

IM-UFF

K. Frensel - J. Delgado



267 Geometria Analitica - Aula 21

que é a forma can6nica de uma parabola.

(b) A parabola, nas coordenadas X, U, possui 0s seguintes elementos:

e vértice: V = (O, —\f);

e reta focal: {:x = 0;

e parametro: 2p = \f — \f

ofoco:F:(,_z_8 .
Lo N2 V2 32,
o diretriz: y = —5 g ==
Determinacao dos elementos da parabola nas coordenadas x e y:
Por (1)5 V = (%,—%> éo vértice, F= (g)—§> éo fOCO, e por (2), (- x+y= 0 é a reta focal e

3 . . .
L:ix—y= e diretriz da pardbola nas coordenadas x e y.

(c) Na figura abaixo mostramos o esbogo da paréabola.

YA —
X

Fig. 3: Parabola x? +2xy +y?> —x+y +1=0.

Exemplo 3

(a) Reduza, por uma rotacao dos eixos coordenados, a equagao
5%% +4xy + 2y? + 20x + 20y + 44 =0,

a sua forma canédnica.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e a reta ndo-focal da cbnica nas
coordenadas x, y.

(c) Faca um esbogo da curva.

(d) Prove que a retax +y = 10 ndo é tangente a curva.
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Solugéao.

(a) Os coeficientes da equagdo sGo A =5, B =4, C =2, D = 20, E = 20, F = 44, e seu

indicador é I = B2 —

Como A # C, temos que tg 20 = L

c0s 20 =
H—tg 26
cos 0 — /1+cosze 1+3/5 \/Z 2 zﬁ)
5 5

= > 0. Logo,

1—|—16/9

de onde obtemos:

5
song — /! cosze 1—3 \/T 1 _ V5
5 5 5
As relagdes de mudanga de coordenadas séo:

:ﬁ(zf—g) izé(zwry)
AN P
5,_ _ _ 5

y=—(x+2y) U= (—x+2y)

e a equacao nas coordenadas X, y fica na forma:

onde F = F = 44;

5
= (6 O), ouseja, A=6 e C=1,;

(g) = \f (_21 l) @g) = (142\\//55) , ouseja,D=12V5 e
Logo, a equacao da elipse, nas coordenadas x e y, € dada por:
6% + Y%+ 12v5x +4V5y +44 = 0.
Completando os quadrados, temos:
6(%* +2v5%) + (y* +4V5y) = —44
6(%% 4+ 2v5% +5) + (Y2 + 457 + 20) = —44 + 30 + 20
6(X+v5)>+ (T +2V5)% =
5:(%+\/§)2+(”+2‘[5)2:1,

que é a forma canénica de uma elipse.

4AC =16 — 40 = —24 < 0. Portanto, a equacao ¢é do tipo eliptico.

E=4V5.

IM-UFF
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(b) A equacdo representa uma elipse Ecom a =+v6 b=1 e ¢ =45, quenas
coordenadas x e y tem:

e centro: C = (—/5,—2V/5);

e reta focal: £: X = —/5, paralela ao eixo—O'Y;

e reta ndo-focal: {’ : § = —2/5, paralela ao eixo—0 X;

e vértices sobre o eixo focal: A; = (—v/5,—2v5 —V6) e A, = (—/5, =25 + V6);

e vértices sobre o eixo ndo-focal: B; = (—v5—1,-2v5) e B, = (—/5+ 1, -2v/5);

o focos: Fy = (—v5,-2v5 —/5) = (—V5,-3v5) e F2 = (—v5,-2V5 + v/5) = (—/5, —V/5);
V5

e excentricidade: e = —.

V6

Determinacao dos elementos da elipse nas coordenadas x e y.

Temos, por (2), que:

X

e (:2x+y = -5 ¢éaretafocal;
e {':x—2y =10 é a reta ndo-focal;

-
e, por (1), X
e C = (0,—5) é o centro;
oeF;=(1,—-7)eF,=(—1,-3) sdo os focos;
car = (B ) oy - (VR 5 20)

sao os vértices sobre a reta focal;

°B1=( Z\Sf 5—\@)eB _(M —5+— s&o0 0s .1_-.“~"' \ 3

vértices sobre o eixo ndo-focal da elipse nas coordenadas S
Xxevy

(c) Na figura ao lado mostramos o esboco da elipse.
Fig. 4: Elipse x* +2xy +y?> —x+y+1=0.
(d) Nas coordenadas x, y, aretar: x+y = 10 é dada por:

r;\f(zi—g+z+zg) =10, ouseja, 1:3x+7y=10V5.

Entdo (x,7) € £ENr se, e somente se, § = 10v/5—3x e

6(X +v5)2+ (10v/5 —3x +2V/5)2 =
= 62+ 12v6%+30+9%2 — 72v/5x+720— 6 = 0
& 15%% —60v5x— 744 = 0.

Como essa equacao possui duas raizes, pois 0 seu discriminante é
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A = (—60v5)2 — 4 x 15 x (—744) = 60(300 + 744) > 0,

TN & consiste de dois pontos. Entédo a reta r ndo € tangente a elipse &£.

Exemplo 4
(a) Reduza, por uma rotagcao dos eixos coordenados, a equacao

112+ 10V3xy +y2 — (22 +10V3)x — (2 + 10V3)y — (4 — 10v/3) = 0,
a sua forma canénica.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e as assintotas, se existirem, da cénica
nas coordenadas x, y.

(c) Faca um esbocgo da curva.

Solugéao.
(a) Os coeficientes da equacao sao

A=11,B=10/3,C=1,D=—(224+10v3), E = —(24+10V/3), F= —(4 — 10V/3),
e seu indicador é I = B2 —4AC = 300 — 44 = 256 > 0. Entao a equagao é do tipo hiperbolico.

B 1 1
Como A # C, temos que tg 20, = A Co V3> 0. Logo cos 20y = 7533 > 0,
1+ 1/2 V3 o 1=12 1
cos 0y = 5 =5 e senfp= > =73
isto é, 0y = 30°.
Assim, as relagdes de mudancga de coordenadas sao:
1 _ _ 1
x:i(\/gx—y) XZE(\/§X+U)
1 (1) e ] (2),
y =5 (x+3) U = 5(=x+V3y)
e a equacao, nas coordenadas x e y, é dada por:
Ax>+ Cy?+Dx+Eg+F=0,
onde F=F = —(4 — 10V/3);
A0\ _ (V3 1N/ 1 5V3) (V3 I
0 C) — 4\-1 v3)\5V3 1 1 V3
_1(16v3 16\ (V3 -1
T4\ 4 —4/3)\1 V3
16 0 , — —
= (0 _4), ou seja, A=16 e C=-4,
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D\ 1/V3 1)\ [—(22+10v3)\ [-16V3-16
(E)_z<—1 ﬁ)(—(2+1o¢§))_(—4+4¢§)’
ou seja, D=-16(v3+1) e E=4(/3-1).

Nas coordenadas x, Yy, a equagao se escreve Como:
16x2 — 452 —16(vV3+ 1)x—4(1 —3) T — (4 —10v/3) = 0.

Completando os quadrados nessa equacao, obtemos:
16(x* — (V3 +1)%) —4(y° + (1 - V3)y) =4 —10V3
6(¥2—(\/§+1)¥+(ﬁ4+”2) —4(132+(1 V3)y + UWJZ) =4 —10V3 +4(V3+1)?
16(% ‘f“> (13 \@)2 16

;o] ﬁ)
H:(i ‘[“ 1

que é a forma canénica de uma hiperbole.

ek

(b) A equacgao representa uma hipérbole com a? = 1, b2 = 4, ¢? = a? + b? = 5, que nas

coordenadas x e y tem:

V3+1 \/§—1)_

ocentro:C:( R

V3

—1 . —
eretafocal: {:y = — paralela ao eixo—O X;

~ 1 . -
e reta ndo-focal: ¢’ : x = ﬁ; , paralela ao eixo—0Y;

e focos: F; = (\E;q —\/5, \@2_]) ek, = (\/§2+1 +\/§, \/52_1);

V31 \f—1) e A, (ﬁ+3 \@—1>_
= = :

veérti TA =
e Vvértices: A; ( 7 3

e Vértices |mag|nar|os P 7

e excentricidade: e = % A V5:

e assintotas: 2 (%— \/§2+1) + (g— \E—1> =0;

2
<f+1 V3 - )eBZZ(\@H \@+3);

V5

1

2
Determinacao dos elementos da hipérbole nas coordenadas x e y.

Temos, por (2), que:

K. Frensel - J. Delgado
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el:x—+3y=1—+/3éaretafocal;
o' :\V3x+y=+3+1¢&aretando-focal;

ALE (2V3 =T x=1)+(V3+2)y—1)
12 (2V3+ 1) (x =1+ (2= V3)(y -

e, por (1),
e C=(1,1) é ocentro;

.F1:(1 £ 1—‘f>eF2:(1+\/2T5,1+\2@) sdo os focos;

B V31 V33
oA1—(1— 33 eAr= |1+ — 53 sao os vértices;

I
o

sao as assintotas;

I
o

eB;=(2,1—+/3)eB,=(0,1++/3) sdo os vértices imaginarios da hipérbole nas coordenadas
X evy.

(c) Na figura abaixo mostramos o esbogo da hipérbole.

YA
Y

Fig. 5: Hipérbole 11x2 + 10v3xy +y% — (22 +10v/3)x — (2 + 10v3)y — (4 — 10v/3) = 0.
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