Aula 23

1. Exemplos diversos

Exemplo 1
Determine a equacao da hipérbole equilatera, H, que passa pelo ponto Q = (—1,—5) e tem o0s
eixos coordenados como assintotas.

Solugéo.
Como as assintotas da hipérbole sdo os eixos coordenados e a reta focal € uma das bisse-
trizes das assintotas, temosque {: x = —you {:x =y.

Fig. 1: Caso £ : x = —y. Fig. 2: Caso {: x =vy.

Se a reta focal { fosse a reta x = —y, a hipérbole estaria inteiramente contida no 2° e 4° qua-

drantes, o0 que € um absurdo, pois o ponto Q = (—1,—5), pertencente a hipérbole H, esta no 3°
quadrante.
Logo, {:x =y.

Além disso, o centro C da hipérbole, ponto de interseccdo das assintotas, € a origem. Entao,
seus focos sdo da forma F; = (—m,—m) e F, = (m, m), para algum m € R, m > 0.

Como ¢ = d(Fy,C) = d(F,, C), ¢? = a?+ b? e a = b, ja que a hipérbole é equilatera, temos que:
a’+a?=c?=m?+m?, ou seja, a=m.

Assim, um ponto P = (x,y) pertence a hipérbole H se, e so se,
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VOFmTH y+mZ =/ x—m)ZF (y - m)? | = 2m

Vx+m)Z+ (y+m)2=4+2m+ /(x —m)2+ (y —m)?

(x+m)?+ (y+m)2=4m?+ (x —m)? + (y — m)? £ 4m/(x —m)? + (y — m)?

x? 4+ 2mx + m? +y? +2my + m? =4m? +x? — 2mx + m? + y2 — 2my + m?

+4my/(x —m)2 + (y —m)2

& 2mx+2my=4m? —2mx —2my +4m./(x —m)2 + (y — m)2
& 4dmx+4my =4m? £4m/(x —m)2+ (y — m)?
— x+y=m*./(x—m)2+(y—m)?
= x+y—-m==+(x—m)2+ (y—m)?
= (xty-m)=(x—m)>+(y-m)?
== x24+y?+2xy + m? —2mx —2my = xZ — 2mx + m? 4+ y% — 2my + m?
= 2xy =m?
— xy = n;z
Como Q = (—1,-5) € H, temos que n;z = (—1)(-5), isto é, m? = 10. Logo, xy = 5 é a equagao
da hipérbole H.
Exemplo 2
Seja C uma cbnica centrada no ponto C = (1,2), de excentricidade e = 1, reta focal paralela ao

2
eixo—OX e d(F, L) = 3, onde L é a diretriz correspondente ao foco F de C.

Classifique a cbnica e determine seus vértices, seus focos, suas diretrizes e sua equacao.

Solugéao.

A cbnica C é uma elipse, pois e = % < 1. Entao,
3:d(F,£):d(C,[,)—d(C,F):%—c:%—ae@ﬁ:Za—%:%ﬂ@a:Z.
SendOazz,temosquec:ae:2x%:1 eb=vaZ—cZ=+14—1=+3.

Além disso, areta { : y = 2, paralela ao eixo—OX, € a reta focal da cénica C. Logo,
x=1%* (y=2? _ 1

C: 1 + 3 =
€ a equacao candnica da elipse.
Nessa elipse:
e A =(—1,2)e A, = (3,2) sao os vértices sobre a reta focal.
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eB;=(1,2—+/3) e B,=(1,2++/3) sdo os vértices sobre a reta ndo-focal.
eF; =(0,2) e F, =(2,2) sédo os focos.
e Li:x=1-— % =-3el,:x=1+ % = 5 s&o0 as diretrizes correspondentes aos focos F; e F;,

respectivamente.

Exemplo 3
Seja C uma cbnica centrada no ponto (1,2), de excentricidade e = 2, reta focal paralela ao
eixo—OY e d(F, L) = 3, onde L é a diretriz correspondente ao foco F de C.

Classifique a cbnica e determine seus vértices, seus focos, suas diretrizes e sua equacao.

Solugéo.
A cénica C € uma hipérbole, pois e =2 > 1. Entéo,
3=d(F,£) = d(F,C)~d(C, L) =c~ ¢ :ae—%<:>3:2a—%:37a e a=2.

Logo,c =ae=4eb=+vcZ—aZ=/16—4=+12=2V3.

Como areta focal { : x = 1 é paralela ao eixo—QY, temos que:
y—2)* (x—1)?

|
S 12

=1,

€ a equacao da hipérbole, com:

e vertices: A; = (1,0) e A, = (1,4).

e vértices imaginarios: B; = (1 —2v/3,2) e B, = (1 4+ 2V/3,2).
e focos: F; = (1,—-2) e F, = (1,6).

o diretrizes: L1 :y = 2 — %

=leLl,:y=2+ % = 3, correspondentes aos focos F; e F;,

respectivamente.

e assintotas: x — 1 =+V3(y —2).

Exemplo 4
Classifique, em fungdo do pardmetro k € R, a familia de curvas
4x? + ky? + 8kx + 20k +24 =0,

indicando, nos casos ndo-degenerados, se a reta focal € paralela ao eixo—OX ou ao eixo—QY.

Solugéo.
Completando o quadrado na equacgao, temos que:
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4x? + ky? + 8kx + 20k +24 =0

4(x? 4 2kx) + ky? = —20k — 24

A4(x?% + 2kx + k?) + ky? = —20k — 24 + 4k?
4(x +k)? + ky? = 4(k? — 5k — 6)

1111

Ax+k)?2+ky? =4k +1)(k—6).

Estudo do sinal dos coeficientes k e (k + 1)(k — 6) da equacéo:

—co<k<—1|k=—1| -1<k<0|k=0|0<k<6b6|k=6|6<k<+o0

3 — — — 0 + + +
(k+1)(k —6) + 0 — - - 0

Entao, para:

e k € (—o0,—1), a equacao representa uma hipérbole de centro (—k, 0) e reta focal = eixo—OX.
e k = —1, a equacdo 4(x — 1)?> — y? = 0 representa o par de retas concorrentes y = +2(x — 1)
que passam pelo ponto (1,0).

e k € (—1,0), a equagéo representa uma hipérbole de centro (—k,0) e reta focal £ : x = —k
paralela ao eixo—OY.

e k = 0, a equacdo 4x? = —24 representa o conjunto vazio.

e k € (0,6), a equacio representa o conjunto vazio, pois 4(x +k)?+ky? > 0e4(k+1)(k—6) <0
nesse intervalo.

e k = 6, a equacdo 4(x + 6)% + 6y* = 0 representa o ponto (—6,0).

e k € (6,4+0), a equacao, que pode ser escrita na forma:

(x +%)? y?
kL1 k=8) K+ (k=6

4 k

—1,

4k +1)(k—6) _ 4(k+1)(k—6)

representa uma elipse de centro (—k, 0) e reta focal £ = eixo—OX, pois 1 o

nesse intervalo.

Exemplo 5

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e O XY o sistema de eixos ortogonais obtido por

uma rotagéo positiva de um angulo 6 dos eixos OX e OY, onde cos 0 = % eseno = %

. 12 1 _
Uma parabola P nas coordenadas x e y tem foco no ponto F = (—, ;) e vértice no ponto

5
12 9
v=(%.3).
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(a) Determine a equacéo da parabola nas coordenadas x e y, e nas coordenadas x e y.
(b) Determine o foco, o vértice, a reta focal e a diretriz da parabola nas coordenadas x e .

(c) Faca um esbogo da curva no sistema de eixos OXY, indicando seus elementos.

Solugéo.

(a) Como p = d(F,V) = %5 = 5 e, nas coordenadas x e U, a reta focal £ : x = % € paralela

ao eixo—OY e o foco F encontra-se acima do vértice V, temos que
_12)\? 9
P (x—1) =20(y+7)
34

. ~ . L o 9 9
€ a equacgao da parabola, cuja diretrizéareta L :y = s TP=g 5= 5

Usando as relagcées de mudanca de coordenadas:
X=cosOx+senfy= %(4x—|—3y)
y=—senOx+cosby= %(—3x+4y),

obtemos que a equagéo da pardbola, nas coordenadas x e y, é dada por:

(5 t4x+3y) - 152)2 =20 (§(~3x+4y) + 1)

(x4 3y —12)2 = 5B (3x 44y +9)

=
= (4x +3y)2 — 24(4x + 3y) + 144 = 100(—3x + 4y + 9)
=

16x2 + 24xy + 9y? — 96x — 72y + 144 = —300x + 400y + 900

& | P:16x% + 24xy + 9y? + 204x — 472y — 756 = 0

(b) Pelas relagées de mudanga de coordenadas (1), temos que, ¢ : %(47( + 3y) = % isto &,

H3xtay) =% isto 6, £: —3x +4y = 34

£:4x + 3y = 12 € a equacéo da reta focal, e L : z

(&3

€ a equacdao da diretriz nas coordenadas x e y.

E, pelas relacbes de mudanca de coordenadas:
x =Cc0s0x—sendy=—(4x — 3y)

y=sendx+cos0y=—(3x+47),

(G394 D) -0

gl — G| =

obtemos que

é ofocoe
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V- (8) § (- -eo

€ o vértice da parabola nas coordenadas x e y.

(c) Na figura 3 mostramos o esbogo da parabola P.

Fig. 3: Pardbola P : 16x2 4 24xy + 9y? + 204x — 472y — 756 = 0.

Exemplo 6

Esboce, detalhadamente, a regido do plano dada pelo sistema de inequagoes:
X2 +y* >4

16x>+y?>—8y >0

—4x? +y?—4y <0

x| < 2.

R :

Solugéao.
A regiao R é a interseccao das seguintes quatro regides do plano:

S, vk
Ri={(xy)Ix*+y* >4}
R
Ry ={(x,y)[16x* +y* — 8y > 0} :
Rs={(x,y)| —4x*+y*>—4y <0}
Ra={(x,y)|Ix] < 2}. -2 2 X
e Descricao da regido R;.
-2
A regiao R, consiste dos pontos exteriores a circunferéncia
C; : x* +y? = 4 de centro na origem e raio 2.
e Descricdo da regiao R,. Fig. 4: Circunferéncia C; e regiao R .

Para descrever a regido R, vamos, primeiro, determinar a conica C, : 16x% + y? — 8y = 0.
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Completando o quadrado na equacéo da curva C, obtemos:
T6x?+y?—8y =0 < 16x°+ (y2—8y+16)=16
& 16x*+(y—4)?=16
YAV
— G VT g

16
Entao, C, é a elipse de centro (0,4); reta focal { = eixo—QY; reta
nao-focal: ¢':y =4;a®>=16,b> =1, 0useja,a=4eb = 1;
vértices sobre a reta focal A; = (0,0) e A, = (0, 8); vértices sobre
a reta ndo-focal By = (—1,4) e B, = (1,4).
Portanto,
. 2 2 L2 (y—4)?

Ro:lTex+y-—8y >0 R, :x —|—T21

consiste dos pontos do plano exteriores ou sobre a elipse Cs.

e Descricao da regiao R;.
Para descrever a regiao R; vamos identificar a cénica
Cs: —4x* +y?—4y =0.
Completando o quadrado na equacao de Cs;, temos:
P +y?—dy=0 &= —4x’+(y*—4y+4) =4
= Ax?+(y—2)%=4

_ 72
e 2 W22 42) =1,

que é a equacgao da hipérbole de centro: (0,2), reta focal: { =
eixo—QY; reta ndo-focal: {' : y = 2, paralela ao eixo—OX; a’ =4 e
b2=1,0useja,a=2eb=1;vértices: A; = (0,0) e A, = (0,4) e
vértices imaginarios: B; = (—1,2) e B, = (1,2).

A hipérbole divide o plano em trés regides, duas delas limitadas
pelos ramos da hipérbole e a outra situada entre eles. Como as
coordenadas do centro (0,2) satisfazem —4x? + y% — 4y < 0, con-
cluimos que a regido R3 consiste dos pontos entre os ramos da
hipérbole ou sobre eles, isto €, R3 € a regido que contém o centro
e inclui os ramos da hipérbole.

e Descrigdo da regiao R.

Temos que |x| < 2 & —2 < x < 2. Portanto, a regidao R4 € 0
conjunto:
{(XJJH _ZSXSZ) UGR})

que consiste dos pontos da faixa vertical limitada pelasretas ry : x =2er;: x = —2.

YA
8 RQ
4
: : .
— ] 1 X

Fig. 5: Elipse C; e regidao R;.

Y

R J

-

s\l

Fig. 6: Hipérbole C3 e regido Rs.

Yi

A

=

Fig. 7: Retas vy e r; e regido Ry.
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e Descrigao da regiao R.

Finalmente, a regido R consiste dos pontos exteriores a circunferéncia C;, exteriores a elipse
C», que estao entre os ramos da hipérbole C; e na faixa R4, podendo, também, pertencer a uma
das curvas do bordo C;, C;, C3 ou a uma das retas r; ou v, como vemos nas figuras 8 e 9.

\ /C b

=Y

T k[
/ 1 \‘33

Fig. 8: Curvas que limitam a regido R. Fig. 9: Regiao R.

Exemplo 7
Classifique, em fungdo do parametro A € R, a familia de curvas
X2+ A=2y2+ 20 +2A=2)y +3A -3 =0,

indicando, nos casos ndo-degenerados, se a reta focal é paralela ao eixo—OX ou ao eixo—QY.

Solugéo.
Completando os quadrados na equacgao da familia, temos que:

(x24+2Ax) + (A —2)(y?*+2y) =3 —3A
= (A2 HFAN)FA=2) (Y 2y + 1) =332+ A2+ A2
= X+APHFA=2)(y+1)P2=A=-2A+1
= XHAP+HA=2)(y+1)P2=0A—1)% (%)

Para fazermos a classificacao da familia de curvas, precisamos estudar o sinal dos coeficientes
(A—2) e (A—1)?da equagao (x):

—00 <A<T|IA=T|T<A<K2|A=2|2< A<+

A—2 - - - 0 +

A—=1)? + 0 + + +

Entao, para:
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e A € (—0, 1), a equacao representa uma hipérbole de centro (—A,—1) e reta focal { : y = —1
paralela ao eixo—OX.

e A =1,aequacgdo (x+1)?)—(y+1)%? = 0 representa o par de retas concorrentes y+1 = +(x+1)
que se cortam no ponto (—1,—T).

e A € (1,2), a equagao representa uma hipérbole de centro (—A,—1) e reta focal { : y = —1
paralela ao eixo—OX.

e A =2, aequacio (x +2)? =1 representa o parde retas x +2 = +1,ouseja, x = -3 e x = —1
paralelas ao eixo—OQY.

e A € (2,4+00), a equacgao, que se escreve na forma

(x+A)?  (y+1)?
()\—1)2+ (A—1)2 =1

A—2

representa:

o uma circunferéncia de centro (—3,—1) e raio 2, se A = 3, pois, nesse caso, (A — 1)? =

o uma elipse de centro (—A, —1) e reta focal £ : x = —A, paralela ao eixo—QY, se A € (2,3),
A—1)?

pois, nesse intervalo, (A — 1)? < LR

o uma elipse de centro (—A,—1) e retafocal { : y = —1 paralela ao eixo—0X, se A € (3, +00),

. . 2 (A1)
pois, nesse intervalo, (A — 1)< > 5 O

Exemplo 8

Considere os pontosF = (2,1) e Q = (4,0).

(a) Determine as equacdes das parabolas com reta focal { perpendicular ao vetor v’ = (1,—2) e
foco F, que contém o ponto Q.

(b) Determine os vértices das parabolas obtidas acima.

(c) Faca um esbogo das parabolas obtidas no mesmo sistema de eixos ortogonais OXY, indi-
cando todos os seus elementos.

Solucéo.
(a) Como a diretriz £ é perpendicular a reta focal £ e £ | v = (1,-2), temos que £ 1 (2,1).
Entdo, £ : 2x +y = m, para algum m € R.

Além disso, como Q = (4,0) pertence a parabola, temos que d(Q,F) = d(Q, £). Isto é,
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_2x440x1T—m| _18—=m|
VB 0—T12= N e V5=

& m-—-8 =5

& m=8%5.

Logo, £:2x +y =8 £+ 5.
Caso 1. Parabola P; de foco F = (2,1) e diretriz £7 : 2x +y = 13.
Nesse caso, um ponto P = (x,y) € P se, e sé se, d(P,F) = d(P, L), ou seja,

2 (2x+y—13)°

d(PF?=d(PL)? = (x—27+y—1) L

& 5(x*+y?—4x — 2y +5) =4x> + 4xy +y? —52x — 26y + 169

= | Prix?—dxy+4y?+32x+16y—144 =0

Caso 2. Parabola P, de foco F = (2,1) e diretriz £, : 2x +y = 3.
Assim, um ponto P = (x,y) € P, se, e sO se, d(P,F) = d(P, L;), ou seja,

d(PF? =d(P, L) = (x—2)7+(y—1) :

= 5(x2+y?—4x—2y+5)=4x?+4xy+y>?—12x—6y+9

= | Prix?—dxy+4y?—8x—4y+16=0

(b) Consideremos as duas parabolas obtidas no item anterior.

e O vértice V; da parabola P; é o ponto médio do segmento A;F, onde A; = (x,y) é 0 ponto de
intersecgéo da reta focal £ : x — 2y = 0 com a diretriz £, : 2x +y = 13. Entéo, as coordenadas x

e y do ponto A; satisfazem o sistema:

x—2y=0
2x+y =13.

. 2 13 . , 26 1
Resolvendo esse sistema, obtemos x = ; ey = ; isto é, A = (;, ;) Logo,
26 13
v M <5’s)“z’”_<36 13 _ (18 9)
LR 2 —\10’10/  \5°'5/)"

e O vértice V, da parabola P, é o ponto médio do segmento A,F, onde A, = (x,y) é 0 ponto de
interseccédo da reta focal £ : x — 2y = 0 com a diretriz £, : 2x +y = 3. Logo, as coordenadas x e

y do ponto A, satisfazem o sistema:

x—2y=20
2x+y=3.
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. 6 3. ,
Resolvendo esse sistema, obtemos x = R ey = 5 isto e, A, = (g, %) Logo,
6 3
v, = A2 tF (5’5>+(2’1) B (E i) B <§ i‘)
2T T T 2 —\10’70/ ~ \5’5/ "

(c) Na figura, abaixo, mostramos o esboco das parabolas P; e P,, no mesmo sistema de eixos
ortogonais OXY.

L YA L

Po

Fig. 10: Parabolas P; e P,.

Exemplo 9
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e O XY 0 sistema de eixos ortogonais obtido por
uma rotacao positiva de 45° dos eixos OX e OY em torno da origem.

Uma hipérbole nas coordenadas x e y tem centro na origem, um de seus veértices no ponto
(v/2,0) e aretay = 2x como uma de suas assintotas.

(a) Determine a equacao da hipérbole nas coordenadas x ey, e nas coordenadas x e y.

(b) Determine o centro, 0s vértices, os vértices imaginarios e as assintotas da hipérbole nas
coordenadas x e y.

(c) Fagca um esbogo da curva no sistema de eixos OXY, indicando todos os elementos encon-
trados no item (b).

Solugéo.

(a) Nas coordenadas x e U, a reta focal £ é o eixo—O X, pois o centro C = (0,0) e o vértice
V = (v/2,0) pertencem a £. Além disso, a = d(C,V) =2 e % =2, pois § = 2x é uma assintota
da hipérbole.

Entdo,b=2a=2V2¢e

N

H :

N %
|
oo| Sl
Il
=

€ a equacao da hipérbole nas coordenadas x e y.
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Usando as relagées de mudanca de coordenadas
2

X = c0s45°x +sen45°y = —=(x +y)
2 1)
Yy =—sen45°x + cos45°y = 7(—x+y),

obtemos a equacéao da hipérbole nas coordenadas x e y:

2 212 2 _
2><4(x+y) 8><4( x+y) =1
4x+y)*— (—x+y)2 =16

Ax2+2xy+vy?) — (X2 —2xy +y?) =16

3x2 +10xy +3y? =16

r111

H:3x*+10xy + 3y —16 =0

(b) Nas coordenadas x e y, a hipérbole tem:

e centro: C = (0,0);

e vértices: A; = (—v2,0) e A, = (v2,0);

e vértices imaginarios: B; = (0, —2v/2) e B, = (0,2v2);
e retafocal: {:y = 0;

e reta ndo-focal: ¢’ : x = 0;

e assintotas: y = £2x;

Por (1), obtemos que ¢ : —x+y = 0 é aretafocal; {' : x+y = 0 é a reta ndo-focal e \f(—x—l—y) =
V2 L 1T . ] .
+2 x 7(x +vy),istoé, r_:y=-3xer, :y = —3X sdo as assintotas da hipérbole nas

coordenadas x e y.

E, pelas relagbes de mudanga de coordenadas:

X = C0S45°X —sen45°y = \zfz(i—g)

y =sen45°x + cos45°y = ?(%Jﬂj),
obtemos que C = (0,0) é o centro, A; = (—1,—1) e \
A, = (1,1) sdo os vértices; By = (2,—2) e B, = (—2,2)

sdo os vértices imaginarios da hipérbole nas coordena-
dasxevy.

(c) Na figura ao lado mostramos o esboco da hipérbole H.

OJ

Fig. 11: Hipérbole H : 3x% + 10xy + 3y%2 — 16 = 0.
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Exemplo 10
SejamV; = (7,1) e V, = (2,5) os vértices de uma elipse com reta focal paralela a um dos eixos
coordenados.

(a) Determine o centro, a reta focal, a reta ndo-focal, os vértices e os focos da elipse £ cujo
vértice V; pertence a reta focal.

(b) Determine, agora, o centro, a reta focal, a reta ndo-focal, os vértices e os focos da elipse £
cujo vértice V, pertence a reta focal.

(c) Faca um esbogo das duas elipses encontradas acima num mesmo sistema de eixos ortogo-
nais, indicando todos os seus elementos.

Solucao.
Consideremos o retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados e vértices nos pontos
V] = (7) ]) € VZ = (2)5)

YA

Va

(2,5) (7,5)

wu
o

(2,1) 5 Vi=(7,1)

Fig. 12: Retangulo de vértices V; e V;.

Como a > b numa elipse, temos que a =5 e b = 4 nas elipses de vértices V; e V; e reta focal
paralela a um dos eixos coordenados.

(a) Se o vértice V; = (7,1) pertence a reta focal da elipse, temos que { : y = 1 é a reta focal,

¢’ . x = 2 é areta ndo-focal, C = (2,1) € o centro, A; = (—-3,1) e A, = V; = (7,1) séo os
vértices sobre areta focal, By = (2,—3) e B, =V, = (2,5) s@o os vértices sobre a reta ndo-focal,
F, =(—1,1) e F, = (5,1) sao os focos, pois ¢ = va?—b2 =3, e
(x=2)2  (y-1?%
E: 55 + e = 1

€ a equacao da elipse €.

(b) Se o vértice V, = (2,5) pertence & reta focal da elipse £, temos que £ : y = 5 é a reta focal,
¢ :x =7 éaretando-focal, C = (7,5) é o centro, A; = V> = (2,5) e A, = (12,5) s80 os vértices
sobre aretafocal, B; = (7,9) e B, = V; = (7, 1) sdo os vértices sobre a reta ndo-focal, F; = (4,5)
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e F, = (10,5) séo os focos, e

é a equacao da elipse &.

(c) Na figura abaixo mostramos as elipses £ e £ no mesmo sistema de eixos ortogonais. 0O

Yh

Fig. 13: Elipses £ e £.

Exemplo 11

Considere os pontos A = (4,1) e B = (3,2).

(a) Determine as equacoées e 0s principais elementos das duas hipérboles que possuem B como
vértice imaginario, A como veértice e reta focal paralela a um dos eixos coordenados.

(b) Faca um esbogo das duas hipérboles num mesmo sistema de eixos ortogonais, indicando
fodos 0s seus elementos (menos os focos e as diretrizes).

Solugéao.
Caso 1. Reta focal { paralela ao eixo—OX.

Como A= (4,1)eleB=(32) €{,onde ' é aretando-focal,temosquel:y=1el :x=3.
Entao, o centro C da hipérbole, ponto de interseccéo da reta focal com a reta ndo-focal, tem
coordenadas x =3 ey =1,isto é, C = (3,1).

Além disso, temos a = d(C,A)=1,b=d(C,B)=Tec=+vVaZ+bZ=+2.

Logo,
H:(x=3)2—-@y—-1)2=1

€ a equacao da hipérbole.

Nessa hipérbole, F; = (3—+v2,1) e F, = (3++/2,1) s@o os focos; A1 = (2,1) e A, = A = (4,1)
sao os veértices; B; = (3,0) e B, = B = (3,2) sé@o os vértices imaginarios; y—1 = +(x—3) sdo as
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. 1 o
assintotas; £ : x = 3—% = 3—— é adiretriz correspondente aofocoF1 e £, : x = 3+% =3+

V2

€ a diretriz correspondente ao foco F;, da hipérbole H.

1
V2

Caso 2. Reta focal { paralela ao eixo—OY.

Nesse caso, { : x = 4 é a reta focal e ¢’ : y = 2 é a reta ndo-focal da hipérbole H que tem reta
focal paralela ao eixo—QY, vértice A = (4, 1) e vértice imaginario B = (3,2). Entdo, C = (4,2) é

ocentro,a=d(C,A)=1,b=d(C,B)=lec=\a+b =v2, e

B
H:(y—2)*—(x—4)?=1
é a equacéo da hipérbole .

Além disso, F; = (4,2 —v2) e F, = (4,2 + v/2) sdo os focos; A1 = A = (4,1) e A, = (4,3) sdo
os vértices; B; = B = (3,2) e B, = (5,2) sdo os vértices imaginarios; x —4 = +(y — 2) sdo as

a | = = a 1
3

assintotas; £, : y = 2—— = 2——— é adiretriz correspondente ao focoFi e £, : y = 2+% =24+—

V2

é a diretriz correspondente ao foco F, da hipérbole H.

N

(b) Na figura abaixo mostramos as hipérboles H e H num mesmo sistema de eixos ortogonais.
0

Ry

Fig. 14: Hipérboles H e .

Exemplo 12
Considere as curvas

Cr:x?—20x+y+100 =0; Cr:x*—y?—6x=0 e Cz:x*+16y>?—6x—7=0.
(a) Classifique as curvas e determine todos o0s seus elementos.

(b) Faca um esbogo detalhado da regido do plano dada pelo sistema de inequagées
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X2 —20x +y +100 > 0
x2—y?—6x>0

R:¢ x*+16y>—6x—7>0
x <10

y=>—4.

Observacdo: Ache as interseccbes de C; e C; com aretay = —4.

Solugéo.
(a) e Curva C; : x> — 20x +y + 100 = 0.

Completando o quadrado, a equacgéo de C; na forma canénica € dada por:

Ci:x?—20x = —y — 100
Ci:x*>—20x+100 = —y — 100 + 100
Ci:(x—10)2=—y

Logo, C; é a parabola com reta focal x = 10, paralela ao eixo—QY, vértice V = (10,0), 4p =1,

ou seja, p :%, e foco F = <10,—%).

e Curva G, : x* — 6x —y? = 0.
A equacao da curva C, se escreve, completando os quadrados, como:
Cr:x*—6x—y?>=0
Cr: (x> —6x+9) —y?>=9
Cr:(x—3)2—y?2=9
_2\2 Z
C,: (x=3)" 'y

g g

Logo, C; é a hipérbole com reta focal { : y = 0; reta ndo-focal ¢’ : x = 3; centro C = (3,0);
a=b=23c=+va2+b2 = 3v2; vértices A; = (0,0) e A, = (6,0); vértices imaginarios
B; =(3,—-3)e B, =(3,3);assintotas r; : y = +(x—3) efocos F; = (3—3v/2,0) e F, = (3+3v/2,0).

eCurvaC;:x>—6x+16y>—7=0.
Completando o quadrado na equacgao, obtemos:
C3:x*—6x+16y*?—7=0

C3:(x*—6x+9)+16y>=7+9
C3:(x—3)2+16y>=16

(x —3)2 )
C3. 16 +y =1.

Logo, C; € a equacao da elipse com reta focal £ : y = 0; reta ndo-focal ¢’ : x = 3; centro
C=(30;a=4eb=1;c =+vaZ—b2 = V/15; vértices sobre a reta focal A; = (—1,0) e
A, = (7,0); vértices sobre a reta ndo-focal B; = (3,—1) e B, = (3,1); focos F; = (3 —/15,0) e
F, = (3+15,0).
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(b) A regidao R é a interseccao das regides:
Ri:x?—20x+y+100 >0
Ro:x?2—y?—6x>0
R3:x*>+16y?2—6x—7>0
Ra:x <10
R5 'y > —4 .,
e Regido R : x> —20x +y + 100 > 0.
A parabola C; : x> —20x+y+ 100 = 0 divide o plano em duas regides disjuntas, uma das quais
1

contém o foco F = (10’_Z>'

Substituindo as coordenadas do foco na expressdo x? — 20x +y + 100, obtemos:

102—20><1o-%+1oo:100—200—%+100:—}1<o.

Portanto, R € a unido da regido determinada pela parabola, que ndao contém o foco F, com os
pontos da parabola, onde a igualdade na inequacao que define R, é satisfeita.

Na figura abaixo, mostramos a regiao R;.
YA

R

V =(10,0)

~Y

“rle
Fig. 15: Regido R;.
e Regido R, : x* —y? — 6x > 0.
A hipérbole C,:x*—y?—6x =0 divide o plano em trés regides disjuntas: uma das quais contém

o centro C = (3,0) e as outras contém os focos. A expressdo x> —y? — 6x tem sinal constante
em cada uma dessas regides, sendo iguais os sinais nas regides que contém os focos.

Substituindo as coordenadas do centro na expressdo x> — y? — 6x, obtemos:
32-02-6x3=9-0-18=-9<0.

Portanto, R, consiste da unido das regides determinadas pela hipérbole C, que contém os focos
e inclui os ramos da curva C,, onde a igualdade x?> — y? — 6x = 0 é verificada.

Na figura abaixo, mostramos a regiao R..
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Y,
(EANES Co
3 By
Ro Ay Ay Ro -
¢ 6 X
-3 B,
T_|_ E’

Fig. 16: Regido R;.

e Regiao Rz : x? + 16y%> —6x — 7 > 0.

A elipse C;3:x*+16y?—6x—7 =0 divide o plano em duas regides, uma das quais (denominada

interior) contém o centro C = (3,0). O sinal da expressdo x?+ 16y? — 6x — 7 no centro C é:
324+16x02-6x3-7=94+0—-18—-7=-16<0.

Portanto, a regido R € a regido exterior a elipse C3 mais a prépria curva, onde a igualdade

x? 4 16y% — 6x — 7 = 0 é satisfeita.

Y Ra

Bf

Bo
4 A1< DAE -
X

- ,1::-_'3_-_1(

Fig. 17: Regiao R3.

e Regides R,:x <10e Rs5:y > —4.
A regidao R4 consiste dos pontos do plano a esquerda da reta x = 10, incluindo os pontos da
reta, e a regido R 5 consiste dos pontos do plano acima da reta horizontal y = —4, incluindo os

pontos da reta.
YA Y

Rs
Ra

10

=Y
=Y

Fig. 18: Regiao R4. Fig. 19: Regiao Rs.
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° RegiéoR:R1 NRNR3NR4NRs5.
Para esbogarmos corretamente a regiao R, devemos determinar as:
o Interseccoes da parabolaC; comx =10ey = —4.

A parabola C; intersecta a reta vertical x = 10 exatamente no vértice (10,0). Para achar a inter-
seccao de C; com a reta horizontal y = —4, substituimos y por —4 na equacao
Ci:y=—(x—10)%:
4 =—(x—102= (x—10’=4=x—-10=42 = x=10£2.

Temos entéo, que

Cin{y = -4 ={(8,—4), (12, —4)}.

o Interseccoes da hipérbole C; com x =10e y = —4.
Para achar a interseccao de C, com a reta horizontal y = —4, substituimos y por —4 na equagéao
Cr:(x—3)2—y?=9:
(x—3)2—(-4)P?=9—= (x—3)2-16=9=—= (x—3)?=16+9=25=—=x—-3=45=—=x=345.

Logo

Con{y = —4)={(-2,-4),(8,—4).
Em particular, observe que:

CinCn{y =—4;={(8,—4)}
Para achar a interseccao de C, com a reta vertical x = 10, substituimos x por 10 na equagao
Cr:(x—3)2—y?=9:
(1032 —y?2=9=—=72—y2=9=—=1y2=49 -9 =40 = y = +2V10
Logo,
C2N{x =10} = {(10,—-2+/10), (10,2+/10)}.

Nas figuras abaixo mostramos todas as curvas envolvidas e a regido R.

24/10

&

o——————|ro

|
L
A=

Fig. 20: Curvas Cy, C; e C3. Fig. 21: Regido R =R1 NRy NR3 NR4 N Rs.
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Exemplo 13
Classifique, em fungdo do pardmetro A € R, a familia de curvas
A=1)x2+A=2y2 =2AA = 1)x +A3 =222 - 272 4+3 =0,

indicando, nos casos ndo-degenerados, se a reta focal € paralela ao eixo—OX ou ao eixo—QY.

Solucao.
Completando o quadrado, temos que:

A—Dx2+ A =2y? —2AA = 1)x +A3 =202 - 22 +3 =0

( )
= A=1DE2=2M)+ A =2)y?2 = AN+ 22+ 223
= A=DE =20 +A)+ A =2y = N+ 2024+ 20 =3+ A (A= 1)
= A=Dx=AZ+A=2y2 =N +2A24+ 20 -3+ N —\?
= A=DEx=A24+AN=2y2=N+22-3
= A=Dx=A*+A=2y*=A-1)(A+3),.

Para fazermos a classificacao, precisamos estudar o sinal dos coeficientes A — 1, A — 2 e
(A—T1)(A + 3) da equacao:

—0 <A< 3| A==3| 3<A<T | A=1|1< A2 | A=2|2<A< 40
A—1 — — — 0 + + +
A—2 — — — — — 0 +
A—=—T)(A+3) + 0 — 0 + + +
Entao, para:

oA e (—o0,—3):

A equagéo representa o conjunto vazio, pois (A—1)(x—A)? <0, (A—2)y> <0e (A+3)(A—1) > 0.
o\ =-3:

A equacdo —4(x + 3)? — 5y? = 0 representa o conjunto unitario que consiste do ponto (—3,0).

e Ac (—3,1):

A equagéo, que se escreve na forma

(x —A)? y? B
AT T
A1 A—2

representa uma elipse com centro (A, 0) e reta focal igual ao eixo—OX, pois
A-=1A+3)  (1-=A)(A+3) S (1T-=AA+3)  (A+3)(A-T)
A—1 N T—A 2—-A N A—2

>0,

jAque0<1—A<2—AeA+3>0paraA nesse intervalo.
o A=1:

A equacdo —y? = 0, ou seja, y = 0, representa o eixo—OX.
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e Ac(1,2):

A equacéo representa uma hipérbole de centro (A, 0) e reta focal igual ao eixo—OX, pois
A—=1)(A+3) A—T)(A+3)
I R A S S

para A nesse intervalo.
o\ =2:

A equacdo (x —2)%2 =5, ou seja, x = 2 + /5, representa um par de retas paralelas ao eixo—OY.

eAe (2,+0):
A equacao, que se escreve na forma
(X_}\)z + yz o ]
A=1)(A+3) A=1A+3)
A—1 A—2

representa uma elipse de centro (A, 0) e reta focal paralela ao eixo—OY, poisA—1>A—-2 >0
e (A—=T1)(A+3) > 0 para A nesse intervalo.

Exemplo 14

Seja P uma parabola com reta focal paralela ao eixo—OX e foco F = (0,3), que intersecta o
eixo—OX no ponto (4,0) e o eixo—QY no ponto (0, 2).

(a) Determine o vértice, a diretriz e a equacdo da parabola P.

(b) Faca um esbocgo de P, indicando seus elementos.

Solucgao.
(a) Como a reta focal { da pardbola é paralela ao eixo—OX e o foco F = (0,3) € {, temos
que £:y =3,V = (x0,3) €0 vertice, para algum x, € R, jdAque V € (, e
(y —3)% = +4p(x — %o
é a forma da equacao de P.

Além disso, como P N eixo — OX ={(4,0)} e PN eixo — OY ={(0,2)}, temos:
(0-3)>=+4p(4—x0) e (2—3)% = +4p(0 —xo),
isto é,
9 = :|:4p(4 — Xo) e 1= :i:4‘p(—Xo) .

Logo, 9 = +16p +4p(—xo) = +16p + 1, ou seja, 8§ = +16p.

Sendo p > 0, concluimos que 8 = 16p, isto é, p = % , € 1T=4p(—xo) = —2xo, OU S€ja, xXo = —%.

_)
2)

P:(y—3)2:2(x+%).

Obtemos, assim, o vértice V = ( 3) da parabola e sua equagéo:
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Adiretrizde Pé L:x = —

1
dV,L)=p =5

(b) Na figura abaixo, mostramos o grafico de P junto com seus elementos.

—p = —1, pois L é perpendicular a £, o foco F esta a direitade V e

N —

rl Yk

TN
=

)

I\z

Fig. 22: Parabola P : (y —3)? =2 (X + %)_

1l

I

Exemplo 15
Esboce, detalhadamente, a regido do plano dada pela inequagéo:
R : (|x| — 4)(4x? + 9y? — 40x — 54y + 145) < 0.

Solucao.
Completando o quadrado na equacao
4x? + 9y? — 40x — 54y + 145 = 0,

obtemos:
4(x* —10x) + 9(y? — 6y) = —145
= 4(x* —10x+25) +9(y>2—6y +9) = —145 + 100 + 81

= 4(x—5)2+9y—3)*=36
(x—=5)* | (y—3)* _
= g T =1
que € a equacao de uma elipse de centro C = (5, 3), reta focal £ : y = 3 (paralela ao eixo—0X),
a = 3, b = 2, vértices sobre a reta focal A; = (2,3) e A, = (8,3), e vértices sobre a reta

nao-focal B; = (5,1) e B, = (5,5).

Entao, a inequacéao, que define a regido R, pode ser escrita na forma:

CE2 a2
R:(x|—4)((x 95) + U 43) —1)<o.

Assim, R = R1 UR,, onde:
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x| —4 <0 x| —4 >0

1 2 2 e Ry: 2 2
(x=5)°, y—3)° (x —5) (y—3)°~
5 + 7] 1>0 5 + 7] 1<0.

A regiao Ry,

52 a2
Ri= () bxe (=)0 f iy B0 B3 ]

consiste dos pontos exteriores a elipse contidos na faixa limitada pelas retas verticais x = —4 e
x = 4, excluindo os pontos da elipse e das retas.

A regiao R,

Ra = [(x3) x € (~00,4) U ooy { e 20+ B30

consiste dos pontos exteriores a faixa limitada pelas retas x = —4 e x = 4 que estao na regiao
interior a elipse, excluindo os pontos das retas e da elipse.

Nas figuras abaixo mostramos as regidées R e R;:

V4 : Y
Bz_ 5
LA, [ Ay
C ; : 3
By 1 |
5 5% -1 2 1 ‘5 ‘ 8 X
Fig. 23: Regigo Rq. Fig. 24: Regiao R ;.

Na figura abaixo mostramos a regi@o R = R U R;.

=<y

Fig. 25: Regido R =R1 UR;.

Exemplo 16

Determine a equacédo da elipse £, da qual se conhecem um foco ¥ = (1,3) e uma diretriz
L :x+ 2y = 10, sabendo que seu centro encontra-se no eixo—0Y.
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Solugéao.
Como a reta focal { da elipse € perpendicular a diretriz £ : x +2y = 10 e F = (1,3) € ¢,
temosque {:2x —y = —1.

Além disso, como o centro C = (0,yo) € ¢, temos que —yo = —1, ou seja, C = (0,1).

Temos, também, que areta £ : x + 2y = 10 é a diretriz correspondente ao foco F = (1, 3), pois

m+6—10[ 3 |0+2— 10 8
FL) = ——F—+— CL)="""+——=—.
d(F, L) = N d(C, L) = NG NG
2
Comoc =d(FC) =vV1+4=+V5e - = i = d(C, L) = \8@, obtemos que a? = 8, isto &,
c 5
=2V2ee=—-—= "1,
a=22ee RV
Logo, um ponto P = (x,y) pertence a elipse £ se, e somente se, d(P,F) = ed(P, L), ou seja,
5 [x 4+ 2y — 102

AP PR = d(PL? = (x—11+(y—3) = ;

= X2 —2x+1+1y? —6x—|—9— (x+2y—10)

= 8x? — 16x + 8y? — 48x + 80 = x? + 4xy + 4y? — 20x — 40y + 100

= | E: 7P —dxy+dy? +4x—8x—20=0

é a equagéo da elipse £.

Exemplo 17
Verifique que a equacdo do segundo grau
—7x%* 4+ 8xy —yZ2+V5(—x+y) =0 (%)

representa um par de retas concorrentes e ache suas equagoes.

Solugéo.
A equagéo tem coeficientes:

A=-7, B =38, C=-1, D=-5, E=vV5, e F=0.

Como A # C, devemos girar o eixo—OX e 0 eixo—OY de um angulo 6, 0 < 0 < T no sentido

2
. B 8 8 4 ~ —
positivo, onde tg 20 = A C- 7 (1" —3 © escrever a equagao nas coordenadas x

6
e y do novo sistema de eixos ortogonais O XY, obtido apds a rotagio positiva de 8 do sistema
de eixos ortogonais OXY.

Sendo tg 20 = —g < 0, temos que cos 20 = _116 = —%. Logo,
T+
3 3
1—= 1+ 2
1 2
cosb=\-—-2=— e seno=1\—2="_.
2 V5 2 V5
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Efetuando a mudanca de coordenadas dada pelas relagdes:

1
=CcosOx —senby . NG
x )i ‘i ou seja, \/13

y=senodx+cosoy y=—

V5

na equacao (x), obtemos a equacgao nas coordenadas x e y:
Ax*+Cy?+DX+Eyg+F=0,
onde F=F=0,

( o e T [ T U I
()3 () (5) - () 0)-6):

Assim, a equacao nas coordenadas x e y €

X2 - 92 +x+3y=0.

Completando os quadrados, obtemos:

(%%%)—9(@2—%@) =0 & (§2+§+}1)—9(1§2—%U+ ;—6) —21—9>< 31?
o ®) -9y — ) =g =0
= T =9 )
= X+ =43 ).
Logo, a equagéo (x) representa o par de retas concorrentes:
§+% :3(13—%) e %+%:—3(U—%),

Ou seja, nas coordenadas x e y:

X—3g=—1 e X+3y=0.
Para achar as equacgdes das retas nas coordenadas x e y, usamos as relagcdes de mudanca de
coordenadas:

(x +2y)

Sl =Gl

{Yzcoseerseney .
_ ou seja,
y:

—sen0@x+cosfy ’ g (—2x +y).

Substituindo X e y nas equagdes das retas, obtemos:

1 1 1 1
— 2y) —3 x — (-2 =—1 e — 2 3x —(—-2 =0,
ﬁ(xﬂt y) X\/g( X +y) \/g(XJ“ y)+ X\@( X +y)

ou seja,

7x—y=—5 e —x+y =0.

0J
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