Capitulo 4

Distancia entre duas retas.
Regioes no plano

Nesta aula, veremos primeiro como podemos determinar a distancia
entre duas retas paralelas no plano.

Para isso, lembramos que, na aula anterior, calculamos a distancia
de um ponto P de coordenadas (xp,Yp) aumaretar : ax + by =c e
obtivemos a seguinte formula:

_ laxo+byo—c|

JaZ 1 b2

Para entender melhor a argumentacao feita na aula anterior, iniciare-

d(P,r)

mos esta aula apresentando outros exemplos.

Exemplo 1

Considere o sistema ndao linear

=2x+1,
Y ondevr € R.
(x-2*+(y-1*=r,
Faca uma analise do numero de solucoes desse sistema em funcao do

parametro 7.

Solucgdo.
Sejam a reta de equacdao s: y =2x +1eoponto C = (2,1).
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Temos que (x —2)2+ (y —1)2 = 0.
Logo a equacdo (x — 2)? + (v — 1)? = ¥ nao tera solucao quando r < 0.

Por outro lado, como C nao pertence a reta s (porque?), podemos con-
cluir que o sistema nao tem solucao, também, para » = 0.

Finalmente, no caso v > 0 a equacdo (x — 2)?> + (y — 1)2 = ¥ representa
o circulo de centro no ponto C = (2,1) e raio /7.

Pelo teorema 5 da aula anterior, basta calcular d(C, s) para completar a
analise do numero de solucoes do sistema.

Como a equacao cartesiana de s é 2x —y = -1, coma =2,b = -1 e
¢ = —1, temos:
2x2-1x1+1] 4

22+ (-1)2 V5

a(C,s) =

; . .. ~ 16
Concluimos que o sistema dado tem uma unica solucao quando r = =

- 1 - - 1
tem duas solucoes quando r > ?6 e nao tem solucao quando » < ?6 O

Exemplo 2
Determinar as retas que passam pelo ponto (2,7) e sdo tangentes ao

circulo C de centro A = (3,0) e raio 3.

Solucdo.
Seja v uma reta tangente ao circulo C : (x — 3)% + y? = 9 que passa
pelo ponto P = (2,7).

e Se v fosse vertical, x = 2 seria sua equacao, pois a abscissa de P é 2.
Como 7 N C possui dois pontos, ¥ nao pode ser tangente a C. De fato,
(x,y) €rnC se esomentese, x =2¢e(2-3)2+y>=09,isto é, x = 2
ey =+/8=x22.

e Pelo visto acima, ¥ ndao pode ser vertical, e, portanto, v : v = ax + b,
istoé, v :ax —y = —b.

Como P = (2,7) € r,temos 7 = 2a + b, isto é, b = 7 — 2a e, portanto,
r:ax—-y=2a-17.
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Além disso, devemos ter d(A,r) = 3 para que 7 seja tangente a C, ou
seja,

lax3+(-1)x0-(2a—-7)| _

NrEaeyE >

OY A

Fig. 1: Tangentes a C passando por P = (2,7).

Essa identidade é satisfeita se, e somente se:

la+7|=3Va?+1 = (a+7)°=9a?*+1)

= a’+14a+49=9a’+9 < 8a’>—-14a—-40=0

- 4a2—7a—20=0@a=é(7tm>=é<7i3ﬁ”)
Logo,
1’1:y=é(7+3m>x+<7_§(7+3m)>’
e
ey = g (730 o (7§ (7 3)),
ou seja,
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_ <7+3m> x+<21_3m>’

ey 8 4

iy = (7—5{;@) X + (21 +j\/ﬁ>’

sao as duas retas tangentes ao circulo C que passam pelo ponto
P=(2,7). 0

1. Distancia entre duas retas no plano

Definimos a distancia entre duas retas » e ¥’ como sendo a menor
distancia entre um ponto de » e um ponto de r’. Isto é,

d(r,v’) =min{d(P,P')|PereP v’}

Entao d(v,r’) = 0 se ¥ e ¥’ sdo coincidentes ou concorrentes.

QI

Fig. 2: Distancia entre duas retas paralelas.

Sejam 7 e v’ retas paralelas.

Sabemos que, dado P € 7, existe um unico ponto P* € 7', pé da
perpendicular a ' tracada por P, tal que
d(P,P’) >d(P,P*), paratodoP €7v'.
Comovr || ¥, temos d(Q,Q*) = d(P,P*), quaisquer que sejam P, Q €
¥, jaque QPP*Q* é um retangulo.

Entao d(Q,Q’) = d(Q,Q*) = d(P,P*) = d(P,v’), quaisquer que
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sejam Q €r e Q 7.

Logo,
d(r,v') =d(P,r’), qualquer queseja Pecr.

Como conseqiiencia do teorema 4, temos o seguinte corolario.

Corolario 1
Sejamr :ax + by =c ev’ :ax + by = ¢’ retas paralelas (c # c') ou

coincidentes (c = c¢’). Entao,

lc—c|

A, r) = g

Prova.
Seja P = (xo, yo) um ponto da reta r. Entao

dir,r')=d(P,r') = laxo + byo — 'l )

vaé + b?
lc —c’|

Jaz+p2 ™

Como axy + by, = c, obtemos d(v,7’) =

Exemplo 3
Determine as equacoes das retas paralelas a reta v : 2x + y = 1 que

distam 3 unidades de r.

Solucgdo.
Seja s : 2x + v = ¢ uma reta paralela a reta . Temos,
_ -1 _ _
d(r,s)=3 = 5 =3 = lc— 1] =345.

Logoc =1+3+/50uc=1-3./5, ou seja, as retas
s1:2x+y=1+3/5 e s:2x+y=1-3.5,

Sao as retas paralelas a r que distam 3 unidades da reta 7.

Vejamos outra solucao do mesmo problema sem usar a férmula da dis-
tancia entre duas retas paralelas.

Sejat:y = %x a reta perpendicular a reta » que passa pela origem.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



56 Geometria Analitica - Capitulo 4

Logor nt ={P},onde P = (i, ;) (verifique!).

Sejam (2y,y) os pontos hov

pertencentes a reta t que
distam 3 de 7, ou seja,

(v (22)) -

Entao,

oD e

Portanto,
bt N
Y=35) 73

ou seja,

3 .1 A
y=+t—=+ .

V5 5
Como t:x =2y, 0s pon-
tos ao longo de t que es-
tao a distancia 3 de P sao:

1 — \/§ 51\/§ 5

Fig. 3: Retas a distancia 3 de r.

P _(_6+2_3+1>
2 = \/g 51 \/§ 5 .

Consideremos agora as retas s; e s, paralelas a reta » que passam por
P, e P,, respectivamente.

Como d(s1,v) = d(P;,P) = 3 e d(sy,v) = d(P>,P) = 3, s; e s sao as
retas paralelas a » que distam 3 unidades de v, e suas equacoes sao:

6ﬁ+2>+3ﬁ+1:15ﬁ+5=3\/§+1

51:2x+y=2< 3 3 S

—6ﬁ+2>+—3ﬁ+1 _ —15/5+5
: -

31:2x+y=2( . s =-3/5+1. 4
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2. Esboco de regioes no plano

Consideremos aretar : ax+by = c e areta s que passa pelos pontos
(0,0) e (a,b). Entdao s : bx —ay = 0, pois (0,0) e (a,b) satisfazem a
equacao de s.

Afirmativa 1: As retas v e s sao perpendiculares.

De fato,a - b + b - (—a) = 0. Logo, pelo teorema 2 da aula 3, temos

v L s (figura 4).

s:bx —ay =0

riax + by =c

o
\OX

Fig. 4: Retas r e s perpendiculares.

Afirmativa 2: Por cada ponto (xg, y9) do plano passa uma unica reta
v’ paralela a reta v (veja a figura 5).

Para verificar essa afirmativa, basta tomar v’ : ax + by = ¢, onde
c =axo+ byy.

\OYA

NG

Fig. 5: Retas v e v’ paralelas.
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Afirmativa 3: O plano 1t é unido de retas paralelas a uma reta dada.
Isto &,

m= {(x,y)lax+by =c}.

N\\\\

Fig. 6: Plano 1 visto como unido de retas paralelas.

/.

Afirmativa 4: Consideremos as retas paralelas ; : ax + by = c; e
o :ax+by = cp, e ospontos P; e Py, tais que {P1} =1 nse {P} =12Ns,
onde s :bx —ay = 0.

/.

Fig. 7: Retas paralelas 71 e > com perpendicular s passando pela origem.

O sentido de percurso de P; para P, na reta s coincide com o sentido de
percurso de (0,0) para (a,b) em s se, e SO se, c; < C».

De fato, basta analisar a situacdo nos quatro casos seguintes:

Caso1l. b =0. Caso 2. a = 0.
Caso3.a>0eb #0. Caso4.a <0eb #0.
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C1 C2
Caso 1. b = 0. Neste caso, temos: 77 : X = o Yo i X = " e
s:y=0.
ovk e e oYk 4 5o
Il I I Il
8
S (aag) P, P, (a,(l) P, P, s -
00,4 00X
Fig. 8: Casob =0ea > 0. Fig. 9: Casob =0ea < 0.
~ €1 €2 . C2
Sea>0,entaog<z<:>c1<cz. Sea<0,entao;<;<:>c1<cz.
. . €1 . C2
Caso 2. a = 0. Neste caso, temos: 7 : y = X Yo iy = b e
s:x=0.
0 ovh
S
C.
T,y = F
C
P, P, oy = Tl
c
Y= Tl
Py P, Ty = CTQ
$(0,0)
- -
00X 00X
®(0,b)
VS
Fig. 10: Casoa =0e b > 0. Fig. 11: Casoa =0e b < 0.
c c c c
Seb>0,entéoi<32(:>c1<q. Seb<0,ent€10?2<?1<:>c1<cz.

Caso3.a >0eb #0.Se P, =(x1,y1), temos

b
P1€s<=>y1:ax1 e Piery = ax,+by =c.

Logo,

2
OLX1+XX1 =(C <&

X1 =

acy
a2 + b?

K. Frensel - J. Delgado
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Analogamente, se P> = (x2,Y2) € § N 12, entao

X = acy
27 a2+ p?

Subcaso a > 0 e b > 0. Pelas formas das abscissas x; e x», temos

Xp <Xy > L a2 o
! : a’+b? ~ a?+b? be e
\OYA S
\ P2

Pl
b--l
: >
a 0X
7’1 T

Fig. 12: a > 0 e b > 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.

Subcaso a > 0 e b < 0. Fazendo uma analise como no subcaso
anterior, vemos que

X1 < Xp» &< (C1 <(Cy.

Aoy

Fig. 13: a > 0 e b < 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.

Caso4.a<0eb #0.

As abscissas x; de P; e x, de P, satisfazem as mesmas relacoes que
no caso anterior.

Subcasoa <0 e b > 0. Como a < 0, temos,

IM-UFF
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acp aci

Xp =55 <X1= 55 < (1 <Cp.
27 a2 1 b2 Y7 a2+ p? et
oYk r,
s
i~ | b /'/.1
: >
“ 0X
P2
Pl

Fig. 14: a <0 e b > 0. O sentido de percurso em s é de x decrescente.

Subcaso a < 0 e b < 0. A analise é feita da mesma forma que do
subcaso anterior.

ovh
\ y
P,
P2

b -
i 0.4
! D

: >

----- a

Fig. 15: a < 0 e b < 0. O sentido de percurso em s é de x decrescente.

Exemplo 4

Faca um esboco detalhado da regiao R do plano cujos pontos tem co-

ordenadas satisfazendo simultaneamente as desigualdades do sistema
abaixo:

<2x
R: Y
X+y=1.
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Solucgdo.
A regido R procurada é a intersecao das regidoes R, e R, dadas por:
Ri={x,y)|2x-y =0} e Ro={x,»)Ix+y =1},

(a) Determinando a regiao R, or}

Considere a reta
r:2x—y=0.

O ponto (a,b) = (2,-1) per-

tence a reta s; perpendicular a

71 que passa pela origem e o
numero ¢ = 2x — y aumenta
conforme se avanca ao longo

da reta s; seguindo o sentido

da origem para o ponto
Fig. 16: Regido R1. a=2>0e b = -1 < 0. O sentido
(OL, b) = (2, — 1). de percurso em s; é de x crescente.

Portanto, a regidao R é o semi-plano determinado por ¥; que fica abaixo
de 71, como vemos na figura ao lado, incluindo a propria reta 7.

(b) Determinando a regiao R,

Para determinar a regiao R, consideremos agora aretav,:x +y = 1.

OvA Neste caso, a =1 > 0e b =

1 > 0. O ponto (a,b) = (1,1)

N R, pertence a reta s, perpendicu-
lar a r que passa pela origem

M- - e, como no item anterior, o nu-

i » IMero ¢ = x + y aumenta con-

forme se avanca ao longo dareta

2 $» seguindo o sentido da ori-

gem para o ponto (a, b).

Assim, as coordenadas de um
Fig. 17: Regido R2. a=1>0e b=1>0. Osentidode ponto pertencente a uma reta
percurso em sz é de x crescente. . .

X + vy = c satisfazem a desi-
gualdade x + v > 1 se, e somente se, a reta esta contida na regiao som-

breada indicada na figura ao lado.
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Ou seja, a regido R, é o semi-plano determinado por 7> que fica acima
de 7>, incluindo a reta .

(c) Determinando a regiao R
ovk

/ |

Fig. 18: Regido R = R1 n Ry procurada.

Finalmente, a regidao R procurada é a intersecao das regidoes R; e Ry,
formada pelos pontos do plano que pertencem ao semi-plano abaixo da
reta 7; e ao semi-plano acima da reta v», simultaneamente. Esbocamos a
regiao R na figura acima. o

Exemplo 5
Determinar e esbocgar a regidao R do plano dada pelo seguinte sistema de
desigualdades:
<x-1
R - { vl <x
X—-y>2.
Solucdo.

A regido R é a intersecao de duas regioes R, e Ro.

A primeira regido, R, consiste dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem a primeira desigualdade:
Ri={x,») Iyl <x-1},

A segunda regiao R, consiste dos pontos do plano cujas coordenadas

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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satisfazem a segunda desigualdade:
Ro=1{(x,y)|x—y>2}.

(a) Determinacao da regiao R,

v, sey =0

Comecamos lembrando que |y| = {
-y, sey<O0.

Portanto, a desigualdade |y| < x — 1 equivale a duas desigualdades
condicionadas:

e Na condicao y = 0, temos |y| = y.
Logo a desigualdade |y| < x—1 equivalea y < x —1,ouseja,x —y > 1.

Designamos por S; o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem, simultaneamente, as desigualdades y > 0e x —y > 1:
. x-y=1
Si={x,¥)|ly=0 e x-y=1}, ouseja, S :
vy =0.

oY)

V.
Fig. 19: Regido S; determinada pelas desigualdades x —y > 1ey = 0.
e Na condicao y < 0, temos |y| = —y.
Logo a desigualdade | y| < x—1 equivalea —y < x—1,0u seja, x+y > 1.
Designamos por S, o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem, simultaneamente, as desigualdades y <0e x + v > 1.

x+y=>1

So={(x,)|y<0 e x+y=1}, ouseja, Sz:{
v <0.
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O}’A

(ol

y=(
7 .
a=1 X
X
P
9..
R
X?
s e_/\\)\
~

Fig. 20: Regido S» determinada pelas desigualdades x + y > 1e y < 0.

Finalmente, a regidao R, consiste dos pontos que pertencem a regiao S;
ou a regiao S,.

Ou seja,
Ri={x,»)lyl=x-1}=8US,.
oY oY) |
T, 2
N
S o®
< S
=1
-
L 00X X
b==1
T2
]
Fig. 21: Regido R1 = {(x, )|y < x —1}. Fig. 22: Regidao R = {(x,y) |x —y > 2}.

(b) Determinacao da regiao R,

Como a regiao R, consiste dos pontos cujas coordenadas (x, y) satisfa-
zem x — 7y > 2, temos que, um ponto de coordenadas (x, y) pertence a
regidao R, se, e somente se, pertence a uma reta de equacao x —y = ¢
comc > 2.

Portanto, a regiao R, procurada consiste dos pontos do semi-plano que
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fica abaixo da reta 73, excluindo os pontos da propria reta, como vemos
na figura 22 acima.

(c) Determinacao da regiao R

Finalmente, um ponto pertence a regido R se, e somente se, pertence as
regides R, e R, simultaneamente. Isto é, R = R; N R,. Esbocamos a
regido na seguinte figura. o

oYk

Fig. 23: Regido R determinada pelas desigualdades |y| <x -1lex —y = 2.

Exemplo 6
Determine e esboce a regidao R do plano dada pelo seguinte sistema de
inequacoes:
x2+y2<1
R:{ x—-y=<-1
x+y=0.
Solucgdo.

A regiao R consiste dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem
as trés inequacoes do sistema dado.
Logo, R = R1 N R, N R3, onde

Ri = {(x,»)|x*+y* <1},

R, = {(x,»)Ix-y=<-1},

Ry = {(x,¥)|Ix+y=0}.
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(a) Determinacao da regiao R,

Os pontos do plano cujas coordenadas satisfazem a equacdo x> +y? = ¢
formam o circulo de centro na origem e raio /c, parac > 0. Se c = 0,
P = (0,0) é o unico ponto que satisfaz a equacdo x2 + y2 = 0.

Assim, um ponto pertence a regiao R; se, e somente se, 0 ponto € a
origem ou pertence a um circulo de raio /¢ < 1. Portanto, R, é o disco
de centro na origem e raio 1 (figura 24).

OY A
/\/
7
Ra 7
7S
™
1
< a=1 L
0X 71 : OVX
c |
—1 b=—1""""""
S
Fig. 24: R é o circulo de centro na origem e raio 1. Fig. 25: R> é o semi-plano em cima da reta 7.
Determinacao da regiao R..
Sejar; : x —y = —1. Como (a,b) = (1,-1), R, é o semi-plano acima da
reta 71, incluindo a propria reta (figura 25).
oY A
A \ \\\\ \\ NaHait
\\\ \\ \\‘\7’2 ,”7'1
\ \\ =
“\\\\\\\\\\ N -1 N ‘Vli -
N WX ‘ 1 0X
/e
é_.@‘ g\ N » N
X \ N -1 N
S &
A
Z \
A\
Fig. 26: R3 é o semi-plano em cima da reta 7. Fig. 27: Regiao R = R1 N RoR3.
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Determinacao da regiao R;.

Raciocinando de maneira similar aos casos ja tratados, vemos que a re-
gido R3 € o0 semi-plano acima da reta 7, : x + y = 0, incluindo a reta 7,
pois (a,b) = (1,1) (veja a figura 26).

Esboco da regiao R.

Para esbocar a regiao R sao considerados apenas os pontos do plano
que pertencem simultaneamente as trés regides anteriores (figura 27). o

Exemplo 7
Determine e faca um esboco da regiao R do plano dada pelo seguinte

sistema de inequacoes:
(x-1)+vy>=>4
R:i1 x+y=1
xX+y<1+2J2.

Solucdo.

A regido R procurada ¢é a intersecao das trés regides abaixo:
Ri = {(x,¥) [ (x—1)%+y% =>4},
R, = {(x,»)Ix+y =1},
Ry = {(x,¥)Ix+y=<1+22}.

Determinacao da regiao R, oA

. P~ R
Para determinarmos a regiao R, !

consideremos o circulo C dado por

C:(x-1)%+y?=4. / ¢
Observamos que -
Co:(x-1)2?+y?>=c%c>0 \
¢ a equacao do circulo de centro
no ponto (1,0) e raio ¢c. Assim,

se ¢ < 2, os pontos do circulo C,
estdo contidos na regido limitada  Fig. 28: Regido Ry = {(x,¥) | (x = 1)* + ¥ = 4}.

—~®
S)
=

pelo circulo C, e se ¢ > 2, os pontos do circulo C, sao exteriores ao
circulo C.
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Portanto, a regiao R, consiste dos pontos (x,y) que sao exteriores a C
ou pertencem ao proprio circulo.

Determinacao das regioes R, e Rj
Observe que asretas 1 : x + y=1ler: x +y =1+ 2./2 sdo paralelas.

Como (a,b) = (1,1), o valor ¢ aumenta na equacao x + y = ¢ quando
nos movimentamos ao longo da reta s, perpendicular a 7, no sentido
da origem para o ponto (a, b). Portanto, a reta r», com valor ¢ = 1+ 2+/2
maior, fica acima da reta v, com valor ¢ = 1, e as regidoes R, e R3 sao
as esbocadas nas figuras abaixo.

oY) OYA
=
E
L
X
“8
Ro %
<
R3 ©
b= N-- b=1}--
1 1
1 1
OX g=1 OX
S s
Fig. 29: Regidao Ry = {(x,y) | x +y = 1}. Fig. 30: Regido R3 = {(x,¥) |x + ¥ <1+ 2./2}.

Determinacao da regiao R

Finalmente, aregidao R procurada
¢ a intersecao das trés regioes ob-
tidas anteriormente e cujo esboco
apresentamos na figura abaixo.
Observe que a reta r» é tangente

ao circulo C, pois

1+ 0-1-2V2]
d((l,()),?’g) - \/m =2 T8 I

¢ igual ao raio de C e a reta 7, é

. Fig. 31: Regido R = R1 N Rr N R3.
secante a C, pois & & !

11+0—1]|
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