Capitulo 6

1. Propriedades das operacoes com vetores

Propriedades da adicao de vetores

Sejam 1, U e w vetores no plano. Valem as seguintes propriedades.
e Comutatividade: w +v =v +u .

e Associatividade: w + (v +w) = (U +vV) +w .

« Existéncia de elemento neutro aditivo: o vetor zero 0 é tal que
W0 =,

« Existéncia de inversos aditivos: para cada vetor u existe um tnico

—

vetor, que designamos —u , talque u + (—u ) =0.

De fato, se . = AB e B

w

|

7" = BC, entdo

U +v =AB +BC = AC. C

Se D é o outro vértice do 4
paralelogramo ABCD, entao

W =DC eV = AD . Logo D
vV +u =AD +DC = AC .

u

Fig. 1: Comutatividade da adicao de vetores.

Portanto (figura 1),

—_— —_ > —_

U +v =AC =v +u.
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A associatividade da adicao de vetores se verifica de maneira analoga
(figura 2).

Fig. 2: Associatividade da adicao de vetores.

Quanto as outras duas propriedades, observe que:

—_ T

eSeuU =AB,sendo(_)):ﬁ=ﬁ,temos:
W+0 =AB +BB =AB =u, e 0 +u =AA +AB =AB =u.

_—

e 0 simétrico ou inverso aditivo do vetor © = AB é o vetor —u =
ﬁ,pois
W+(-wW)=AB +BA —=AA =0, e —-uw +u =BA +AB =BB =0.

Observacao 1
O vetor simétrico —u’ = BA do vetor ' = AB é o vetor (—1)W, pois se
u = (x,B) éovetoru dado em coordenadas entdo

BA = (-, —B) = (-1)(t, ) = (~1)AB .

Definicao 1

Ovetoru + (—v ), escritou — v, é chamado a diferenca entre u e v .

Sejam A, B e C pontos do plano ¢ N
. — -_— [— - -~ @
taisqueu = AB 1 = ACjntao, ) \&\
u +(-v) = AB +(-AC)
w =B

_ AFscA y
= CA +AB =CB .

Fig. 3: Diferenca entre vetores
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Propriedades da multiplicacao de numeros reais por vetores

Sejam u e U  vetores no plano e A, u € R. Valem as seguintes
propriedades.
e Existéncia de elemento neutro multiplicativo:

1 € R satisfaz 1u = u .

e Propriedades distributivas:

AW +V) =AU +AV e A+pu =AU +uu.

As propriedades distributivas sao verificadas usando coordenadas e
a propriedade distributiva que ja conhecemos nos nimeros reais.

De fato, se u = (a,b) e v = (a’,b’), entdo, dados A, u € R, temos:
Au +7v) Al(a,b) + (a’,b")]=A(a+a’,b+D)
= (AMa+a),A(b+Db"))=(QAa~+Aa’,Ab + Ab’")
= (Aa,Ab) + (Aa’,Ab’) = A(a,b) + A(a',b’) =Au +Av .

A outra propriedade distributiva se verifica da mesma forma (faca-o!).

Exemplo 1

Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilatero sao os vér-
tices de um paralelogramo.

Solucdo.

Seja ABDC um quadrilatero qualquer e sejam X, Y, W e Z 0s pontos
meédios dos lados AC, CD, DB e BA, respectivamente. Devemos mostrar
que XYW Z é um paralelogramo (figura 3).

Temos:
XY =XC +Cy =4¢ [ ¢D -1 (ac +cp) = iap,
2 2 2
AB BD 1 ,~— —\ 11—
ZW =ZB +BW = "+ = —§<AB +BD)—§AD.

Logo XY = %AD = ZW . Entao XY = ZW, e portanto, XYZW ¢é um

paralelogramo. o
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X

Fig. 4: Pontos médios dos lados de um quadrilatero determinando um paralelogramo.

A

2. Combinacoes lineares de vetores

Definicao 2
(a) Dizemos que um vetor v é multiplo do vetor U se existe A € R tal
quev =AU .
(b) Dizemos que um vetor v. é combinacao linear dos vetores v 1, V »,
.., U n quando existem niimeros reais A1, Ao, ..., A, tais quev. = AU 1+
AZFZ + e + An?n.
Em relacdo a essa definicdo, observe que:
« O vetor nulo, 0, é multiplo de qualquer vetor u .
De fato, 0 = 0u’.
e Nenhum vetor nao-nulo pode ser multiplo do vetor nulo.

De fato, se u’ # 0, ndo existe A € R tal que A0 = 2, pois A0 = 0
para todo A € R.

«Se v #0 émultiplo de 7, entdo u é também multiplo de V.

Com efeito, seja A € R tal que v = A7’. Como U # 0, temos A # 0

e 40.
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Logo u = 17

A
« Note que dizer que v~ é combinacdo linear dos vetores v i,V 2,..., U n
significa que v~ é soma de multiplos dos vetores v 1,V »,..., U n.

A seguinte proposicao fornece uma maneira para determinar quando
dois vetores sao, ou nao, multiplo um do outro.

Proposicao 1
Um dos vetores uw = (a,b) e v = (a’,b’) é miltiplo do outro se, e
somente se,

a b
a b

=ab' —ba =0.

Prova.
(=) Suponha que v = Au para algum A € R. Como u = (a,b) e

v = (a',b’), temos:
(a',b') = Ala,b) = (Aa,Ab) = a’ =Aa

b’ = Ab = ab’—ba =alb - bAa = 0.
(<) Suponhamos agora que ab’ — ba’ = 0.
Caso a = 0: Se a = 0, entdo ba’ = 0,ou seja, b =0oua’ = 0.

Logo:

e h=0=u =(0,00=0 = u =0V .
I YN

. a’zOebaéO:(O,b’):%(O,b):v >

Caso a # 0: Se a # 0, temos que ab’ —ba’' =0= b’ = b%.

Logo:

2 - Y ap) = (“a,“b) (@b =T
a a a a

Portanto, em qualquer caso, um dos vetores é multiplo do outro. m
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Exemplo 2
Determine se os vetores u = (1,2) e v = (3,6) sdo miltiplo um do
outro.

Solucgdo.

1 2
Temos 36 = 6 — 6 = 0. Portanto, um vetor é multiplo do outro.
Note que v = 3u . O

Proposicao 2
Se nenhum dos vetores u e v. é multiplo um do outro, entdo qualquer

outro vetor w do plano se escreve de modo tinico como combinacdo
linear de w e v . Isto é, existem A, u € R, determinados de forma unica

porw , tais que w = AU + Uv .

Prova.
De fato, se u = (a,b), v = (a’,b’) e w = (a’,b”), temos que

ab’ —ba’ #0.

Vamos determinar A, 4 € R de modo que w = Au + uv .

Em coordenadas, essa condicao

equivale a

(a”’,b") = Aa,b) +u(a’,b’)
= (Aa +ua’,Ab + ub’).

Ou seja, os numeros A e u devem
ser solucoes do sistema:

Aa+pua = a”’
Ab +ub’ = b".

Fig. 5: Vetor w” é combinacdo linear de u e V.

Aplicando a regra de Cramer, temos:
a!!bl _ blla/ e _ abl! _ ball
ab’ — ba’ ~ ab’ —ba' "

Os numeros A e u sao determinados de forma Unica. m

A=
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Observacao 2

O plano é bidimensional (de dimensao 2).

Isso significa que basta conhecer dois vetores u e vV, que ndo sejam
multiplo um do outro, para conhecer todos os outros vetores do plano.
De fato, pela proposicao anterior, qualquer outro vetor se expressa de
forma unica como combinacao linear desses dois vetores.

Exemplo 3
Verifique que qualquer vetor do plano se escreve como combinacao li-

near dos vetoresu = (2,—1) ev = (-3,2), eescrevao vetorw = (1,1)
como combinacdo linear de w e v .

Solucdo.
e Como

=4-3=1+#0,
-3 2 *

os vetores # e v ndo sdo multiplo um do outro.

Pela proposicao anterior, qualquer outro vetor se escreve de maneira

Unica como soma de multiplos dos vetores u e v .

e Dado o vetor w” = (1, 1), devemos achar A, u € R tais que:
w =AU +uv.

Escrevendo essa equacao em coordenadas, vemos que:

ou seja,
2A —-3u =1
—A+2u=1.
Os numeros A e u que resolvem esse sistema sao:
\ = 1><2—i><(—3) _243-5 @ uZle—i—l)xl —o4 1=

Portanto, w =5u + 3V . O
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3. Equacao parameétrica da reta

Vamos agora descrever algebricamente uma reta no plano usando a
linguagem vetorial.

Reta » que passa pelos pontos A e B.

Seja ¥ a reta que passa pelos pontos
distintos A e B e seja P um ponto do plano.
O ponto P pertence a reta v se, e somente

se, o vetor AP ¢é multiplo do vetor AB .
Isto é, P € 7 se, e somente se, existe um Fig. 6: Ponto P pertencente a 7.
numero t € R tal que

AP = tAB

Note que o numero t é determinado de forma unica pelo ponto P e é
chamado o parametro de P em 7.

Assim, para atingir o ponto P na reta r, devemos ir até o ponto A e

deslocarmos ao longo da reta por tAB . Escrevemos, entao, a equacao
que determina o ponto P “pela variacao do parametro t” como:

V:P=A+tﬁ, teR

Essa equacao é chamada a equacao paramétrica da reta r.

Usando as coordenadas dos pontos A = (a,b), B = (a’,b’) e P =
(x,y) num sistema de coordenadas dado, temos:

P=(x,y)er < (x,y)=(a,b)+ta —a,b'—Db), paraalgum t € R

=a+t(a -
= {x attla’ —a) para algum t € R.

y=b+td -b)’

Dizemos que as equacoes

x=a+ta -a)
v  teR

y=b+td -b)’

sao as equacoes parameétricas da reta r.
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Exemplo 4
Determinar a equacdo paramétrica da reta que passa pelos pontos
A=(2,3) eB=(1,2).

Solucdo.
Como AB = (1-2,2-3) = (-1,-1):
P=(x,yv)er = (x,y)=(2,3)+t(-1,-1), teR
= (x,¥y)=02-t,3-1), teR.

x=2-t
Portanto, as equacOes paramétricas de v sao: r : <| y =3t ;teR. O

Definicao 3
Dizemos que uma reta v é paralela a um vetor v + 0 quando, para

quaisquer dois pontos A,B € v, o vetor AB é miiltiplo do vetor v .

Nesse caso, escrevemos v || .

—W-..
@ @ T
A B

Fig. 7: Vetor direcdo da reta r.

Um vetor v~ paralelo a reta  é chamado vetor direcdo de 7.

Observacao 3
Note que se v = PQ é um vetor direcdo da reta v, entdo v coincide ou

é paralela a reta que passa por P e Q).

P o——— ()

S r

L B

-0 r
Fig.8: Per. Fig.9: P ¢ r.

Reta v que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor v # 0.

Se v é areta que passa pelo ponto A e tem direcdo v° # 0 , temos:
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Pcr < AP émaultiplode v’
«— AP =tv, paraalgumt € R
«— P=A+tv, paraalgumt € R.

Portanto, a equacao parameétrica de r é:

r:P=A+tv; teR

Escrevendo essa equacao em coordenadas, temos que se A = (a,b) e
v = («, B), entdo:

P=(x,y)er < (x,y)=(a,b)+t(x,B),t€eR

XxX=a+ ot teRr
y=b+pt’ '

Assim, as equacoes paramétricas de v, neste caso, sao:

S X =a+«t P eR
| y=b+Bt’

Exemplo 5
Determinar a equacdo parameétrica da reta v que passa por A = (1,4) e

é paralela ao vetor v_ = (5, 2).

Solucdo.
Temos que
P=(x,y)er = (x,y) =(1,4) +t(5,2) = (1 +5t,4+2t), teR.

Portanto,

x=1+5¢t
v ;teR,
v =4+2t

sao as equacoes paramétricas da reta r. g
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4. Produto interno de dois vetores

Vamos agora definir um novo tipo de multiplicacdo. Os fatores desta
nova operacao sao vetores e o produto ¢ um numero real.

Comecamos com a seguinte definicao:

Definicao 4

A norma ou comprimento do vetor v = AB é o niimero real nao-

negativo:

IV71l = d(A, B)

Observe que a norma de um vetor ¢ um numero bem definido, isto
¢, depende apenas do vetor e ndao do segmento orientado escolhido para
representa-lo.

De fato, se
U =AB =CD = AB=CD = d(A,B) = d(C,D).
Ou seja, a norma de um ve-

tor v pode ser calculada usando
qualquer segmento que o repre-
sente.

Consideremos agora um siste-
ma de eixos ortogonais OXY.

. — ~ - p Fig. 10: Representante na origem de um vetor para o
Sejav = (x,y) = OP ,isto ¢, calculo danorma.

P = (x,y). Entao,
V7] = d(O, P) = /x2 + )2

Quando ||V || = 1, dizemos que o vetor v é um vetor unitario.

Observacao 4

Sev = (x,y)eAeRentdo|AV || = |A V).

De fato, como AV = (Ax,AY), entdo:

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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AT = yJA2x2 + A2p2 = \[A2(x2 + 32)

VR [x2 + 2 = Al fx2 + y2 = AL .

Observacao 5

—_

— ~ ~ (% e s
Se v é um vetor 1’130-1111]0, entao ﬂ € um vetor unitario que tem a
(%

mesma direcdo e o mesmo sentido de v .

Com efeito, pela observacao acima,

v 1 — 1 —
vl vl vl
Além disso, como ¢
—_ —_ F
v=lvi= T,
vl
— — U
e IVl > 0, temos que v e oy ema (W, V)
v
. ~ . L
mesma direcdo e o mesmo sentido. A w B

_ N Fig. 11: Angulo entre u’ e v’
Sejamu = AB ev = AC vetores no plano.

O angulo entre 1 e v, designado ~(u , V), é o menor angulo for-
mado pelos segmentos AB e AC (figura 10).

Definicao 5
O produto interno dos vetores u e v do plano é o niimero real, que

designamos por (u ,v ), definido da seguinte maneira:

l

(W, v’)=0, se u = ou v =0

W, v)Y=ullllvllcos@, se u +#0,v #0 e O0=,(u,v)

e Observe que o produto interno entre dois vetores essencialmente
mede o angulo entre os vetores. Para ver isto, considere os vetores

uev.
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Entao os vetores w
U=——1u e V = ——wv
lu || v |l 7
sd0 unitarios e multiplos dos vetores u e
v, respectivamente. T
p 7 - v>

Além disso, U e V tém o mesmo sen-
tido que u e v, respectivamente.

Logo (W ,v ) = 2(U,V ), e, portanto,

—_—

Uu,v)

—_ —

Fig. 12: (U, V) = (W, 7).

U IV || cos 2(U ,V )

cos 2(U,V)=cos-(u,v).

Para darmos uma caracterizacao do produto interno de dois vetores

em termos de suas coordenadas, vamos usar a lei dos cossenos:

Proposicao 3
Seja AABC um triangulo.
Designamos por a, b e c os compri-

mentos dos lados opostos aos vérti-
ces A, B e C respectivamente, e por

0 a medida do angulo BAC.

Entao vale a seguinte relacdo, conhe-
cida como lei dos cossenos:

a’ = b?+ c? - 2bccos b

Fig. 13: Triangulo ANABC.

(b, 0)

o
OlA=(0,0) D=

(ccosB, 0)

o0X

Fig. 14: Escolha apropriada do sistema de coordenadas.

K. Frensel - J. Delgado
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Prova.
Escolhemos um sistema de coordenadas OXY no plano de forma que
O = A e B esteja no semi-eixo O X positivo (figura 14).

Nessas coordenadas: A = (0,0), B = (ccos0,csenf) e C = (b,0).
Seja D = (ccos 0,0) o pé da perpendicular ao eixo—OX que passa por B.
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ABDC, temos:
a’ = |DCI|?+ |BD|?
= (b-ccos0)?+ (csenb —0)2
= b? —2bccosO + c?cos’ 0 + c®sen’ 0
= b?+ c%(cos® 0 + sen?0) — 2bc cos O

= b2+ c%2—-2bccosh,

como queriamos demonstrar. m

Proposicao 4

Sejamu = (x,8) ev = («, B’) dois vetores no plano. Entao,

(W,v) = ax’ + Bp’

Prova.
—_ - RN —_— - P

De fato,seu = OP ev = 0Q ,entao
P=(xB), Q=(,p) ¢

—_— ﬁ - =

PQ = PO +0Q =0Q -0OP U

= F—LT:(O(,—O(,B,_B)
R @

Aplicando a lei dos cossenos ao trian- Q

gulo AOPQ, temos:

Fig. 15: Diferenca v’ — u'.

v —ul2=1lull>+ v IIZ=2lullllv ] cosO,

onde @ = ~(u,v ). Dessa identidade, obtemos:
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20 11V ]| cos 6
= Wi+ 1vI12-1v —ul?
= (o®+BH) + (@) + (B)%) — (o = )2 + (B = B)?)
= P+ PP+ () + (B2 - () - 20+ o + (B)> = 2B B+ B?)
= &+ B+ () + () - () +2xx— o — (B')2 + 2B B — B2
= 20’ + 2B'B =2(xod’ + BB').

Portanto, (u,v’ ) = |[u || |V']] cos@ = xx’ + BB’, como queriamos de-
monstrar. m

Tendo a expressao do produto interno em coordenadas, fica facil pro-
var as seguintes propriedades.

Proposicao 5
Sejam W, v e w vetores do plano e seja A € R. Valem as seguintes

propriedades:

1) W, w)=Iul*=0

Q)W U)=0=u =0

3) (w,v)=(v,u)

@) (AW,v") = Au,v)

(5G) (W,Av) = Au,v)

6) (u +w,v)=(uw,v)+(w,v)

D)W, v +w) =w,v)+ U, w)

Definicao 6

Sejam w e U vetores do plano. Dizemos que u é perpendicular a v’
se £/(W, ) =90°0ouu =0 ouv =0. Seu é perpendicular a v’
escrevemos U L U . Note que u é perpendicular av_ se, e somente se,

v~ é perpendicular a u .
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Temos, entdo, a seguinte caracterizacao da perpendicularidade entre
dois vetores por meio do produto interno.

Proposicao 6
Dois vetores sdo perpendiculares se, e somente se, o seu produto interno

é igual a zero. Isto é,

ULV =< uw,v)=0

Prova.
Sejam u e v vetores do plano. Se algum desses vetores é o vetor nulo,

entdou L v e{w,v ) =0, por definicio.
Suponhamos, entdo, que ' #0 e v #0, e seja @ = ~(w, 7). Entdo,
(W, v)Y=ulllv] cos@ =0 <> cosd =0 < 0 =090,

como queriamos demonstrar. m

Proposicao 7
Sejau = (a,b) um vetor ndo-nulo. Entdo o vetor v_ é perpendicular ao

vetor u se, e s0 se, V. = A(—b,a), para algum A € R.

Prova.
De fato, se v = A(=b, a), entdo
(W, v)=a(-Ab) +b(Aa) =0=u LV .

Reciprocamente, se (w,v ) =0e v = (c,d), entdo ac + bd = 0, isto é,

c d
'_b a :O.

Logo, pela Proposicao 1, (c,d) é multiplo de (—b,a), ou seja, existe
AeRtalque v = (c,d) =A(-b,a). m

Equacao da reta v que passa pelo ponto A = (x, o) e € normal ao
vetor u = (a,b) £0.

Vamos caracterizar algebricamente (usando o produto interno) a equa-
cao de uma reta normal (isto é, perpendicular) a uma direcao dada.
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Definicdo 7

Um vetor w # 0 é normal ou perpendicular a uma retar seu L1 AB,

quaisquer que sejam os pontos A,B € r.

=

L 4 e
A B
Fig. 16: Vetor normal a reta 7.

Seja r a reta que passa pelo ponto A = (xo, Vo) e € perpendicular ao

vetor u = (a,b) + 0 . Entio,

P=(x,y)€r < AP LU
= (ﬁ,ﬁ)zO
= ((x =x0,¥ = 0),(a,b)) =0
= a(x-x9)+b(y -y =0
= ax+by=axy+byy
< ax+by=c, onde c=axo+Dby

Por causa disso, a equacao cartesiana da reta r:

r:ax+by=c

¢ também chamada equacao normal da reta 7.

Observacao 6
Na equacdo normal da reta v obtida acima, vocé deve observar que o0s

coeficientes a e b de x e 1y, respectivamente, sao as coordenadas do
vetor normal w = (a,b) e que o valor de c é determinado quando se
conhece um ponto de r; no caso, o ponto A = (Xxg, Vo).

Exemplo 6

Determinar a equacdo cartesiana da reta v que passa pelo ponto A =

(2,3) e é normal ao vetoru = (1,2).
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~ oY
Solucdo.
_. ™~
Como u 1 v, devemos ter 4
r:x+2y=c. 3 o
21--- |
O valor de ¢ ¢ calculado sabendo o T
que A = (2,3) €7: B ~
c=2x1+3x2=2+6=8. 12 OX

Portanto, a equacao procurada é
r:x+2y =80

Fig. 17: Exemplo 6.

Exemplo 7
Determinar a equacdo cartesiana da reta v que passa pelo ponto

B = (2,3) e é paralela ao vetor v = (1,2).

Solucdo.
Conhecer um ponto de » e um vetor paralelo a reta equivale a dar as
equacoes paramétricas

Xx=2+t oY A
v ;o teR.
v =3+2t
Como v = (1,2) || , temos
u=(02,-1) L7r.
Portanto, v : 2x — y = c.

Para determinar ¢, usamos o fato de que
B=(2,3)er,istoé,c=2x%x2-3=1.

Logor:2x -y =1.o /

Fig. 18: Exemplo 7.

Exemplo 8
. . . X=2-5
Determine a equacdo cartesiana da reta v : ; s €R.
vy =1+3s
Solucdo.

Das equacOes paramétricas obtemos o vetor v = (-1, 3) paralelo a reta
¥ e um ponto A = (2, 1) pertencente a ela.
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O vetor u = (3,1) é perpendicular a v e,

portanto, normal a 7.

Logo a equacao cartesiana de v é:
3x +y =c.

Para calcular ¢, usamos que A = (2,1) € 7,

istoé,c=3x2+1=7.

Portanto, a equacao cartesiana de r é
3x+y =74

Exemplo 9

Fig. 19: Exemplo 8.

Determine as equacoes paramétricas daretav : 4x + 3y = 12.

Solucdo.

Para achar as equacoOes paramétricas de
¥ precisamos determinar um vetor para-
lelo a ¥ e um ponto de r.

Da equacao cartesiana, temos:

U =43 1r=v=3,-4)|r.
Para determinar um ponto de r, fazemos
x = 0 na equacao cartesiana de v e cal-
culamos o valor correspondente de y:

x=0 = 4x0+3y=12
= 3y=12=1y=4.
Portanto, o ponto A = (0,4) pertence a
reta 7.

Assim, as equacOes paramétricas de v sao:

x = 3t -
y=4—4t’

Fig. 20: Exemplo 9.

e R.

O
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