Capitulo 7

Na aula anterior definimos o produto interno entre dois vetores e
vimos como determinar a equacao de uma reta no plano de diversas
formas. Nesta aula, vamos determinar as bissetrizes de duas retas, a
projecao ortogonal de um vetor sobre uma reta e usaremos as nocoes
vetoriais para determinar a area de triangulos e paralelogramos.

1. Bissetrizes de duas retas concorrentes

Sejam v e ¥’ duas retas con-
correntes no plano. Dizemos que
uma reta s ¢é bissetriz de v e v’
quando os angulos entre v e s e
entre ¥’ e s sao iguais.

Proposicao 1

Se s e s’ sdo as bissetrizes das re-

tas concorrentes v e v’, entao

Fig. 1: Bissetrizes s e s" dasretas v e v'.

sus' ={P|d(P,r) =d(P,7v')}

Prova.
(=) Suponhamos que s é uma bissetriz das retas r e ' que se cortam
no ponto O.
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Seja P € s um ponto arbitrario. A reta perpendicular a » que passa por
P intersecta ¥ no ponto Q e a reta perpendicular a ¥’ que passa por P
intersecta v’ no ponto Q’, como na figura 1.

Consideremos os triangulos retangulos APQO e APQ'O.

Sendo s bissetriz de » e v/, 0os angulos POQ e POQ’ tém a mesma me-
dida e, como os angulos PQO e PQ’O sao retos, concluimos que os
angulos OPQ e OPQ’ tém a mesma medida.

Portanto, os triangulos APQO e APQ’'O sao congruentes, pois tém o
lado OP em comum.

Em particular, as medidas d(P,r) = |PQ| e d(P,r’) = |PQ’| sdo iguais.
Como P € s foi escolhido arbitrariamente, concluimos que os pontos de
s sdo equidistantes de r e v'.

(<) Reciprocamente, vejamos que se P é um ponto equidistante de r e
¥, entao a reta s que passa pelos pontos O e P é uma bissetriz de » e v’.

Usando ainda a figura 1, a nossa hipotese equivale a |PQ| = |PQ’]|.

Como os triangulos APQO e APQ’O tém o lado OP em comum, obte-
mos, pelo Teorema de Pitagoras, que os lados OQ e OQ’ tém a mesma
medida e, portanto, os triangulos retangulos AOPQ e AOPQ’ sao con-
gruentes.

~ = g— ~ - 0 ’
Logo os angulos QOP e Q'OP tém a mesma medida e, assim, a reta s é
bissetrizder er’. m

Pela proposicao anterior, as bissetrizes s e s’ de duas retas concor-
rentes
r:ax+by=c e r':ax+by=c
sao caracterizadas da seguinte maneira:
P=(x,y)esus < dP,r)=d(P,r)

lax + by —c| la'x+b'y—c'|

Va? + b? Janz+ w)?

Ou seja:
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P:(X,y)ESUS’@w:iax‘f'by—c

va? + b? \(@)2 + (b)2 .

Tomando nessa identidade o sinal positivo, obtemos a equacao de

uma das bissetrizes e, tomando o sinal negativo, obtemos a equacao da
outra bissetriz.

Exemplo 1

Determinar as bissetrizes dasretasv :2x +y =1ev':3x +2y = 2.

Solucdo.
Sejam s e s’ as bissetrizes de » e r'.

Entao:

2x+y -1 3x+2y -2
V22 +12 V32 4 22
2x+y -1 3x +2y -2

P=(x,y)esus <

|
I+

=+
V5 V13
- 2x+y—1=¢,/1—53(3x+2y—2).
Assim,
5
s:2x+y—-1= 1—3(3x+2y—2)
, 5
s 2x+y—1:—1/1—3(3x+2y—2),
ou seja,

: 5 o 2 y=1-2 |2
5.(2 3 13)x+(1 2 13))/—1 2 E

sao as equacoes das bissetrizes procuradas. O
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Fig. 2: Exemplo 1.
Bissetriz de um angulo
Sejam O, P e Q pontos nao-colineares do plano.

Vejamos como usar a linguagem vetorial para determinar a bissetriz

do angulo P/O?z

Fig. 3: Bissectando o angulo lf)\Q

Sejamu = OP eV = 0Q .

Comecamos observando que os vetores ||w || - v e ||| - w sdo mul-

tiplos positivos de U” e U, respectivamente, que tém a mesma norma:

IR0 || = 1w 127 = 1w = | 1w ||
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Sejam P’, Q' e R pontos do plano tais que:
VW =0P", |Wlv =0Q e OP +0Q =OR.

Como os segmentos OP’ e OQ’ sao congruentes, o paralelogramo
OP’RQ’ é um losango. Assim, o segmento OR, que é uma diagonal do

losango OP’'RQ’, bissecta o angulo P’/OE’ = l@
Logo OR é um vetor paralelo a reta » que bissecta o angulo I@

Exemplo 2
Determine a reta v que bissecta o angulo P/O\Q onde P = (1,1), O =

(1,-1) eQ = (2,1).

Solucdo.
Sejam = OP = (0,2) eV =0Q = (1,2).

Temos ||w || =2 e ||V || = /5. Pelo visto acima, o vetor

_—

w = VW + IV =+45(0,2) +2(1,2)
(2,2(2++5)) =2 (1,2 +5)

¢ paralelo a reta r. Portanto, o vetor w = (2 + \@ —1) ¢ um vetor

normalareaequa(;aoderedaforma 2+\fx Y =_cC.

Como O = (1,-1) € 7, te- oY 4

mos:

c = (2+\/§)><1—(—1)

= 3+4/5, /

e, portanto, OX
r:<2+\@)x—y=3+\/§, =

ou

—

=(2+\@)x—(3+\@),

éa equacéo da bissetriz pro- Fig. 4: Reta r bissectando o angulo POQ.

curada.
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2. Projecao ortogonal de um vetor sobre uma

reta

Definicao 1

A projecio ortogonal do vetorw™ sobre aretar é o vetorw’ = Proj, (w’)

e

paralelo ar tal que w —w’ é perpendicular ar.

Fig. 5: Projecdo ortogonal de um vetor sobre a reta .

Seja u # 0 um vetor paralelo a reta . Entao w é multiplo de
u, isto é, w o= AW , para algum numero A € R. Além disso, como
wow LW

W -w ,W)=0 < W, u)—(w ,u)=0

= (W) =(w u) = W, u)=QAuw,u)

= (W) =AW W) e A= W)
— (u,u)
(w,u)
= A=
llu |2
Portanto Proj, (w’) = w = (w,u) —
’ " |12

Observacao 1
Note que a projecdo ortogonal do vetor w sobre aretar depende apenas

da direcao da reta. Como a direcdo da reta é dada por qualquer vetor
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u paralelo a ela, definimos a projecao ortogonal de w sobre u , como

sendo a projecdo de w" sobre qualquer reta v paralela a u , ou seja,

(w,u)—
lu 1|2

Proji (w') = Proj, (w') =

Exemplo 3
Sejam A= (1,1),B=(2,3),C=(-4,1) eD = (—2,1) pontos do plano.

Determine a projecao ortogonal do vetor CD sobre a reta v que passa
pelos pontos A e B.

Solucdo.
Sejam os vetores W’ = CD = (2,0) e w = AB = (1,2).
Entdo, como ||[u ||2 = 12 + 22 = 5:

(CD,AB) — _ ((2,0),(1,2))

Proj, (w) = —=—1AB =22 2012
roj, (W) a2 s (1,2)
2xX1+0x%x2 2 2 4
EXLTRXS (1,2>—5<1,2>—(5,5).D
Exemplo 4

Determinar os valores m € R de modo que a projecdo ortogonal do vetor

w = (m+1,m-1) sobreovetoru = (m,1—m) seja um vetor unitario.

Solucdo.
Temos
- W, ) — (w u) (w',u’)
HPrOJg(w)H—‘ W, ﬁtz H ’ il ‘II ”:‘HWH"
onde,
(w,w) = (m+1,m-1),(m,1-m))

= m+1)m+(m-1)(1-m)
= m>+m-(m-1)>2

= m+m-m?+2m-1=3m-—-1,
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e
I = lm,1=m)|| = \m2 + (1 —m)?
= 2m2-2m+ 1.
Logo:
<w)7> —
7’ — ‘zl = 3m — 1| =1
llu |l V2m2 —2m +1

Bm-1)>
2m2 - 2m+1

= Iml-6m+1=2m?-2m+1
— 7m?—-4m=0
= m(7m-4)=0

4
— m=00um=?

sao os valores procurados.

3. Area de paralelogramos e triangulos

_—

Seja ABDC um paralelogramo. Consideremos os vetores u = AC e
W = AB.
Sabemos que a area A do paralelogramo ABDC se obtém multipli-

cando a medida da base || || pela altura HU — Proj;- (W)H.

D

Fig. 6: Calculo da area do paralelogramo ABDC.

ﬁTu_’.llz) u’, calculemos HW - Proj;(ﬁ)”z:

Sendo Proj; (W) =
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[ — projg ()
= (w —Proj; (W), w — Projz(w))

= (w,w’) - 2(w ,Proj; (w)) + (Proj-- (w), Proj (w"))

e T A T T
—_ — Y — )
=2 uw,w),— — (w,w) N
- e -2t « (M)
— 2

= |w|? -2 —
w12 w14
_ — 2 _ — 2
w12 w12

— .2

_ ||—’||2 _ M
lu |12

Assim, 0 quadrado da area do paralelogramo ABDC é dado por:
(i, u7’>2>

R —_— . —_— 2 —_— —
A% = I |[w = Projg ()| = 1w 12 (nw 12 - =

—_ _ _ =, 2
= JulPllw lI® = (uw,w)",

e a area A, por:

— —_— —_ — 2
A=ITIRNT 2 - T, )

Atividade
Considere a figura 6, onde 0 = 2 (w,w).

Tomando ||% || como medida da base do paralelogramo ABDC e ||w’ || sen 6
como altura, use a identidade trigonométrica
sen® 0 =1 — cos® 0

e a definicdo do produto interno, (w ,w’) = ||u || |w’ || cos 0, temos para
obter a formula de A obtida acima.

Solucgdo.

Como A = ||u || ||w’ || sen 8, temos:
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o
Il

(I 11 1 1| sen 6)°

1w’ |I1? W’ [|? sen? @

1112 [|w” [[2(1 = cos? 0)

12 1w’ [12 = llw 11 w12 cos? @

— — — - 2
12 01w 112 = (1) 1w’ [l cos )

—_— e —_— — 2
I 12 w17 = (u',w)".

de onde se segue a formula de A. o

Observe, também, que:

lu 1?2 (u,w)

(uw,w) Jwl?

—_— —_— —_— — 2
A2 lw 12w 1?2 —(uw,w)" =

(w,u) (u,w)
(w,w) (w,w)

Consideremos agora os vetores © = (&, ) e w = («, ') e determi-
nemos a expressao da area em termos dessas coordenadas.

Sendo [|u |12 = &® + B2, [w' |1 = ()2 + (B)2 e (u,w) = axex’ + BB,

temos:
A = (o® + B2 (o) + (B)?) — (axed’ + BB')?
= o® (o) + o (B)* + B2 )2 + BA(P)? — x* (') = 2cxed’ BB — B*(B')?
=0 (B')* + B*(o)? — 20X’ B’

= (aB’)? = 2(xB") (BoX') + (Ba')?

2
— (xf - BX')? = [det (2‘ gﬂ

Portanto, a area ‘A do paralelogramo de lados adjacentes u = (&, B)

ew = («,B) éomodulo do determinante da matriz cujas filas sdo as
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coordenadas de u e w’, respectivamente:

x B
det(a, B')

Vocé pode verificar que A é também o modulo do determinante da

A =

matriz cujas colunas sdo as coordenadas de u e w':

x o
d
et(ﬁ B,)

Determine a area do paralelogramo ABDC, onde A = (1,2), B = (3,1),
C=(4,1)eD = (-2,3).

ﬂ:

Exemplo 5

Solucdo.
Como AB = (2,-1) e AC = (3,—1), a area A do paralelogramo ABDC

e
2 -1
A = |det =|-2+3|=1.

Area de um triangulo

Consideremos agora o trian-
gulo AABC de vértices A, Be C
e seja 7 a sua area.

Fig. 7: Triangulo AABC.

Observamos que, para calcu-
lar a area de um paralelogramo, foi necessario o conhecimento de dois
lados adjacentes (nao-paralelos). Assim, considerando o paralelogramo
ABDC, de lados adjacentes AB e AC e area A, temos:

AB
det| —

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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AB .
onde (E) representa a matriz cujas filas sdao as coordenadas de AB

e AC .

Exemplo 6
Determine a area T do tridangulo de vértices A = (4,2), B = (6,1) e
C=(3,2).

Solucdo.
Temos que AB = (2,-1) e E = (—1,0). Logo,

1 2 -1
TZE det(_l O) :*|_1|:21

¢ a area procurada. o

Exemplo 7

Sejam A = (1,2), B= (3,n+2) eC = (n—1,1). Determine os valores

de n de modo que o tridngulo AABC tenha area T igual a %

Solucdo.

Temos que AB = (2,n) e AC = (n-2,-1). Logo,

1 2 n 1
T = = |det == |-2-nn-2
5 (n—Z _1> 2| ( )|
= l|—2—n'2+2n|=1|n2—2n+2|
2 2

ASSim,T=%<:> In?-2n+2|=1<=n?>-2n+2==+l.

e Tomando o sinal positivo, obtemos a equacao
n-2n4+2=1=n’-2n+1=0= (n-1)2%=0.

Logo n = 1 é uma solucao.

« Considerando o sinal negativo, obtemos a equacdo n° —2n+3 = 0 que,
por ter discriminante A = (-2)? —4(1)(3) < 0, ndo possui raizes reais.
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Portanto, n = 1 é a tinica solucao ao problema proposto. o

4. Exemplos de revisao

Exemplo 8

Dado o ponto A = (0,3) easretasv : x+y =—-les:x -2y = -5,
encontre:

(a) As coordenadas dos pontos C € s cuja distancia av é V2.
(b) Ache as coordenadas do ponto A’ simétrico de A em relacdo aretar.
Solucgdo.

(a) Da equacao da reta s, vemos que um ponto C pertence a reta s se, e
sO se, C = (2y — 5,y) para algum y € R.

Fig. 8: Retas r e s e pontos C; e C».

Entao,
ac,r) =2 = |(2y—5k+y+1| =2 =
3y —4=2 y=2
|3y_4| =2 <= ou = ou 5
3y —4=-2 Y=3
Para y; = 2, calculamos x; = 2y; — 5 = 2(2) — 5 = —1, e obtemos o

ponto C; = (—1,2) € s.

Paray2=g,x2=2y2—5:2-§—5= —5:—%,eobtemos

3

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



120 Geometria Analitica - Capitulo 7

11 2
G = (—3,3> € S.

(b) Seja ¥ a reta perpendicular a
¥ que passa por A. O ponto A’
simétrico de A em relacao a r é
o ponto da reta ¥, distinto de A,
tal que d(A",v) = d(A,r).

Como r L (1,1), a reta £ é para-
lela ao vetor (1,1).

Logo ¢ 1 (-1,1) e a equacdo de

¢ édaformal:—x+7y =c,onde

¢ se determina sabendo que o ponto A = (0, 3) pertence a reta £:
—0+3=c=c=3="¥:-x+y=3.

Fig. 9: Ponto A’ simétrico de A em relacdo a r.

Seja M o ponto de intersecao das retas £ e . Entdo M é o ponto médio
do segmento AA’. Para determinar M resolvemos o sistema formado
pelas equacoes de £ e 7:

-Xx+y=3
#mr:{ xry .
x+y=-1

Somando as equacdes, obtemos 2y = 2, ou seja, vy = 1 e, substituindo
esse valor na segunda equacao, obtemos x = —2. Portanto, M = (-2, 1).

Sendo M = %(A + A’), concluimos que

A'=2M-A=2(-2,1)-(0,3) =(-4,2) - (0,3) = (—4,-1).

Exemplo 9
Seja C o circulo de centro no ponto de intersecao das retas
x=t+3
r:x+2y=1 e (2 teR,
y=-t+1

que é tangente aretav : x + 2y = 2.

Determine a equacao de C e o ponto de tangéncia da reta v com C.

Solucdo.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



Geometria Analitica - Capitulo 7 121

Seja P o ponto da intersecao de »; com v». Entao P = (t +3, -t + 1) € 1o,
para algumt € R, e, como P € 7y, temos que:
t+3)+2(-t+1)=1= -t+5=1=t=4= P = (7,-3),

¢ o centro de C.

Como r ¢é tangente a C,oraiode C éR = d(P,r) = [7+2(=3) - 2] _ L

V12 + 22 V5

Portanto, a equacao de C é

C:(x—7)2+(y+3)2=%.

O ponto de tangéncia de ¥ com C é o ponto de intersecao de » com a
reta £ que passa pelo centro P e é perpendicular a 7.

Como r 1 (1,2), temos que € || (1,2) e, portanto, £ L (-2,1).

Assim, £ : —2x + v = ¢, onde o valor de ¢ é determinado sabendo que
P = (7,-3) € ¥, ou seja,

c=-2(7)-3=-14-3=-17
={:2x+y=-17.

O ponto Q de tangéncia é o ponto
da intersecao £ Nnr. Para determina-

lo, devemos resolver o sistema que
consiste das equacoes de £ e de 7:

-2x+y=-17
{nr: xry
xX+2y=2.

Fig. 10: Ponto Q de tangéncia de » com C.

Multiplicando a segunda equacao por 2 e somando a primeira, obtemos

5y = —13, 0u seja, y = —1—53. Substituindo esse valor na segunda equa-
~ 13 26 36
gao,temos.x-2—2<—5> —2+?—?.
A , 36 13
Portanto, o ponto Q de tangéncia entre v e C € Q = = )

Exemplo 10

Faca um esboco detalhado da regidao R do plano dada pelo sistema de
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inequacoes:
x<y+1
Ry x=-y
x?+ 2> 1.
Solucdo.

A regido R ¢ a intersecdo das regioes:

. . « 42 241
Ri:x<y+1, Ror:ix=-y e R3y:x“+y°>3.
Determinando a regidao R,

A regiao R, consiste dos pontos (x,y) tais que x < y + 1, ou seja,
x—-y<1.

Consideremos a reta 7; : X — y = 1 e seu vetor normal (a,b) = (1,-1),
que aponta na direcao onde o parametro ¢ na equacao x — y = C cresce.
Assim, a regiao R; é o semi-plano da figura 11.

ovj

R

Fig. 11: Regido R1.
Determinando a regiao R,

A regiao R, é formada pelos pontos (x,y) tais que x > —y, ou seja,
x+y=0.

Considerando agora areta, : x +y = 0, seu vetor normal (a,b) = (1,1)
aponta na direcao onde o parametro ¢ na equacao x + y = ¢ aumenta.
A regido R, é o semi-plano indicado na figura 12.
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Fig. 12: Regido R»>.

Determinando a regiao R;

A equacdo C : x% + y? = % representa o circulo de centro na origem e
.1 L~

raio 75 Para um ponto (x,y) estar na regiao R3, o quadrado da sua

A s . 1 . . x
distancia a origem deve ser maior que 5» Ou seja, deve estar na regiao

exterior ao circulo C, que mostramos na figura 12.

OY g

Fig. 13: Regidao R3.

Para esbocarmos corretamente a regiao R devemos determinar a inter-
secao de r; com 77»:

x-y=1 1
nnNry: =2x=1=x==
x+y=0 2

1
ﬂy:—a.

. . 1 1
Assim, as retas se intersectam no ponto de coordenadas (2, —2>, que
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ertence a circunferéncia C, pois <1)2 + (—1)2 _1 + 1_1
p » POIS | 5 2) T332

Além disso, observe que a reta r; é tangente a circunferéncia C, pois

4((0,0),r) = 0=0=1 _ 1 _p

J12+ (12 V2

Na figura 13, mostramos a regidao R = R N Ry NR3 O

Fig. 14: Regido R, exemplo 10.

Exemplo 11
Determine os pontos C e B de modo que a projecdo ortogonal do seg-

mento AB sobre a retav : x + 3y = 6 seja o segmento CD, onde
A= (1,1), D = (3,1) e AB é um segmento contido numa reta paralela
ao vetor (2,1).

Solucdo.
Primeiramente determinemos a reta £ que contém os pontos A e B.

Como AB é paralelo ao vetor (2,1), temos AB 1 (=1, 2) e, portanto,
{:—x+2y = c. Determinamos ¢ sabendoque A € ¥: ¢ = -1+2(1) = 1.
Logof:—x+2y =1.

Seja agora 7; a reta perpendicular a » que passa por D = (3,1).

Como v 1 (1,3), temos 7, || (1,3). Logo r; L (—3,1) e, portanto, a
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equacao de 7; tem a forma: r; : —3x +y =c¢. Como D = (3,1) € 7,
c=-303)+1=-8.

Assim, 7 : —3x + y = —8.

Para determinarmos o ponto B (r1n¥ = {B}), devemos resolver o sistema
formado pelas equacoes de 7 e £:
-3x+y=-8 -3x+y=-8

= = -5y =-11
-x+2y =1 3x -6y = -3

Logo B = (17 11).

5’5

O ponto C procurado,
além de pertencer a reta
¥, deve pertencer areta
¥» perpendicular a » que
passa por A.

Sendo 7, || 72, a equa-
cao de 7, deve ser da

Fig. 15: Projecdo CD do segmento AB sobre a reta r.

formar,: -3x+y =c
onde c é calculado sabendo que A = (1,1) € r: c = -3(1) +1 = -2.
Portanto, 1 : —3x + y = 2.

Temos, entao, {C} = nNr:

-3x+y=-2 -3x+y=-2
= = 10y =16
X+3y=6 3x +9y =18
8 24 6
- y—§:X—6—3y—6—?—g.
) 6 8\ .
Assim, C = (5,5> € 0 outro ponto procurado. o

Exemplo 12

Seja P o paralelogramo ABDC cujas diagonais estao sobre as retas

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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x=t+1 x=-2s+1
o ;teR e o ! ; seER
y=-t+1 y=5+2

Sabendo que A = (1,1) e que AB C 7, onde v é uma reta paralela ao
vetor (2,1), determine os vértices B, C e D de P.

Solucdo.
Sabemos que num paralelogramo as diagonais cortam-se num ponto M,
que é ponto médio de ambas. Em nosso caso, {M} = 1 N r»:

t+1=-2s+1 t+2s=0
1Ny = = s =1.
-t+1=5+2 -t—-s5s=1

Logo M = (-2x1+1,1+2) =(-1,3) é o ponto médio das diagonais
AD e BC. Em particular,
A+D

M = 2M =A+D
= D=2M-A=(-2,6)—-(1,1) =(-3,5).
Como A e D pertencem a reta r; (t = 0 e t = —4, respectivamente), 0s

pontos B e C pertencem a reta v».

OYR

Além disso, {B} = v n .
Determinemos a reta 7.

Sabemos que ¥ passa por A
e é paralela ao vetor (2,1).
Logor 1 (—1,2) e, portanto,
r:-x+2y=c.

Como A = (1,1) € 7, obte-
mos: c=-1+2(1) =1.

. Fig. 16: Paralelogramo ? = ABDC, exemplo 12.
Assim, v : —x + 2y = 1.

Determinemos agora o vértice B.
ComoBerniry, B=(-2s+1,s+2),paraalgum s, e

—(—23+1)+2(s+2)=1=2$—1+23+4=1=4s=—2=s=—%,
1 1 3
LOgOB— (—2 (—2> +1,—2+2> = (2,2>
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Finalmente, para determinar C, usamos de novo o ponto médio:

B+C:C:2M—B=(—2’6)_ (2’3> N <_4’9>,

M== 2 2

concluindo assim a determinacao dos vértices de P (Veja a figura 15). o
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