Aula 1

Equacoes parameétricas das conicas

Ao estudarmos as retas no plano, vimos que a reta r que passa por dois pontos distintos
Py = (x1,y1) € P2 = (x2,y2) é dada pelas seguintes equacdes paramétricas:
X =%+ t{x2—x
T ! (x2 ! 7 teR
y=y1+tly2—y1)

Essas equacdes expressam os valores das coordenadas cartesianas x e y de um ponto qual-
quer da reta r em funcao de apenas uma variavel, a variavel t, denominada parametro. As retas
nao sao as Unicas curvas planas que podem ser representadas por equacdes paramétricas.

Definicao 1
Seja C uma curva plana. Dizemos que uma aplicacdoy : D — R?, y(t) = (x(t),y(t)), é uma

parametrizacao de C se a sua imagem y(D) coincide com C, ou seja,
C =v(D) ={(x(t),y(t)) [t € D},

onde D é um subconjunto de R (geralmente um intervalo ou uma reunigo finita de intervalos).

A imagem y(D) C R? é também chamada o traco dey.

Parametrizacao de um circulo

Seja C : x* +y% = r% o circulo de centro na origem e raio r > 0.
Y

Seja t a medida, em radianos, do angulo m (tomada no sentido anti-horario), onde O é
a origem do sistema cartesiano de coordenadas, P, = (r,0) é a interse¢édo do circulo com o
semi-eixo positivo OX e P = (x,y) € um ponto pertencente a C.

Considere o ponto P’ = (x,0). Como o triangulo OPP’ é retdngulo em P’, as expressdes das
coordenadas x e y, em funcao do parametro t, sao:

x =x(t) =rcost e y=y(t) =rsent
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. oY
Fazendo t percorrer os valores do intervalo [0, 27),

obtemos todos os pontos do circulo.

C

Se quisermos, podemos considerar t percorrendo tam-
bém todos os valores reais. Isto implica realizar um nu-
mero infinito de voltas sobre o circulo. Portanto, uma
possibilidade de equacdes paramétricas para o circulo
Cé:

—-r

X =71 C0St
C: ;. teR.

y=rsent

Note que, para qualquer valor real a # 0, as equa-

coes Fig. 1: Circulo C : x? +y? =12
x =71 cos(at) e y=rsen(at), comteR,

também sao equacgdes paramétricas para o circulo C, pois:
x? +y? =r?cos?(at) + r?sen?(at) = 2.

Observe que as equagdes paramétricas

X =71 C0st
; telo,nl,
y=rsent
definem apenas o semi-circulo de Py = (r,0) a P; = (—r,0) percorrido no sentido positivo (anti-

horario).
Seja, agora, o circulo
C:(x—x%0)*+ (y—yo)> =12

de centro (xo,yo) € raio r > 0.

[0)4} oY

Por uma translacédo do sistema de eixos OXY, obte-
mos um novo sistema de eixos O XY, com O = (xo, Yo)-

Nas coordenadas x e y, onde
X=X+X%X0 € Y=1Y-+Yo

a equagéo cartesiana do circulo é dada por x> +y* = 12, Yo (2o, 50) t

pois, no sistema de eixos O XY, o circulo C tem raio v e 0
esta centrado na origem.
Sendo x = rcostey = rsent, t € R, as equacdes \
parametricas de C nas coordenadas x e y, temos que: o T~ [® ' -
rT=To+7T
X =Xo+T1rCcost
C: ; teR, , ,
y=1yo+rsent Fig. 2: Circulo C == (x —x9 )% + (y —yp)? =12

sao equacdes paramétricas do circulo C nas coordenadas x € y.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Exemplo 1

Parametrize o circulo C : x* +y? — 4x — 6y = 12.

Solucao.
Completando o quadrado:

X2 —dx+y?—6y=12= (x—2)2+(y—3)2=12+4+9 =25,
obtemos que C é o circulo de centro C = (2,3) e raio r = 5. Logo, pelo visto acima,

x=2+5cost
teR,

y=3+5sent

sé@o equagdes parametricas do circulo C.

Parametrizacao de uma elipse

2 2
Seja¢: % + % = 1 uma elipse de centro na origem.

Seja C : «?> + 32 = 1 o circulo de centro na origem e raio r = 1. Como (x,y) € € se, e s0 se,

X y x=cost , . .
(x,B) = (—,—) eC,eC: ;. t € R, &uma parametrizagdo de C, temos que
a'b B =sent
X =acost
;o teR,
y=>bsent

€ uma possivel parametrizacao da elipse €£.
O significado geométrico do parametro t € R pode ser visto do seguinte modo.

Sejam C, : x? +y? = a? o circulo de centro na origem e raio a e Cy : x> +y? = b? o circulo de
centro na origem e raio b.
)%

Fig. 3: Circulos Ca € Cp,, a >b >0

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Considere, para cada t € R, os pontos P, = (acost,asent) € C, e P, = (bcost,bsent) €

Cy, tais que os vetores OP, e OP, fazem um angulo t, medido em radianos, no sentido anti-
horario, com o semi-eixo positivo OX.

A intersecdo da reta r, : x = acost, paralela ao eixo—QOY que passa pelo ponto P,, com
aretar, : y = bsent, paralela ao eixo—OX que passa pelo ponto Py, nos da o ponto P =
2 2
2=
oYl

(acost,bsent) pertencente a elipse € : % +

Fig. 4: Construcéo da elipse £

, : C(x=x0)* | (y—yo)?
Seja, agora, a elipse & : 2 + 02

= 1 de centro (xo, yo)-

Por uma translacéo dos eixos coordenados, obtemos um sistema de eixos O XY, onde O =

(x0,Yo) € 0 centro da elipse. Nas novas coordenadas x e U, a equacgao cartesiana da elipse fica
QZ gz
na forma £ : 2 + b2 = 1 e, portanto,

X cost

E: ;o teR,

=aqa
y=>bsent
€ uma parametrizacao da elipse nas coordenadas x € 1.
Comox =X+ xp €y =79 + yo, Obtemos que:

X =Xo+ acost
E: ;o teR,

y=ypo+bsent

€ uma parametrizacao da elipse nas coordenadas x € y.

Exemplo 2

Parametrize a elipse x* + 4y* — 2x — 16y = —1.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Solucao.
Completando os quadrados:

X2 —2x+4y>—T6y=—1 = (x—1)V 2 +4(y—-22=—-1+14+16=16
(=12 =22 _,

— 16+4 ,

obtemos que a elipse £ tem centro no ponto (1, 2), reta-focal y = 2 paralela ao eixo—O0X, a =4
e b = 2. Entdo,

x =14+4cost
E: o teR,
y=2+2sent

€ uma parametrizagdo de £.

Parametrizacao de uma hipérbole

Consideremos a hipérbole H : x> — y?> = 1 equilatera (a = b = 1) de centro na origem cuja
reta-focal é o eixo—OX.
et+et et —et
3 e senht = 5
hiperbdlico e seno hiperbdlico. Os pontos (cosht,senht) e (—cosht,senht) pertencem a hi-

pérbole H, pois,

Sejam cosht =

, t € R, respectivamente, as funcbes cosseno

2t 2 —2t Zt_z —2t
2. ¢ +4+e —— 4+e =1 paratodo t € R.

A

(cosht)? — (senht)

cosh t

1 senh t

=~y

Fig. 5: Gréficos de cosh t e senh t

Além disso, variando t € R, vemos que x = + cosh t percorre todos os valores em (—oo, —1]U
[1,4+00), enquanto y = senht percorre todos os valores reais.

x = cosht ) - .
Portanto, ; t € R, € uma parametrizacdo para o ramo H, de H que intesecta
y =senht

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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. y x = —cosht . L
0 semi-eixo positivo OX, e ; t € R, € uma parametrizagcao para o ramo H_ de
y =senht
‘H que intesecta o semi-eixo negativo OX.

" ovik H.

—cosht.senht) | (cosht,senht)

(cosh (—t),seph (—1))

Fig. 6: Gréficode H =H+ UH_

. o Cx=x0)*  (y—yo)* _ ]
Seja, agora, a hipérbole H : 2 02 = 1 de centro (xq,yo) € reta-focal paralela
ao eixo—0OX.
Considere a hipérbole H, : o« — % = 1.
_ _ o = +cosht
Como (x,y) € Hse,esbse, (x,p)= (M,M) € Ho € Ho: iteR,
a b B =senht

€ uma parametrizacao de H,, temos que

X = X0+ a cosht

;o teR,
y=yo+bsenht
sdo equacgdes paramétricas da hipérbole H.
De modo anélogo, podemos verificar que
X = X0+ bsenht
;7 teR,

y=yotacosht

(y—vo)* (x—x0)?

sao equagdes paramétricas da hipérbole H : 2 = 1 de centro (xq,yo) € reta-

b2
focal paralela ao eixo—OY.
Observacao 1
2 2
Podemos obter outras equagdes paramétricas para a hipérbole H : % — % = 1, utilizando as

funcdes trigonométricas.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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A seguir, assumimos 0 < b < a (faca as adaptagdes necessarias parao casoemque 0 < a < b).
Acompanhe o procedimento na Figura 7.

Sejam as retas s; : x = b e s, : x = a. Consideremos ov} EL':

um ponto P = (x,y) € H no primeiro quadrante. Seja _ 58
. ~ Pr=(z1,y1)| Py

P; = (xq,y1) 0 ponto de intersecdo de s; com a reta

paralela ao eixo OX que passa por P. ¢

Seja t a medida (em radianos) do angulo do semi-eixo
positivo OX para a semi-reta OP; no sentido anti-horario.
Da Trigonometria, temos P; = (x1,y1) = (b, btgt).

Note que as segundas coordenadas de P e P; séo iguais. 0 b<a b |a T 0Xx
Dai concluimos que y =y; = btigt. L,
Fig. 7: Hipérbole H : X5 — ¥ =1.

Ou seja, P = (x,y) = (x,y1) = (x,bigt).

Para obter a coordenada x do ponto P, seja P, o ponto de intersecdo da semi-reta OP; com a
reta s,. Entdo |OP,| = |a sec .

O circulo de centro na origem e raio |OP,| intersecta o semi-eixo positivo OX no ponto Py =
(x0,0), onde xo = |OP,| = |asect|.

Como t € um arco do primeiro quadrante, asect € um numero positivo. Logo, xo = asect.

Afirmamos que x = xo, isto é,
P=(x,y) = (x,btgt) = (xo,blgt) = (asect,btgt).
Para verificar a afirmativa, basta mostrar que o ponto de coordenadas (asect,btgt) satisfaz a
equacao cartesiana da hipérbole H:
(asect)? (btgt)?

_ 2 2,
2 b2 =sect—tg°t=1.

Finalmente, observe que, conforme t percorre todos os valores do intervalo [0, ), o ponto P
percorre todos os pontos da hipérbole que estdo no primeiro quadrante. Veja a Figura 7.
AOY

Yl Pi=(xy,11)

Yy=u
=btgt
<0

Fig. 8: Ramo de H no quarto quadrante.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Para obter os pontos do quarto quadrante, fazemos a mesma construgéo, variando t no intervalo
(—3,0]. Neste caso, o ponto P = (x,y) da hipérbole tem a sua segunda coordenada negativa

coincidindo com btgt, que é também um numero negativo. Veja a Figura 8.

Para obter o ramo da hipérbole que intersecta o semi-eixo negativo OX, repetimos a construcao,

variando t no intervalo (7, 37”) sendo, agora, t o angulo (em radianos) que o semi-eixo positivo

~5 , - . . ~
OX faz com o vetor OP; , no sentido horario, onde P; € o ponto de interse¢cdo daretas; : x = —b
com a reta paralela ao eixo—OX que passa por P.
si|  OYA

!
jOX
t

Fig. 9: Ramo de H no semi-plano x < 0.
Observe que:

T 37 btgt <0, para F<t<m
asect<0, parate <§’7> ,

2 3
btgt >0, para T <t < =F

2

L N . ~ g s . s 2
Com essa analise, chegamos as seguintes equacgdes paramétricas da hipérbole H : 5 — %4 =1

a?

o'

x=asect o 3
H: y t€(7§>§)u(§a7)
y=>bigt

Quando t varia no intervalo (-7, 7), obtemos o ramo da hipérbole H que intersecta o semi-
eixo positivo OX, e quando t varia no intervalo (7, 377‘), obtemos o ramo de H que intersecta o

semi-eixo negativo OX.

Observacao 2
Podemos determinar equacdes paramétricas de cada ramo da hipérbole isoladamente, fazendo
variar t num mesmo intervalo. De fato, ja sabemos que as equagdes paramétricas:

x=asect T 7T
te(-3.3),

H+: — =, =
y=Dbigt 2°2

descrevem as coordenadas dos pontos do ramo H, de H que intersecta o semi-eixo positivo

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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OX.

Também, como t € (—g, g) se, e somente se, t + 7 € (Tj[’ 3771) ,
asec(t+m) =—asect e big(t+mn)=>bigt,

vemos que as coordenadas dos pontos do ramo H_ de ‘H, que intersecta o semi-eixo negativo

OX, sao dadas pelas equacdes paramétricas:

X =—asect
H_: ,te (_7{ Tt)

y=>bigt

Portanto, H é descrita completamente pelas equagdes paramétricas:

X =asect X =—asect
H., - ,t€<—2,2>, H_: ,tE(—Z[,T)
y=>btgt 2°2 y=>btgt 2°2
De modo geral, podemos verificar que
x =dasect+x
(53
y=>bigt+yo
i 2 . 2
sdo equagbes paramétricas da hipérbole 7 : x a;") _ W b;JO) = 1 de centro (xo,yo) € reta-
focal paralela ao eixo—0OX, e
x=>b tg t+ %o T 7T
at € <_*a *>
y = +a sect + yo 2°2
. 2 . 2
sdo equagdes paramétricas da hipérbole H : W=yo)  [x—xo)” _ 1 de centro (xo,yo) € reta-

a? b2
focal paralela ao eixo—OY.

Exemplo 3

Parametrize a hipérbole H : x* — 4y? + 2x — 8y = 7 de duas maneiras diferentes.

Solucao.
Completando os quadrados, temos:

X2+ 2x—4y? -8y =7 & (x+1)2—4y+1)P2=7+1-4=4

2
— (”4” —(y+1)2=1.
Logo H é uma hipérbole de centro (—1,—1), reta-focal y = —1 paralela ao eixo—OX, a =2 e

b=1.

Assim, pelo visto acima,

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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teR, e

x = +2cosht—1 x =+2sect—1 T
; H - ; te(— )
y=senht—1 y=tgt—1

sao duas parametrizagdes possiveis para hipérbole H.

Exemplo 4

Parametrize a hipérbole H : —x* + 9y? + 18y — 2x — 1 = 0 de duas maneiras.

Solucao.
Completando o quadrado, obtemos:
Iy*—2y) — (x*+2x) =1

&= Yy+1)P—(x+1)P2=14+9-1=9

= oy

Logo H € a hipérbole de centro (—1,—1), reta-focal x = —1 paralela ao eixo—OY,a=1eb = 3.

Entao,

H: , teR e

x =3senht—1 x=3tgt—1
H: t€<—
y=+cosht—1 y=+sect—1

N
O
N~—r—~

séo duas parametrizagdes distintas da hipérbole.

Parametrizacao de uma parabola

As equacodes cartesianas candnicas das parabolas se caracterizam por apresentar uma das
variaveis no primeiro grau. Isso permite expressar essa variavel como dependente da variavel
do segundo grau.

Assim, por exemplo, na parabola P de equacdo oY} Z;;;l ;
P

cartesiana
YP————————— = (:L', y)

(x—a=kly—b) &=y =1 (x—al’+b,

de vértice (a,b) e reta-focal paralela ao eixo—0Y,
escolhendo a variavel independente t como sendo

x — a, a variavel dependente y se expressa como

@, €
y:%tz%—b.

Portanto, P tem por equacgdes paramétricas:

x=t+a
1 ,teR

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Exemplo 5

Parametrize a parabola P : y> — 2x + 4y = 0.

Solucao.
Completando o quadrado:
VH4y—2x=0 = [yY+2)P=2x+4=2(x+2),

vemos que P € uma parabola de vértice V = (—2,—2) e reta-focal y = —2 paralela ao eixo—OX.
2
Entdo, como x = w+2)° 2, temos que:
2
X = v 2
P 2 ; teR,
y=t—2

sé@o equagdes parameétricas da parabola P.

Observacao 3
O procedimento utilizado para obter equagdes paramétricas das pardbolas se aplica para obter
equacoes paramétricas de partes de elipses e hipérboles.

Exemplo 6

Considere a elipse:

2 2
X~y
E:5+5=1.
a2 + b2
Colocando em evidéncia a variavel y, obtemos:

2 2 2 2
e i 5 L B L RV ]
Note que a expressao que aparece no radicando, no lado direito da ultima igualdade, esta defi-

nida somente para os valores de x tais que a? —x? > 0, ou seja, —a < x < a.

Para cada escolha de sinal na expressao de y, descrevemos uma parte da elipse £. Fazendo
x = t, obtemos as equacdes paramétricas:

x=t x=t

El: b ,te(—a,a, & : ,tel—a,a),
y:awaz_tz

Y= _gq /a2 — x2
onde &, é a semi-elipse contida no semiplano superior incluindo o vértice V; = (a, 0) e excluindo
o vértice V, = (—a, 0). Analogamente, £_ é a semi-elipse contida no semiplano inferior, incluindo
o vértice V, = (—a, 0) e excluindo o vértice V; = (a,0). Veja as Figuras 11, 12 e 13.

Nos exemplos abaixo veremos como parametrizar cdnicas que nao estao na forma canénica.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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oYk oY}
&+
vy —a
Vs 0
E-
—b
Fig. 11: Semi-elipse £ . Fig. 12: Semi-elipse £_ .
Exemplo 7
Determine a equacgao cartesiana e equacoes paramétricas da hipérbole equilatera H que passa
pelo ponto Py = (—1,—5) e tem os eixos coordenados como assintotas.
Solucao.

Fig. 13: Elipse £ =&, UE_ .

Como as assintotas se intersectam na origem e uma de suas bissetrizes é a reta-focal, temos
que C = (0,0) é o centro da hipérbole e a reta-focal é aretay =xouaretay = —x.

Além disso, como o ponto Py, = (—1,—5) € H esta no oY
terceiro quadrante, vemos que a reta-focal de H € a reta

Yy=x.

Por uma rotacao de 45° em torno da origem no sentido

positivo, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais

oYk

459

0O XY, sendo:

(x+v)

I
|
<
x|
I

2)
(—x +y)

I

I

x|

_|_

S:_,l

<

I
o5 S

as equacoes de mudanca de coordenadas.

Fig. 14: Hipérbole H

Nesse novo sistema de eixos, a hipérbole é equilatera,
tem centro na origem e reta-focal = eixo—O X. Entao,

ﬁ:z—g—:1 —= H:xX*-7*=ad?,

€ a equacao da hipérbole nas coordenadas x e y.

Como —1 e —5 séo, respectivamente, as coordenadas x e y do ponto P,, temos, por (2), que:

X = f(—1—5):—3ﬁ
y = ?(1—5)=—2\/Z

IM-UFF
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s80 as coordenadas deste ponto no sistema de eixos ortogonais O XY.

Assim, a? = (—3v2)? — (=2v2)? = 18 — 8 = 10, ja que (—3v2,—2v/2) satisfaz a equacéo
x* —y? = a? da hipérbole nas coordenadas x e v.
Finalmente, fazendo x = \f(x +yley = \f(—x +1y) na equagéo x> — y* = 10, obtemos:
2 2
X FYP =S (x+y)P =10 = (¥ +2xy +y?) - (x* = 2xy +y?) = 20
— 4xy =20
= xy=95,

que é a equacdao cartesiana da hipérbole nas coordenadas x e y.

Para parametrizar a hipérbole H, parametrizamos primeiro a hipérbole H : x> — y% = 10, com
a=b=+10:
. X = ++/10 cosht
g =10 senht

teR.

Utilizando a mudanca de coordenadas (1), obtemos que:

X = \f <i\/ﬁ cosht—\/ﬁsenht>
H - ;o teR,

Y= \f (i\/ﬁ cosht + v/10senh t)

sao equacOes paramétricas para a hipérbole H.
Podemos também parametrizar a hipérbole H fazendoy =s,s € R—{0}, e x = j = g

5

x p—

Para s € (0,4o0), a parametrizagao s cobre a parte da curva situada no primeiro
Yy=s

5
quadrante e, para s € (—o0,0), a parametrizagao s cobre a parte da curva situada no
y=s

terceiro quadrante.

Exemplo 8
Determine uma parametrizacao da cénica dada pela equacao do segundo grau:
9%x% — 24xy + 16y% — 20x + 110y — 50 = 0.

Solucao.
Os coeficientes da equagdo séo A = 9, B = -24, C =16, D = =20, E = 110, F = 50 e seu
indicador é I = B2 —4AC = (—24)> —4 x 9 x 16 = 0. Portanto, a equacgéo é do tipo parabdlico.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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B —24 24
ComoA;«éC,’[emosquetg(ze)_A_C _9_]6_7>Oe

C0S 20 = 1 = 1 _ 7 _7
1+ (tg20)2  \ 1+576/49 /625 25’

de onde obtemos:

Cose_\/1+cosze_\/1+7/z5_4
- 2 2 5
_3

_ /1—cos20  [1-7/25
Sene_\/ > _\/ 7 5

onde 0 é o angulo que devemos girar os eixos OX e QY para obter um novo sistema de eixos

O XY, no qual a cOnica se escreve na forma candnica.

As relagbes de mudanga de coordenadas séo:

(4% — 37) X =
(1) e

(3x + 4Y) y=

X = (4x 4+ 3y)

Q| = Q1| —
—_ U1 =

y = g(—3x—i—4y)

e a equacao da cdnica nas coordenadas x e y fica na forma:
Ax*+Cy?+DX+Eg+F=0,

(96
STERIER ]
)=+ (53 ()= ()

Logo, a equacgao da cbnica nas coordenadas x e § é dada por:
2552 + 50X + 100 —50 =0 <= §2 + 2x + 4y — 2 =0.

onde F = F = —50;

ouseja, A=0e C = 25;

ou seja, D =50 e E = 100.

Completando o quadrado, temos:
PV + Ay =-2X+2& (U+2)?=-2x+2+4=-2(x—3).

Assim, a curva representa uma parabola de vértice V = (3,—2), parametro p = +%, reta-focal
{:y=—2,focoF= (3—1 —2) = (§ —2) ediretrizZ-i—erl—Z
VTS Ut T\ XTCTI Ty

Portanto,
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15 Geometria Analitica Il - Aula 1

€ uma parametrizacao da parabola nas coordenadas x e y.

Entdo, usando a mudancga de coordenadas (1), obtemos que:

1

t2 1
x=: (4 (—2 +3) —3(t—2)) = (2t +3t—18)

T t? 1/ 3,
y—5(3 (—2+3)+4(t—2)> _g(—it +4t+1)

€ uma parametrizagdo da conica no sistema de coordenadas OXY.

P teR,

oYl
0)8 OX

e

Fig. 15: Parabola 9x? — 24xy + 16y — 20x + 110y — 50 =0

K. Frensel - J. Delgado

IM-UFF



	Equações paramétricas das cônicas
	modeloParametrização de um círculo
	modeloParametrização de uma elipse
	modeloParametrização de uma hipérbole
	modeloParametrização de uma parábola



