Aula 10

Superficies Quadricas

Em capitulos anteriores estudamos as conicas, curvas dadas por uma equacgao de segundo
grau nas variaveis x e y.

Uma quadrica € uma superficie cuja equacao cartesiana € uma equacao de segundo grau
nas variaveis x, y e z., isto €, uma equagéao da forma:

Ax? +By? +Cz% 4+ Dxy +Exz+Fyz+ Gx + Hy + Iz +J =0 |, (1)

onde A, B, C, D, E, F, G, H, I e ] sdo numeros reais, sendo pelo menos um dos coeficientes A,
B, C, D, E e F ndo-nulo.

Além das superficies quadricas, a equacao acima também pode representar:

e 0 conjunto vazio, e UM ponto,
e uma reta, e um plano,
e um par de planos paralelos, e um par de planos concorrentes.

Estes conjuntos sdo denominados quadricas degeneradas.

Antes de fazermos um estudo geral das superficies dadas pela equacao (1), apresentaremos
primeiro, como no caso das conicas, as quadricas na forma candnica. Para estuda-las, analisa-
remos as suas sec¢des planas Q N, onde 7t € um plano paralelo a um dos eixos coordenados.

Além disso, analisaremos as simetrias das quadricas com respeito aos planos coordenados
e com respeito a origem.

Sabemos que um conjunto Q é simétrico com respeito:

¢ a0 plano XY quando: (x,y,z) € Q < (x,y,—z) € Q
¢ 2o plano XZ quando: (x,y,z) € Q@ & (x,—y,z) € Q;
e a0 plano YZ quando: (x,y,z) € Q@ < (—x,y,z) € Q
e a origem quando: (x,y,z) € Q & (—x,—y,—z) € Q

E facil verificar que se o conjunto Q é simétrico com respeito aos planos XY, XZ e YZ, entdo
€ simétrico com respeito a origem.
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1. Elipsoéide

Um elipsoide na forma candnica € uma superficie dada por uma equacéo de segundo grau

do tipo:
XZ UZ ZZ
Cateta=h

onde a, b e ¢ sd0 nUmeros reais positivos.

E facil verificar que o elipséide Q é uma superficie simétrica com respeito aos trés planos
coordenados e com respeito a origem.

Observacao 1

A esfera x? +y? + z? = R? é um caso particular de elipséide no qual a = b = c = R.

zZ|
A intersecao do elipséide Q com o plano

z =k, k € R, paralelo ao plano XY, — : z=k
2 2 2
X__|_y_:]_k_ k
ONn{z=k}:{ a? b? c? —
z=k,

o uma elipse de centro (0,0,k) sek € (—c,c);

o 0 ponto (0,0,c) se k =c;
Fig. 1: Intersecéo do plano {z = k} com o elipsoéide Q
o 0 ponto (0,0,—c) se k = —c;

o 0 conjunto vazio se |k| > c.

Por outro lado, a intersecao do elipsoéide Q
com os planos paralelos ao plano XZ,

x?2 z2 k2
onfy=k:la a2~
y=k,

o uma elipse de centro (0,k,0) sek € (—b, b);

o 0 ponto (0,b,0) se k = b;
o 0 ponto (0,—b,0) se k = —b;

o 0 conjunto vazio se k| > b.

Fig. 2: Intersegao do plano {y = k} com o elips6ide Q

Finalmente, a intersecéo do elipsdide @ com os planos paralelos ao plano YZ,

yz ZZ kz
Onix=Kk:dv2 a2~ '@
x =Kk,
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2

[ON

o uma elipse de centro (k,0,0) S
sek e (—a,a);

o 0 ponto (a,0,0) se k = aq;
o 0 ponto (—a,0,0) se k = —a;
o 0 conjunto vazio se |k| > a.

Para um elipséide na forma canénica ser
uma superficie de revolucao, pelo menos
uma das familias de secdes planas estu-
dadas acima deve ser constituida de cir-

culos. Fig. 3: Intersegao do plano {x = k} com o elipséide Q
Portanto,
2 2 2 2 2 2 2 2 2
X y z X y z X y z
T4t 4o, a4t o1 e 44—,
a? az—l_c2 az—i—bz%—a2 az+b2+b2

sdo os elipsdides de revolugao na forma candnica, cujas geratrizes e eixo de revolugdo séo
dados, respectivamente, por:

XZ ZZ_] XZ—i_UZ_‘l 2+.92_
e a2 ¢  eeixo—0Z; e a2 b2  eeixo—0Y; el a2 b2  eeixo—OX.
y=0 z= z=0

Considere o elipséide de revolucao de eixo—0Z

2 2 2
X Y z
-+ S+ =1
Q: 5+t 5 =1,

x?  z?

cuja geratriz é a elipse y:{ a2 ' 2
y=0.

Como
x(s) = a coss
Y:quy(s)=0 i seER,

z(s) =csens

€ uma parametrizacao de vy, temos que:

x(s,t) = a coss cost

Q. y(s,t) =acosssent ; s,te R. Fig. 4: Geratriz -y e paralelo de centro no ponto A(s)

z(s,t) =c sens

€ uma parametrizacao de Q, pois o paralelo, contido no plano z = ¢ sens, € um circulo de centro
A(s) =(0,0,c sens) eraio igual a |a coss|.
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Assim,
x(s,t) = a coss cost
Q:<y(s,t) =bcosssent ; s tekR.

z(s,t) =c sens

€ uma parametrizacao do elipsoéide na forma canénica:

2 2 2
L X Y z=
Qagtpta=h
pois
)2 )2 )2 coss cost)? (bcosssent)? (c sens)?
X(Sz) _|_y(sz) +Z(sz) _ [a s )~ s )~ s)
a b c a b2 c?

= co0s’?s cos?t + cos?s sen’t + sen?s
= cos?s(cos?t +sen’t) + sen’s
= cos’s+sen?s=1,
para quaisquer s, t € R.
Veremos agora que nenhum elipsoide é uma superficie regrada.

De fato, seja

x(t) = ot + %9
Tiyylt) =Bt+yo 5 tER,
z(t) =yt + 2z

uma reta que passa por um ponto (xo, Yo, zo) pertencente a Q e é paralela ao vetor («, 3,v) #
(0,0,0).

Entao,
“Xt'+'XO)61:+_U0)Wpt%_Z0) S QZ
(at+x0)* | (Bt+yo)* | (vt+z0)?
= Sttt =1
o BV 2 oxo | Byo | VZo X5 Y5, 5
@#<¥+w+&-uu(ﬁ+bz+@ﬁ+£+ﬁ+£:1
o B2 y? oaxo | BYyo | Yzo
pois
XZ yZ ZZ
2+,

uma vez que (xo, Yo, 2o) € 9.
Como
“2
aZ

B2 v*
+ozt >0,
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a equacao (2) possui no maximo duas solugdes:

«
_2< X0 | Byo+leo>
a c
t_

bZ
t=0 ou = o2 BZ Yz
2 et

Provamos, assim, que nenhuma reta que passa por um ponto do elipsdide esta inteiramente
contida no elipsoide. Logo o elipsbéide ndo € uma superficie regrada. []

2. Hiperbolodide de uma Folha

Os hiperboloides de uma folha na forma canénica de eixo—OX, eixo—OY e eixo—0Z sao as
superficies dadas, respectivamente, pelas equagdes de segundo grau abaixo:

2 2 2

X y zz

2 2 2
L RN
a b2 2

2 2 2
72_|_U7_Z7 = ],
a b2 2

onde a, b e ¢ S&40 numeros reais positi-
VOS.

E facil ver que os hiperboldides de \/

uma folha na forma canénica sao simé-
tricos com respeito a origem e aos trés \.q
planos coordenados.

Fig. 5: @ N {z =k} é uma elipse de centro (0,0, k) no plano z =k

Vamos analisar o hiperboléide de uma folha na forma canénica de eixo—0OZ:

X2 y 2 Z2

A intersegédo de Q com o plano z = k, paralelo ao plano XY,
X2 yz kz
onz=1:{a 2=t
z=Xk,

€ uma elipse de centro (0,0, k) para todo k € R.

Por outro lado, as seg¢bes planas

UZ_Z2_1_k2_a2_k2
ON{x=k}:{b2 ¢z az a2
x =k,

sao, para:
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e k € (—a, a), hipérboles

Y _ z —1
bZ <a2_k2> CZ (az_kZ)
a? a?
x =k
z= :l:E
de centro no ponto (k,0,0), reta focal paralela ao eixo—QY e assintotas { N kb Y , pois,
X =
aZ o kZ
neste caso, >— > 0;
a

Fig. 6: Hipérbole de centro (k, 0, 0) no plano x = k obtida como a intersegcdo Q N {x = k}

e k = a, duas retas { Y= iE % concorrentes gue se intersectam no ponto (a,0,0);
X=a

Fig. 7: Retas concorrentes no ponto (a, 0, 0) obtidas como a intersegdo Q N {x = a}

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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235
b
y==x-z .
e k = —a, duas retas c concorrentes que se intersectam no ponto (—a,0,0);
X =—qa

(S
&
N

Fig. 8: Retas concorrentes no ponto (—a, 0, 0) obtidas como a intersegdo Q N {x = —a}

e [k| > a, hipérboles

ZZ yz :
2 2N 2 2
Cz(k —a) b2<k —a)
a? a?
x =k
= :I:E z
de centro (k, 0,0), reta-focal paralela ao eixo—OZ e assintotas c , pois, neste caso,
X =
kZ A2
= >0
a

Fig. 9: Intersegéo O N {x =k} para [k| > a
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Finalmente, a intersecédo de Q com os planos y = k, paralelos ao plano XZ,

XZ ZZ kZ b2_k2
onfy=k:{a@ &~ b2 vz
y=k

nos da, para:
e k € (—b,b), uma hipérbole de centro (0,k,0), reta focal paralela ao eixo—OX e assintotas
z= :I:E X

a ,umavez que ———
y=k

z==+
e k = b, duas retas a que se cortam no ponto (0,b,0);
b

Fig. 11: Interse¢do Q N {y = b}
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z
e k = —b, duas retas a que se cortam no ponto (0, —b,0);

Fig. 12: Intersegdo O N {y = —b}

e |k| > b, uma hipérbole

z X . .I

k2 — b2 - k2 — b2 -

ON{y=k}: CZ( b2 ) a2< b2 >
y=k
. , x=42z K2 _p2
de centro (0, k, 0), reta focal paralela ao eixo—OZ e assintotas c , pois 0z < 0.
1M — ](

Z

QN{y=

Fig. 13: Intersecdo Q N{y =k}, parak > b
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Para que o hiperbolbide de uma folha de eixo—0Z,
XZ yZ ZZ

2ty a=!

)

seja uma superficie de revolucao, devemos ter a = b, pois, neste caso, as se¢des planas

kZ
2 2 _ 2

ON{z=%k} =
z=k

sao circulos de centros (0,0, k) pertencentes ao eixo—OZ. Assim, o hiperboldide de uma folha,

x2 42 Z2_1
22 2 ’

€ uma superficie de revolucao de eixo—0Z, que possui como geratriz a hipérbole

vy
C: b2 c2
x=0,
Oou um de seus ramos
2 2 2 2
+ iz_% =1 %_% =1
Ct:{b c o y>0 ou Ct:<{b c o y<0
Z
Q
S, X gl L —
‘____——""_ ‘\
X Y
& Gt
on{z=k}
|
Fig. 14: Intersecdo ON{z=k},a=b
Sendo
x(s) =0
C":qy(s)=acoshs , seR
z(s) =c senhs
uma parametrizagdo da geratriz C*, obtemos que
x(s,t) = a coshs cost
Q:<¢y(s,t)=acoshssent , s,telR,

z(s,t) =c senhs
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€ uma parametrizacéo do hiperboldide

XZ y 2 ZZ

a?  a? c?

=1

de uma folha de revolugéo de eixo—OZ, uma vez que 0
paralelo, contido no plano z = ¢ senhs, é um circulo de
centro (0,0, c senhs) e raio igual a a coshss.

Por analogia, podemos verificar que:
x(s,t) = a coshs cost
Q:¢y(s,t) =bcoshssent , s,teR,
z(s,t) = c senhs

€ uma parametrizacao do hiperboldide de uma folha de
eixo—0OZ na forma candnica: Fig. 15: Hipérbole C* e paralelo no plano z = csenh s

Proposicao 1
O hiperboldide de uma folha de eixo—0OZ
XZ yz 22
St aT]
€ uma superficie regrada gerada pelas duas familias de retas
{rrl ke RU{+o}} e {sxlkeRU{+o0}},

onde:
( (
X z Yy
——-:k(1+—) y=—b
Te:¢ @ € b/ kxeR e Teo
k(§+§):]_g Z.}.E:O’
. a ¢ b L a ¢
e
( (
4 Zox(1+3) y=—b
s:d @ ¢ b/ keR e s,
k(i_f):1_‘i X_Z_o
\ a C b . a C

Além disso, as retas de cada familia sdo reversas entre si e
2ak 1—k?2
rank—{<H—]<'2,H—]<'2,O>}, kER, e T'ooﬂsoo—{(o,—b,())}.

Prova.
Um ponto (x,y,z) pertence a Q se, e sO se,

SR BeCoDE)-0-00e). e
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Seja (x,y,z) € 1, k € R. Entao,
(G- G+re)=x(+

e, portanto, (x,y,z) € Q.

Fig. 16: Q =U{rc [ ke RU{oo}}

Seja (x,y,z) € ro. Entao,

ou seja, (x,y,z) € Q.
Vamos agora provar que todo ponto (x,y,z) pertencente a Q pertence a uma das retas ry,
k € RU{oo}.

x/a—z/c
14+y/b

iox(+Y)

Além disso, como (x,y,z) € Q, isto é, satisfaz a igualdade (3), temos que:

K(1e3) Gro)=0-3)(3) =xGr0)=0-3)

Logo (x,y,z) € 1, k € R.

De fato, se y # —b, tome k = . Entao,

Se (x,y,z) € Sey = —b, entao, por (3),
a C a C

a C a C
Se §+§ =0, temos que (x,y,z) € 1. Mas se z—i—g #0e E—g =0, entédo (x,y,z) € 1, onde

~ T—y/b

= Yatzc POS

S RN R

Com isto provamos que a familia de retas {r| k € R U {c0} } gera a superficie Q.
Prova-se, de modo analogo, que a superficie Q € gerada pela familia de retas {si| k € RU {0} }.

Para completar a demonstracao precisamos paramatrizar as retas r € sy, k € R U {oo}.
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Aretary, k € R é paralela ao vetor

1/a —k/b —1/c
k/a 1/b  k/c

(1=K =2k 1+K?
N bc ' ac ' ab !
e areta r,, é paralela ao vetor

0 —1/b 0

1/a 0 1/c :(_b10’0’a1b)'

Fazendo z = 0 nas equacgdes dos planos que determinam as retas r, k € RU{oco} obtemos que:

rkﬁ{Z:O}:{(zak “_kz)b,o>} e 1.Ni{z=0l={0,—b,0)}.

1+k2’ 14k2
Logo,
1—%k? 2ak =2kt (1—K&)b (1 +k3)t
= teR keR
Tk {( bc t+1+k2’ ac + 1+k2 ° ab < ’ €5,
e

t t
e ={ (e 0 gp) [ teR}

A reta sy, k € R, é paralela ao vetor

k/a 1/b —k/c
1/a —k/b 1/c

bc ' ac’ ab

:(]—k2 —2k —(1+k2))

e areta s, € paralela ao vetor

1/a 0 —1/c_<_1 O—1>

0 —1/b 0 | \ bc’ ’ab
Fazendo z = 0 nas equacgdes dos planos que determinam as retas sy, k € R U {oo}, obtemos
que:

2ak  (1—Kk%)b
= 1 e — R 1
Skm{z OJ {(1—1—k2’ 1+K2 )O)} € Sco {(O) b>O)J'
Assim,
1—%? 2ak  —2ks  1—k%*, —(1+4+k?
sk_{( e T e Tire® a8 | SR kER,

e

s s
s ={ (5 —5) [+ <R

Como as retas 1 € sy, k € RU{oo}, se intersectam e os seus vetores paralelos ndo sdo multiplos,
temos que

2ak (1 —=K?)b
rkmsk:{<1sz,(1+k2),o>}, kKER, €  ToNsy =1{(0,—b,0)].

Por fim, vamos verificar que as retas r, e r/, com k # k/, sdo retas reversas. Para isso, basta
mostrar que os vetores paralelos as retas i e v, ndo sao multiplos e N1 = @.
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Suponhamos, por absurdo, que existe A € R
tal que:

1— k2 1—k"2
= A
be be '’
—2k -2k’
— 2k )
ac ac
T+k% At k'
ab o ab
Logo
k = Ak,
T4 A2Kk"? = A4 AK'?2,
1— }\Zklz - A— 7\k’2 Fig. 18: Intersecdes 7 N s

e, portanto, A = 1, 0 que é uma contradi¢ao, pois k # k'.

Suponhamos que existe (x,y,z) € e N1, k # k', Entéo:

<(1+4) - 322 (Y z
S ] ®

Comoy # —b ou E + g # 0, temos, por (4) e (5), que k = k’, 0 que € uma contradi¢ao.

Resta mostrar que as retas r, k € R, e r,, Sd0 reversas e também que duas retas quaisquer da
familia {sy| k € RU{oo}} s&o reversas, o que se faz de modo analogo ao caso que analisamos
acima. g

Veremos como obter geometricamente as retas que geram o hiperboléide de uma folha

XZ yz ZZ

Seja r uma reta contida em Q e seja (xo,Yo,20) € T. Suponhamos que r € paralela ou esta
contida no plano z = 0. Neste caso, existiria um vetor ndo-nulo («, 3,0) tal que
r={(ot +x0, Bt +yo, Yt +2z0)| t € R}.

Como r C S, temos que

t 2 t 2 2
- :zXO) B ;;ZUO) —%:1, paratodo t € R.

Desenvolvendo a expressao acima, vemos que:

2 2
<°‘ + B) £2 4 (2‘;"2‘0 + 2(3y0) t=0,

aZz ' b2 b2
X2 w22 , - o2 p2
para todo t € R, pois 2 + 2 2 1, o que é uma contradicdo, uma vez que =2 + b2 #£0.

Logo toda reta contida em Q intersecta o plano XY em apenas um ponto.
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Sejam r C Q e (xo,Yo,0) € TN plano XY.

Entéao (x0,yo,0) pertence a elipse

£=Qnfz=0/={a? " b2

Seja («, B,v) um vetor ndo-nulo paralelo a reta r. Como r C Q, temos que

2 2 2 2 2
(ot + x0) +(Bt+yo) _Y 2 _1(:>< +B 72>t2_|_(2002(0_|_2[3y0>t:0,
c a

a? b2 c2 b2 b2
2
paratodot € R, p0|s + =1.
L BZ Y2 e 290, 2BYo _
ogo—+ — 2= e a2+b2 =0.
Assim,
0 X0 ayo bxo
(2,B,0) || (=35,%3,0) || (-2, 72,0) .

Podemos supor, sem perda de generalidade, que («, 3,0) = (—%, @,O)

,YZ OCZ BZ

Como — = — + =, temos que:
c2  a?  b? 9

ﬁ—xi(z)_kyi% ]
c2 a2 vz

ou seja, y = *c.
. L . ayo bxo
Ja provamos que um vetor tangente a elipse £ no ponto (xo,yo,0) € 0 vetor <_T’ —,O),
pois a reta tangente a £ nesse ponto é dada por:
b2xox + a’yoy = a’b?
z=0.
Mostramos assim que as Unicas retas contidas em Q que passam pelo ponto (xo,yo,0) da
elipse £ séo as retas:

x(t) = — 2% 4+ xo x(t) = — 2% + xq
A bxo teR e teR
(x0,Y0,0) y(t) =—t+yo ’ ) (x0,Y0,0) y(t) —1t+yo ) )
z(t) =ct z(t) = —ct
onde («,B3,0) = (—%,b%lo,o) € um vetor tangente a elipse £ no ponto (xq,yo,0) tal que
BZ
—+?_L

Uma maneira mais simples de obter as familias de retas que geram o hiperboldide de uma
folha,
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consiste em parametrizar a elipse
x(s) =a coss
Yy=Qn{z=0}:<y(s)=bsens , sel0,2m),
z(s) =0

e calcular o vetor velocidade y'(s) = (—a sens, b coss, 0) de y em s.

Entao, segundo as equacdes anteriores, temos:

+

+
Ts = r(acoss,bs.ens,O)

= {(acoss,bsens,0)+ (—asens,bcoss,c)t|teR}

= {v(s)+ (v'(s) +ces)t| t e R},

e Ts = T(acoss,bsens,O)
= {(acoss,bsens,0)+ (—asens,bcoss, —c)t|teR}

= {v(s)+ (v'(s) —ce3z)t| t e R},
pois, se (xo,Y0,0) = (a coss, b sens, 0), entdo

(_@’ %,0) =(—asens,bcoss,0) =v'(s).

Fig. 19: v/(s) tangente a elipse £ C Q

Observacao 2
Seja

([ 2ak  (1-¥Hb
(XO)UO)O] — (1 _l_kz) 1+k2

,O>, keR,

um ponto pertencente a elipse €£.
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Como as retas r e s, contidas em Q passam pelo ponto (xo,yo,0) € pelo fato de existirem

apenas duas retas contidas em Q que passam por este ponto, vemos que s, = r&o w0 ©

=T, , pois

%0,Y0,0)

(oo, bro o) — —abe (1K 2 —(1+k)
’ ’ T+k2\ b .

b c ' ac’ ab
De modo anélogo, temos que s, = 1%

€ T =T uma vez que

(0,—b,0) (_O,fb,O)’

—1 —1
(a,0,c) = —abc <b7c , 0, R) .

Exemplo 1

Determine as duas familias de retas que geram o hiperboloide de uma folha de eixo—OZ:

72

22 %
S:x"+vy >

Esta superficie é de revolucao? Parametrize S de duas maneiras diferentes.

=1.

Solucao.
Seja

x(s) =coss

Y:<{y(s) =sens , [0, 27)

z(s) =

uma parametrizagdo do circulo
SN{z=0}: Ty
z=0

Sendo y'(s) = (—sens,cos s, 0) o vetor tangente ay em s e ¢ = v/2, obtemos que:
e o= {Y(S)‘F(Y,(S)-l-\/j%)t)teR}

{coss—tsens sens+tcoss, V2t) ‘teR}, s € [0,2m),

e T, = {y (’(s)—\/zeg)t)teR}

g

(coss —tsens, sens+tcoss, ﬁt)‘teﬂ%}, s € [0,2m),

12

sao as duas familias de retas que geram a superficie S.

Como S é uma superficie de revolugao de eixo—0OZ, pois a = b = 1, e tem por geratriz o ramo
de hipérbole

=1
P , y>0,

podemos parametriza-la da seguinte maneira:
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x(s,t) = coshs cost
S:qy(s,t) =coshs sent , s,teR.
z(s,t) = V2 senhs
Além disso, usando a familia de retas {r/| s € R} que
geram S, obtemos que
x(s,t) =coss—tsens
S:{y(s,t) =sens+tcoss , s,teR,

z(s,t) =v2t

é outra parametrizagéo de S.

Exemplo 2

) ] ) ) Fig. 20: Vetor v’ (s) tangente ao circulo -y no ponto y(s)
Considere o hiperboloide de uma folha de eixo—OX:

2
S:4x2—yZ—|—ZZ:4.

Dé duas parametrizagbes diferentes de S e determine as retas contidas em S que passam pelo
ponto (1,2,1) € S.

Solucao.
No hiperbolo6ide de eixo—0X,
2 2
2y 7 N z
S:x 16 + 4 1 y pN

vemosquea=1,b=4ec=2.

A elipse
2, 7
v:SN{y=0}: * +Z

y=0

=1

pode ser parametrizada da seguinte maneira:
x(s) =coss
Y:iqy(s)=0 , sel0,2n)

z(s) =2sens

Fig. 21: Hiperboldide S e retas v, r; passando por y(s)

Entao,
i ={v(s)+ (v'(s) +4ex)t| t € R}, s€[0,2m)

Ty ={v(s)+ (Y'(s) —4dex)t| te R}, se[0,2n)

sdo as duas familias de retas que geram S.
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Assim,
x(s,t) =coss —tsens
S:q yls,t) =4t . self0,2n), teRr,
z(s,t) =2sens+ 2tcoss

€ uma parametrizacao de S dada pela familia de retas {r! | s € [0,27) }

O hiperbolbide de uma folha S ndo é uma superficie de revolucao, pois a # c, ou seja, as secdes

planas
2 kZ

2,5 1.
SAfy=Kk:¢ T a7 g

y=Kk
sao elipses e nao cicrulos.

Mas S pode ser parametrizada também da seguinte maneira:

x(s,t) = coshs cost
S:q y(s,t) =4 senhs , s,telR.
z(s,t) = 2 coshs senht

SejaP =(1,2,1) € S. Se P € r}, temos que

coss—tsens =1
4¢ =2
2sens+2tcoss=1.

T _.
Logot_ze.
2c0oSss—sens =2 2coss—sens =2
=sens=0 e coss=1=s=0.
2sens+coss =1 2coss+4sens =2

Ouseja, P =(1,2,1) e v{ ={(1,4t,2t)| t e R}.
Por outro lado, se P € v, temos que

COSsyg—tsensy =1
—4t =2
2sensy+2tcossg=1.

. 1
Assim, t = —= e:
ssim, 2e

2C0Ssy+sensy =2 2C0Sso+sensy =2 4 3

= —>Sensp=- €& CO0SSy= —.

2sensy— CoSsy = 1 —2C0Sso+4sensy =2 5 5
Entao,

(34 4 86
PErSO—{<g St 4t,5+5t>)teR}.D
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Exemplo 3
Mostre que a intersegcdo do plano 7t : 4x — 5y — 10z = 20 com o hiperboldide de uma folha
. XZ yz ZZ__
S: 75 + Er i 1

consiste de duas retas, e determine as equacdes paramétricas dessas retas.

Solucao.

Temos que:

2 2 2
Y T o1 = 16x%3—4 x 2522 = 25 x 16 — 25y>

%516 4
— (4x—10z)(4x+10z) =25(4 —y)(4 +vy).
Logo (x,y,z) e SNmtse,esdse, 4x—10z=20+5y e

(204 5y)(4x 4+ 10z) =25(4 —y)(4 +y) < (4 +y)(4x +10z) =5(4 —y)(4 +y),
Portanto, se y # —4, temos que

4x + 10z = 20 — 5y, ¢ S
ou seja, (x,y,z) € ' : 4x + 5y + 10z = 20.
TR
. . \J
Assim, (x,y, ertence a reta —
By, 2) P PN
B _———-—-":'\ )
4x —5y — 10z = 20 ~—,
4x + 5y + 10z = 20, ~——
que é paralela ao vetor X
4 -5 —10
= (0,—80,40) || (0,—2,1)
4 5 10
e passa pelo ponto (5,0,0). Entao, Fig. 22: Hiperboléide S, plano 7t e retas ¢ e ¢/

(={(5,-2t,t)|[teR}CSNm.

Seja agora (x,—4,z) € .

Como 4x + 20 — 10z = 20, obtemos que x = %z, ou seja, tN{y = —4} é areta

¢ ={(5t,—4,2t)| t e R}.

Além disso, temos que ¢’ C S, pois, paratodo t € R,
B2 16l
25 16 4

Logo ¢’ c SN
Provamos, assim, que S N7t = £ U {’ consiste de duas retas.

Como no hiperbolbide de uma folha de eixo—0Z,

X2 yZ ZZ

SE—FE_Z:]’

a=5b=4c=2e
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€ uma parametrizacao da elipse
y=Qn{z=0}:{25 1 ,
z

temos que:
v ={y(s)+ (y'(s) £ ce3)| se R} ={(5coss,4sens,0) + (—5sens,4coss, +2)t| t e R}

sao as Unicas retas contidas em S.

Assim, sendo ¢ || (0,—2,1) || (0,4,—2) e {N{z =0} ={(5,0,0)}, obtemos que { =1, e
sendo ¢’ || (5,0,2) e ¢/'Nn{z=0}={(0,—4,0)}, vemos que {’ :r_jn/z. =

3. Hiperboloéide de duas folhas

Os hiperboldides de duas folhas na forma candnica de eixo—0X, eixo—OY e eixo—0Z s&o as
quadricas definidas, respectivamente, pelas seguintes equacdes de segundo grau:

2 g2 2 1
a2 b2 2 ’
X2 . w22 1
a? bz ¢? ’
X2 2 . 2 ]
a2 b?2 2 ’

onde a, b e c sS40 numeros reais positivos. Essas equacdes sdo simétricas em relacao a origem
e aos trés planos coordenados.

Vamos estudar o hiperboldide de duas folhas de eixo—0Z:

X2 yZ 22

_az_ﬁ—i—?:

1.

A intersecado de Q com o plano z = k, k € R, paralelo
ao plano XY,

XZ yz_kz_]_kz_cz
ONn{z=k}:<{a?2 b2 ¢2 2
z=Xk,

e 0 conjunto vazio, para k € (—c,c);
e 0 ponto (0,0,¢c), para k = c; o

e 0 ponto (0) 0) —C), para k = —C; Fig. 23: Interse¢do de Q com os planos z =cte.
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e a elipse

2
Y —1

+ =
) v (%)
c2

de centro (0,0,k), para k € (—oo,c) U (¢, +0o0) .

XZ
2.2
2 k c
2
Cc
7z =

k))

Por outro lado, as sec¢des planas contidas em planos paralelos ao plano XZ,

Z2 Xz
_Xi+i2_1+kj K\ T
On{y=k}: az 2 b2 = 9onfy=k}: c2<1+bz) a2<1+bz> )
=k
Yy u=k
X = E z
séo hipérboles de centro (0, k,0), reta-focal paralela ao eixo—OZ e assintotas c ,
y=k
: K?
pois 1 +§ > (0 paratodo k € R.
\\‘\\\‘\ N ZIH\
\\ Q y
DN
ek
k —
/ Y
X
//‘\\gm o
Q
Fig. 24: Intersecdo de Q com planos y =cte. Fig. 25: Intersecdo de ©Q com planos x =cte.
Finalmente, a intersecdo de Q com o plano x = k, k € R, paralelo ao plano YZ (fig. 25),
2 2
2 2 K2 z — — Y = 1
S — = 1+ — 2 k 2 k
ON{x=%k}:<c b a = 9On{x=k}:{¢ 1+¥ b 1+¥
x =k
x =k
y= iEz
€ uma hipérbole de centro (k,0,0), reta-focal paralela ao eixo—OZ e assintotas a ,

para todo k € R.

Um hiperbolo6ide de duas folhas de eixo—0OZ na forma candnica € de revolu¢do se a = b.
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De fato, neste caso as seg¢des planas

2 2 2 kz
Oniz=k:{ ¥ Ty =a (cz_‘)
z=Kk

sao circulos de centros (0,0, k) pertencentes ao eixo—0Z, para k € (—oo, —Z4c) U (c.4oo).

Uma geratriz de Q € o hipérbole
Y : a C
x =0

de centro (0,0, 0) e reta-focal =eixo—OZ.

Sendo Y
x(s) =0 b
Y:< y(s)=asenhs , seR
z(s) = £c coshs v
uma parametrizagao da geratriz y, obtemos que Q

x(s,t) = a senhs cost
Q:¢ y(s,t)=asenhssent, s,teR,
z(s,t) = +c coshs

Fig. 26: Geratriz y de Q

€ uma parametrizacao do hiperboldide de duas folhas de revolugao de eixo—OZ na forma cané-
nica:

XZ Y 2 ZZ

Q@2
Assim, por analogia, podemos verificar que

x(s,t) = a senhs cost
y(s,t) =bsenhssent, s,teR,
z(s,t) = +c coshs

€ uma parametrizacao do hiperbolbdide de duas folhas de eixo—0OZ na forma canénica:

2 2 2
_%_yi_kiz].
a b2 2

Mas nenhum hiperboloide de duas folhas é uma superficie regrada.

De fato, sejam (xo,yo,20) € Q €

x(t) = at + xo
r:g ylt) =Pt+yo, teR,
z(t) =yt + 2z

uma reta paralela ao vetor («, 3,v) # (0,0,0), que passa pelo ponto (xo, Yo, Zo)-

Como (ot + xo, Pt + Yo, Yt + 20) € Q se, € SO se,

(at+x0)>  (Bt+yo0)? |, (vt+z0)? S o BE Y axo  Byo , Yzo
- - + 2 e e (S-S L) (R - B TR o,

a? b2 b2
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X2 g2 22 .
p0|s—¥—§+§:1,obtemosquercQse,esose,

axo  Pyo YZo _

a? b2 c?
Por (6), vemos que vy # 0 pois, caso contrario, teriamos « = 3 = 0, uma contradi¢do, visto

Por outro lado , se v # 0, a reta r intersectaria o plano XY, uma contradicédo, pois r C Q e
2 n plano XY = 2.

Provamos, assim, que uma reta intersecta o hiperboldide de duas folhas em no maximo dois
pontos.

4. Cone Eliptico

Os cones elipticos na forma candnica de eixo—0OX, eixo—QOY e eixo—0OZ sao as superficies
dadas, respectivamente, pelas equacdes de segundo grau:

2oy 2 ) " )
"2ttt T Y -

2 oyl 2 ; ! 4 —
2 e =0 \ LB 4

2 yr 22 ) = QN {z=Fk}
a2tw a2 = R

onde a, b, ¢ S0 numeros reais positivos. /7\?
X
N\

E facil mostrar que os cones elipticos na forma

a e G z=—k
canonica sao simetricos com respeito a origem ( —k )
e aos trés planos coordenados. ' 2n{z=—h}
Vamos analisar as segdes planas do cone elip-
tico de eixo—0OZ:
. Xz yz ZZ Fig. 27: Intersegé@o do cone eliptico Q com os planos z =cte.

Q.EJF?:?.

As sec¢des planas de Q em planos paralelos ao plano XY,

XZ yz_kz
O0Nn{z=k:{ @2 @~ 2,
z=Kk

sdo elipses de centro (0,0,k) se k # 0, e é a origem (0,0,0) se k =0.
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A interseg¢do de Q@ com o plano y =k, k € R, paralelo ao plano XZ,

xZ  Z? k?

on{y=k}: _¥+§:§)
y=k

€ uma hipérbole de centro (0, k, 0), reta-focal paralela ao eixo—OZ e assintotas

x::I:Ez
a
y =k,

se k # 0, e um par de retas

Fig.28: 0n{y =k}, k>0 Fig. 29: 9n{y =0} Fig. 30: 9N{y =k} k<0

Além disso, a secéo plana de Q@ em um plano paralelo ao plano YZ,
72 B y? K2
CN{x=k}:{ ¢z b2 a?
x =Xk,

€ uma hipérbole de centro (k,0,0), reta-focal paralela ao eixo—OZ e assintotas

yzj:%z
x =k

quando k # 0, e um par de retas concorrentes

{y::l:%z

x =0

que passam pela origem se k = 0.
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Zl ; A k Z|
on{z=k}
Q
Qﬁ{f[?:O} x=k
on{z=Fk}
0=
Y
on{z=k} on{z=0}
on{z=~k}
Fig. 31: @M b =k k>0 Fig. 32: 9N {x =0} Fig.33: 9N {x =k}, k<0

i : A Z
Um cone eliptico de eixo—OZ na forma candnica ‘

€ uma superficie de revolucdo se as secbes planas
Q N{z =k} sao circulos, ou seja, quando a = b.

Neste caso, o cone circular

2 2 a? 2
Q:x“+vy zgz

€ uma superficie de revolucao de eixo—0OZ que possui a

reta
vid Ve
x=0
como uma de suas geratrizes.
Fig. 34: Reta y geratriz de Q
Sendo

uma parametrizagao de y, obtemos que
x(s,t) = as cost
Q:¢ y(s,t)=assent , s,teR,

z(s,t) = cs

€ uma parametrizacao do cone circular

de eixo—OZ e geratriz .
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Por analogia, vemos que

x(s,t) = as cost

z(s,t) =cs

€ uma parametrizacao do cone eliptico de eixo—0OZ na forma canénica:

XZ y 2 ZZ

2t =a

Ja vimos que todo cone eliptico é uma superficie regrada Z)
gerada por uma familia de retas concorrentes.

De fato, se

. XZ yZ ZZ

€ um cone eliptico de eixo—0Z, entdo @ é um cone de vértice
na origem V = (0,0,0), que possui a elipse

2 2
x + v _ 1
g . a2 bZ
Z=2C
como uma de suas diretrizes.
Assim,
Q — {V + tVP ‘ Pecg& e teR } , Fig. 35: Elipse £ diretriz de Q

ou seja, Q é gerada pelas retas que passam pelo vértice V e por algum ponto P pertencente a
elipse £.

5. Cilindro Eliptico

Os cilindros elipticos de eixo—0X, eixo—OY e eixo—0OZ na forma canbnica sao as superficies
dadas, respectivamente, pelas equagdes de segundo grau nas variaveis x, y z, abaixo:

2 2
1+Z7 — ])
b2 c?

2 2
2tz = b
2 2
SRT
a b2

onde a, b, ¢ S&0 numeros reais positivos.

Estas superficies sao simétricas em relacao a origem e aos trés eixos coordenados.
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Estudaremos as seg¢bes planas do cilindro eliptico de eixo—OZ:
2 2

XY
Q: 2 + b2 1.
Todas as se¢bes planas contidas em planos paralelos ao plano XY,
X2 yz :
Onfz=kj:{a b2
z=Xk

sao elipses de centros (0, 0, k) pertencentes ao eixo—0Z.

A i
'. [
=2
| Il
= n =k ,) = (-
=k Qn (z=k} i B
&) —
C -
o) Q
_ k b
)y Y Y
X |
| |
Q 4
[| ‘
=
Fig. 36: Secgoes planas de Q em planos paralelos ao plano XY Fig. 37: Secbes planas de Q em planos paralelos ao plano XZ

A secao plana de Q no planoy =k, k € R, paralelo ao plano XZ (ver figura 37),

x2 K2
onfy=k}:¢a? = b2,
y=k
a
x = +— b2 —k?
e sS40 duas retas paralelas ao eixo—0Z: b sek e (—b,b);
y =k,

) . =0
e € uma reta paralela ao eixo—OZ: { * b se k =b;

y e
. . x=0
e € uma reta paralela ao eixo—OZ: { se k = —b;
Yy=—
e € 0 conjunto vazio se |k| > b
De modo analogo, a secao plana
yZ B ] _ kZ
ONn{x=k}:{ b2 a?
x=Kk
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— 4+ /a2 — k2
e sd0 duas retas paralelas ao eixo—0Z: { y==gve K parak € (—a, a);

. , =0
e € uma reta paralela ao eixo—OZ: { 2 _, Para k = a;

. . =0
e € uma reta paralela ao eixo—0OZ: { Y para k = —q;

)

e € 0 conjunto vazio para k € (—oo,—a) U (a, 00).

L Z" QN {z==u}
=k ‘
—— —_
= e
I == Il
8 < =
- :3 C
e} c Q
- Q)]
k T oe—
/ a Y
%

Fig. 38: Segdes planas de Q em planos paralelos ao plano YZ

Um cilindro eliptico de eixo—OZ na forma canbnica é uma superficie de revolucao se as
secdes planas Q N{z = k} s&o circulos, isto é, quando a = b.

Neste caso, o cilindro circular
Q:x*+y?=a?

P ;. ~ . . =a
€ uma superficie de revolucao de eixo—OZ que possui a reta vy : { 2 0 como uma de suas

geratrizes.
Sendo
x(s) =0
Y:Q yls)=a
z(s) =s

uma parametrizagao de vy, temos que

x(s,t) = a cost
Q:¢ y(s,t)=asent ,s,teR
z(s,t) =s

€ uma parametrizagdo de Q.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 10 258

Generalizando, podemos verificar que:
x(s,t) = a cost
Q:< y(s,t)=bsent,s,teR

z(s,t) =s
. X2 y?
€ uma parametrizacao do cilindro eliptico 2 + b= 1 de eixo—0OZ na forma candnica.
Ja sabemos também que todo cilindro eliptico € uma super- ( A
ficie regrada gerada por uma familia de retas paralelas.
De fato, o cilindro eliptico de eixo—0Z,
XZ yz
Cate=h
€ gerado pelas retas paralelas ao eixo—OZ que passam por P~ b
um ponto da diretriz B 5 |7 %
2 2
x + v _ 1
B aZz b2
z= 0 '
ou seja,
Q - {P + t(O, O> ]) | P e B e te R}' Fig. 39: Cilindro Q como superficie regrada

6. Cilindro Hiperbdlico

Os cilindros hiperbdlicos de eixo—O0X, eixo—QOY e eixo—0OZ na forma canbnica sao as super-
ficies definidas, respectivamente, pelas equacdes de segundo grau abaixo:

yZ ZZ B ] ZZ yz B ]
v 2 o Ty T b
XZ Z2 ZZ Xz

E — ? = ] ou ? - ? — 1 y
A 1 ou v 1
a2 b2 b2 a2

onde a, b, c S&o numeros reais positivos. Essas superficies sdo simétricas em relagdo a origem
e aos trés planos coordenados.

Vamos estudar o seguinte cilindro hiperbélico de eixo—OZ:

XZ 2
0: 5L -1,
a b
Todas as seg¢bes planas contidas em planos paralelos ao plano XY,
L
Onz=k:{ a2 b2 ,
z=k
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séo hipérboles de centros (0,0, k) sobre 0 eixo—0Z, reta focal paralela ao eixo—OX e assintotas

b
Yy _j:ax
z=Kk.
Ty Z r-—,
Q
Q P
X ¢ y
——— 4 Qn{z=k}
N\
Qn{z=k} z=k N
|

Fig. 40: Segdes planas do cilindro hiperbélico Q em planos paralelos ao plano XY

A intersecdo de Q com o plano x = k, paralelo ao plano YZ,

yZ kZ
On{x=%k}:{b2 a2 = |
x =k

b
T 2 2
y = . k a
x =k

e sdo duas retas paralelas ao eixo—0OZ se k| > q;

. =0 :
e € areta { 3 a paralela ao eixo—0OZ se k = q;

. =0 .
ecareta { z paralela ao eixo—0Z se k = —aq;

. . . . K2
e € 0 conjunto vazio se k| < a, pois, neste caso, 2 1 <0.

[~
QL.; = | e ‘f
< E ! LI
oy - - ~2fl
RS C C I i
I 122 o S Bk
= | =l
SR G &Y
e 5
() —h—— s
X I \
Yoo
(=]
: } '
l V
<=
‘ =
3 Il
5

Fig. 41: Segdes planas do cilindro hiperbdlico Q em planos paralelos ao plano YZ
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Por outro lado, a secao plana

x? K2 a

S =1+= x = +— Vb2 +k?
ONnfy=k}:< a? +b2 = ONn{y=k}: b

y =k,

consiste de duas retas paralelas ao eixo—0OZ, para todo k € R.

A 1'\ -

k}

QN {y=k}

aniy

5
Y

y==r

Fig. 42: Sec¢des planas do cilindro hiperbélico Q em planos paralelos ao plano XZ

Assim, Q é uma superficie regrada gerada pela familia de retas paralelas ao eixo—OZ que
passam por um ponto da diretriz

ou seja,
Q={P+1t(0,0,1)|]Pey e teR}.

Além disso, como as sec¢des planas estudadas acima sao hipérboles ou retas, nenhum cilin-
dro hiperbdlico € uma superficie de revolugéao.

As seis quadricas apresentadas até agora sdo chamadas quadricas céntricas, pois todas sao
simétricas com respeito a origem.

Restam apenas trés quadricas na forma canénica, denominadas quadricas ndo-céntricas, ja
gue nao sdo simeétricas com respeito a origem.
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7. Paraboldide Eliptico

Os paraboloides elipticos na forma canénica de eixo—OX, eixo—QY e eixo—0Z sao as su-
perficies dadas, respectivamente, pelas equagdes de segundo grau:

yZ ZZ B
§+? = ax,
2 2

X z

az CZ Y,
2 2

X Y

4L = cz
aZ bZ ’

onde a, b, ¢ sAo numeros reais nao-nulos.

Vamos analisar o paraboloide eliptico de eixo—0Z

XZ 2

. vy _
Q.p+§—cz, c>0.
E facil verificar que Q é simétrica com respeito aos planos YZ e XZ, mas nao é simétrica com
respeito ao plano XY e a origem.

A intersecao de Q com o plano z = k,

paralelo ao plano XY,

XZ yz
— 4+ = =ck
Qn{z=1}:{ a2 b2 ,

z=k

e & uma elipse de centro (0,0, k) se k > 0;

e € a origem (0,0,0) se k =0;

e € 0 conjunto vazio se k < 0.

As sec¢des planas contidas nos planos X Y
paralelos ao plano XZ, , _
Fig. 43: Intersegéo Q N {z = k}
2 2 2
LY. xzzazc(z—2>
QNfy=k}: ¢ @ b2 = on{y=k}: cb

2
séo parabolas de vértices V. = (O, k, lfzc) e retas-focais paralelas ao eixo—0Z, com concavi-
dade voltada para cima (fig. 44).

E as secbes planas

yz 2 5 5 k2
.l T e y:bc(z_mz
QNi{x=k}: v = 9In{y=k}:
x =k x =k
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(s . - K? : ,
também s&o parabolas de vértices Vi = (k, 0, 2) e retas focais paralelas ao eixo—OZ, com
a<c

concavidade voltada para cima (fig. 45).

Z B VA -
) | )

- -
Qn{y=k}
N{z=k}
.]\ k —~
Y Y
X X
Fig. 44: Intersecdo de Q com planos paralelos ao plano XZ Fig. 45: Intersegéo de Q com planos paralelos ao plano YZ

Um paraboldide eliptico na forma canénica de eixo—OZ é uma superficie de revolucao quando
as sec¢des planas Q@ N{z = k}, k > 0, séo circulos, isto €. auando a = b.
Neste caso, o parabolbide circular:

Q:x?+y?=d’cz

Zh

€ uma superficie de revolugcdo de eixo—0Z, que
possui a parabola

y? = a’cz

x =0

Y

como uma de suas geratrizes.

Sendo
x(s) =0
Y Y (S) - azs y SE R ) Fig. 46: Parabol6ide de revolugdo Q e geratriz y
S
Z(S) = —
(s) =2

uma parametrizacao da geratriz y, obtemos que:
x(s,t) = as cost

Q:<y(s,t) =as sent

2
S
Z’(S) t) - ?

, s, teR,

€ uma parametrizacéo do paraboldide circular de eixo—OZ.
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Por analogia, podemos verificar facilmente que

x(s,t) = as cost

Q:<{y(s,t) =bssent |, s teR,
SZ
Z(Svt) -
C
. . . x? yz . a
€ uma parametrizacao do paraboldide eliptico 2 + b2 =z de eixo—0OZ na forma canénica.

Mas nenhum paraboldide eliptico é uma superficie regrada.

XZ yz
De fato, se (xo,yo0,20) € Q: 5+ 5 =cze

x(t) = ot + %o
Tiqy(t)=pt+y, , teR,
z(t) =yt + 2o

€ uma reta paralela ao vetor Vo= (a B,v) # (0,0,0) que passa pelo ponto (xo, Yo, z0), temos
que um ponto (at + xo, Bt + yo, Yt + z0) € Q se, € sb se,

2 2 2 2 2 2
(ot 4 x0)* | (BtHY0)™ _ (y 0y e (oc +f:’>> t2+( c;ozcoJr@_cy)t:O)

a2 T b2 aZz ' b2 b2

2 2
ic X0 4 Yo _
pois ? + ﬁ = CZp.

Entao r C O se, e s6 se,

2 2
o pe 200x0 . 2Pyo
2T~ & Tzt

—cy =0,
ou seja, se, e sb se, x = 3 =y = 0, uma contradicao.

Logo uma reta intersecta o paraboldide eliptico em no maximo dois pontos.

8. Paraboldide Hiperbdlico

Os paraboloides hiperbdlicos na forma candnica de eixo—0Z, eixo—OY e eixo—0OX sdo as
quéadricas dadas, respectivamente, pelas equagdes de segundo grau:

X2 yz

5 10 = Cz,
a b
xZ  Z? — b
yz 52 B
vz 2 o

onde a, b, ¢ sdo numeros reais nao-nulos.
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Vamos estudar o paraboldide hiperbdlico de eixo—0Z
2 2
XY
Q.p—ﬁ—cz, c<O0.
Esta quéadrica é simétrica com respeito ao plano YZ e ao plano XZ, mas nao é simétrica com
respeito ao plano XY e a origem.

A intersecdo de Q com o plano z =k, k € R, paralelo ao plano XY,

X2 y2
Onfz=k:Ja 2%
z=k
Zl Zh
Q

k
ON{z=k} '
=k
> QO{Z¥‘

! _’\ Q A {Z :0}
Q | Y z=0
X |

Fig. 47: Intersecdo do paraboléide hiperbdlico Q com o plano z =k, k > 0 Fig. 48: Intersegdo do paraboldide hiperbdlico Q com o plano z =0

e é uma hipérbole de reta-focal paralela ao
eixo—QY, centro no ponto (0,0, k) e assin-

totas b se k > 0, pois, neste
z=k

Zi

caso, ck < 0 (ver fig. 47);

b
~ - - X
e sdo duas retas a sek=0(ver
z=0
fig. 48);
g. 48) &
e € uma hipérbole de reta-focal paralela ao
eixo—0X, centro C = (0,0, k) e assintotas
b ! ) . i A _
y = +2x Fig. 49: Intersecéo do paraboléide hiperbolico Q com o plano z =k, k < 0

a se k < 0, pois, neste caso,
z=k

ck > 0 (ver fig. 49).
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As secdes planas contidas em planos paralelos ao plano XZ,

x? = a? (cz—f— k—2> = a’c <z+k—2>
Qﬂ{y:k} b? bZe )

y=k

2

~ ) : . - k
sao parabolas de retas-focais paralelas ao eixo—OZ e vértice no ponto (O, k, —@), com con-

cavidade voltada para baixo, para todo k € R, uma vez que a’c < 0 (fig. 50).

\ 7

Fig. 50: Intersecédo do paraboléide hiperbolico Q com os planos y =cte

De modo anélogo, as secoes planas, para todo k € R,

2 2 (K 2 k2

y =b _Z_CZ = —b“c Z_T

ON{x=k}: a asc
x =k

sao parabolas de retas-focais paralelas ao
eixo—0Z e vértice

2
v:<k,o,k7),
a<c

com concavidade voltada para cima pois,
neste caso, —b?c > 0 (fig. 51).
Como as segdes planas de Q séo hipér-

boles ou parabolas, nenhum paraboloide
hiperbdlico € uma superficie de revolugéo.

QN {x=cte}

Por outro lado, todo paraboloide hiper-
bélico € uma superficie regrada.

Fig. 51: Intersegédo do paraboléide hiperbélico Q com o plano x = k
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Proposicao 2

O paraboldide hiperbdlico
2 2

N
Q: 2 - cz
€ uma superficie regrada gerada por duas familias de retas:
Th: axby . keR, e Skt axby , keR
k<—+—>:cz k(f—7>:cz
a b a b

As retas de cada familia sao reversas entre si e

kZ
TN Sy = {(ak,O,c>} , kelR.
Prova.

Um ponto (x,y,z) pertence a Q se, e s0 se,
Seja (x,y,z) € m.. Entdo

isto &, (x,y,z) € Q.

Seja agora (x,y,z) € Q etome k = E — %. Entao,

XYY (X_Y) (X, Y)Y o

k<a+b> (a b> (a+b> z

Logo (x,y,z) € r.. Provamos, assim, que Q é gerada pela familia de retas r, k € R.

De modo anéalogo, podemos mostrar que a familia de retas {sy | k € R} gera a superficie Q.

As retas 1 sdo paralelas ao vetor

1 1
e b O (5,82
kK k ~ \b’a’ab
B —
a b
Kk? .
que passam pelo ponto <ak,0, C). Assim,
( C
x(t) = ak+ -t
b
s y(t) = St , teR,
a
z(t) = k—z—i-sz
C ab

€ uma parametrizacao da reta ry.

Analogamente, podemos mostrar que:
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Skig y(s) = —=s , seR,

€ uma parametrizacao da reta sy.

Logo,

—+ =t = —+—5s

2
Tk M Sk = {(ak,O,t)} .

Resta mostrar que as retas 1 e 1/, com k # k’, sdo reversas. Para isso, devemos verificar que

— c ¢ 2k N c ¢ 2k’
0s vetores = (— — —) ew., =|[=2 2 =~
Yk b’a’ ab tx b’a’ ab

nao sao multiplos, e r, N1y = .

se, e s6se, t =s =0. Ou seja,

) paralelos as retas ry e i, respectivamente,

De fato, como

c ¢ 2k

- - — 2c 2c

0o 00l = (oK — KK —K),0) £1(0,0,0),
b a ab

temos que 1’ € i’ ndo sdo multiplos.

Y

, . X
Além disso, como P ¥

= k, para todo (x,y,z) € 1y, E -5 = k', para todo (x,y,z) € sy, €

k #k/,vemos que rcNsy = 2. g

Mostraremos agora uma maneira mais geométrica de obter as familias de retas que geram o
paraboldide hiperbdlico.

Seja r uma reta contida em Q. Entdo r ndo € paralela ao plano XZ. De fato, suponhamos que
(«,0,7v) € um vetor paralelo a reta r e (xo,yo,z0) € T.
Assim,

t)2 2 242 2axot
POt M clzgtyt) = Eg + 2 oyt =o,
a b a a

paratodo t € R se, e s6 se, x =y = 0, uma contradi¢ado, pois («,0,v) # (0,0,0).
Logo toda reta r contida em Q intersecta o plano XZ em um Unico ponto.

Seja (x0,0,z) € Q € seja r uma reta contida em Q que passa pelo ponto (xo, 0, zo).
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Entéao,
x(t) = xo + «t
T y(t) = pt , teR,
z(t) = zo+ vyt

sendo 3 # 0 pelo visto acima.

Como r C Q, ou seja,

5 2:2 : -
(xo + )™ 7t =c(zo +vt) &= (;_B)tz—l_(

a? b2 b2

2 2 2
para todo t € R, temos que ‘;‘ El ecy— z(;oc

2
Podemos supor, sem perda de generalidade, que « = 1, pois % = %

b ZXO
Nestecaso, p =+—ey=—"-.
B a Y a’c
Assim,
x(t) = t+xo
+ . b —
Tooz) © ) Ult) = —t , teR € Thooz)
2
z(t) = XO t + 2o

(1

sa0 as unicas retas contidas em Q que passam pelo ponto (xo,0,zq) €

)€ Q
kz i X0
,),pmsk_ae

b ZXO

Observe que ry =1 esy=r

+ —
[XO 10,20 ) (XO 10,20 )

c c 2k\ ¢ b 2x0
(fote ) =s (h=2. 2 1 (1=

Foi provado, anteriormente, que:

€:—2zox + X0z = —X020, S€ X0 # 0, ou

X
é a reta tangente a parabola P = QN {y =0}:{ *~

y=0

, S€ (XO)O)ZO) = (ak)O

2

)

a a

L:z=0,

2xox
a2

—cy)t:O,

£ 0.

Za) .

sexy =0,

a2 ho ponto (xo, 0, z0) pertencente a P.

Como { é perpendicular ao vetor (—2z,,0,x0) = ( ZX °0 xo) se xo # 0, e é perpendicular

ao vetor (0,0,1) se xo = 0, entdo o vetor (1,0, i’;i) € paralelo a reta tangente a P no ponto

(x0,0,z0) de P.

Portanto, sendo

IM-UFF
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uma parametrizacdo de P = Q N {y = 0}, temos que, se
2

¥ls) = (s,o, az) = (x0,0,20),
entdo o vetor velocidade de y em s,
’ . 2s o 2Xo
vis = (10.50) = (1o 5x)
€ o0 vetor tangente a parabola P = @ N{y = 0} no ponto y(s).
Concluindo,
b
+ — / e
T —{v(s)+t(v (5)+a€2> ‘ teR}, sER,
_ , b
e rs—{y(s)—l—t(y(s)—aez)‘teR}, seR,

sao as duas familias de retas que geram a quadrica Q.

Assim,
.
x(s,t) =s+t
b
Q: y(S,t):at ) SvtER»
2
S 2st
$,1) = — + —
2(s, 1) a’c  a?c
e
.
x(s,t) =s+t
Q: __b teR
: y(s)t)—_at ) 5 )
2
S 2st
t) = — +
L 2(s, 1) a?c  a?c

sdo duas maneiras de parametrizar o para-
bolbide hiperbdlico

Fig. 53: Familias r{ e r5
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Exemplo 4
Considere os paraboloides hiperbdlicos abaixo:
XZ yZ N ZZ
S].Z_ﬁ—_z e SZX—?—zy

Determine as duas familias de retas que geram S, € S,.

Solucao.

O paraboléide hiperbdlico de eixo—0Z

XZ 2

XYy
SNy T T h

coma=2,b=4ec=-1,intersecta o plano XZ ao longo da parabola
x? = —4z
y=0
de vértice na origem e reta-focal =eixo—0OZ, com concavidade voltada para baixo.

Parametrizando esta parabola,

x(s)=s
y:{uls)=0 , SER,
§2
z(s) = —7

obtemos que:

Tj:{v(s)+<v’(s)+2ez>t‘ tER}:{(s,O,—sj)+<1,2,—§)t‘ teR}, seR,

r;:{y(s)—i— <Y’(S)—%€z>t’ teR} = { <s,0,—s42> + (1,—2,—§)t‘ te]R}, seR,

sao as duas familias de retas que geram o paraboldide hiperbdlico S .

Fig. 54: Paraboléide hiperbodlico S; e as retas r{ e r; passando por y(s)
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Por outro lado, o paraboldide hiperbdlico de eixo—0Y, 7
5 -
N2
Sz X 9 Zy )
coma=1,b =2, c=23, intersecta o plano XY ao longo
da parabola

8- x? =2y
1 z=0
de vértice na origem e reta-focal =eixo—O0Y, com con-
cavidade voltada para cima.

Assim, sendo

x(s) =s
_ ¢ R
§ U(S)—i’ s ek, |
z(s) =0

Fig. 55: S, e asretas r{ e r; passando por 3(s)

uma parametrizacao de 3, temos que:

T?Z{B(S)+<B'(s)+ze3)t‘teR}:{(s,sj,O)+(1,s,3)t’ teR}, seR,

e T‘S:{B(S)+<B/(S)—z€3>t’tER}:{(S,SZZ,O)+(],S,—3)t’t€R}, seR,

séo as duas familias de retas que geram o paraboléide hiperbdlico S;.

9. Cilindro Parabdlico

Os cilindros parabdlicos na forma candnica de eixo—OX, eixo—QY e eixo—0OZ sao as super-
ficies dadas, respectivamente, pelas seguintes equacdes de segundo grau:

2 2
Yy _ z
ﬁ = Cz ou ? = by ’
XZ = Cz ou ZZ = ax
a? c2 ’
2 2
X - Y o
g = by ou ﬁ = ax,

onde a, b, ¢ sdo numeros reais nao-nulos.

Estudaremos o cilindro parabélico de eixo—QOY:

E facil mostrar que Q é simétrico com respeito ao plano YZ e ao plano XZ, mas n&o é simétrico
em relacdo ao plano XY e a origem.
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Como estamos supondo ¢ > 0, a interse¢cdo de @ com o plano y = k, paralelo ao plano XZ,
€ a parabola:

x2 = ca?z
QN{y =k}:
y=k

de vértice Vi, = (0, k, 0) e reta-focal paralela ao eixo—OZ com concavidade voltada para cima.

Fig. 56: Intersecdo de Q com os planos y = k paralelos ao plano XZ

A secao plana contida em um plano paralelo ao plano XY:

x? = ca’k
an {Z = k} : )
z=Kk
representa:
x = +Vca%k ,
e duas retas paralelas ao eixo—OY
z=Xk

se k > 0;

x=0 . i
e areta , OuU seja, 0 eixo—OY se k =0;
z=0 Fig. 57: Intersecéo de Q com o plano XY (k = 0)

e 0 conjunto vazio se k < 0.

Fig. 58: Intersegdo de Q com os planos z = k paralelos ao plano XY, com k > 0
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Finalmente, as se¢des planas

kZ
QNn{x=k}: 27 %
x =k

sao retas paralelas ao eixo—OY.

Zh

- Qﬂ{:c:,lg}

— WO ‘
/ —
X Y
T=k

Fig. 59: Intersecdo de Q com os planos x = k paralelos ao plano YZ

—_—

O cilindro parabdlico de eixo—QY,

€, portanto, uma superficie regrada gerada por uma familia de retas paralelas ao eixo—0Y,
sendo a parabola

uma de suas diretrizes.

Como as segdes planas estudadas acima sao retas ou parabolas, nenhum cilindro parabdlico
€ uma superficie de revolugé&o.

10. Rotacao e translacao de equacoes de segundo grau

Provaremos, a seguir, que ap6és uma rotagdo e/ou uma translacao dos eixos coordenados,
podemos transformar qualquer equagao de segundo grau em R3 em uma equacéo de um dos
tipos abaixo:

Ax? +By?+ Cz2 =R (Quadrica Céntrica)

Ax?+ By? =Sz (Quadrica nao-Céntrica)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que R >0e S > 0.
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Analisando o sinal dos coeficientes A, B, C e R na equacéo
Ax?+ By? + Cz? =R,

obtemos que:
(I) se R > 0 e os coeficientes A, B, C séo:
e todos positivos = Q é um elipséide;
e todos negativos = Q € o conjunto vazio;
e dois positivos e um negativo = Q € um hiperboldide de uma folha;
e um positivo e dois negativos = 9 € um hiperboldide de duas folhas;
e um zero e dois positivos = Q é um cilindro eliptico;
e UM zero e dois negativos =— Q é o conjunto vazio;
e UM zero, um positivo e um negativo = Q € um cilindro hiperbdlico;
e dois zero e um positivo = Q € unido de dois planos paralelos;
e dois zero e um negativo = Q é o conjunto vazio;
(I se R = 0 e os coeficientes A, B, C sao:
e todos de mesmo sinal = Q é um ponto;
e dois de mesmo sinal e o outro de sinal contrario = Q é um cone eliptico;
e UM zero e 0s outros dois de mesmo sinal = Q & uma reta;
e UM zero, um positivo e um negativo — Q é uniado de dois planos concorrentes;

e dois zeros e um diferente de zero — Q € um plano;

Analisando agora os sinais dos coeficientes A, B e S na equagao:
Ax? 4+ By? =Sz,

obtemos que:
() se S > 0 e os coeficientes A e B:
e tém 0 mesmo sinal = Q € um paraboldide eliptico;
e tém sinais opostos — Q € um paraboldide hiperbdlico;
e UM é zero e o outro diferente de zero — Q é um cilindro parabdlico.
(Il) se S = 0 e os coeficientes A e B:
e tém 0 mesmo sinal = Q é uma reta;
e tém sinais opostos =— Q é unido de dois planos concorrentes;
e Uum é zero e o outro diferente de zero — Q é um plano.

Dizemos que o conjunto vazio, um ponto, uma reta, um plano, um par de planos paralelos ou
um par de planos concorrentes sdo quadricas degeneradas.
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Exemplo 5

Determine as quadricas céntricas na forma candbnica que contém o ponto P, = (1,1,—1) e pos-
. 4y? + 222 =3 . - e .

suem a seg¢do planay ‘=2 Existe uma quadrica ndo céntrica na forma candnica

com as propriedades acima?
Solucao.
Seja
Q:Ax*+By?+ Cz> =R
uma quadrica céntrica na forma canbnica tal que P € Q ey C Q.
Entédo, como

) By?+ CzZ=R—4A
] x=2 ’

existe A £ 0 talque B =4\, C=2Ae R—4A =3A\.

Ou segja,
Q:AX?> +4MNy? + 2022 =R &= Q:%x2+4y2+2z2:§
& Q:AX*+4y*+ 222 =R,
onde

R/ —4A’ =3. (7)

Além disso, como P, = (1,1,—1) € Q, temos que
A'+4+2=R &< R =A"+6.

Logo, por (7),
A'+6—4A'=3—A'"=1 e R =7.

Assim, a quadrica
Q:x*+4y?+222=7

) L A 7 7
é um elipsoide na forma candnica com a = /7, b = \zf c= \/;

Suponhamos que existe uma quadrica ndo-céntrica Q na forma canénica tal que Py € O e
v C Q.
Entdo Q é da seguinte forma:
Q:By?+ Cz? = Ax,
pois a secdo plana Q N {x = 2} deve ser uma elipse.

Como

[ By?+Cz?=2A
Tl x=2,
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existe A # 0 tal que B =4A, C =2\ e 2A =3\
Ou segja,

é:4AyZ+ZAZZ:%X = @:4y2+212:%x.

Mas, como o ponto P, = (1,1,—1) n&o pertence a Q, pois 4 + 2 # % nao existe uma quadrica

n&o-céntrica na forma candnica com as propriedades acima.

Exemplo 6
Determine, classifique e parametrize as quadricas na forma canénica que possuem como se-

¢bes planas as curvas:

2x? +3y?> =5 422 —3y? =1
v e B:
z=1 x=1.
Solucao.
Como as secoes planas «x = QN{z=1}e B = QN{x = 1} sdo elipses, a quadrica Q tem que
ser céntrica.
Seja
Q:Ax*+By?+ Cz> =R
uma quadrica céntrica na forma canénicatalquey C Qe 3 C Q.
Entdo, como

Ax?+By?=R—-C By?+Cz>=R—-A
v e B:
z=1 x=1,

existem A #£ 0 e u # 0 tais que
A=2\,B=3\R—C=5\,B=-35,C=4p e R—A=np.
Logo, sendo 3A = —3u, podemos supor, sem perda de generalidade, que p=—-1eA=1.

Assm, A=2,B=3,C=-4,R=C+5A=—-4+5=1=2—-1=A+u, 0ou seja,
Q:2x? +3y? —4z2 =1

€ um hiperboléide de uma folha de eixo—0Z, que nao é de revolugao, pois a = 1 #+b= 1 )
V2 V3
Uma parametrizacdo de Q é dada por:
x(s,t) = \]ﬁcosh s cost
Q: s,t) = ——coshssent » StER.
y(s, t) 7
z(s,t) = %senhs 0
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Exemplo 7

Classifique, para cada A € R, a equacao de segundo grau:

A=A+ A Y2+ A+ )22 = A2+ 1. (8)

Para que valores de A € R, a equacgao representa uma quadrica: regrada, degenerada e de
revolugéo? Justifique.

Solucao.
Analisamos abaixo a variagdo do sinal dos coeficientes da equacéo (8):
— 0 <A< =T | A==T| =1 <A< 0| A=0]|0<A<T | A=1T]|1< A<
A=A — 0 + 0 — 0 +
z2 + + + 0 + |+ +
A1 — 0 + + + + T
A+ + + + + | 4+ |+ +

Entéo, a equacgao representa:
e um hiperboléide de duas folhas de eixo—OY se A € (—oo, —1);
« dois planos paralelos, y = +v/2, se A = —1;
e um elipsdide se A € (—1,0);
e dois planos paralelos, z = £1, se A = 0;
e um hiperboldide de uma folha de eixo—OX se A € (0, 1);
e 0 cilindro eliptico y? + 2z? = 2 de eixo—OX se A = 1;
e um elipséide se A € (1,+00).

ParaA=—-1,A=0,A € (0,1), A =1 aquadrica € uma superficie regrada e, paraA = —-1e A =0,
a quadrica é degenerada.

Um elipsoide dado pela equacao (8) é de revolucao se, e sb se,
AM—A=A ou AM—-A=A+1 ou AM=A+1T,

comA e (—1,00U(1,+00).
Entao, como:
° MNMA=A &= BN A=0= AN -A-1)=0
1 1
s A=0 ou 7\:§<1i\/1+4>:§<1i\/§>,
e M- A=A+1 &= MN_-2A—-1=0&=A=-1 ou NM—-A—-1=0

e A=-1 ou A= (H:\/E);

N| —
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e N=AT e NoA-T1=0 A= (1£V5),
a equacao representa um elipséide de revolucao se, e s6 se, A = % (1 + \/§> pois
1 1
§<1 +\/5> €(l,+00) & (1 —\/5) e (=1,0).

Para A € (—oo,—1), a equacéao representa um hiperboldide de duas folhas de eixo—OY.

Como as raizes A =—-1 e A= % (1 + \/5) da equagéo A> — A = A + 1 ndo pertencem ao
intervalo (—oo, —1), nenhum destes hiperbolbides é de revolucao.
A equacéo representa um hiperboldide de uma folha de eixo—OX se A € (0, 1) e sera de revolu-

cdo se, e sOse, A2 =A+ 1. Ou seja, se, e sO se,A:%<1 :I:\/§>.

Como % (1 + \/5) ¢ (0,1), nenhum hipérbole de uma folha de eixo—OX dado pela equagéo (8)

é de revolugéo.

Exemplo 8

Determine e classifique as quadricas na forma candbnica que possuem como secgbes planas as
curvas:
1
2 __ 2
x_z(y+—> x*=2(y+1
2 o B (y+1)

Z:] ZZZ

Y

Solucao.
Como as secdes planas sdo pardbolas de retas-focais paralelas ao eixo—OY, a quadrica tem
que ser nao-céntrica de eixo—OY:
Ax? + Cz? =Sy.
Sendo
Ax?=Sy—C Ax? =Sy —4C
Y { Y ] e B: {

existem A #£ 0 e u # 0 tais que
A:A,S:ZA,—C:%,A:u,Szzp e —4C=2p

Assim, A = u # 0 e, sem perda de generalidade, podemos supor A = pu = 1.

Logo, como

U _ A1 _ 2 A 9y
A=A=p=1, C=-3=—3="1 e S=2=2u=2,

a quadrica é o paraboléide hiperbdlico de eixo—OY:

x2 z
2

:Zy.D
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Exemplo 9
(a) Determine e parametrize as quadricas na forma canbnica que possuem a curvay como
secdo plana e passam pelo ponto Py = (1,3,1), onde

) x> 4522 =2

NV y=1 .
(b) Ache as curvas de intersecdo das quadricas obtidas acima e faca um esbogo das superficies,
indicando as curvas de interseg&o.

Solucao.
(a) Seja

Q:Ax? +By?+Cz2 =R
uma quédrica céntrica talque y C Q e Py € Q.

Entdo, como

[ Ax*4+Cz2=R-B

Vy=1 ,
existe A Z0talque A =\, C =5Ae R— B =2\, ou seja,

Q : Ax? 4 By? +5Az% = B + 2.
Além disso, como Py = (1,3,1) € Q, obtemos:
7\+9B+57\:B+2A<:>88:—47\<:>B:—%.

Logo,

3A 2

QZAXZ—%y2+57\ZZZ—%+27\:7<:>Q:XZ—%—FSZZ:

)

N W

€ um hiperboléide de uma folha de eixo—OY, com a = g b=+v3c¢c=

s

Uma parametrizacao de Q é dada por:

x(s,t) = @ coshs cost

V2
Q:<y(s,t) =3 senhs . s,teR.
z(s,t) = \/\/1% coshs sent

Seja agora
Q' Ax? +Cz? =Sy

uma quédrica nao-céntrica de eixo—OY (por qué?) talquey C Q" e Py € Q.

Entao, sendo
[ Ax*+Cz? =S
Vy=1 ,

existe A Z0talque A =\, C =5, S = 2A, ou seja,

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 10 280

Q" A2 +5A22 =20y &= Q' :x? +5z% =2y,
€ um paraboloide eliptico de eixo—OY.

Além disso, como Py = (1,3,1) € @', pois 1 +5x1 =6 =2 x 3, Q' é uma quadrica tal que
YyC Q' ePye Q.

Uma parametrizacdo deste paraboloide eliptico € dada por

Q' U(S,t):? , s,telR.
S
s,t) = — sent
z(s, t) 7
(b) Um ponto (x,y,z) pertence a @ N Q' se, e sO se,
2 2_3 v 205,29 2 2 _
x> 4522 =+ X“+0z y x?+ 5z =2y
202 =92 3 =19,
x? 4+ 5z% =2y ?‘1‘5:29 y - —4y +3=0.

Como as raizes da equagdo y> —4y +3=0sdoy = 1 ey = 3, obtemos que
QNQ ' =yuUp,

onde y e 3 sdo as elipses:
x? 4522 =2 x> +522=6
v B e B: B
y=1 y=3

Veja, na figura abaixo, o esboco de Q e Q’, com as curvas y e .

Zh
/ e~
J ¢
Fig. 60: Superficies Q e Q' O

Exemplo 10
Classifique, para cada A\ € R, a quadrica dada pela equacao de segundo grau:
Q:(NHA2+ AN =1y2+ (A +2)22 =A.

Para que valores de A € R, a equacao representa uma quadrica degenerada ou regrada? Quais
hiperboloides de uma folha ou de duas folhas séo de revolugcao?

Solucao.
Comecamos efetuando o estudo do sinal dos coeficientes:
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A2 A==2|2< A< =T | A==1]|-1<A<O0|A=0]|0<A<T|A=T|A>1

NN — — — 0 + 0 + + | +
A —1 + + + 0 — — — 0 +
A+2 — 0 + + + + + + +
A — — — — — 0 + + | +

Portanto, a equacao representa:

e um hiperboldide de uma folha de eixo—O0Y se A € (—oo, —2);

e 0 cilindro hiperbdlico —4x? + 3y? = —2 de eixo—0Z se A = —2;
e um hiperboléide de duas folhas de eixo—OX, se A € (—2,—1);
e 0 conjunto vazio (z> = —1) se A = —1;

e um hiperboléide de duas folhas de eixo—OY se A € (—1,0);

« dois planos paralelos, y = +v/2z, se A = 0;

e um hiperboldide de uma folha de eixo—0OY se A € (0, 1);

e 0 cilindro eliptico 2x? + 3z?> = 1 de eixo—OY se A = 1;

e um elipsdide, se A € (1,+00).

Assim, Q é uma qudadrica degenerada se A = —1 ou A = 0, e Q é uma superficie regrada se

A€ (—o0,—2]UI0,1].

Para A € (—oo,—2) U (0, 1), o hiperboloide de uma folha de eixo—QY é de revolugao se, e sb se,
A+ =A+2.

ComoA>+A><2eA+2>2paraA c (0,1), aequagdo A* + A? = A + 2 ndo possui solucéo
neste intervalo.

Além disso, sendo A2(A + 1) < —A?%, para A € (—oo0, —2), e a desigualdade
A2< N EEMHA+H2<0

sem solugédo em R, concluimos que a equagédo A3+A? = A+2 nao tem raiz no intervalo (—oo, —2).
Logo nenhum dos hiperboléides de uma folha de eixo—QOY, A € (—oo, —2)U(0, 1), é de revolucao.

Por outro lado, o hiperboléide de duas folha de eixo—QOY, A € (—1,0), é de revolugéo se, e so se,
M+ =A+2.

Mas, para A € (—1,0), A?(A+1) < A|[(A+1) = A2 —A.

Assim,
A+2=N+N <N\ &= M+2A+2<0,

uma contradigdo, pois A2 + 2A + 2 > 0 para todo A € R. Ent&o os hiperboldides de duas folhas
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de eixo—0OY, A € (—1,0), também nao sao de revolucao.

O hiperboldide de duas folhas de eixo—OX, A € (—2,—1), € de revolugéo se, e so se,

NoT=At2e N -A-3=0e A=, (1£VT+12) = (1£VT3) .

Como % (1 + \/ﬁ) Z(—2,—1)e % <1 — \/ﬁ) € (—2,—1), temos que, para A =

hiperbol6ide de duas folhas de eixo—0X,
MNHA2+ AN =1Dy2+ (A +2)22 =,

(1—\/§),o

N —

é de revolugéo.

Exemplo 11
Determine as quadricas Q na forma canénica tais que todas as secées planas x =k, k € R, sdo
hipérboles equilateras com reta-focal paralela ao eixo—OY e que possuem o circulo

x>+ 22 =1

y=1v2

como seg¢&o plana.

Solucao.

Como todas as sec¢des planas contidas em planos paralelos ao plano YZ séo hipérboles com
retas-focais paralelas a um mesmo eixo (no caso, o eixo—QY), a quadrica sé pode ser um
hiperbolbide de duas folhas de eixo—OY ou um cilindro hiperbdlico de eixo—OX.

Por outro lado, como o circulo
x2+2z2=1
y=1v2

€ também uma sec¢éo plana da superficie, ela sé pode ser um hiperbol6ide de duas folhas de
eixo—0Y:

Y

.Y X z
Qg @ 2!
Sendo
ﬁ+é—2 1
Y az ' ¢2 b2 ,
y=v2
bt 2_clea?(S—1) =1
obtemos que a* =c*ea’ (5 —1)=1.
Além disso, como as sec¢des planas
yZ ZZ kZ
2 _Z 14
ON{x=%k}:{b> ¢ T2
x =k
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s&o hipérboles equilateras, vemos que b? = ¢2.
Logo a?=b?=c?e
a2<jz—1> e 2-a?=lesal=1.

Ou segja,
Q:y?—x?—z*=1. =

Exemplo 12

Seja H a hipérbole, no plano z = 1, de centro no ponto C = (0,0,1) e reta-focal paralela ao
eixo—QY, sendo F = (O, V5, 1) um dos seus focos e aretar : 2y — x = 0 uma das suas
assintotas.

(a) Determine as quadricas Q na forma canénica tais que H c Q e (0,0,0) € Q.

(b) Ache as curvas de intersecdo das quadricas obtidas acima.

(c) Faca um esbocgo das quadricas indicando as curvas de intersecao.

Solucao.

(a) Temos ¢ = d(C,F) =5 e g = 2 pois T : x = 2y € uma assintota de H e a sua reta-focal é
paralela ao eixo—OY.

Como5=c?=a’+b?>=a’+4a?>, vemosquea=1eb =2.

Assim, a hipérbole é dada por:

Seja
Q:Ax? +By?+ Cz? =R,
uma quadrica céntrica na forma canénica tal que H € Q e (0,0,0) € Q.
EntioR=0¢e
Ax?+By? = —-C
H=0n{z=1}: Y

z=1

Portanto, existe A # 0 tal que A = —%, B=Ae C=-—A, ouseja,
Q:—%xz—l—kyz—?\zzzo.
Supondo, sem perda de generalidade, que A = 1, obtemos:

1 1
Q:—sz-l—yz—zZ:O(@Q:sz-l—zzzyz,
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que é um cone eliptico de eixo—OY.
Seja, agora,

Q' :Ax? +By?* =Sz
uma quadrica nao-céntrica na forma canénica de eixo—0OZ.
Logo (0,0,0) € Q' e

HoQinfey: { N HBYSS

z=1

Existe, assim, A # 0 tal que A = —2, B=AeS=A\

Supondo A = 1, obtemos que \

2
Q’:—%%—yz:z

€ um paraboldide eliptico de eixo—OZ.

(b) Um ponto (x,y,z) pertence a @ N Q' se, e sO se,

_Lz+y2:Z2 _Lz+ Z_Zz
4 = § YT
_L+y2:Z ZZZZ
4
x2 x2
_7_1_ 2222 _7_'_ ZZZZ
= g Y ou g Y
z=0 z =1
Ou seja, 9N Q' =y U B, onde
Yy="H: 4 e B: . i ,
o ig. 61: Intersegdo QN Q' =HU P
Z:] Z—O

(c) O esbogo de Q e Q' sdo mostrados na figura 61 ao lado.

Observacao 3
Uma quadrica dada por uma equacao do segundo grau sem termo misto,
Ax? +By?+ Cz2+ Gx +Hy + 1z + ] =0,

pode, por meio de uma translagao dos eixos coordenados, ser reduzida a sua forma canénica
quando:

e pelo menos dois dos coeficientes A, B e C sao ndo-nulos;
eA#0,B=C=0,H=00ul=0;
eB#£0,A=C=0,G=00ul=0;
eC#0,A=B=0,G=00uH=0.

Mas, quando
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eA#£0,B=C=0,H#0el£0;
eB#£0,A=C=0,G#£0el0;
eC£0,A=B=0,G#£0eH=£0,

devemos fazer primeiro uma rotagéo e depois uma translagdo dos eixos coordenados para redu-
zir a quadrica a sua forma canbnica. Nestes casos, a quadrica € sempre um cilindro parabdlico.

Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 13

Classifique as quadricas transladadas abaixo e parametrize-as.
(@) S:4x?+y?+322 -8 +2y+62=-7;

(b) S:x*—y?—2z>+8x—2y+6z=-5.

Essas quadricas sdo de revolugao? Justifique.

Solucao.
(a) Completando os quadrados, obtemos que:

S:4(x?—2x)+ (Y2 +2y) +3(z° + 22) = —7

= S:Ax—1P+(y+1)+3z+1)P2=-T7+44+1+3=1

C(x—1)? (z—|-1)2_]
1/4 1/3

= +(y+1)2+

Seja O XY Z o sistema de eixos ortogonais noqual O = C = (1, —1,—1) e 0s semi-eixos positivos

OX, OY e OZ tém, respectivamente, a mesma direcdo e o mesmo sentido dos semi-eixos
positivos OX, OY e OZ.

Entédo, como
(x,y,2z) = (x,9,2z) + (1,-1,-1), (9)
temos que:
LZ _|_gz + 72 —
1/4 1/3

Logo a quadrica € um elipséide de centro C = (1,—1,—1) com a = % b=1lec= \f
Esse elipsdide ndo é de revolugao, pois a #b,a#ceb #c.
Sendo

X(s,t) = % coss cost

S:<{y(s,t) =coss sent , s,teR,
1
z(s,t) = — sens
(s,t) 7
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uma parametrizacao do elipsbide nas coordenadas X, y e z, obtemos, por (9), que:

1
x(s,t) = = coss cost + 1

2
S:<y(s,t) =coss sent—1 , s,teR,
z(s t)—L sens — 1
’ V3

€ uma parametrizacao do elipséide nas coordenadas x, y € z.

(b) Completando os quadrados, temos que:
S:(x*+8) — (y?+2y) — (2> —62) =5
= S:(x+4)?-(y+1)2—-(z-32=-5+16—-1-9=1.

Seja O XY Z uma translacéo do sistema de eixos OXYZ no qual O = C = (—4,—1,3).

Como
(X,y,Z) - (%,Q,Z) + (_4)_1>3) y
obtemos que
S:x*—yr—z"=1
€ a equacao da quadrica nas coordenadas x, vy, z.

Logo S é um hiperboldide de duas folhas de eixo
r={(—4,-1,3)+t(1,0,0)| t e R}

paralelo ao eixo—OXcoma=b=c=1.

Como b = ¢, S é uma superficie de revolugao obtida girando a hipérbole
~y’ =1 (x+42—(y+1?=1

Y ou v
z=20 z=23

em torno do eixo—O X = .
Assim, sendo

(s,t) = coshs

x|

w
|

(s,t) =senhscost , s,telR,
z(s,t) =senhs sent
uma parametrizagdo de S nas coordenadas X, y e z, obtemos, por (10), que
x(s,t) = - coshs —4
S:{y(s,t) =senhscost—1 , s,teR,

z(s,t) =senhs sent+3

€ uma parametrizagao de S nas coordenadas x, y, z.

(10)
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Exemplo 14
Reduza a quadrica
Q:2x*+4x+3y—52—1=0
a sua forma candnica e classifique-a.
Solucao.
Neste exemplo, A =2#40,B=C=0,H#0el#0.
Temos:
Q:2(x*+2x) = -3y +5z+1
& Q:2(x+1)2=-3y+5z+1+2=-3x+5z+3
— Q: (x—|—1)2:%(—3y+52)—|—;

Seja O XY Z o sistema de eixos ortogonais no qual os semi-eixos positivos O X, OY e O Z tem,
respectivamente, 0 mesmo sentido e a mesma diregéo dos vetores:

— — 5 3 — -3 5
Vi = ]>O>O» V2 = O>7>7a € V3 = Y 3 a0 /34 .
r=010,0), v ( mm) ’ ( \/371\/?4)
Como
5 3 3 5
y Iy :_1»O>O +y 0)7>7> z O)_7>7a
by, 2) =X ) y( 34 34)+Z< 34 34)
ou seja,
X=X
Y= 34 Y
1
= (3y+5
| Z 34(y+ z)

obtemos que

2 V34
= V34_ 3 V33

€ a equacao cartesiana da quadrica nas coordenadas x, J € Z.

Para reduzi-la a forma can6nica tomamos o sistema de eixos 5??2 noqual O = <—1 ,0, —3>

V34

e 0S semi-eixos positivos OX,0Ye OZtem a mesma direcdo e 0 mesmo sentido, respectiva-
mente, dos semi-eixos positivos OX, OY e O Z.

w

Como (x,1,z) = (X,1,z) + (—1 ,0, —) , obtemos que a forma candnica de Q é dada por:

V34
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que representa um cilindro parabélico de eixo—0Y = {(0,1,0)t| t e R}.

Nas coordenadas x, y € z, a reta

r = {—(1,0,0)+t<0,

3
V34
9 15 5 3
_ {(—1,34,—34)—}—’((0,\/3»4, 34)'tER}.

é 0 eixo da quadrica Q.

Exemplo 15

Determine a quadrica @ na forma candnica transladada que passa pelos pontos Py = (O, %, O),

1 . - L . .
Qo = <§, 0, O) e possui como secgdo plana a parabola -y contida no plano x = 1, com vértice no

pontoV = <1,%,0> e foco no ponto F = <1,—%,0>.

Solucao.
Como FV = (0,2,0) é paralelo ao eixo—OY, p = |[FV || = 2 e F estd & esquerda de V, temos

que:
- {ZZS(yD =8y +4

A quadrica transladada Q tem de ser ndo-céntrica de eixo paralelo ao eixo—QY,
Q: A(x —x0)*+ C(z — 20)* = S(y — yo)

pois a parabola y € uma secéo plana de Q.

Sendo

A1 —x0)?+ C(z—2z0)* = S(y —yo) Cz? —2Czoz + Cz3 = Sy — Syo — A(1 —x0)?
v 1 — 1

X = X =

existe A # 0 tal que C = A, —2Czo =0, S = =8\, —Syo — A(1 —x¢0)? — Cz3 = 4A.

Assim, zo=0e
Q:A(x —x0)2 +Az%2 = —8A(y —yo) .

Supondo, sem perda de generalidade, que A = 1, obtemos que:

8yo— A1 —x0)* =4, (11)

Q:A(x—x0)* 42" =—8(y — o). (12)
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Além disso, como Py = (O, %,0) € Q, temos, por (12), que:

1
Ax§ = —8 (E—y()) =—448yo. (13)

Logo, por (11) e por (13), obtemos:
Ax3=A(1—-%0)? & A=0 ou A#0 e x3=(1—-x0)2=x5—2x0+1
& A=0 ou A#0 e xoz1

le
Q:ZZ:—8<y—]>,

uma contradicao, pois Qo = (;,0,0) ¢ Q.

Se A =0, temos, por (13), que yo =

Se A #£0exy= =, entdo, por (13),

N —

= —4+8yo = A =4(8yo—4).

IS

Ou seja, neste caso,

1 2
5) +2 =8y —vo).

Q:4(8yo—4) (x -
. 1
Finalmente, como Q, = (E’O’O) € Q, vemos que

L RN
4(8yo—4) (5 —5) +0%=—8(0—yo) &= yo=0.

Portanto, a quadrica
. 1 z 2 __
Q.—]G(x—z) +z-=—8y

€ um paraboléide hiperbdlico de eixo paralelo ao eixo—OY.

Exemplo 16
Seja S o conjunto dos pontos de R? equiidistantes do ponto A = (0,2,0) e da esfera Sy : x> +y* +

z? = 1. Classifique e parametrize a superficie encontrada.

Solucao.
A esfera S, tem centro na origem O = (0,0,0) e raio igual a 1.

Entdao P = (x,y,z) € S se, e sO se,
d(P,A) =d(P,So) =[1 —d(O,P)| = 2+ (y—272+22=1—x?+y?+27
= P+ Y-224+22=1-2/x2+y2+2+x2+y?+72?

= =27 =1-2x+y*+2 4y’
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= yr-dy+4=1-2/x2+y?+22+y*
& —Ay+4+3=-2x2+y?+22
— 4y —-3=2x2+y>+2%.

3
Logoy>1e

S:16y2 —24y +9=4x> +dy? +4z22 & S:4x? —12y> +422+ 24y =9
= Sia4x?—12(y—1)24+422=9-12=-3
— s:—§x2+4(y—1)2—gzzz1.

Como 12(y — 1)? = 4x? + 4z* + 3, temos que (x,y, z) satisfaz a equagao se, e so se,

1 1 3 1
— 172> - — > > — < —.
y—1'27=h-llz5y=50uy=<;

, . 3
Além disso, sendo y > 7 temos que:

S:{(x,y,z) € R3| —gx2+4(y—1)2—§z2:1 e yzg},

ou seja, S € um dos ramos do hiperbolbide de duas folhas de revolucao de eixo r = {(0,1,0) +
t(0,1,0)} = eixo— OY:

._i‘Z o 2_112_
Q: - 4y —1)2—322=1.

Comoa:c:\f,b:;eyZi,
x(s,t) = \f senhs cost
S: y(s,t):%cosherl , s,teR,
z(s,t) = \f senhs sent

€ uma parametrizagdo da superficie de revolucao S de eixo—QY que possui o ramo da hipérbole

4
4y—1)2—-22=1
y: 3 , Y=
x=0

N W

)

como uma de suas geratrizes.

Se uma equacéao do segundo grau possuir apenas um termo misto (xy, xz ou yz), podemos
reduzi-la a sua forma candnica fazendo uma rotacao dos eixos coordenados (OX e OY, OX
e 0Z, OY e OZ, respectivamente) de modo analogo ao que fariamos para uma equacao de
segundo grau em duas variaveis (x e y, x € z, y € z, respectivamente).

Veja o exemplo abaixo.
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Exemplo 17
Considere a quadrica
Qx4 9y2 4+ 1022 + 6xy — 12¢/10x + 4/10y = 0.
(a) Reduza Q a sua forma canénica e classifique-a.
(b) A quadrica é de revolugdo? Justifique.
(c) Determine o eixo da quadrica e parametrize-a.

(d) Mostre que a intersecdo de Q com o plano 7 : x + 3y = +/10 é uma parabola cujo vértice é o

7 1
ontoV=|——,——,0]).
P (4\/10 4410 )

Solucao.
Para reduzir a expressao de segundo grau nas variaveis x € v,

x2 + 9y2 + 6xy — 12/10x + 410y,

a sua forma canénica, devemos girar os eixos OX e OY de um angulo 6, 0 € (O, 72—T> tal que

t929—76 -3 & C0s20 = ! N __4

V10
1 —cos 20 1+4/5 3
2 2 V10

Seja O XY Z o sistema de eixos ortogonais no qual os semi-eixos positivos OX, OY e O Z tém
a mesma direcao e 0 mesmo sentido, respectivamente, dos vetores unitarios:

— 1 3

= (cos0O,sen0,0)=(—,—,0];
v = ()
. 3001

= (—seno,c0s80,0)=—=,—,0);
V2 ( ) ( V10’ V10 )

vy = (0,0,1).

Entao, sendo
(x,,2) =Xv2 +Tv2 +Zvs

temos que:
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Nas coordenadas X, U, z, a equacao da quadrica é dada por:
AX?*+Cy?+10z2+Dx+Ey=0,

onde
A0\ 11 3\[13\(1 =3\ 1(10 30)\[1 -3
o ¢/ 10\=31)J\39/\3 1) 10lo o0/\3 1
1 (100 0\ (10 0
— 10l o o/ \o o
o D\ 1 (1 3\(-12y/10\ (0O
£/ vio\-3 1)\ avi0o |  \40/"
Assim,

Q:10x* + 1022+ 40y = 0 &= Q :X* +z* = 47,
é um paraboldide circular de eixo—O0Y.

(b) Como as sec¢des planas Q@ N{y = k} sao circulos, para k < 0, a quadrica é uma superficie de
revolugéo de eixo—O'Y, sendo a parabola

uma de suas geratrizes.

(c) Assim, por (14),

3 1
= (——, L0l t|teRr
! {< Vio’ Vio ) ' }
€ 0 eixo de revolucdo de Q e
(
X(s.t) = (%(s.t)—3P(s,t)) = —— (s cost+3sz)
) - m ) y ) _m 4
S: I e o _ 1 s , s,teR,
y(s,t) = m(3x(s,t)—|—y(s,t)—m(33 cost 4)
z(s,t) = zZ(s,t) =ssent

\

€ uma parametrizacao de S nas coordenadas x, y € z, pois

X(s,t) =s cost
SZ
U(S’t):_z , s,teR,

Z(s,t) = s sent

wn

é uma parametrizagéo da quédrica no sistema O XY Z.
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(d) O plano 7 : x + 3y = /10 nas coordenadas X, 1, z é dado por

T \/1%(77—313—%9%4—31]) — V10 = m:x=1.
Portanto,
1
2= 4G 1=-4 (—+7>
oN{x=1}: Y v
x=1
é uma parabola de vértice V = (1 , —%, 0) que nas coordenadas x, y, z, € 0 ponto

(0D w0 D) e v (G e

)

K. Frensel - J. Delgado
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