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Aula 11

Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Para descrever de modo mais simples algumas curvas e regiées no plano, introduzimos,
anteriormente, as coordenadas polares. No espaco, existem dois sistemas de coordenadas que
nos fornecem uma maneira mais conveniente de descrever algumas superficies e solidos.

Seja P = (x,y,z) um ponto do espaco, onde x, y, z S&0 suas coordenadas em relacdo a um
sistema de eixos ortogonais OXYZ.

Seja P/ = (x,y,0) a projecao ortogonal do ponto P sobre o plano XY e sejam p e 0 as
coordenadas polares de (x,y).

Zh

Fig. 1: Ponto P representado pelas coordenadas cilindricas (p, 6, z)

Dizemos entdo que (p, 0, z) sdo as coordenadas cilindricas do ponto P.

Sabemos que

p = £+

X
X = pcoso . cos® = i\/m
Y
y = psenod send = +——
VX% +y?

—
tgo =




Geometria Analitica Il - Aula 11 296

Nas coordenadas cilindricas, o cilindro circular de eixo—0OZ,
S:x?+y?=a?,

€ dado por:

ouseja, S ={(a,0,z| 0,z R}.

A simplicidade da equacao do cilindro, p = a, justifica 0 nome “coordenadas cilindricas”.

Considere agora r = d(O, P), ¢ o angulo que o vetor OP faz com o semi-eixo positivo OZ,

—
¢ € 10,7, e 6 0 angulo que o vetor OP’ faz como o semi-eixo positivo—OX.
VA

Fig. 2: Ponto P representado pelas coordenadas esféricas (0, ¢, 1)

Dizemos que (1,0, ¢ ) s&o as coordenadas esféricas do ponto P.

Comor =d(0O,P), temos:
Z =17 COS @ e p=d(O,P)=rseng.
Logo,
X =pCOSO =r1seng coso e y=psend =rseny senod.

Ou seja, se (1,0, @) sdo as coordenadas esféricas do ponto P, entdo as suas coordenadas
cartesianas (x,y, z) sdo dadas por:

X = T Seny coso
Yy = rsene senod
Z = TCOSQ

Observacao 1
eSer<0,(r0, @) corresponde ao ponto (—r,t+0,7T— @), que é o simétrico de (—r,0, @) com
respeito a origem.

e Comop=rsenee ¢ < [0,2n], p e rtém sempre 0 mesmo sinal.
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Fig. 3: Ponto P de coordenadas (1,0, @), r <0

Sendo 2 = x? +y? + z2 e x2 +y? = r? sen? ¢ = p?, obtemos que:

T = X2+ y2+2z2 ,

/x2 142 .
sengp = P_ VXY ) cos¢@ = %:i—,
T /X2+y2+22 T /X2+y2+22
X X Y
cosf = e seng = +— .
N VX2

A esfera S : x? +y? + z2 = a? de centro na origem e raio a é dada em coordenadas esféricas
da seguinte maneira:
A
S:(rseng cos0)?+ (rsen send)? + (r2cos? ¢) = a? » l
& S:r?sen’@ +r%cos’ @ = a?
& S:v?’=qa?
& ' S:r=a

Ou segja,
S={(a,6,90)[0€R e ¢el0,n]}.

Esta maneira simples, r = a, de representar
uma esfera centrada na origem é a razao para
0 nome coordenadas esféricas.

Fig. 4: EsferaS:r=a

Exemplo 1
Determine as coordenadas cilindricas e esféricas dos pontos abaixo dados em coordenadas
cartesianas.
(@) P=(1,1,1).
Solucao.
1 V2 1 V2
Temos p=+v2,c080=+—=4+"-"esenf0=+— =+-"—.
P=+v2 ViTEs Vit
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Assim
p:(\/z,gunkn) ou P:(—ﬁ,n+§+zm<,1>, KeZ,

€ o0 ponto P em coordenadas cilindricas.

|

Sendo r = +v3 e p = £v/2, temos sen ¢ = . :g’ CoS @ =

1
senez%:i—.

V2
Logo,

P:(\/§,§+2nk,cpo) ou P:<—\/§,7T+§+27ﬂ<,71—(p0>, keZ,

€ o ponto P em coordenadas esféricas, onde cos @y = }3 e senq@y= g @o € (0,7).
(b) P=1(0,1,2).
Solucao.

Temos p = +1,cos0 =0esend = £1.
Logo,
P=(1,0+2k2) ou P= (—1,377[+2k7t,2>, ke,
€ o ponto dado em coordenadas cilindricas.
Por outro lado, sendo r = +v/5 e p = +1, temos sen¢ = .= e Cose = - = +

cosezg:OesenezgziL

Entao,

P= (V5,7 +21k go) ou Pz(—\/g,?%ﬁ—i—Zﬂk,ﬂ—(po), KeZ,

. - 2
€ o ponto dado em coordenadas esféricas, onde cos ¢y = 7 e sen gy = \}5 ©o € (0,7).

Exemplo 2

Determine as coordenadas cartesianas e esféricas dos pontos abaixo dados em coordenadas
cilindricas.

(@) P=1(1,0,2).

Solucao.
Comop=1,0=0ez =2, temos que x = pcosd =1,y = psend = 0e z = 2 sd0 as
coordenadas cartesianas de P.

Assim, como r = £/5, p = +1, sen¢ = g —

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



299 Geometria Analitica Il - Aula 11

senezgzo,temosque:
P = (+5,21k, o) ou P = (=514 2k, t— o), keEZ,

. . 2 1
é o ponto dado em coordenadas esféricas, onde cos o= — € sen@,=—, 9o € (0,7).

V5 V5
s
(b) P = (2,1,3>.
Solucao.
Sendo p = 2, O_Zez_3temosquex_pcose_ZX— V2,y=opsen6=+v2ez=3
sdo as coordenadas cartesianas de P.
Assim,comor=+v2+2+9=+v13 e p =12, obtemos que:
p 2 z 3 X V2 Y V2
senpg=-=—, cosp=-"=4+—, cosO="=+"- e sen0=2=4"".
=T TS o 2 p 2

Ou segja,

P:<\/ﬁ,2+2nk,(po> ou Pz(—\/ﬁ,%ﬂjLan,ﬂ—(Po), keZ,

. - 2
€ 0 ponto dado em coordenadas esféricas, onde cos ¢, = 3 e sen @y = ikd ©o € (0,7).

V13 13

Exemplo 3
Determine as coordenadas cartesianas e as coordenadas cilindricas dos pontos abaixo dados
em coordenadas esféricas.

(a)P:(m T,i‘).

"4’ 3
Solucao.
Sendo r = V10, 6 = g e ¢ = g temos que x = rsene cos® = 10 \2[\2[ = \/f
Yy =rsene send = \/10‘2@ \f = \/ZTS €z=TCOSQ = \/ZTO sdo as coordenadas cartesia-
nas de P.
Assim, como p = +y/x2+y2 ==+ 34—0 = i\/jo, obtemos que

é 0 ponto em coordenadas cilindricas.

wr=(27.3)

Solucao.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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2
Comorzz,e:gecp:%[,temosquex:rsencp 0039:2\2[? :76, y=rseng send =
2 2 2 ~ .
2\2[; = \2[ Z=TCO0S @ :2\2[ — /2 sdo as coordenadas cartesianas de P.

Logo, como p = ++/x? +y? = i\/f — 4+/2, obtemos que
P=(v2, T+2mk,v2) ou P=(-vZ, Tk, v2), kez,

é 0 ponto em coordenadas cilindricas.

Exemplo 4

Determine a equagcdo em coordenadas cartesianas e em coordenadas esféricas das superficies
abaixo dadas em coordenadas cilindricas.

(@)S:p=2acosH,a>0.

Solucao.
Sendo p = +£/x2+y2ecosd = j:#, temos que
Vx2 +y?
/X2ty =2a—2 e 2ty =2ax &= (x — a)? +y? = a?
Y IYoeep: Y Y

€ a equacao cartesiana de S.

Portanto, S € um cilindro circular de eixo r ={(a,0,0) +t(0,0,1)| t € R} paralelo ao eixo—0OZ.
Z

Fig. 5: Superficie S: p =2a
A equacéo de S em coordenadas esféricas é dada por:
S:(rseng cos0)?+ (rsen¢ senB)? = 2ar sen ¢ cos o
& S:r?sen’¢@ =2ar sen¢ coso
& S:rsen@ =2aco0s0o. =
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(b) S:z=pl.
Solucao. %
Como |p| = /x2 +y2, temos que

S:z= \/WyZ

€ a equacao cartesiana de S. 3 :
Logo S é a parte do cone circular '
22 =x2+1y2
situada no semi-espago z > 0. v
A equacao de S em coordenadas esféricas X
é: Fig. 6: Superficie S : z = |p|

S:rtcose =+/r2sen?¢ cos20 + r2 sen? ¢ sen2 o

& S:rcosp=rsenp, rv>0

— S:ziz((g:tg(p:L r>0
— S:(pz%, rEO.D
(c)S:z=np.
Solucao.

Como p = 4+/x% + y2, temos que
S:z=4/x2+y2 = S:22 =x>+y?,
€ a equacdao cartesiana de S, que representa um cone circular de eixo—0OZ.

Z

S

Fig. 7: Superficie S:z=p

Pelo feito no item (b), S : @ = —- € a equacéo da superficie em coordenadas esféricas.

&1 A
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(d)S:z=p?
Solucao.
Como p? = x% +y?,
S:z=x?+1y?

€ a equacao cartesiana de S, que representa um paraboldide circular de eixo—OZ.

&

Fig. 8: Superficie S : z = p?

Assim,

CcOoSs
S:rcosp =12sen?p S:rzs ®

é a equacédo da superficie em coordenadas esféricas.

(e)S:pcosO+psenf+z=1.

Solucao.
Como x = p cos O, y = p sen 0, temos que:
Six+y+z=1

€ um plano. -
S
1
/ \
X Y
Fig. 9: Superficie S: pcos 0 + psen0 +z =1
Ent&o,

S:rsen@ cosO+rsene send+rcose =1

€ a equagdo de S em coordenadas esféricas.
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()S:p?+2z2=a? a>0.
Solucao.
Sendo p? = x? + y?, temos que
S:x*+y*+zt=a’
€ a equacao cartesiana de S, a esfera de centro na origem e raio a.

Como ja vimos anteriormente, S : p = a € a equagéo da esfera em coordenadas esféricas.

(0)S:z=p>+2pcosO—2psend +2.

Solucao. =
Sendo pcos® =x, psenf =y e 1 |:'"
p? = x% + y?, obtemos que: S

Siz=x*+y*+2x—2y+2
& S:iz=(x+1)2+(y—1)?

€ a equacao cartesiana de S, um
paraboloide circular de eixo !

r={(-1,1,00+(0,0,t)[ t e R} X R

A equacédo de S em coordenadas
esféricas é dada por: Fig. 10: Superficie S : z = p? +2p cos © —2p sen 8 + 2

S:rcosq =12 sen2<p+21~sen(p(cose—sen9)+2.D

Exemplo 5
Faca um esbogo e dé uma parametrizacdo em coordenadas cartesianas das superficies dadas,

em coordenadas cilindricas, pelas equacées abaixo.
Y

(a)S:p=¢e® \
Solucao.

Comox =p cosO =e®cosfey=psend=ce®send,
temos que: 1

~— N

x(0,z) = e® cos 0 K
S:{ y(0,z)=e%send, 0,z€R Ca)—}
z2(0,z) =z \

€ uma parametrizacdo de S, um cilindro de geratrizes
paralelas ao vetor v =(0,0,1) que possui a espiral

-

\\\ ///

¢

x(0) = e® cos 0
vY:4 y@) =esend, 0€eR
z(0) =0 Fig. 11: Diretriz y da superficie S

como uma de suas diretrizes.
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Fig. 12: Superficie S : p = &° ]

(b)S:z=06.
Solucao.
Sendo z = 6, temos que
x(0,p) = pcoso
S:qy(0,p)=psend , pcR, 0cR,
z(6,p) =6

€ uma parametrizacao de S, helicdide gerado pelas retas paralelas ao plano XY que intersectam
0 eixo—0Z e a hélice

x(0) = cos 0
Y:{y(@)=send , OcR.
z(0) =0

Fig. 13: Helicoide S: z=0e hélice y [

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Exemplo 6

Determine as equagbes cartesianas e paramétricas das superficies abaixo dadas em coorde-
nadas esféricas e identifique-as.

(@) S:r=senB sengp.

Solucao.
/~2 2
Comor==4+/x2+y2+z% sene = _ VXY eseno = iL, temos que:
Vx2+y2+ 22 VX2 +y?
2 2
StV tyitzi=+ VTV s syt

Vx24+y2 \x2+y2 422

1
= S:x2+(y——)2+22=2l

2

. ~ . 1 . 1
€ a equacao cartesiana da esfera de centro (O, X 0) e raio igual a 7 e

x(0, @) =sen? ¢ send cos O
S:¢y(0,¢)=sen’psenf8send , @c[0,n, 0¢€]l0,2m)

z(0, @) =sen ¢ cos ¢ seno

€ uma parametrizacao de S em coordenadas cartesianas.

Fig. 14: Esfera S : r =sen 0 sen ¢ n

(b)S:r=seng.

Solucao.
/2 2
Sendo r = \/x?2+y2+z?, poist > 0,e sen = x—+y, obtemos que
VX2 +y? + 22
[+ 2 2
S ryla =YXV s syl T2

VX2 +y2+2?

€ a equacao cartesiana da superficie S.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Além disso, como
x(0,p) = sen? ¢ cos 0
S:< y(8,p) =sen*@send, @ecl0,n, O06€R
z(0,p) =sen @ cos @
€ uma parametrizacdo de S em coordenadas cartesianas, vemos que S é uma superficie de
revolugéo de eixo—0Z, sendo a curva
i x(@) =0
y:Sﬂ{Gzz}: ylp) =sen?o , @ €l0,m]
z(@) = sen ¢ cos ¢
uma de suas geratrizes.
Mas,
—yl(e) = sen*@ +sen? o cos? @ —sen?
= sen?o (sen’¢ 4 cos? @) —sen’ g =0.

y(e)? +z(e)

Ou seja, a curvay é o circulo

2 2

Yy +z2—y=0 (
Y — Vv

x=0 X

Fig. 15: Superficie S : r =sen ¢ e sua geratriz y ]

Observacao 2
Seja S uma superficie dada pela equacao f(p,z) = 0 em coordenadas cilindricas.
Como a equacao independe da variavel 0, intersectando a superficie S com os semi-planos

0 =const. obtemos sempre a mesma curva. Assim, S & uma superficie de revolugéo obtida
girando a curva

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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>
x =0 » ¥20

{ f(y,Z) =0

em torno do eixo—OZ, pois p = v/x2 + y2.

De modo analogo, se S é uma superficie dada pela equagéo f(r, @) = 0 em coordenadas esfeé-
ricas, entdo S é uma superficie de revolucao de eixo—0Z, sendo a curva

f (\/yz+z2,arcsen y) =0 ys0

Vy2 +z2 )
x=0
/~2 2
uma de suas geratrizes, pois v = \/x2 +y?+zZeseng = VXY
VX2 +y2+z2

Para fixar as idéias, reveja os exemplos 4, 5 e 6.
Exemplo 7
Use sistemas de inequacgées:

Z1(X)y) §Z§ZZ(X)U) Z](p)e) SZSZZ(F)»G) T](e,([)) SrSTZ(e»(p)

yi1(x) <y <yalx) ; P1(0) < p < p2(6) ; ©1(0) < @ < 2(0)

x1 <x <X 0:<06<60; 0:<06<0;

para descrever, em coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas, respectivamente, os soli-
dos delimitados pelas superficies abaixo.

(@) S1:z=x>+y% S,:x*+y?=1eS3:z2=0.

Solucao.

A superficie S; € um paraboldide circular de eixo—OZ e S, é um cilindro circular de eixo—0Z,
cuja intersecao

x2+y?=1

2 =x2+y?
z=1

x?+y?=1 = {
€ o circulo de centro (0,0, 1) e raio igual a 1, contido no plano z = 1.

Assim, o esboco do sélido R delimitado pelas superficies Sq, S, e S3 é:
Z

/4
..______'_L -
( R !-
“‘.___‘_‘-‘--‘
S %
X .

Fig. 16: Regido R delimitada pelas superficies S1, S, e S3
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Sendo o disco D de centro na origem e raio igual a 1 a projecéo do sélido sobre o plano XY,

Y
temos que
D. —V1—x2<y<v1—x2
o1 <x<1
ou
0<p<1
D: =P=
0<0<2m

Logo, o solido R € dado por:
0< z <x*+y?
R:q —V1—x2< y <V1—-%x2,

1< x <1

Fig. 17: Disco D: projegao da regido R sobre o plano XY

Y
< 0 <2n

em coordenadas cartesianas;

IN
N
INIA
- O
N

&
o o o
IA

em coordenadas cilindricas;

Cos @ 1
<
senZ¢ — ~ sen¢

Tt
©
0

ﬂ
AN

IN
IN

o +&13a
IA

2
27

IN

\

em coordenadas esféricas, pois S; :z = p?, S,: p =1 e S3:z = 0 sdo equagdes das superficies
em coordenadas cilindricas, e

cos ¢

Si: rcos @ = r’sen? Siir=—2F

1 T @ T (p<:> 1:7 Senz(p)
1

S, r?sen?p =1 S,:ir= .

2 T () — 2:T Sen(P)

S3: rCOS(pZO(:)Sai(Pzg}

sé@o as equagles das superficies em coordenadas esféricas.

(b)S1:z:x2+yzeSZ:z:1.

Solucao.
A superficie S; € um paraboldide circular de eixo—OZ, cuja interse¢do com o planoz =1¢é o
circulo
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x2+y?=1
z=1 '

O esbogo do sélido R delimitado por S; e S, € dado por:

Z
S
[ Z 1¢
A\ |
R
A
<€s;
X
Fig. 18: Regido R delimitada pelas superficies S1 e Sz
Y
. x*+y? <1 . ,
sendo o disco D : a projecao do sé-
z=0

lido sobre o plano XY.
Assim, o sélido R é dado por:

x*+y?< z <1
R : —\/1—X2§ Y S\/1—X2>

1< x <1

em coordenadas cartesianas;

p?< z <1
R : 0< 0 <1 , Fig. 19: Disco D: projegao da regido R sobre o plano XY

0< 0 <2m

em coordenadas cilindricas;

0< r <seco 0< r <cotge cosseco
s T Tt

< < — — < < =

0< 0 <2nm 0< 0 <2nm

em coordenadas esféricas, pois S; : z = p? e S, : z = 1 sdo as equagdes das superficies em
coordenadas cilindricas, e
Si:rcos@ =r’sen’ @ & S;:1 =cotg e cossec ¢

S,:rcosp =1 & S,:r=s8eco

séo as equagles das superficies em coordenadas esféricas.
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(€)S1:z=+/1—x2—y? e Sy:z=+/x2+y?2.
Solucao.

A superficie S; é a parte da esfera x*> + y2 + z?> = 1 contida no semi-plano z > 0 e S, é a parte
do cone circular z* = x? 4+ y?2 contida no semi-plano z > 0.

Como
yosins ET VIV JEE VY
— 21 2. .
z=/x2+y? z=+1-22
z=+/x*+y?
= Y Y
222 =1
xz—i-yz—z
— Y 1
V2
€ o circulo, no plano z = 1 de centro { 0,0 1 e raio 1 temos que:
L] _\/z! b )\/z \/z! .
Z
|
R
E\_’ l/ﬁ 1/\/5 >
w/4
Yy
\6‘ o
—_— J
)?"/1 T_'_'__""‘}Ff

Fig. 20: Regido R delimitada pelas superficies S; e S,

€ 0 esboc¢o do sdélido R delimitado pelas superficies
S;eS;., eodisco

x*+y? <
z=20

N —

D:

€ a projecao de R sobre o plano XY.

Logo, o solido R € dado por:

Fig. 21: Disco D: projegao da regiao R sobre o plano XY

em coordenadas cartesianas;
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em coordenadas cilindricas;

IA
&1 3

0< 0 7T

IN
N

em coordenadas esféricas, pois S1:z=+/1—p?e S, :z = |p| sdo as equagdes das superficies
em coordenadas cilindricas, e

Si:rcos@ =+v1—r2senlp & S;:vr=1, ¢@c¢ [0,;]

S,:1COsS@ =rSengp — Szi@zg, r>0,

séo as superficies em coordenadas esféricas.

(d)S1:z=y4—-x2—y2 e Sy:z=-x*—y*+4.

Solucao.

A superficie S; é a parte da esfera x* + y% + z?> = 4, de centro na origem e raio igual a 2 contida
no semi-plano z > 0 e a superficie S, : x* +y? = —(z—4) € um paraboldide circular de eixo—0Z
e vértice (0,0,4), com concavidade voltada para baixo.

A intersecao das superficies é

z=+/4—x2—y2 X2 +y?=4—z2
S1NS;,: & S$1NS,: — S1NS2=v0Uvr,

z=-—x*—y*+4 z=\/4—(4—2) =z

onde

€ o circulo, contido no plano z = 0, de centro na origem e raio igual a 2, e
x*+y?=3

z=1

é o circulo, contido no plano z = 1, de centro (0,0, 1) e raio igual a v/3.
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Assim, o esbogo do sélido R delimitado pelas superficies S; e S, € dado por:

Z
4

B

Y

Fig. 22: Regi&o R delimitada pelas superficies S; e S; (g @0 = V3 & @ = 3)
sendo o disco
X +y?<3
z=0

D:

a projecao da parte do sélido, situada no semi-plano z > 1, sobre o plano XY, € o anel
3<x?+y?<4
z=0

A:

a projecao da parte do sélido, situada na faixa 0 < z < 1, sobre o plano XY.

Fig. 23: Disco D: projegao da regiao R N {z > 1} sobre o plano XY Fig. 24: Anel A: projegéo da regido R N {0 < z < 1} sobre o plano XY
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Portanto, o sélido R pode ser dado nas seguintes formas:

4—x2—y?< z <\ /4—x2—y? 4—x>—y?< z <\ /4—x2—y?
R: —V4—x?< y <V4-—x? U —V4—x?< y <V4—x?
—2< x <-V3 V3< x <2

4—x*—y?< z <\4—x2—y? 4—x?—y?< z <\A—x2—y?
U —V4—x?< y < —v3—x%? U V3i—x?2< y <v4-—x? )
—V3< x V3 —V3< x <V3

em coordenadas cartesianas;

4—p2< z <42 4—p2< z <4-p?
R: V3< p <2 u 0< p <V3
0< 0 <2rn 0< 0 <2n
em coordenadas cilindricas;
( T+ 15senZ¢
2< ¢ < COSetviti>sente —cos @ +VT+T5sen’e _ -
a _7[ 2sen’ ¢ 2sen g T ' -
R: < < — U <« < = ’
0= @ =3 3= % =3
0< 0 <2n 0< 08 <2m

\
em coordenadas esféricas, pois S; : z = /4—p2e S, : z = 4 — p? sdo as equagbes das

superficies em coordenadas cilindricas, e S;:r =2, ¢ € [O, g} e
S,: rcose =4—r?sen’o

& S,: r?sen*@+rcosp—4=0

_ —cos ¢+ VcosZe + 16sen? g

& S, =
2: T 2sen? @
—Cos v 1+ 15sen?
#}Szl T = (P+ + @
2sen g

sé@o as equagles das superficies em coordenadas esféricas.
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(€)S1:z=x*+2y?eS,:z=1.

Solucao.
A superficie S; é um paraboldide eliptico de eixo—0OZ, e sua intersecdo com o plano z =1,
x>+ 2y? =1
Y=51NS,: Y ,
z=1

€ uma elipse de centro (0,0,1).

Assim, o esboco do sélido R delimitado pelas superficies S; e S; é:
VA

Fig. 25: So¢lido R delimitado pelas superficies S; e S,

e sua projecao D sobre o plano XY é a regiao:

x?+2y? < 1
z=20

limitada pela elipse 1/v2

-1 1
— e
A elipse x? + 2y? = 1 em coordenadas polares é X

dada por:

1 >

e — y = 17”‘-2
V1 +sen?0 B 2
_1/\/5

p2+ pZsen?f =1 p(0) =

e o angulo ¢ que o vetor OP faz com o semi-eixo

positivo OZ, onde P pertence a elipse vy, é tal que:
p(6) 1

t 0) = = o

g (91( ) 1 Tt senZo Fig. 26: Regido plana D

Logo o sélido R pode ser descrito nas seguintes maneiras:
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x> +2y?< z <1
2 2
R: . 1 X S y é ] X ,

2 2

1< x <1
\
em coordenadas cartesianas;

p’(1+sen?0) < z <1

1

R 0< <
=P = Vv1+sen?0

em coordenadas cilindricas;
< cotg ¢ cossec ¢

<
0< 1 <seco Os T 1+sen?o
R:$0< @ <oi(0) UQ @i(0)< o Sg )
0< 0 <2m 0< 0 <2m

em coordenadas esféricas, pois S;: z = p?(1 +sen?0) e S, : z = 1 sédo as superficies dadas em
coordenadas cilindricas, e

) 5 5 5 CoS @ 1
. — n 04 2sen<0) & T = :
S1:1Ccos @ =r-sen” @(cos 0+ 2sen“ o) Siir senZ¢ 1+senZo

Syir— | = sec
2 T cose ?

sé@o as equagles das superficies em coordenadas esféricas.

HS1:iz—T=—/x24+y2eS,:z=—/1—x2—y%
Solucao.
A superficie S; é a parte do cone circular de eixo—OZ e vértice (1,0,0),
(z—1)*=x+y?
situada no semi-espacgo z < 1, e a superficie S, é a parte da esfera
x> +y?+z2=1
situada no semi-espacgo z < 0. A intersecao das superficies é:

z—1=—y/x*+y?

Yy=5nNnS;: S vy=51NS:¢22=1—(1-2)?

z=—y/1—x*—y?
— Y:S1ﬂ52:

um circulo de centro na origem e raio igual a 1 no plano XY.
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Portanto, o esbogo do sélido S delimitado pelas superficies S; e S, é:

Z
1
S Sl /
»
/
X : Iy

Fig. 27: Sélido R delimitado pelas superficies S; e S,

e sua projecao D sobre o plano XY é o disco

D. x*+y? <1 };l
z=0
Assim, o solido R pode ser descrito nas seguintes for- D
mas:
TS 21—V - |
R: VTP <y sVT—% B LA

1< x <1

em coordenadas cartesianas;
—/T—p?< z <1-p —1][
R: 0< p <1 y
0< 0 <2m

Fig. 28: Regido plana D

em coordenadas cilindricas;
1

0< r <— 0< v <1
Cos @ +sen o
Rig0< ¢ <7 U {3< e <,
0< 0 <2n 0< 08 <2m
em coordenadas esféricas, pois S; : z =1 —1p| e S, : z = —y/1 — p? sdo as superficies em
coordenadas cilindricas, e
1 T
Sy =1 n Si:or=————— [0» *] )
1:TCOS @ rsenQ <= o1 T oS¢ 1 Sen (ONS 5

Tt

eS,:r=1,¢¢ [2,717], s&o as superficies em coordenadas esfericas.
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(9)S1:z=x*+vy?eS,:x+y+z=1.

Solucao.
A superficie S; é um paraboléide de eixo—OZ e S, é um plano. A intersecao das superficies é a
curva
x*+yt=z
=5nNS,:
Y 11192 { x+y4+z=1"

cuja projecao sobre o plano XY é o circulo,

C:x*+y?’=1-x—y & C:x¥*+x+y’+y=1

— C:<x+1>2+<y+1)2:1++:

2 2
1 1 . 3
de centro (—2,—5,0) e raio \/;

O esboco do sélido delimitado pelas superficies S; € S; é:

A

Fig. 29: Solido delimitado pelas superficies S; e S,

e sua projecao D sobre o plano XY é o disco:
() )
D: 2 L)
z=0.

. x> +y?=1—-x—y ]
O circulo C : em coordenadas polares é dado por:
z=0

p2=1—p(cosO +send) < p?+p(cosd+send)—1=0

= p(e):% —(cos® +send) ++/(cos 0 +send)+4| .
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Y
X
C
Fig. 30: Disco D
. , x*+y? = .
Seja P um ponto pertencente a curva vy : e sejaP’ = (p(0)cosO,p(6)send,0)
x+y+z=1

. A —— -
a projecao de P sobre o plano XY. Entao o angulo ¢(6) que o vetor OP faz com o semi-eixo OZ
positivo é tal que

0 0

1—p(0)(cos0 +send)’

poisz=1—x—y=1—p(0)(cosO +senob).

Logo o sélido R pode ser dado nas seguintes formas:

;

ﬁ+y2<z<1—x—y

| —f f

em coordenadas cartesianas;
p?< z <1—p(cosO+send)

R:q 0< p <p(0) )

I/\
I/\

0< 0 <2n
Fig. 31: Elementos 6, p(08) e ¢(0) de um ponto da curva y

em coordenadas cilindricas;
1

< <

0= 7 — coS @ +sen@(cosO +send) o< S?Ttg(pCOSSGC(p
R:{0< @ <ol6) U eO)< ¢ <3 ,

0< 0 <2n 0< 0 <2m

em coordenadas esféricas, pois S1:z = p>e S, : z =1 — p(cos 0 + sen0) sdo as superficies
dadas em coordenadas cilindricas, e
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coSs @

S4 :rcos<p:rzsen2<p<:)s1;rzs

S,:rcos@+rseng(cosO+send) =1 S,:r= ]
o ¢ ¢ - 27 7 Cos@ +sen(cose +seno)

s&o as superficies dadas em coordenadas esféricas.

(h)S;1:x2+y2=4,5:2=2V3eS5:2=—2.

Solucao.
A superficie S; € um cilindro circular reto de eixo—0OZ, e o0 esboco do sélido delimitado pelas
superficies é

A
S 2V/3
5]
A
6
N
72\1\ E
> ~——
)?/{ }—/ 2 v
L
; 4
|
S3 -

Fig. 32: Solido R delimitado pelas superficies S1, S e S3
A projecao D do soélido sobre o plano XY é o disco
{ x*+y* <4 Y
D: ,
z=0

Entao, o sélido R pode ser descrito nas seguintes for-
mas:

|
N
N
~ &I
| w

x
N

X C N
VAN VANRVAN
[\

&

|

2~

|
L7
IAIA A

em coordenadas cartesianas;
—2< z <2V/3
R: 0< p <2 —2
0< 0 <2m

o ) Fig. 33: Disco D
em coordenadas cilindricas;

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 11 320

.
0< r ﬁ 0< r 2 0< r <— 2
cos @ sen @ CcoS @
31 3m
R < < T < < SIS < ,
0< o S U ¢S ¢ =+ U ;S ¢ =T
0< 0 <2m 0< 8 <2m 0< 8 <2m
\
L. . 2 2v3 2 ~
em coordenadas esféricas, pois S; : r = , Sy tr = V3 eS3:r=— sao as
sen @ coSs @ cos @

superficies dadas em coordenadas esféricas.

Exemplo 8

Repita o exercicio anterior para as regibées do espaco definidas pelas desigualdades:

(@) R:z>x*+y2

Solucao.
A superficie S : z = x? + y? que delimita a regido R é um paraboldide circular de eixo—0Z

VA

Fig. 34: Regido R delimitada pelo paraboléide circular S
e a regiao consiste de todos os pontos dentro ou sobre o paraboldide circular S.
Assim, a regidao R pode ser dada nas seguintes formas:
2 2
x*+y < z <+oo
R: —oo< Yy < —+oo,
—o0o< X <+

em coordenadas cartesianas;

e}
N
IN

< 400
< 400 ,
< 27

d
o O
IN A
DO T N

em coordenadas cilindricas;
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cotg ¢ cossec ¢

em coordenadas esféricas, pois S : z = p? e S : v = cotg ¢ cossec ¢ é a superficie dada em
coordenadas cilindricas e esféricas, respectivamente.

X2 +y?+22<2
b)R: yorE=
x> +y?>1
Solucao.
A regido R é delimitada pela esfera S; : x> +y? + z? = 2 e pelo cilindro circular de eixo—0Z,
S, :x? +y? = 1. Alintersecéo dessas superficies é:

S]ﬂSzZ — S]ﬂSzI

& SiNS;=viUy,
x2+y?=1 22 =1

onde y; e y_; sao 0s circulos:

x*+y?=1 x*+y?=1
Y1 e Y-1:
z=1 z=—1
O esboco da regido R é
V4
1
Y1
—
1
b3
‘ =\
i | ’}/_1

Fig. 35: Regidao R delimitada pela esfera S; e pelo cilindro S,
e sua projecao A sobre o plano XY é o anel:
1<x*+y?<2
z=0
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Fig. 36: Anel A

1 V2 X

Logo a regido R pode ser descrita nas seguintes formas:

V2o yi< 2z <2 x2_y2
R —V2—x2<

< x <-1

—/2—x*—y?< z <y\2—-x2—y?

—V/2—x2<

N
<«
IN
N
|
=
N
-

(ot
IA
|
W
><I\)
-

\

|
N
|
=
)
A\
<«
N
N
|
=
N

R 1< p <V2 ,
0< 0 <2n
em coordenadas cilindricas;
cosseco < r <2
3n
R : T < 2
1= Y 7 o
0< 0 <27
em coordenadas esféricas, pois
Si1:22=2—p?, S,ip=1

sao as equacoes das superficies em coordenadas cilindricas, e

Si:t=v2, Sy:r=

= COSSEC ¢

sen @

s&o as equagles das superficies em coordenadas esfericas.
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2 2 2

X +y-+z-<1
() R: Y

22 <x*+y?
Solucao.
A regido é delimitada pela esfera S; : x* + y?> + z> = 1 e pelo cone circular de eixo—0Z
S,: z? :x2+y2.
A intersecao das superficies s@o os circulos:

1

X2+y2:Z X2+y2:§
Y1 1 e Y2 1
7z = —— zZ = ——
V2 V2
e 0 esboco da regiao R é:
Z
g =N
— V2 \/5‘ : )
Vi
3
By \
——
— 1
PA L > Y
1
- =
e 2 »

Fig. 37: Regido R delimitada pela esfera S; e pelo cone S,

sendo o disco:
2 2
D:{ x2+y? <1
z=20
Y.
1

Sl

Fig. 38: Disco D

a sua projecao sobre o plano XY.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 11 324

Assim, a regido R pode ser descrita das seguintes maneiras:

—/1=x2—y?< z </1—x>—y? —/1—x>—y?< z <1—x2—y?

R : —V1T—x2< y <V1—x2 U —V1—x2< y <VI—x2
1 1
1< x <—— — < x <1
( 4
—/1—-x2—y?2< z < /1—x2—y? —/1—=x2—y2< z </1—x2—y?
U —V1—=x2< vy g—\/%—xz U %—ng y <VI—x?
\ 2 T2 \ 2 2
.
—‘/x2+y2< z S /X2_|_y2
U —\/5—x*< y < %—xz
1 1
——< x < —,
V2 T — V2
em coordenadas cartesianas;
—p< z <p —V1=p?< z </1-p?
1 1
R: 0< < < <1 ,
<P <5 U B P <
0< 0 <2« 0< 0 <2n
em coordenadas cilindricas;
0< r <1
R: T < 0 <3—7T,
4 = = 4
0< 0 <2n

em coordenadas esféricas, pois S; : z2 = 1—p?, S, : z2 = p? sdo as superficies em coordenadas

0 . ™ . ;. s .
cilindricas, e S1:r=1,S5,: ¢ =  Séoas superficies em coordenadas esféricas.

0<z<x?*+y?

d R
@ X2+ (y—1)2<1

Solucao.
As superficies que delimitam a regido R sdo: o plano XY, S; : z = 0, o paraboldide circular de
eixo—0Z, S, : z = x> +y? e o cilindro circular de eixo paralelo ao eixo—0Z, Sz : x>+ (y—1)? = 1.

O esbocgo da regiao é
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B A

i

Fig. 39: Regiao R delimitada pelas superficies S1, S, e S3
e sua projecao sobre o plano XY € o disco

x>+ y—-17%<1

D:
z=20

Y

2
—14 129

D
J| . -l

y=1—+/1—27

0 T X

Fig. 40: Disco D

O circulo
C:xX*+y—-1P=1=C:x*+y’=2

em coordenadas polares € dado por:
C:p(0)=2send, 0 € [0, md,

e o angulo ¢(0) que o vetor OP , P € S, N S3, faz com o semi-eixo positivo—0OZ, sendo

K. Frensel - J. Delgado

IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 11

326

P’ = (p(0)cosO,p(0)senod,0)

a projecao do ponto P sobre o plano XY, é tal que:

_p®) 1T 1
tgle ()l = p2(0) p(0) 2send’
A
At ~_0(0) /
R
)

- C
X/Le 0(0) e 2\-\}7

Fig. 41: Regido R
pois, se x(0) = p(8) cos 0, y(0) = p(0) sen B, entdo z(8) = x> + y? = p%(0).
Assim, a regidao R pode ser dada nas seguintes formas:

0< z <x*+y?

R:C 1T—V1—x2< y <14+vV1—%%,

1< x <1
em coordenadas cartesianas;
0< z <p?
R 0< p <2senob ,
0< 0 <m
em coordenadas cilindricas;
2sen®
cotg @ cossecop < v
1 sene
R: < ¢ <3 )
2sen@ 2
0< 0 <m
em coordenadas esféricas, pois z = p? é a superficie S, em coordenadas cilindricas e
= 959 _ cotg ¢ cossec
- Sench - g (p (pa
5 P 2sen®
T°sen‘ @ =2rsen@ send & r = ,
sen @

séo as superficies S, e S3, respectivamente, em coordenadas esféricas.
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Exemplo 9

Esboce os sdlidos definidos pelos sistemas de inequagdes abaixo e identifique as superficies
que os delimitam.

p<z<l
(@)R:{ 0<p<1, onde(p,6,z)sdo as coordenadas cilindricas de um ponto da regiao.
0<o<m
Solucao.
. 0<p<1 | :
A regiao do plano Ry : € dada em coordenadas cartesianas por
o0<e<m

Fig. 42: Regido Ry no plano

Assim, o esbocgo de R é:
VA

Fig. 43: Solido R

pois a superficie z = |[p| = \/x% 4+ y? é a parte superior do cone circular de eixo—0Z

22 = x2 +y2.
Logo as superficies que delimitam a regido sdo o planoy = 0, o plano z = 1 e a parte superior
do cone zZ = x* + y2.
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1<r< 2
CoS @
(b)R:{0< < % , onde (1,0, @) sdo as coordenadas esféricas de um ponto da regiao.
0<0<2n
Solucao.

Observe que:

cpz%(@tg@:1 &= rSen@ =T1Ccos @ & r’sen? @ =12c0s? @ &= x*+y* =722

€ a equacao de um cone circular de eixo—OZ.

Por outro lado,

r=1l&=x*+y*+22=1
€ a equacao da esfera de centro na origem e raio 1.
Além disso,

ESTrC0sp=2E&z2=2

T =
CcoSs @
€ a equacao de um plano paralelo ao plano XY.

Assim, o esbogo do sélido R € dado por

il
1 1
L 4 o
—_— - e
\\
)?//1' ﬁl\‘
Y

Fig. 44: Sélido R

sendo a esfera x> + y2 + z2 = 1, o cone z> = x? + y? e o plano z = 2 as superficies que o
delimitam.

sen ¢
(c)R: %‘ <@<m— %‘ ,onde (1,0, @) sdo as coordenadas esféricas de um ponto da regiao.
7T
<< =
0<p< 5
Solucao.
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As superficies que delimitam o sélido séo :

o1 =1&= x?+y?+ 22 =1, a esfera de centro na origem e raio igual a 1;

V3

*T=seng & TSEN@ = V3 & r?sen? @ = 3 &= x*+y? = 3, um cilindro circular reto
de eixo—0Z;
co=" ou cp:n—g(:)tgcp:i\/?@iizzjZi\@(:)Tsen(P:i\/ngOS(P(:)

r?sen? @ = 3r2cos? ¢ & 3z? = x* + y?, um cone circular de eixo—0Z;

e =0<=y=rsenp send =0, o plano XZ;

o n

2
Assim, o esboco do sélido é:

e 0 & x=rsenp cosO =0, o plano YZ.

P

Fig. 45: Sélido R fora da esfera, entre o cone e o cilindro delimitado pelos planos x =0ey =0 0

0<z<1—p
dR:C0<p<1 , onde (p, 0,z) sdo as coordenadas cilindricas de um ponto de R.

iy
<< -
0_9_4

Solucao.
As superficies que delimitam o sélido R sao:

e z =0, 0 plano XY;

ez=1—-p & z—1=—/x2+y? parte do cone circular (z — 1)? = x> + y? situada no
semi-espacgo z < 1;

0 =0<=y=0,0plano XZ;

00 = ; & x —y =0, um plano vertical.
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Assim, o0 esboc¢o do sélido R é:

Fig. 46: Solido R delimitado pelos planos ® =0e 6 = Z e pelo cone (z — 1)2 =x? +y? ]
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