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Aula 2

Parametrizacao de uma conica contida
num plano do espaco

(A) Parametrizacao do circulo C de centro C = (xy,yo,20) € raio R > 0
contido no plano 7t : ax + by + cz = d.

Para parametrizarmos o circulo, faremos primeiro uma translacao e depois uma rotagao dos

eixos coordenados do sistema OXYZ, de modo que o circulo fique centrado na origem e o plano
7t seja um dos planos coordenados no novo sistema de eixos ortogonais.

1. Translacao

Seja O XY Z um novo sistema de eixos ortogonais tal que O = C e os eixos OX, OYe O Z
tenham a mesma direcdo e sentido dos eixos OX, OY e OZ, respectivamente.

0X

oy

Fig. 1: Translacéo do sistema de coordenadas

. —_— = =
Seja P um ponto do espago. Sendo OP = OO0 + OP , temos que:

(X,y,Z) = ()?)13)2) + (XO>yO>ZO) ’ (1)
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onde (x,y,z) e (X,Y,z) séo as coordenadas do ponto P no sistema OXYZ e O XY Z, respectiva-
mente, e (xo, Yo, zo) SA0 as coordenadas de C = O no sistema OXYZ.

No novo sistema de coordenadas O XY Z, o centro do circulo tem coordenadasx =y =z = 0,
isto €,

C= (O>O>O)a
e o plano 7t é dado por:

T:a(Xx+x0) +b(yJ+yo)+clz+2z0) =d &
—

cax+by+cz+ axo+byg+czo=d
caX+by+cz=0,

al A

pois (xo, Yo, 2o) € T, iSto €, axg + byo + czo = d.

2. Rotacao
. a,b,c g . oo
Seja v; = _labe um vetor unitario normal ao plano 7, e seja vy’ um vetor unitario
VaZ+b2+c?

qualquer perpendicular ao vetor v3 .
Tome v2’ =v3 x v7'. Entdo v2’' é unitario e perpendicular aos vetores vy’ € v3 .
Observe que v;’ e v, sdo paralelos ao plano .

Seja OXYZ o sistema de eixos ortogonais com origem O, tal que os semi-eixos positivos

OX,0Y e OZ tém a mesma direcdo e sentido dos vetores v, v2' e v3, respectivamente.

Fig. 2: Vetores

Como os vetores V7', v2' € v5 sdo linearmente independentes (j& que sdo unitarios e dois
a dois ortogonais), todo vetor do espaco se escreve, de modo Unico, como combinacao linear
destes vetores.

Entao, dado (X, 1, z), existe um Unico terno ordenado (X, Y, z) tal que

(X,T,Z) = xv +yva + zvs . (2)

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Fazendo o produto interno de (x,y,z) com v, obtemos que:

(%,9,2),v) = (v +5v2 +2zv3,v1)
- X<V1 >V1>+U<V2>V1>+Z< >:§>
pOIS <\)1 ,W> = HV] ”2 =1le <\)2 ,\T)> <\)3 ,\ﬁ> = 0.
De modo analogo, podemos verificar que § = ((%,7,z),v2') e Z = ((X, T, Z), V3 )-

Vamos mostrar agora que X, § e z Sdo as coordenadas do ponto (x,y,z) no sistema de eixos

OXYZ.

Seja P5 a projegao ortogonal do ponto (x, Y, z) sobre o eixo ~OX.

— = P — =
00X X Yy O0Y

Fig. 3: Projegbes ortogonais de P sobre os eixos do sistema OXYZ

. —_= N —_ } _)
Como P € eixo — O X, existe a € R tal que OP5, = avy'.
; ] =
Além disso, como (X,y,z) — OP5 Lvi, temos que:
_— _
0 = <(% y,z) - OPg ,vT’> =((x,9,2),v7') — <O P< ,W>
_>

= {((%,9,2),v) —a(w,v') ={(X,1,2),v) —a &= ((X,7,2),n1) = a

(%7, Z),W) Logo a = X e, portanto, 6P§ vy,

Pelo visto acima, x

Entdo X é a coordenada do ponto Pz no eix0—0 X, pois 0 semi-eixo positivo O X tem 0 mesmo
sentido de vi’ e

_ f— _ — — > -2 —
(P 0) = [OPg || = [[xvi’[| = £/ (xvr', xvi') = /X (v, vi') = VX =[]

Provamos assim que X é a primeira coordenada do ponto (X, Y, z) no sistema de eixos O XY Z.

De modo analogo, podemos mostrar que y € a segunda coordenada e z é a terceira coorde-

nada do ponto (X,y,z) no sistema de eixos O XY Z.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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O centro do circulo tem coordenadas X =y = z = 0, pois
C=1(0,0,0)=0vy +0v7 +0v3 .

Fazendo (a,b,c) < a2+b2+c2>v-> e |
z

ol

plano 7: ((a,b,c),(X,y,z)) =0, vemos que:
<<\/a2—|—b2—|—c2> V3, X1 + vz —|—zv3> 0
— th:<\/c12—|—b2+cz (

T

All

—

All
|
I

o

—

isto &, 7@ = plano O X Y .

Logo o circulo, no sistema O XY Z, tem centro na origem, raio R e esta contido no plano z =

ou seja,
- [¥+7 =R
z=0
Assim,
x(t) = Rcost
C:{F(t)=Rsent ; teR
zZ(t) =
é uma parametrizacédo de C nas coordenadas X, y, z.
Por (1) e (2), obtemos:
— — =

(x,Y,z) =XVi' +YVvz +2zVv3 + (X0, Yo, Z0)

Logo,

(x(t),y(t),z(t) = X(t) vy’ +T(t) v’ +Z(t) V3’ + (x0,Y0, Z0) ,

& (x(t),y(t),2(t)) = Rcostvy’ +Rsentvy’ + (xo,Yo,20)

€ uma parametrizagéo do circulo C nas coordenadas x, y, z

Exemplo 1

U,Z) = Xv1’ + yva + Zvs’

teR

teR,

Seja C o circulo de centro C = (1,1,1) e raio R = 2 contido no planomt: x +y + 2z = 4.

Determine uma parametrizagdo do circulo C.

na equacao do

v, 0 )R+ (Va4 o2 +c2) (3, 9) 5 + (Va2 + 024 ¢2) (v, 93)2 = 0

0,

IM-UFF

K. Frensel - J. Delgado



21 Geometria Analitica Il - Aula 2

Solucao.
Sabemos que
(x(t),y(t),z(t)) = 2cost vy +2sentvy + (1,1,1), teR,

é uma parametrizacdo do circulo C, onde V7’ e v,’ sdo vetores ortogonais e unitarios paralelos
ao plano 7.

Como (1,1,2) L 7, basta tomar

— (1>1>2) — (])_1>O) — — — 1 (])])_1)
vy = Vi = ———2evy =v3' xvy = —=(2,2,-2)= "2~
3 \/g 1 \/z 2 3 1 2\/5( ) \/g
Logo,
2 2
t),y(t),z(t)) = —=cost(1,—1,0 —sent(1,1,—1 1,1,1), teR.
(x(t),y(t),z(t)) NG ( )+\/§ ( ) + ( )
Isto é,
( 2 2
t)= —=cost+ —sent+1
x{t) V2 V3
2 2
C: t)=——cost+ —sent+1; teR.
y(t) NG +\/§ +
2
t)=———sent+1
\Z() V3 *

é uma parametrizagdo de C nas coordenadas x, y € z.

Exemplo 2
Considere aesferaS: (x — 12+ (y+1)>+(z—2)>=4eoplanom:3x — 4y = 2.

(a) Mostre que S Nt é um circulo.
-

Basta verificar que a distancia entre o cen-

tro A = (1,—1,2) da esfera S e o plano 7 é

menor que o raio r = 2 da esfera. De fato:
C13-1—4-(=1)=2] 5

d(A,n) NCEnT: —2=l<2=r.

(b) Encontre o raio e o centro do circulo.

Solucao.
Pelo teorema de Pitagoras, o raio R do cir- 5
culo é dado por:

R=+m2—dAn2=V4—1=13.

Seja, agora, a reta s perpendicular ao plano
7t que passa pelo centro A da esfera.

Fig. 4: Circulo no plano 7t

Como s || (3,—4,0), ja que (3,—4,0) L =, temos que:

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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x=3t+1
s:¢c y=—4t—-1; telR,
z=2

O centro C do circulo é o ponto onde a reta s intersecta o plano m, ou seja, C = (3t+1,—4t—1,2)

e

3Bt 1) —A(—At—1) =2 e 0416t =2—7 st = —1 .

5
Logo,
= (P er (519 =G )
5 ) 5 ) 5 ) 5 ) )
€ o centro do circulo.
(c) Parametrize o circulo.
Solucao.
Sabemos, por (4), que
(x(t),uy(t),z(t)) = V3 costvy + V3 sentvy + @, —% , 2) , teR,

é uma parametrizagdo de C, onde v;’ e V5’ sdo vetores paralelos ao plano 7, unitarios e ortogo-
nais.

Sendo 7 L (3,—4,0), basta tomar v3 = (3‘_54’0),\7? = (4’?0) evy =v3 xv; =(0,0,1).
Logo,
V3 2 1
(x(1), y(8),2(1)) = % cost (4,3,0) + V3 sent (0,0,1) + (5,—5,2) , teR
Isto &,
43 2
x(t)_TcostnLg
C: y(t):%cost_l ;o telR
5 5
\ z(t) =+v3sent +2

é uma parametrizagéo do circulo C.

(B) Parametrizacao da elipse £ de centro C = (xo, yo, zo) contida no plano
m:ax + by +cz = d.

Seja ' # 0 um vetor paralelo a reta-focal da elipse.

— = = (a,b,c)

J— u —
TomandoO:C,\T):j,vz =V3 XV, V3 = —(——
[u| vaZ+b2+c?

fizemos no caso do circulo, que a elipse, no sistema O X Y Z, no qual os semi-eixos positivos O X,

, podemos provar, como

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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OY e OZ tém a mesma diregdo e 0 mesmo sentido dos vetores vi’, v,' € v3', respectivamente,
é

uma elipse centrada na origem e contida no plano z = 0, cuja reta-focal é o eixo—O X, ou seja,

=2 =2 __ =
_ Xi_}_yiz] OZ“
£:{ a? b?
z=0.
Como
X(t) = a cost
£:{ F(t)=bsent; teR,
zZ(t) =0

€ uma parametrizacéo de £ nas coorde- Fig. 5: Elipse £ no plano

nadasx,y e z, e

(x,b,2) =Xvi +yva +2zv3 +C,

temos que:
(x(t),y(t),z(t)) = acostvy +bsentvy +C;teR,

€ uma parametrizacao de £ nas coordenadas x, y € z.

Exemplo 3
Seja € uma elipse contida no plano it : x + 2y — z = 1, centrada no ponto C = (1,1,2), com um
dos vértices no pontoV = (2,0,1) e um dos focos no ponto F = (2,1, 3).

(a) Parametrize a elipse .

Solucao.
(1,0, 1)
i

——>
Sendo CV =(1,—-1,—-1) L C—F> vemos que V é um vértice sobre a reta ndo-focal.

—_— ; R
Como CF = (1,0,1) é um vetor paralelo & reta-focal, vamos tomar v;’ =

Logo, c = d(C,F) =v2,b=4d(C,V)=v3ea?=b2+c2=2+3 < a=5.
Assim,
(x(t),y(t),z(t)) = V5 costvy’ + V3 sentvy +(1,1,2), teR,

é uma parametrizagdo de &, onde v3' = “’2\’@_1) Llmevy =v3 Xvp = 13(1,—1,—1).
Isto é, as equagdes paramétricas da elipse nas coordenadas x, y e z Sao:
x(t) = g cost+sent+1
€14 y(t)=—sent+1 ; teR.
\ z(t) = g cost—sent+2

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 2 24

(b) Determine os outros vértices da elipse.

Solucao.

Sejam B; =V = (2,0,1) e B, os dois vértices sobre a reta ndo-focal. Entao,

B;+ B>
2

Seja A um vértice sobre a reta-focal

C= =B, =2C—V=(2,2,4)—(2,0,1) = (0,2,3).

x=t+1
r:¢ y=1 ;o telR.
z=1t+2

Como A = (t+1,1,t+2) e re d(A, C) = a = /5, temos que:

t2+t2:5<:>2t2:5<:>t::|:£.
V2
V5 V5 ) ( V5 V5 > . - .
Logo, Ay =(—=+1,1, =+2)eA,=|——=+1,1,——=+2 ) séo os vértices da elipse
g 1 (\/Z—I- ﬂ+ 2 ﬁ+ ﬁ—'— p

sobre a reta-focal.

Exemplo 4
Determine as equacdes paramétricas da elipse £ contida no planon:x+y —z =1, com centro
C=(1,0,0), focoF = (1,1,1) e um dos vértices no pontoV = (1,2,2).

Solucao.

Como @) =(0,1,1) V = (0,2,2) sdo vetores multiplos, temos que V é um dos vértices
sobre a reta-focal, ¢ = d(C,F) = VI+1 =2, a = d(C,V) = V4+4 = 22 e, portanto,
b2=a?-c?=8-2=b =16

e CV

-
— CF 0,1,1 s R
Tomando v’ = ||?|| _ | ﬁ ), vetor unitario paralelo a reta-focal, obtemos que:
F

(x(t),u(t), z(t)) = 2v/2 costv;’ + V6 sentvy + (1,0,0), teR,

(1,1,-1) — ==

€ uma parametrizacao da elipse, onde vy = A Lme v =vi xvi'=—(2-1,1).

1
NG
Ou segja,
x(t) =2sent+1
£:4¢ y(t) =2cost—sent; teR,
z(t) =2cost+sent

sé@o as equagles parametricas da elipse £ nas coordenadas x, y € z.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



25 Geometria Analitica Il - Aula 2

Exemplo 5

Parametrize a elipse £ contida no plano it : x —y + 2z = 0, centrada no ponto C = (1,—1,—1),

com um dos vértices sobre a reta-focal no ponto A = (5,—1,—3) e excentricidade e =

1
2
Solucao.

Como ﬁ) = (4,0,—2), temos que a = d(C,A) = V16 +4 = 2/5, e portanto, ¢ = % =5

eb=vaZ—cZ=v20—-5=+/15.

-
C g \
Tomando v;’ = HCjAH = \}5(2, 0, —1) um vetor unitario paralelo a reta-focal, temos que:
A

(x(t),y(t),z(t)) = 2v/5 costvy + V15 sentvy + (1,—1,-1), teR,

. S 1 — 1
é uma parametrizacdo de £, onde v’ = —(1,—-1,2) Lt e = X =—(1,5,2).
P ¢ 3 \@( ) V' =v3' XV \/3—0( )
Ou segja,
( x(t)—4cost+sent+1
V2
5sent
E: t) = —1 i teR,
y(t) 7
2
z(t) = —2cost+ —sent—1
\ (t) NG

séo as equagles parametricas da elipse £ nas coordenadas x, y € z.

(C) Parametrizacao da hipérbole 7 de centro C = (xo,yo,z9) contida no
plano 7t: ax + by + cz = d.

Seja 1’ um vetor ndo-nulo paralelo a reta-focal da hipérbole.

Nl

— T YL 0
Tomando O = C, v;’ = H ”,Vz =
u

— = (a,b,c)
V3 XV V3 = —/—m———, ode-
vaZ+b?+c? P

mos provar que H € uma hipérbole

contida no plano z = 0, centrada na
origem e com reta-focal paralela ao

eixo—0 X, no sistema O X Y Z, no qual

0s semi-eixos positivos OX,0Ye O Z
tém a mesma direcdo e 0 mesmo

Fig. 6: Hipérbole H no plano 7

sentido dos vetores vi’, v, e v3 , respectivamente.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Ou segja, 2 =
X Y _q
7l @
z=0
Sendo X(t) = +a cosht
H:{ F(t)=bsenht ; teR,
zZ(t) =0

uma parametrizagdo de H nas coordenadas X,y ez e

(X,y,Z) :§W+ﬁ\?+§\?+c>

obtemos que:
(x(t),y(t),z(t)) = +a coshtv;’ + b senhtvy, + C, teR,

€ uma parametrizacao de H nas coordenadas x, y € z.

Exemplo 6
Seja H a hipérbole contida no planom:x+y + z =1 e centrada no ponto C = (1,0,0). com um
dos vértices no pontoV = (0,0, 1) e um dos focos no ponto F = (3,0, —2).

(a) Determine uma parametrizacdo da hipérbole.

Solucao.
== , \ — (1,0,—1) , .
Como o vetor CF = (2,0,—2) é paralelo a reta-focal, tomaremos v, = a5 Além disso,
c=d(C,F)=v8=2v2 e a=4d(C,V) = IIC—V)II = ||(—1,0,1)|| = V2. Sendo ¢? = a?+ b? numa
hipérbole, obtemos que b> =c? —a?=8—-2=6—=b = V/6.
Logo,
(x(t),y(t),z(t)) = £v2 coshtv;’ + V6 senhtv, +C, teR,
é uma parametrizagdo da hipérbole, onde v3' = L1,1) ¢ Vv =V3 XV = =h2, -0
V3 V6

Ou seja,
x(t) = +cosht—senht+ 1
H:< y(t) =2senht o teR,
z(t) = Fcosht—senht

sao equacOes paramétricas da hipérbole H.

(b) Determine o outro vértice, o outro foco, o0s vértices imaginarios e as equagbes paramétricas
das assintotas de 'H.

Solucao.
Sendo C o ponto médio do segmento que liga os vértices V; = (0,0,1) e V,, temos que:

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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€= - _;vz — V2 =2C0-V; = (2)0)0) - (0)0)1) = (2)0)_1)
E como C é também o ponto médio do segmento que liga os focos, temos que:
F'=2C—F=(2,0,0)—(3,0,—2) = (—1,0,2)

€ o outro foco da hipérbole.

Os vértices imaginarios encontram-se sobre a reta ndo-focal £’. Como ¢’ é perpendicular a v;’
e v3 (e portanto paralela ao vetor v;’ = v x v;') e passa pelo centro C de H, temos que:

x=—t+1
¢ y=2t teR,
z=—t

€ uma parametrizacéo da reta nao-focal.

Entdo, se B € um vértice imaginario, B = (—t + 1,2t, —t) paraalgum valort e R e
d(C,B)?=b2=6=(—t)>+ (2t)>+ (—t)? =6t? &= t = £1.

Assim, B; = (0,2,—1) e B, = (2,—2,1) sado os vértices imaginarios da hipérbole.

Vamos agora determinar as equacdes paramétricas das assintotas.

No sistema de eixos O XY Z, no qual O = C e os semi-eixos positivos OX, OY e OZ tem a
mesma direcdo e 0 mesmo sentido dos vetores vi’, V2’ e v3, respectivamente,

(%,y,2) =Xvi +Xv2 +7v3 +C, (5)
e a hipérbole é dada por:
=2 =2
= | X _Y _q
H:g 2 6
z=0.
Entao,
I SILC R+
T 2
z=0

sao as assintotas de H, que podem ser parametrizadas da seguinte maneira:

x(t) =
T ) =+v3t; teR
Z(t) =0
Logo, por (5),
(x(t),y(t),z(t)) = tvi £vV3tv' +C
. (1,0,—1) (—-1,2,—-1)
—tt 7 iﬁi\@ +(1,0,0)
= \ﬁ(]voy_])iﬁ(_]>2)_])+(]aoao)>

onde t € R, sdo parametrizagdes das assintotas .

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Ou segja,
x(t) =1 x(t):%t—H:\/zt—l—]
b y(t):it:\/it . R _. 2 . R
Tt \/22 ;o teR, e T y(t):_ﬁt:_ﬁt ;o telk,
z(t) = A = —V2t z(t) =0

s&o as equagles paramétricas de v e 1.

(D) Parametrizacao da parabola P de vértice V = (x¢,yo,z0) contida no
planot:ax+by +cz=d

Seja 1’ um vetor ndo-nulo paralelo a reta-focal da parabola.

%
— u a,b,c .
Tomando O = C, v’ = ——, V2’ = V3 XV €Vv3 = ¥, obtemos um novo sistema
[[ul vaZ+bZ+c?

de eixos ortogonais, no qual O = V e os semi-eixos positivos OX, OY e O Z tém a mesma
direcdo e sentido dos vetores v1’, V5’ € V3, respectivamente.

Nesse novo sistema de eixos, a pardbola esté contida no plano z = 0, tem vértice na origem

e reta-focal igual ao eixo—O X, ou seja,

% { gz = +4pX
z=0.
Entao,
_ t2
X(t) =+—
P! = ®eR
yt)=t >
zZ(t) =

€ uma parametrizagcao da parabola nas
coordenadas x, y e z.

Fig. 7: Parabola P

Logo, sendo
(x,y,2) =Xvi +§vy +Zv3 +V,
temos que:
tZ
(x(t),y(t),z(t)) = 0 Vi’ 4ty +V; teR,

€ uma parametrizacédo de P nas coordenadas x, y € z.

Exemplo 7
Seja P uma parabola contida no plano 7 : x — 2y +z = 1, com vértice no pontoV = (2,1,1) e
foco no ponto F = (0,0, 1).
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(a) Determine uma paramatrizagcao da parabola P.

Solucao.
- v
Sabendo que o vetor VF' = (—2,—1,0) é paralelo & reta-focal, tomaremos v;’ = vE H =
(-2,-1,00 — _ (1,-2,1) 57 =7 x v = (2 )
—,V3 = ——F—— L mevy =v3 XV =
T ST

No sistema O XY Z de eixos ortogonais

Ql
Nl

OX, 0Y e OZ, de mesma direcao e
mesmo sentido dos vetores v;’, V2’ €
\Z’, respectivamente, onde O = V, a
pardbola esta contida no plano z = 0,
tem vértice na origem e reta-focal igual

a0 eixo—0 X.

Além disso, como p = d(V,F) = V5 e
o ponto F se encontra a direita do ponto

V no eixo—O X, a pardbola, nas coorde-
nadas x, y e z, é dada por:

P { gz = 4/5%
z=0.
Entao, sendo
7t) = -
x(t —
45
z(t) =
uma parametrizagdo da parabola nas coordenadas X, y e z, obtemos que:
2
(x(t), y(t),2(t)) = 4tfv1 +t7 +V, teR,
€ uma parametrizagcédo de P nas coordenadas x, y € z.
Ou seja,
( 2 2t
t)=—— + =+
x(t) TV
Pl y=—5 2 1. teRr
20 /30
(1) =% 41
V30

sao as equacodes paramétricas de P.

(b) Determine equagbes paramétricas da diretriz L da parabola.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Solucao.
Sabemos que no sistema de eixos ortogonais OXYZ adiretriz é dada por:
£ ] X=7V5
1 z=0

Entédo, como

X(t) =5

yt) =t ; teR,

z(t) =0

é uma parametrizacéo da diretriz nas coordenadas x, y e z, vemos que
(x(t),y(t),z(t)) = —VBv +tv, +V teR,

€ uma parametrizacao de £ nas coordenadas x, y e z.

Ou segja,
t

t)=24+—=+2
x(t) +\/2°To+

: t)=1——t+1 ;

L:< y(t) 5\@ +1; teR,
t) = ———t+1
z(t) m+

sé@o equagdes parametricas da reta diretriz.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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